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RESUMO

Neste trabalho, estudamos as caminhadas quanticas analisando suas principais propriedades.
Inicialmente, revisamos o conceito de caminhadas aleatdrias cldssicas, nas quais as caminhadas
quanticas sdo baseadas. Assim, apresentamos dois modelos de caminhadas quanticas de tempo
discreto, as caminhadas quanticas com moeda e de espalhamento, e a equivaléncia entre eles. A
partir do mapeamento de um modelo no outro, obtemos uma caminhada quintica com moeda
dependente da energia. Em seguida, introduzimos duas propriedades bastante exploradas na litera-
tura para esses sistemas, o emaranhamento e desvio padrdo. Apds, incluimos ndo homogeneidade
no ambito espacial, primeiramente baseando-nos em trabalhos ja desenvolvidos para o modelo
de caminhadas quanticas com moeda e estendendo a andlise para as caminhadas quanticas de
espalhamento considerando interagdes pontuais como centros espalhadores variando de acordo
com a posi¢do na rede. Para todos os casos considerados, analisamos o emaranhamento e desvio
padrdo. Para o desvio padrio, por exemplo, notamos que ao aumentar a ndo homogeneidade, a
dispersdo diminui quando comparada a versdo homogénea mas continua sendo maior do que a
obtida para a caminhada cléssica, apresentando comportamento superdifusivo na maior parte dos
casos. Da mesma forma, o emaranhamento vai perdendo estabilidade e apresentando oscilagdes

sem aproximacao a valores limites a medida que a ndo homogeneidade € introduzida.

Palavras-chave: Caminhadas quanticas. Caminhadas quanticas nao homogénas. Emaranha-

mento.



ABSTRACT

In this work, we study the quantum walks analyzing their main properties. First, we revise the
notion of classical random walks, on which the quantum walks are based. Thus, we present
two models of discrete-time quantum walks, the coined and scattering quantum walks, and
then the equivalence between them. From mapping one model onto the other, we obtain an
energy-dependent coined quantum walk. Then, we introduce the two most explored properties
in the literature for these systems, entanglement and standard deviation. After that, we include
inhomogeneity in the spatial degree of freedom, firstly based on works already developed for the
coined quantum walks and extending the analysis for the scattering quantum walks considering
point interactions as scattering centers that vary with the position on the network. In all the
cases considered, we analyze the entanglement and standard deviation. For example, for the
standard deviation, we notice that by increasing the inhomogeneity, the dispersion decreases
compared to the homogeneous case. Still, it keeps being larger than the random walk, featuring
a superdiffusive behavior in most cases. Similarly, the entanglement goes losing stability and
presents oscillation without approaches a limit value as the inhomogeneity is introduced in the

networks.

Keywords: Quantum walks. Inhomogeneous quantum walks. Entanglement.
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1 INTRODUCAO

Desde a descoberta da mecanica quantica, no comeco do século XX, a comunidade
cientifica vem tentando explicar fendmenos com caracteristicas totalmente contra-intuitivas que
governam as leis da natureza. Apesar de ter havido resisténcias as suas aplicagdes, a mecanica
quantica foi sendo aceita pelos cientistas com o tempo, uma vez que, efeitos como dualidade onda-
particula, superposicao, discretizacdo de energia e outros, somente conseguiam ser explicados de
acordo com seus principios e resultados praticos (1). Além disso, a cada novo experimento com
resultados consistentes com as previsdes tedricas, a mecanica quantica foi sendo consolidada de
tal forma que hoje € responsdvel por diversos avangos tecnolégicos e com perspectivas futuras

bastante promissoras.

Pelo fato dos resultados previstos pela teoria serem contra-intuitivos, € natural buscar
estender problemas bem entendidos e com aplicabilidade na fisica cldssica para a fisica quantica,
a fim de expandir a compreensdo dos principios da nova teoria. Por esse motivo, hd o interesse
em analisar a versdo quantica de um problema conhecido como caminhadas aleatdrias cléssicas,

o qual se denomina caminhadas quanticas (2).

As caminhadas aleatdrias cldssicas sdo processos nos quais caminhantes partem de
um ponto do espago e tomam sucessivos passos em direcdes aleatdrias (3). Normalmente, o
interesse estd em saber a distancia a partir do ponto inicial, ou a probabilidade de se encontrar
o caminhante em uma dada posi¢c@o, ou o ndmero de vezes em que um ponto foi revisitado,
em funcao do nimero de passos em que o caminhante realizou. Além do interesse na teoria de
probabilidade pura, as caminhadas aleatdrias classicas possuem aplicacdes em quase todo campo
cientifico, do movimento Browniano na escala molecular (4), até a criacdo de estrelas e galdxias
na escala césmica (5). Em escalas intermedidrias, exemplos de aplicagdes estdo em biologia (6),

medicina (7), ciéncia da computacdo (8) e até no mercado financeiro (9).

Na ciéncia da computagdo, € sabido que algoritmos baseados nas caminhadas classicas
sdo utilizados para resolver diversos problemas computacionais. A fim de obter resultados
computacionais mais complexos e rdpidos, surge o interesse da criacdo de um computador
quantico universal (10). Assim, é razodvel procurar inspiracdes para novos algoritmos quanticos,
partindo das caminhadas cldssicas e “quantizando-as”. Apesar de Richard Feynman propor
um computador baseado nos fundamentos da mecénica quantica no ano de 1986, e que estava
diretamente relacionada com as caminhadas quanticas (11), somente em 1993, o termo “quantum

walks” foi utilizado pela primeira vez por Aharonov et al. (12).

Além da utilizacdo na ciéncia da computagdo, as caminhadas quanticas podem ser

aplicadas em criptografia quantica (13), realizacdo de fases topoldgicas (14), transi¢des de
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fases quanticas (15), memdria quantica segura (16), rede neural artificial (17) e metrologia
quantica (18). Devido as suas aplica¢gdes, novas implementagdes experimentais surgem a cada
dia considerando, por exemplo, &tomos neutros presos em redes oticas (19), ions aprisionados

(20, 21), ou féton interagindo com interferémetros (15, 22, 23, 24).

Desde a sua descoberta, as caminhadas quanticas vem sendo amplamente exploradas,
de tal forma que surgiram diferentes versdes do modelo, como por exemplo: “caminhadas
quanticas ndo homogéneas”, nas quais o caminhante sofre efeitos de ndo homogeneidade,
podendo ser espacial (25) ou temporal (26); “caminhada quantica do elefante” (27), no qual o
caminhante possui memoria dos eventos que precederam um dado momento, influenciando assim,
o movimento futuro; e as “caminhadas quénticas ndo-hermitianas” (28), nas quais o caminhante
possui interacdo com o ambiente externo. Dessa forma, € um sistema quantico versatil relativo

as possibilidades em sua dinamica.

Os modelos de caminhadas quanticas existentes exploram propriedades que dependem
do propdsito para o sistema. Podemos citar: localizacdo de Anderson, para o interesse no
transporte eficiente da particula (16); espectro de energia, para uma abordagem alternativa da
dinamica (29); e propriedades de transporte, para a otimizacdo da transferéncia de estados

quanticos (30). Neste trabalho, vamos analisar o emaranhamento (31) e o desvio padrao (26).

O interesse no comportamento de emaranhamento estd na possibilidade de quantificacao
da informagdo presente no sistema. E por esse motivo que todos os algoritmos quinticos
conhecidos que mostram um ganho exponencial comparado com as versdes cldssicas exploram
os efeitos de emaranhamento induzido no sistema. Portanto, o emaranhamento desempenha um
papel importante em tornar a computacao quantica mais poderosa comparada com a computacio
classica, e permite tarefas de informagdo quintica que sdo impossiveis no contexto classico
(32). Da mesma forma, o interesse no desvio padrao é devido aos estudos que abordam como
principal vantagem em se utilizar a versdo quantica do problema, o fato da caminhada quéntica

ter dispersao quadraticamente mais rdpida que o caso cldssico na andlise unidimensional (2).

O objetivo deste trabalho € revisar dois modelos de caminhadas quanticas homogéneas
explorados na literatura e estender o estudo para casos em que a particula sofre mudancas com
nao homogeneidade espaciais. Para os cendrios considerados, investigamos a dispersao, a partir
do desvio padrdo da posicdo, e o emaranhamento entre os graus de liberdade do sistema. As per-
guntas que gostariamos de responder sdo: Caminhadas quanticas ndo homogéneas permanecem
apresentando dispersdo quadraticamente maior que a versao cldssica? E ainda, existe conexao

entre o comportamento do emaranhamento e a dispersdo da particula?

Este trabalho serd apresentado da seguinte forma. No capitulo 2 introduzimos dois mo-
delos de caminhadas quanticas de tempo discreto baseadas nas caminhadas aleatdrias cléssicas,
as caminhadas quénticas com moeda e as caminhadas quénticas de espalhamento. Apresentando

as principais caracteristicas de cada caso, como por exemplo distribui¢cao de probabilidade, e
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comparando um modelo com o outro, mostramos a equivaléncia entre eles. A partir do mapea-
mento entre os modelos, apresentamos as caminhadas quanticas com moedas dependentes da
energia. No capitulo 3, apresentamos duas propriedades comumente investigadas nos problemas
de caminhadas quanticas, o desvio padrdo e o emaranhamento. Tais propriedades sdo investigadas
para todos os casos considerados na dissertagdo. Em seguida, no capitulo 4, introduzimos ndo
homogeneidade nas caminhadas quénticas no contexto espacial. Para isso, consideramos dois
modelos da literatura, um que considera nao homogeneidade segundo sequéncia de Fibonacci
(26) e o segundo que considera um operador moeda variando com a posi¢do (25). Expandimos a
ideia para o caso no qual as interagdes pontuais, d e ¢, variam ao longo da rede, gerando redes
nao homogéneas. No capitulo 5, apresentamos as conclusdes deste trabalho e as perspectivas

futuras no estudo das caminhadas quanticas.
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2 CAMINHADAS QUANTICAS HOMOGENEAS

Neste capitulo introduzimos as caminhadas aleatorias cldssicas e sua versao quantica,
conhecida como caminhadas quanticas. Para o caso quantico, dois modelos de tempo discreto
sdo abordados, as caminhadas quanticas com moeda e as caminhadas quénticas de espalhamento.
Em seguida, mostramos que os modelos sdo duas formas diferentes de tratar o problema porém
equivalentes, de tal forma que € possivel mapear um modelo no outro. Por fim, obtemos um

operador moeda dependente da energia.

2.1 Caminhadas aleatorias classicas

Uma caminhada aleatdria clédssica consiste de um caminhante se deslocando em uma
rede de forma aleatéria, como o nome sugere (3). O objetivo consiste em determinar o valor da
probabilidade de encontrar o caminhante em uma dada posi¢do apds um nimero fixo de passos,
considerando as condi¢des em que o caminhante estd sujeito. Para tratar o problema, vamos
considerar um sistema Markoviano, no qual o estado futuro depende apenas do estado presente,

nao possuindo qualquer correlagdo com os eventos que o precederam.

Seja o caso unidimensional, no qual o caminhante possui probabilidade p de se deslocar
para a direita, e ¢ = 1 — p de se deslocar para a esquerda. Apds n passos, todos de mesmo

comprimento, a probabilidade de encontrar o caminhante em uma posi¢do j € dada por

0, se j +n éimpar

P,(j) = (n) i neg 2.1)
p

2 q 2, se j+n épar,

onde o termo entre parénteses representa o bindmio de Newton, tal que a Eq. (2.1) indica uma

distribui¢dao binomial.

Analisando o caso especial no qual o caminhante possui mesma probabilidade de ir
tanto para a esquerda quanto para a direita, ou seja, p = q¢ = %, podemos entender a escolha da
direcdo de deslocamento de acordo com o langamento de uma moeda ndo viciada. Por exemplo,
se a face obtida for cara, o caminhante se desloca para a direita, e se for coroa para a esquerda,

ou vice-versa. Neste caso, a Eq. (2.1) se reduz a forma

0, se j +n éimpar

(2.2)
w), se j +n épar.
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Figura 2.1 — Distribui¢do de probabilidade para a caminhada aleatoria cldssica considerando
posigdo inicial j = 0e p = ¢ = 1/2 ap6s n = 100 passos.

0,08
0,06

0,04

Probabilidade

0,02

0,00 N R
-100 =50 0 50 100

Posicao
Fonte: A autora.

A distribui¢@o de probabilidade considerando um caminhante partindo da posi¢do 7 = 0
e sob condicdode p = g = % ¢ mostrada na Figura 2.1. Observamos uma probabilidade grande de
encontrar o caminhante em torno da origem, enquanto que nas posicdes extremas a probabilidade
€ proxima de zero. Portanto, tipicamente, a particula acaba nao se espalhando por toda a rede e

fica préxima da posicao inicial da caminhada.

2.2 Caminhadas quanticas discretas

Uma caminhada quantica é entendida como a andloga quantica da caminhada aleatéria
classica introduzida na se¢do 2.1. As caminhadas quanticas podem ser descritas em termos de
tempo continuo ou de tempo discreto (2). Neste trabalho temos interesse no segundo caso, no
qual sdo considerados dois modelos: o definido pelas caminhadas quanticas com moeda, no qual
se leva em conta dois sistemas mecanicos quanticos (33), um para o caminhante e outro para a
moeda; o outro definido pelas caminhadas quanticas de espalhamento, as quais sdo baseadas em

uma analogia interferométrica (34).

Seja |1) o estado de uma particula sujeita a uma caminhada quantica, de modo que o

estado, apds a evolugdo temporal, é descrito como

[¥') = Uly), (2.3)

onde U € um operador unitario determinando a evolug¢ao temporal do sistema. O operador
U deve ser aplicado para cada passo dado, sucessivamente, sem que se fagcam medi¢des no

sistema nos passos intermedidrios, efetuando-se a medicao somente ao final do processo de
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Figura 2.2 — Grafo unidimensional representando as redes ficticias nas quais as caminhadas
quanticas ocorrem.

ese L L L ese
j-1 j jt+1

Fonte: A autora.

evolucdo temporal (2). Isso se deve ao fato de medicdes em cada processo de sistemas quanticos

introduzirem decoeréncia, resultando desta forma uma caminhada classica usual.

Para facilitar o entendimento do sistema, associamos as redes ficticias, nas quais ocorrem
as caminhadas quanticas, aos grafos conforme (35). Na Figura 2.2 temos um grafo unidimensional
composto por um conjunto de vértices, representados pelos pontos, e por um conjunto de arestas,
representadas pelas linhas unindo os pontos. Neste trabalho, vamos analisar apenas caminhadas
quanticas unidimensionais, para as quais os grafos considerados sd@o sempre da forma da Figura
2.2.

Nas préximas se¢des vamos introduzir os dois modelos de caminhadas quanticas de

tempo discreto mencionados.

2.3 Caminhadas quanticas com moeda

Na analogia da rede ficticia com grafos, a caminhada quéantica com moeda considera os
vértices representando as posi¢des possiveis para a particula e as arestas como as distancias entre

as posi¢oes, constantes neste caso, como representada na Figura 2.2.

Para descrever o modelo, precisamos levar em conta dois sistemas mecanicos quanticos,
um para a particula e outro para a moeda. Isso significa que devemos considerar dois espacos de
Hilbert distintos. O primeiro consiste no espago de Hilbert de posi¢ado, H,,, no qual se define o
estado quéntico |j), com j € Z, onde Z representa o conjunto dos nimeros inteiros. O segundo,
associado a um sistema quantico adicional, € o espaco de Hilbert de moeda, .., correspondente
aos estados de escolha da direcdo para a qual a particula deslocar-se-a. O espago de Hilbert de
moeda € um espacgo bidimensional, porque para cada posicao j existem dois estados moedas
|+) e |—), correspondentes a direita e esquerda, respectivamente. A cada rotagdo no espago de
moeda, teremos combinagdes lineares dos estados |+) e |—), o que remete ao langamento de
uma moeda na caminhada aleatdria cldssica para a escolha de dire¢ao da particula. Porém, no
problema cldssico as possibilidades de direc@o sdao esquerda ou direita, enquanto que no caso
quantico existe uma combinag¢do linear dos sentidos, ou seja, a particula se desloca para esquerda

e direita simultaneamente.
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O espago de Hilbert do sistema total € dado por H = H,, ® H., com ® representando o
produto direto entre os espagos considerados. Dessa forma, o estado de uma particula € descrito

como

[¥) = i) ®1o), (2.4)

com o = =£. Os estados moedas |+) e |—) normalizados sdo definidos como

[+) = (?) : |-) = <(1)> . 2.5)

Notamos a inversdao na notac¢do utilizada em sistema de spin-1/2 (36). O operador unitério

responsdvel pela evolugdo temporal é dado por
U.=8S,(I,®C.), (2.6)

onde S, € o operador deslocamento, I, ¢ a matriz identidade no espago das posi¢oes e C, € o

operador moeda.

O operador moeda associado a uma rotacao no espago moeda, pode ser, de maneira

a b
C.= , 2.7
(C d) o

com a,b,c e d € C, em que C representa o conjunto dos nimeros complexos. Podemos ainda

geral, representado na forma

escrever C, como
Ce|=) = al=) + d+), (2.8a)

Cel+) =b|=) +d+). (2.8b)
Para que C., seja unitdrio, é necessdrio que seus pardmetros satisfacam as seguintes relacdes
la? +|cP = b+ |d? =1, ac"+bd* =0, c=-Ab, d=~Aa" (29)
onde A = detC, = ad — bee |A| = 1.

O operador de deslocamento S, € um operador condicionado ao estado moeda da
particula. Isso significa que dependendo do estado moeda em uma dada posi¢do, o operador S,,

atua de forma diferente. Podemos escrever S, da seguinte forma
Spli) @ [=)=1i -1 @l-), (2.102)

Spli) @ 14) =i + 1) @ |+). (2.10b)

Uma vez que a norma do estado da particula € preservada no curso da evolucdo, o operador S, é

necessariamente um operador unitario, podendo ser escrito como

Sy = ZU - Dl e[=){-] +Z|J+ Dl @[+ {+l. (2.11)
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Pela Eq. (2.6) notamos que em cada passo de evolugdo temporal devemos aplicar o
operador moeda C,. e em seguida o operador de deslocamento S,,, necessariamente nessa ordem.
Assim, a evolugao temporal U, para a caminhada quantica com a moeda genérica da Eq. (2.7),
¢ dada por

Ul @|=)=aj-1) =) +ci+1)e|+), (2.12)

e, da mesma forma,

Uclj) @[+) =blj =) ®@|=) +dj +1) @ [+). (2.13)

Portanto, sendo [¢)(0)) o estado inicial da particula, a evolugdo temporal do sistema é dada por

[¥(n)) = ULlv(0), (2.14)

onde o operador de evolucao temporal € aplicado n vezes sobre o estado inicial. A probabilidade

Pr(y) de encontrar a particula na posicao j, apds n passos, € dada por

Pr(j) = |(j] @ (+em)|* + |Gl © (~[w(n)[*, (2.15)

onde o primeiro termo € referente a probabilidade de encontrar a particula considerando o estado

moeda |+), e o segundo termo é referente ao estado moeda |—).

2.3.1 Operador Hadamard

Um operador moeda bastante conhecido nas caminhadas quanticas € o operador Hada-
mard, por se tratar de uma moeda ndo tendenciosa, definindo igual probabilidade da particula se

deslocar para a esquerda e direita (2). E representado na forma

1 ({1 1
H. = E <1 _1> . (2.16)

Para exemplificar a caminhada quantica utilizando o operador Hadamard, vamos partir do estado
inicial |¢(0)) = |0) ® |—). Utilizando as Egs. (2.12) e (2.13), temos

* n = 1: 0 estado apds um passo € dado por

w) = —s(I-ne R+ e ) @17

* n = 2: da mesma forma para o segundo passo

v@) = —=(I-2e )+ Mo+l -BeMm). @
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Figura 2.3 — Distribui¢do de probabilidade para a caminhada Hadamard com estado inicial
|1(0)) = |0) ® |—) paran = 100 passos.
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* n = 3: neste caso, aplicando primeiramente a moeda Hadamard, temos

[¥(3) = %Sp[! —2)@=)+ =2 +]0)@|-) -0 e[+)

HOS D)+ ) -2 +2)® |+>)],

3 = =S, -2+ =2 @ [N +2A0 0 )~ ) +12) @ [4)]

em seguida, o operador de deslocamento condicional, ficamos com

1

\/§[|—3>®|—>+|—1>®I+>+2I—1>®|—>—|1>®|—)+|3>®|+))] (2.19)

[4(3))

Ao aplicar a moeda Hadamard H.. no terceiro passo, notamos que para o estado |0) ®|—),
indicado com uma linha inferior, ocorre uma interferéncia construtiva, enquanto que para o estado
|0) ® |+), indicado com uma linha superior, ocorre uma interferéncia destrutiva. Ao comparar a
caminhada quéntica com a caminhada classica, em termos de suas respectivas probabilidades em
cada posi¢do, notamos que elas comecam a diferir a partir de n = 3, devido as interferéncias.
Portanto, a superposi¢cdo de estados gerando interferéncias construtivas e destrutivas € a primeira

caracteristica quantica do modelo.

A Figura 2.3 mostra a distribuicdo de probabilidade para a caminhada Hadamard com
estado inicial |¢/(0)) = |0) ® |—) apés n = 100 passos. Notamos uma maior probabilidade de
encontrar a particula deslocada para a esquerda devido a escolha de um estado inicial assimétrico.
E possivel obter uma distribui¢io de probabilidade simétrica, conforme Figura 2.4, a partir de
um estado inicial simétrico dado por [1(0)) = \/Li(|0> ® |—) +14|0) ® |[+)), onde as trajetdrias

do estado |—) sdo reais e as trajetérias de |+) sdo imagindrias, ndo interferindo entre si, ou ainda,
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Figura 2.4 — Distribui¢do de probabilidade para a caminhada utilizando a moeda Hadamard
(linha cheia) com estado inicial simétrico |¢)(0)) = \/LE(|O> ® |—) +1i|0) ® |[+)) ou
utilizando a moeda balanceada da Eq. (2.20) e a caminhada cldssica (linha tracejada)
para n = 100 passos.
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Fonte: A autora.

a partir de um operador moeda balanceado escrito como

y.— L (1) (2.20)

Comparando as distribui¢des de probabilidade das caminhadas cldssica e quantica com
a moeda Hadamard, conforme Figura 2.4, notamos um espalhamento ao longo da rede muito
maior para a versdo quantica considerando o mesmo nimero de passos. De fato, € possivel

quantificar o grau de dispersdo em cada caso, mas falaremos disso no proximo capitulo.

2.4 Caminhada quintica por uma analogia interferométrica

O modelo de caminhada quantica com moeda, introduzido na secao anterior, € o mais
utilizado na literatura. Porém, existem outras formas de tratar o sistema de caminhadas quanticas.
Um desses modelos alternativos, proposto por Hillery ef al. (34), considera a rede onde a
particula se movimenta como um interferdmetro. Os vértices sao entendidos como elementos
6ticos conhecidos como 2N portas, com N sendo o nimero de conexdes em cada vértice, e cada

ligacdo estando associada aos caminhos que um féton pode seguir.

Para o caso unidimensional, 0 modelo considera um f6ton seguindo na dire¢@o horizontal
e, em cada vértice, encontra um divisor de feixes vertical, conforme representado na Figura

2.5(a). Em cada divisor de feixes, existe uma amplitude do féton permanecer no mesmo sentido,
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Figura 2.5 — (a) Divisao de feixes em um vértice qualquer da rede, onde r indica amplitude de
reflexdo e ¢ de transmissao e (b) estados da caminhada quéntica de espalhamento na
aresta entre os vértices j e j + 1.

(a) (b)
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t —_—
see L 9 (XX}
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Fonte: A autora.

ou seja, ser transmitido e, uma amplitude associada a mudanca de sentido, ou seja, ser refletido.

Notamos, entdo, um processo de espalhamento nos vértices da rede.

O estado da particula considerando a caminhada quantica de espalhamento é dado por

V) = |o.j), 2.21)

onde o = *1 indica o sentido de propagacao, sendo +1 para a direita e -1 para esquerda, e j é o
vértice de destino, conforme Figura 2.5(b). A aplicagdo do operador de evolugdo temporal U

para a caminhada quantica de espalhamento é dada por

U +1,j)=rl—1j—1)+t|+15+1), (2.22)

Ul—1))=t"]—-1j—1) —r[+1j+1), (2.23)

onde z* representa o complexo conjugado de z. Para que a norma do estado seja unitdria, €

necessdrio que |7|? + [t|* = 1. Assim, o estado ap6s n passos é dado por

[¥(n)) = U"[(0)). (2.24)

Para a andlise da probabilidade ap6s n passos, devemos considerar os dois sentidos possiveis
de deslocamento em uma dada ligacdo, uma vez que a caminhada quantica de espalhamento
acontece nas arestas do grafo. Portanto, a probabilidade de encontrar a particula entre os vértices
jej+1,¢€

Py = {13 + 1) ? + [(~Lilb(m)) P, (2.25)

onde o primeiro termo € referente & amplitude da particula no estado | + 1,5 + 1) (deslocamento
para a direita) e o segundo termo ¢é referente a amplitude da particula no estado | — 1,7)

(deslocamento para a esquerda), conforme observamos na Figura 2.5(b).
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Figura 2.6 — Distribui¢do de probabilidade para a caminhada quantica por uma analogia interfe-
rométrica parar =t = 1/v/2 e [¢(0)) = | — 1,0).
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Posi¢ao

Fonte: A autora.

A Figura 2.6 mostra a distribuicio de probabilidade considerando r = t = 1/v/2 e
estado inicial [¢(0)) = | — 1,0) para n = 100 passos. A maior probabilidade de encontrar a
particula estd situada na regido entre —|t|n e |t|n, ou seja, para n = 100 entre as posi¢cdes —70
e 70. Novamente, a distribuicdo é assimétrica e deslocada para a esquerda devido ao estado
inicial utilizado. Para uma distribui¢c@o simétrica em relagao a origem, o estado inicial deve ser
|1(0)) = \/% (] = 1,0y +[1,1)), de modo que a particula considere tanto a dire¢do esquerda como

direita para o deslocamento inicial.

A caminhada quantica de espalhamento com r = ¢ = 1/+/2 é o caso equivalente 2
caminhada Hadamard no modelo com moeda, uma vez que, em ambos 0s casos a particula possui
mesma probabilidade de ir para a esquerda e direita. Na proxima sec¢ao, veremos que de fato,

existe uma equivaléncia entre os dois modelos tratados.

2.5 Equivaléncia entre os modelos de caminhada quantica com moeda e de espalhamento

Os modelos de caminhadas quénticas de tempo discreto apresentados sdo duas formas
distintas de tratar o mesmo problema, porém, equivalentes. Ao comparar as distribui¢cdes de
probabilidade considerando a caminhada Hadamard e a caminhada de espalhamento para r =
t = 1/4/2, mostradas na Figura 2.7, notamos um comportamento geral bem parecido mas
com algumas diferencas locais. Essa diferenca se deve ao fato da caminhada quantica com
moeda calcular as probabilidades nos vértices, conforme Eq. (2.15), enquanto que na caminhada
quantica de espalhamento elas sdo calculadas nas ligacdes, conforme Eq. (2.25). E, de fato, existe

uma equivaléncia entre os dois modelos.
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Figura 2.7 — Comparacao da caminhada quantica com a moeda Hadamard (linha tracejada) e
com a caminhada quéntica por uma analogia interferométrica (linha cheia) para

r=t=1/v2.
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Fonte: A autora.

A equivaléncia foi demostrada por Andrade et al. em (37), no qual os autores seguem
0s seguintes passos para a prova: (i) estabelecer uma correspondéncia entre os estados das

caminhadas quanticas e (ii) associar adequadamente suas evolucdes temporais.

Para o passo (i), consideram um operador isomorfo E, tal que, E : H.,, — H, definido

como
E[+1j)=1j)®[+), (2.26)
indicando que E mapeia os estados da caminhada quantica de espalhamento nos estados da

caminhada quantica com moeda.

Para o passo (ii), utilizam as defini¢des dos operadores de evolugdo temporal de cada

modelo, de tal forma a obter a seguinte relacao de equivaléncia
EU = U_E, (2.27)

onde U € o operador de evolu¢do temporal da caminhada quéantica de espalhamento, definida

pelas Eqgs. (2.22) e (2.23), e U, € o operador de evolu¢do temporal da caminhada quantica com
moeda, dado pela Eq. (2.6).

O mapeamento, segundo Eq. (2.27), traz a possibilidade de tratar as caminhadas quén-
ticas utilizando um dos modelos mas, em um dado momento, devido ao interesse de analisar

determinadas propriedades, € possivel mapear para o outro de forma direta.
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2.6 Operador moeda dependente da energia

As caminhadas quanticas de espalhamento trazem a ideia de um divisor de feixes em
cada vértice, ou seja, funcionam como centros espalhadores. Apesar disso, o0 modelo representa
apenas um caso especial de espalhamento. Para o caso geral, as amplitudes de reflexdo e
transmissdo sdo dependentes da energia da particula (35). Quem carrega as informacdes da onda

espalhada € a matriz de espalhamento S, que para o caso unidimensional, é dada por

rPk)y 1k
Sesp(k) = (tg_)ék)) T{_)((k;), (2.28)

J

onde os indices (+) e (—) indicam a particula incidindo pela esquerda ou direita do vértice j,
respectivamente. O termo £ € o nimero de onda, o qual possui dependéncia com a energia E
pela relagdo k = \/W ,onde m € a massa da particula e /2 € a constante de Planck dividida
por 27. Portanto, a partir da Eq. (2.28) observamos uma dependéncia explicita dos coeficientes

de reflexdo e transmissdo com a energia (k).

A partir da matriz de espalhamento, € possivel obter um operador moeda dependente
da energia. Para isso, utilizamos a ideia de mapeamento apresentada na se¢do anterior, com as
seguintes substituigdes U, — Cgs, € U — S, de tal forma que Cep = ESeSpEfl. Assim, o

operador moeda de espalhamento dependente da energia é

%) Pk
cutt = (115 0, o)

o qual, para ser um operador unitdrio, satisfaz as seguintes relacdes (38)

7 (B)P + 157 () =1 PG w) + 67 0 (k) = 0 230

J J
7’§i)(/{?)* _ t;:t)(_k) t(»i)(k)* —¢ jF)(_k). (2.31)

J
Os coeficientes de reflex@o e transmissdo para casos gerais de interagdes pontuais
abordando todas as condi¢des de contorno possiveis em uma rede unidimensional com centros

espalhadores em seus vértices, podem ser escritos de seguinte forma (39)

2ikw®!
¢+ ik(d+ a) + bk?’

_ cxik(d — a) + bk?

(1) — &) (1) —
e N s (k)

(2.32)

com a,b,c e dreais e |w| = 1.

Algumas interagdes pontuais conhecidas sdo a d, ¢, caso cruzado e assimétrico (39).
Para a interacdo pontual ¢ de Dirac, a fungdo de onda € continua e sua derivada descontinua,

de modo que os parametros assumem os seguintes valores: a =d =w = 1,b=0ec = 27.
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Figura 2.8 — Amplitudes de transmissao (linha cheia) e reflexao (linha tracejada) considerando
potenciais do tipo: (a) §; (b) ¢’; (¢) cruzado; e (d) assimétrico.
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Fonte: A autora.

J4 para a interaciio pontual do tipo delta linha ¢ , a fungio de onda da particula é descontinua
e a sua derivada continua, de maneira que, a = d = w = 1, b = 2y e ¢ = 0. Para o caso
cruzado, a condi¢do de contorno na qual a fungio de onda estd submetida é ¢(j7) = /(57 ) e
P'(57) = =y Mp(57). O termo 51 (j ) € referente a particula incidindo pela esquerda (direita)
do vértice 7, tal que os parAmetros assumem valores a =d = 0,w = 1, b=~y e c= —y ' Por
fim, para o caso assimétrico, as amplitudes de reflexdo e transmissdo sdo diferentes a esquerda e
direita, de modo que os parimetros assumem os seguintes valores a = ¢ = d~ ! = v, w = —i
e b = 0. Na Figura 2.8 temos o comportamento da reflexao e transmissao para k variando

considerando as interacdes pontuais mencionadas.

Na Figura 2.9 mostramos a densidade de probabilidade da caminhada quéntica com
moeda considerando os potenciais apresentados partindo do estado inicial |1(0)) = \%(IO) ®
|—) 4+ i|0) ® |[+)) com k variando no intervalo [0,10] e v = 1. Nesta figura, cada valor de k
representa uma distribui¢ao de probabilidade, como obtido nas se¢des anteriores, mas agora
analisando em termos de densidade de probabilidade, onde preto representa probabilidade
0 e branco probabilidade 1. Para a interacdo delta, notamos que ao aumentar a energia k,
a probabilidade de encontrar a particula estd deslocada para as extremidades. Isso acontece
devido ao comportamento das amplitudes de reflexdo e transmissao para este caso. Conforme

observamos na Figura 2.8, a transmissdo para o potencial delta aumenta com k, o que implica
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Figura 2.9 — Evolucgao da caminhada quantica com moeda em funcao da energia (k), conside-
rando os potenciais: (a) J; (b) ¢’; (c) caso cruzado; e (d) assimétrico.
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Fonte: Adaptado de (35).

num deslocamento cada vez mais longe da posicdo inicial. Para o caso da ¢’, a amplitude de
transmissao diminui com o aumento de £, significando que a particula permanece cada vez
mais confinada préxima da origem. No caso cruzado, a amplitude de transmissao possui um
valor maximo em k = 1, no qual apenas transmite, e a medida que k£ aumenta, a amplitude de
transmissao diminui, gerando uma maior localizag@o para o caminhante em torno da origem. Por
fim, no caso assimétrico o comportamento € semelhante ao da delta, porém com um espalhamento
mais rdpido, uma vez que a transmissdo aumenta de forma mais rdpida com &k do que no caso da

0. Na Figura 2.9 também € possivel observar a formagio de franjas de interferéncia a medida
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que k varia. Isso acontece devido a superposi¢cao dos estados conforme o estado do sistema
evolui. Portanto, fica evidente a formagdo de padrdes de interferéncia no modelo das caminhadas

quanticas.
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3 PROPRIEDADES EM CAMINHADAS QUANTICAS

Neste capitulo, vamos apresentar e discutir duas propriedades usualmente investigadas
em caminhadas quanticas: o desvio padrao e o emaranhamento. O desvio padrdo caracteriza o
grau de espalhamento da particula a medida que o nimero de passos aumenta. O emaranhamento,
uma propriedade essencialmente quantica, diz respeito ao grau de coeréncia quantica no sistema,

de tal forma que, quanto maior o emaranhamento maior a coeréncia quantica.

3.1 Desvio padrao

A primeira propriedade a ser investigada em caminhadas quanticas € o desvio padrao
da posi¢do. O desvio padrao é a medida do quanto a particula se dispersou ao longo da rede.

Considerando o estado apds n passos, ¢ dado por

o(n) = V(% m = ()% 3.D

onde (a) é o valor médio da varidvel a. Utilizando a defini¢ao usual de média para varidveis

discretas, temos (3)

o(n) = | 2_3*Pr(j) = (ZjPr(j)) : (3.2)

onde j € a posicao da particula e Pr(j) € a probabilidade de encontrarmos a particula nesta

posicao. No caso da caminhada quantica com moeda, Pr(j) € dada pela Eq. (2.15).

A fim de categorizar a dispersdo nos sistemas, consideramos o desvio padrao proporcio-

nal a uma poténcia do tempo, o qual € discretizado no nosso trabalho pelo nimero de passos n,
ou seja

o(n) ~n®, (3.3)

onde ~ significa da ordem. O parametro o na Eq. (3.3) determina a dindmica da particula, de tal
forma que, quanto maior for o, mais espalhada a particula estd. Os comportamentos podem ser

classificados como

subdifusivo: 0 < o < 0,5;

difusivo: a = 0,5;

superdifusivo: 0,5 < a < 1;

balistico: o« = 1;

superbalistico: 1 < o .
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Figura 3.1 — Desvio padriao da caminhada cléssica (CC) e da caminhada quantica com a moeda
Hadamard (CQ-H).
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Na Figura 3.1 mostramos o comportamento do desvio padrdo para a caminhada cldssica
e para a caminhada quantica com a moeda Hadamard apresentadas no capitulo anterior. As
caminhadas aleatdrias classicas, por exemplo, seguem uma distribuicao binomial com o = 0,5.
Neste caso, o comportamento é difusivo, apresentando o ~ /n. A caminhada quintica com
a moeda Hadamard, por outro lado, possui « = 1, gerando um movimento balistico para a
particula, ou seja, 0 ~ n. Ao comparar os comportamentos de dispersao da particula para as
caminhadas cldssica e quantica, € evidente o ganho quadratico para o caso quantico. Seja, por
exemplo, uma lista com 7 elementos e o objetivo € encontrar um determinado item o mais rapido
possivel. Neste caso, a vantagem estd em utilizar a versdo quantica da caminhada aleatéria,
uma vez que, a particula se desloca por mais pontos da rede, indicando conhecimento de um
maior numero de elementos da lista comparado a versdo classica. O algoritmo de Grover, é
um exemplo de algoritmo quantico de busca que demonstra o ganho quadratico da dispersao
na versiao quantica de um sistema (40). No préximo capitulo, veremos que dependendo das

condicoes da rede, o parametro o muda, gerando dindmicas diferentes para a particula.

3.2 Emaranhamento em caminhadas quanticas

O emaranhamento é um recurso essencialmente quantico resultado de correlacdes
quanticas entre diferentes partes de um sistema descrito no contexto da mecanica quantica. Isso
significa que um processo cldssico ndo pode replicar os efeitos do emaranhamento quantico, a
menos que sejam consideradas varidveis ocultas que forcam as correlagdes a serem tdo fortes
quanto o emaranhamento requer. E por isso que computadores cldssicos ndo podem simular

verdadeiramente sistemas quanticos sem “trapacear”, for¢cando correlagcdes, via varidveis ocultas,
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que com simulagdes cldssicas ndo ocorreriam naturalmente (32).

Quando um sistema quantico estd em um estado emaranhado, realizacdes em um
subsistema terdo efeito ndo-local em outro subsistema mesmo que nada tenha sido feito no
segundo subsistema. Além disso, mesmo que os subsistemas sejam separados, desde que nenhum
deles seja medido, o emaranhamento continuard existindo. Esse € um fendmeno bastante contra-

intuitivo que Einstein chamou de “acdo fantasmagdrica a distancia” (41).

Sistemas quanticos compostos, nos quais o emaranhamento € possivel, sdo sistemas que
podem ser decompostos em dois ou mais subsistemas ou graus de liberdade. Formalmente, o
espaco de Hilbert H associado a um sistema composto, ou multipartido, é dado pelo produto
tensorial H; @ Ho ® ... ® H y dos espacgos correspondentes a cada subsistema (41). Aqui, focamos
a descricao para sistemas quanticos bipartidos, ou seja, H = H 4 ® H g, tal que H 4 € o espago

de Hilbert relativo ao subsistema A e H 5 € o espaco de Hilbert relativo ao subsistema B.

Um estado de um sistema bipartido pode ser emaranhado e puro, ou emaranhado e
misto. Um estado puro |1}, situagdo na qual temos conhecimento total do estado quintico, pode
ser definido como uma superposicao de estados ortogonais entre si, baseado-se na decomposi¢ao

de Schmidt, da seguinte forma

) = ciliya ® i) s, (34)

7

|2 = 1. Os estados mistos, por

onde ¢; corresponde as amplitudes de probabilidade, tal que >, |c;
outro lado, representam sistemas quanticos com probabilidade de ocorrer em cada estado puro,
ou seja, sdo misturas estatisticas de estados puros. Neste caso, o estado misto € melhor descrito

pelo operador densidade como

0= Zpiwz'ﬂ%‘» (3.5)

onde cada p; corresponde a propabilidade de ocorréncia do estado |1);) ocorrer, tal que ) . p; = 1.

Aqui, os estados ndo precisam ser necessariamente ortogonais entre si.

A partir da descricao dos estados puros e mistos, um estado bipartido é definido como

emaranhado, ou ndo, da seguinte forma (42)

* Estados puros: |¢) € dito separavel se ) = |¢)4) ® |¢p), caso contrdrio, o estado € dito
emaranhado;
* Estados mistos: g é dito separdvel se p = > p; 0 ® 0P, caso contririo, o estado é dito

emaranhado.

Em termos das caminhadas quanticas apresentadas, o modelo com moeda possui espaco
de Hilbert definido como ‘H = H, ® H., de tal forma que podemos investigar o emaranhamento
entre os estados de posicao e moeda no sistema. J4 para no modelo de espalhamento, o estado

ndo pode ser escrito em termos do produto direto entre dois subespagos de Hilbert, dificultando
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entdo a andlise nesse sistema. Porém, devido a possibilidade de mapear a caminhada quantica de
espalhamento no modelo com moeda, podemos considerar todas as possibilidades da teoria de
espalhamento e entdo realizar a andlise do emaranhamento na caminhada quantica de espalha-
mento. Para as caminhadas quanticas com moeda, o sistema € composto por superposicoes de
estados puros. Assim, os estados sdo emaranhados se |¢) # |1),) ® |1).) onde |¢),,) é o estado

relativo ao subsistema de posig¢des, e |1.) é o estado relativo ao subsistema de moeda.

Sejam, por exemplo, o estado inicial [¢)(0)) = |0) ® |—) e, utilizando-se a moeda
Hadamard, o estado evoluido em um passo [¢)(1)) = \/ié(| —1)®|—) + 1) ® |[+)). A pergunta
que podemos fazer é

¥(0)) e (1)), tratados individualmente, sdo estados separaveis ou estados
emaranhados? E facil notar que |1/(0)) é um estado separével, uma vez que, [1)(0)) = [tb,) @ |¢).)
de forma direta. Agora, para |¢)(1)), devemos ter [¢,) = a| — 1) + b|1) e |¢).) = c|+) + d|—),
tal que

V) ® [the) = ac| — 1) @ |4) + ad] — 1) @ |—) + be|1) @ |[+) + bd|1) @ |—). (3.6)

Para que [¢)(1)) seja igual a |1),) ® [¢).), € necessdrio ac = 0, ad = 75, be = 5 e bd = 0,
simultaneamente. Porém, o sistema de equagdes ndo admite tais solu¢des. Portanto, sendo o
P(1)) # |¢p) ® 1), dizemos que |1)(1)) € um estado emaranhado.

estado ndo separdvel, ou seja,

Mais do que saber se o estado quantico € emaranhado ou ndo, estamos interessados
em quantificar o grau desse emaranhamento. E necessdrio uma anélise quantitativa para a
compreensao do fendmeno de forma adequada e como ele se altera sob determinadas situacoes.
Saber a quantidade de emaranhamento inerente a um estado quantico composto significa saber

quao bem uma tarefa pode ser realizada.

Mondtonos ou quantificadores de emaranhamento sdo boas medidas de emaranhamento,
uma vez que, sua principal caracteristica é relativa a capacidade de distinguir entre correlacdes
quanticas e classicas (43). Alguns exemplos de medidas monétonos de emaranhamento sdo:
emaranhamento de formacgao, entropia relativa de emaranhamento e negatividade (42). Desde

que satisfaca as seguintes relagdes:

1. Para qualquer medida de emaranhamento E(p), é necessério 0 < E(p) < 1,com E(p) =0
correspondendo a um estado ndo emaranhado, e £(p) = 1 a um estado maximamente
emaranhado;

2. A medida de emaranhamento deve ser imune a operagdes locais € comunicacgdo classica
(44), ou seja,

E(p) = E((Up ® Ue)p(U, @ Ue)"); (3.7)

3. A medida de emaranhamento de um operador densidade completo, E'(p) = E ( > oD pi) ,

nao pode ser maior que a soma ponderada das medidas de emaranhamento de suas partes,
ouseja, E(p) = E( 3, pipi) < 32 piE(pi).
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onde p é o operador densidade do estado |1/(n)) apds n passos. Apesar do operador densidade
ser usualmente utilizado para descrever estados mistos, também € possivel usi-lo para descrever

estados puros. Neste caso, p € dado da seguinte forma

p(n) = [¢(n)) (b(n)]. (3.8)

Como o estado que descreve a particula realizando uma caminhada quantica com moeda
¢ puro, e sendo o operador de evolugdo temporal U, unitdrio, significa que o estado apds n
passos continuard sendo um estado puro. Dessa forma, é possivel quantificar o emaranhamento
através do cdlculo da entropia de von Neumann do operador densidade reduzido. A entropia
de von Neumann é uma generalizacdo da entropia de Shannon, a qual € utilizada na teoria da

informacao classica para medic@o de informacao (32). A entropia de von Neumann é dada por

S, = —Tr(plog,p). (3.9)

A medida de emaranhamento baseada na entropia de von Neunmann é dada a partir do
estado reduzido. Por simplicidade, vamos considerar o operador densidade reduzido de moeda, o

qual € obtido da seguinte forma
pe(n) = Tr,(p(n)), (3.10)

onde Tr, representa o traco parcial sobre o espaco das posigdes.

A operacao de trago parcial, utilizada na Eq. (3.10), € um procedimento usado para o
calculo do estado quantico de parte de um sistema composto. No nosso caso, estamos interessados
no efeito das posi¢des no subsistema de moeda, uma vez que, o espaco de Hilbert de posi¢cao
aumenta sua dimensdo em 2" a medida que o sistema evolui. Dessa forma, trabalhamos apenas
com o subconjunto de moeda, o qual € um espaco bidimensional. Para a realizacdo do traco
parcial no espaco das posicdes, € necessario levar em conta todos os autoestados possiveis no

espaco das posic¢des, de tal forma que pode ser escrito como

Tr, (p(n)) =Y _{jlp(n)l)- (3.11)

J

Assim, a partir da entropia de von Neumann, o emaranhamento entre os estados de posi¢do e de
moeda da particula é

Eo(n) ==Y Alogy\;, (3.12)

onde \; sdo os autovalores do operador densidade reduzido de moeda p.(n), dada pela Eq. (3.10).
Como p.(n) é um estado de qubit, ou seja, possui dois graus de liberdade {|+),|—)}, as matrizes

geradas por ele sdo de dimensdo 2 x 2, de modo que existem dois autovalores A\; e \,. Portanto,

Ec(n) = —/\110g2)\1 — )\210g2/\2. (313)
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Figura 3.2 — Emaranhamento entre estado de posi¢ao e de moeda, utilizando o operador Hada-
mard para os estados iniciais assimétrico |1/(0)) = |0) ® |—) (linha tracejada) e
simétrico [¢(0)) = \%(|O) ® |—) +4|0) ® |+)) (linha continua) .
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E importante ressaltar que o cdlculo do emaranhamento poderia ser feito a partir da
realizacdo do trago parcial no espaco de moeda, uma vez que o emaramanhamento entre posi¢ao
e moeda precisa ser o mesmo independente do subconjunto considerado para as medidas. Neste
caso, o operador levado em conta para obter os autovalores seria o operador densidade reduzido
de posicdo, p,(n) = Tr.p(n), tal que, terfamos uma matriz (2 x 2)" devido aos graus de
liberdade {| J),j € Z}. Portanto, € por questdo de simplicidade que escolhemos quantificar o

emaranhamento a partir do operador densidade reduzido de moeda.

3.2.1 Emaranhamento na caminhada quantica com a moeda Hadamard

Para exemplificar o comportamento do emaranhamento entre os estados de posi¢do e
moeda da particula nas caminhadas quanticas, utilizamos o operador moeda Hadamard conside-
rando tanto o estado inicial assimétrico |¢)(0)) = |0) ® |—), quanto o estado inicial simétrico
|1(0)) = \/%(|0> ® |—) +14]0) ® |+)), o qual € mostrado na Figura 3.2 para n = 100 passos.

E possivel notar que o emaranhamento para o operador moeda nio tendencioso se
aproxima do valor limite F.(n — oo) ~ 0,872 a medida que o tempo passa, independente do
estado inicial utilizado. Porém, a taxa de convergéncia é sensivel a escolha de |¢/(0)), sendo
os estados iniciais simétricos com convergéncias mais rapidas (31). Portanto, com o propésito
de investigar comportamentos com aproximacdes a valores limites, a partir de agora vamos

considerar apenas estados iniciais simétricos.

No Apéndice A, mostramos o célculo analitico do emaranhamento para o estado [¢(1))
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considerando a caminhada quantica com o operador Hadamard e estado inicial |)(0)) = |0)®]|—).
Obtemos como resultado um estado maximamente emaranhado, ou seja, F.(t = 1) = 1. Estados
puros maximamente emaranhados tem uma utilidade pratica em processamento de informacgao

quantica ideal (sem ruidos) (32).

Agora, tendo introduzido as propriedades de desvio padrao e emaranhamento, somos
capazes de investigar, quantitativamente e qualitativamente, as caracteristicas relativas ao quao
bem a particula se dispersa no sistema em fun¢do do nimero de passos, e a quantidade de
informacdo inerente ao sistema quantico. A andlise e controle dessas propriedades, em especial do
emaranhamento, sdo fundamentais para o desenvolvimento e progresso da informagdo quantica,
uma vez que, atuam diretamente no ganho temporal em se utilizar o sistema quéntico em questao
(32).
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4 CAMINHADAS QUANTICAS EM REDES NAO HOMOGENEAS

Neste capitulo, introduzimos nao homogeneidade nas caminhadas quanticas consi-
derando variagdes espaciais, a partir da formagdo de redes ndo homogéneas. Primeiramente,
trabalhamos com redes variando segundo sequéncia de Fibonacci, a qual € caracterizada como
uma sequéncia aperiodica, de modo que podemos analisar a ndo homogeneidade sendo introdu-
zida progressivamente. Em seguida, consideramos um operador moeda dependente da posicdo
que se altera ao ser aplicado. Por fim, utilizando o modelo de espalhamento, apresentamos as
caminhadas quénticas em redes nas quais as intera¢des pontuais, 0 e ¢’, sdo dependentes das

posicdes da particula.

4.1 Redes segundo a sequéncia de Fibonacci

Existem vdrios trabalhos na literatura que consideram sequéncias de Fibonacci nas
caminhadas quanticas (45, 46, 47). No trabalho de Ribeiro et al. (26), os autores propdem
a sequéncia de Fibonacci como forma de incluir ndo homogeneidade no sistema. Para isso,
introduzem um operador moeda constante no espaco das posi¢des, dado por

cos(a) sen(a)

C(a) = (4.1)

sen(ar) —cos(a)

onde a € [0,7—;]. Essa é uma moeda interessante de se trabalhar, uma vez que, para determinados
valores de «, obtemos operadores conhecidos em mecanica quintica. Para a = /4, por exemplo,
temos o operador Hadamard, utilizado no capitulo 2, o qual expressa uma particula com mesma
probabilidade de se deslocar para a direita e esquerda. Ja para « = 7/2, temos a conhecida
matriz de Pauli 0,, na qual a particula permanece confinada. Para o = 0, obtemos a matriz de
Pauli 0,, na qual o movimento da particula € totalmente desacoplado, de modo que, a particula
se desloca somente para a direita se o estado moeda for |+), e somente para a esquerda se o
estado for |—) (26).

A ideia utilizada no trabalho € adicionar um operador moeda extra C() de modo a
combinar C(a) e C(/5) em sequéncias infinitas. Alguns exemplos de sequéncias que podem
ser construidas a partir dos operadores sdo a sequéncia periodica, Fibonacci, Thue-Morse e
Rudin-Shapiro (45). Aqui, vamos considerar apenas a sequéncia de Fibonacci, a mais conhecida

delas.

A sequéncia de Fibonacci € obtida pela interagcdo da regra recursiva S, 11 = S,,S;,_1,

sendo os termos de partida Sy = C(a) e S; = C(«)C(). As primeiras geragdes da sequéncia
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Figura 4.1 — Distribui¢do dos operadores moeda C(«) e C(/3) na rede de acordo com a segunda
geracdo de Fibonacci (a3) espelhada em relacdo a origem.
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Fonte: A autora.

de Fibonacci, chamadas de sequéncias aproximadas, sdo o, a3, afa, afaaf, afaafafa, ...,
onde os operadores estdo escritos em termos apenas de seus pardmetro a« = C(«) ou = C(f).
Para a segunda geracdo, por exemplo, significa aplicar primeiramente o operador C(«), em

seguida C(/3), e repetir essa sequéncia.

No trabalho de Ribeiro, os autores trabalharam com a sequéncia de Fibonacci aplicada
no ambito temporal, independente da posi¢cdo da particula. Isso significa que, para a segunda
geracdo de Fibonacci («3) por exemplo, no primeiro passo ocorre uma rota¢do no espacgo de
moeda segundo C(«), qualquer que seja sua posi¢ao na rede, da mesma forma para o segundo
passo C([3), e repetir essa ordem para os passos seguintes. Baseada nesta ideia, propomos

trabalhar com a sequéncia de Fibonacci aplicada espacialmente.

A 1ideia € construir a rede ficticia de tal forma que para cada posi¢do um operador moeda,
C(a) ou C(f), ja estara definido, independente se é a primeira ou n-ésima vez que a particula
passe por aquele ponto. A nossa proposta é compor a sequéncia de Fibonacci para as posi¢des
positivas (5 > 1), e espelhar em relag@o a origem. Para obter uma rede simétrica vamos aplicar
o operador identidade [ na origem, de tal forma que funcione como um espelho transparente,
ou seja, em j = (0 a particula apenas continua a trajetéria sem que ocorra mudanca em seu
estado. Na Figura 4.1, exemplificamos a construcdo da rede considerando a segunda geracao da
sequéncia de Fibonacci, a3. Fica evidente a repeti¢ao da sequéncia considerada, quantas vezes
forem necessdrias, a fim de construir a rede completa. A geracao assintética, por outro lado, é
obtida a partir da sequéncia que completa a rede sem repeti¢des, por exemplo, para n = 100

passos € dada pela 10* geracdo de Fibonacci.

Na Figura 4.2, mostramos a distribui¢ao de probabilidade para as 5 primeiras geracoes
e a geragdo assintética da sequéncia de Fibonacci, considerando o estado inicial simétrico
4(0)) = 55(10) ® |=) +1]0) ® |+)) e n = 100 passos, para & = 7/3 e 3 = 7/6. A primeira
caracteristica que observamos € relativa a simetria da distribuicao. Isso se deve ao fato da rede
e do estado inicial serem simétricos. Notamos ainda, que todas as geragdes apresentam picos
de alta probabilidade da particula permanecer proximo da origem, experimentando o efeito de

confinamento, de tal forma que a particula apresenta uma localiza¢do bem definida.
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Figura 4.2 — Distribuic@o de probabilidade para redes variando segundo sequéncia de Fibonacci,
considerando as geragdes: (a) a; (b) af; (¢) afa; (d) afaaf; (e) afaafafa e
(f) assintética, para a« = 7/3 e 5 = 7/6.
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O comportamento do emaranhamento, considerando as mesmas condi¢des, esta repre-
sentado na Figura 4.3. Para a primeira geracdo «, por exemplo, por ser uma rede homogénea, o
emaranhamento se estabiliza ja no inicio da caminhada, de modo a assumir apenas dois valores
que se intercalam, sendo eles F, = 1 ¢ E, ~ 0,86. A medida que introduzimos a ndo homo-
geneidade, aumentando a sequéncia de Fibonacci na rede, notamos que o comportamento do
emaranhamento perde a caracteristica de assumir valores assintéticos, como apresentava para as
primeiras geragdes. Até que, para a geragdo assintdtica, o emaranhamento oscila sem apresentar
tendéncias ou comportamentos repetidos, uma vez que, a rede nao possui mais a caracteristica
periddica que tinha para as primeiras geracdes de Fibonacci. Na Figura 4.3(f), sobrepomos o

emaranhamento obtido da 5 geracdo (pontos vermelhos) com o obtido pela geragdo assintdtica
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Figura 4.3 — Emaranhamento entre estados de posicao e moeda para redes variando segundo
sequéncia de Fibonacci, considerando as geracdes: (a) 1% (b) 2% (c) 3% (d) 4% (e) 5%
e (f) sobreposicao da geracao assintética (pontos azuis) com a 5* geragdo (pontos
vermelhos), paraa = /3 e f = 7 /6.
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(pontos azuis), a fim de observar a alteracio entre as duas tltimas geragcdes consideradas. Neste
caso, fica evidente uma mudanca pequena apenas nos ultimos passos da dindmica, de tal forma
que a 5* geracdo, para o nimero de passos utilizados, pode ser tomada como a sequéncia assint6-
tica na geracdo de emaranhamento. Em todos os casos, os estados de tempo impar, assumem

emaranhamento méiximo, £, = 1, e para estados de tempo par, o emaranhamento € menor que 1.

Na Figura 4.4 estd representado o desvio padrdo para os mesmos parametros. Neste
caso, vamos considerar que 2 medida que caracteriza a dispersio é c(a,f3), tal que o ~ n®5),
Para as geragdes utilizadas, obtemos os seguintes resultados: ¢(«,3) = 1,01, ¢(a,3) = 0,95,
c(a,8) = 1,03, ¢(a,B) = 0,63, c(a,8) = 0,84 e ¢(a, ) = 0,62, para as respectivas geracdes: 1%,
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Figura 4.4 — Desvio padrio considerando redes variando segundo sequéncia de Fibonacci, consi-
derando as 5 primeiras geracoes e a geracdo assintética, para« = /3 e § = 7 /6.
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2%, 3%, 4%, 5% e assintdtica. Para a 1% e 3* geragdo, por exemplo, apesar de c¢(«a,3) > 1, a dispersdo
€ caracterizada como balistica, sendo o acréscimo uma questdo apenas computacional. Isso
acontece pois, para cada passo, a particula se desloca apenas de um vértice pra outro € nao
sofre aceleragdes (48). Para as outras geracdes, a dispersao diminui tal que o comportamento é

superdifusivo (0,5 < ¢(«,f) < 1), inclusive para o caso assintdtico.

4.2 Modelo do Shikano e Katsura

Outro trabalho bastante interessante foi proposto por Shikano e Katsura (25), no qual
consideram a ndo homogeneidade a partir de um operador moeda com dependéncia explicita da
posicao j, dado por

, cos(2mayj) —sen(2mwaryj)
C() = : S (4.2)
sen(2rayj)  cos(2may)
onde a é um nimero real e corresponde ao inverso do periodo do operador moeda. E facil notar
que este € um operador moeda ndo homogéneo, uma vez que, a rotacdo no espaco moeda em

cada vértice da rede € diferente das rotacdes de outras posigdes.

Na Figura 4.5a, representamos a distribui¢ao de probabilidade da caminhada quantica,
aplicando o operador moeda da Eq. (4.2) e considerando o estado inicial |¢)(0)) = \/Li(|0) ®
|—) +4|0) ® |+)) para n = 100 passos com o = 7/2. Notamos uma maior concentra¢do
de probabilidade em torno da origem. De fato, o desvio padrao da posicao neste caso € 0,42,
indicando um comportamento subdifusivo para a particula, significando um baixo espalhamento,

menor até que o obtido para a caminhada classica.
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Figura 4.5 — (a) Distribui¢ao de probabilidade e (b) emaranhamento entre os estados moeda e
posicdo, utilizando o operador moeda ndo homogéneo da Eq. (4.2), para v = w/2 ¢
n = 100 passos.
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Fonte: A autora.

No trabalho do Shikano e Katsura, os autores ndo investigam o comportamento do
emaranhamento no sistema. Portanto, estendendo a anélise, estudamos agora o emaranhamento
entre os estados de posi¢ao e moeda da particula para os mesmos parametros, obtendo a Figura
4.5b. O emaranhamento oscila entre 0 e 1 de forma aleatdria e ndo apresenta um comportamento
assintético, como acontece com a caminhada utilizando o operador Hadamard (homogéneo), por

exemplo.

Uma observagdo importante é que, devido ao comportamento subdifusivo, era de se
esperar uma classicalizacdo da caminhada quantica a medida que o sistema evolui. Porém, nota-
mos a partir do comportamento do emaranhamento uma oscilagdo sem sugerir um decréscimo.
E, sendo o emaranhamento uma caracteristica completamente quantica, o sistema permanece
apresentando coeréncia quantica, de tal forma a nfo se encaminhar para uma versao cldssica.
Também concluimos que o emaranhamento nio apresenta conexio direta com o espalhamento,

podendo exibir crescimento ou decrescimento independente do regime da dispersao.

4.3 Redes com variacoes nas interacoes pontuais

Nas se¢des anteriores discutimos modelos de caminhadas quanticas ndo homogéneas no
contexto espacial, conforme os modelos da literatura (25, 26), a partir de operadores moedas com
e sem dependéncia explicita da posi¢cdo da particula. Agora, mantendo a andlise da caminhada
quantica com moeda, utilizamos a ideia do espalhamento - a partir do mapeamento da matriz de
espalhamento em um operador moeda - considerando intera¢des pontuais sendo modificadas

com a posi¢do. O operador moeda de espalhamento € dado pela Eq. (2.29), o qual reescrevemos
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Figura 4.6 — Intensidade ~ variando com funcdes: (a) linear; (b) quadratica ; (c) exponencial; (d)
transferéncia perfeita de estado; (e) modular; e (f) seno, em termos da posi¢ao j.
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Fonte: A autora.

aqui

)
Cesp(k) = (t%' R U?) (4.3)

(+)
J
possuem intensidade ~. E possivel v ser constante ao longo da rede, conforme apresentado na

Os coeficientes de reflexdo e transmissao, r](-i)(k) et ' (k), das interagdes pontuais

secdo 2.6, ou depender da posicao em que a particula se encontra. Nesta se¢do, vamos considerar

~ variando com a posi¢ao j segundo as seguintes funcoes

. Linear: v(j) = |j/nl;
. Quadritica: y(j) = j2/n?;

1

2

3. Exponencial: v(j) = el/"l /e;

4. Transferéncia perfeita de estado (TPE) (49): v(j) = 21/(j 4+ n)(n — j), a qual é obtida a
partir de uma das distribuicdes de intensidade de acoplamentos usada em cadeias de spins
para realizagdo da transferéncia de excitagdo numa cadeia de spin (50);

5. Modular: a intensidade cresce linearmente até atingir o maximo, y(j) = 1, e retorna ao
valor inicial na posi¢éo seguinte, (7 + 1) = 0. O processo se repete a cada n = 20 passos;

6. Senoidal: v(j) = |sen(j)|;

onde n é o ndimero de passos. A intensidade () estd normalizada em todos os casos, ou seja,

varia no intervalo [0,1], conforme observado na Figura 4.6.

Conforme vimos na se¢@o 2.6, as interagdes pontuais podem ser do tipo d, ¢’, cruzado
e assimétrico. Para a andlise das variagOes na rede, vamos considerar apenas os casos d € ¢,
0) ®|—) +|0) ® |[+)), para k = 1 ap6s

partindo do estado inicial simétrico |¢)(0)) = \/%(
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Figura 4.7 — Amplitudes de reflexao (linha tracejada) e transmissdo (linha cheia) para interagdes
pontuais 0 e &’ com k = 1. Intensidade () variando segundo fungdes: (a) linear;
(b) quadrética ; (c) exponencial; (d) TPE; (e) modular; e (f) seno.
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Fonte: A autora.

n = 100 passos, analisando as 6 fun¢des listadas acima.

Uma observacao importante € relativa as amplitudes de reflexao e transmissao para as
situacdes consideradas. Para ambas as interagdes pontuais, 6 € ¢’, com k = 1, elas sdo idénticas,
conforme Figura 4.7. Apesar disso, a distribui¢do de probabilidade, emaranhamento e desvio
padrdo apresentam comportamentos diferentes, uma vez que, antes de realizar as medicdes, o
estado leva em conta apenas os coeficientes de reflexao e transmissao, influenciando assim nas

interferéncias (construtivas e destrutivas).

4.3.1 Interacdo pontual delta de Dirac

Iniciamos a andlise para a interagdo pontual do tipo delta de Dirac, §. Neste caso, a
fun¢do de onda da particula € continua e sua derivada descontinua (39), tal que os coeficientes
de reflexdo e transmissao sdo dados por

r®(k) = ﬁ B (f) = = (4.4)

Na Figura 4.8, mostramos o perfil da distribui¢do de probabilidade considerando a
intensidade v modificando ao longo da rede. Para as varia¢des linear, quadrética e exponencial,
por exemplo, os comportamentos sdo bastante parecidos, com picos de maior probabilidade
nas extremidades e proximo da origem uma probabilidade pequena. No caso da variacdo -y
segundo TPE, o comportamento lembra a caminhada Hadamard, com baixa e quase constante
probabilidade em torno da origem e uma oscilacdo crescente de probabilidade até seu pico

maximo nos extremos. Portanto, percebemos um comportamento semelhante para as variacdes
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Figura 4.8 — Distribui¢do de probabilidade com interagdes pontuais do tipo ¢ de Dirac. Intensi-
dade v variando com fungdes: (a) linear; (b) quadratica ; (c) exponencial; (d) TPE;
(e) modular; e (f) seno.
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linear, quadrética, exponencial e segundo transferéncia perfeita de estado. O mesmo ndo acontece
com as variagdes modular e senoidal. Para o caso modular, percebemos primeiramente uma dis-
tribuicao assimétrica, isso porque a intensidade ~y ndo € simétrica, conforme podemos observar na
Figura 4.6. A segunda caracteristica € relativa as cinco regides com picos de maior probabilidade
intercalados com intervalos de baixa probabilidade. Para a variagdo senoidal, observamos um

pico de alta probabilidade na origem, e no restante da rede, uma probabilidade bem menor.

O emaranhamento para as mesmas modificacdes na rede, estd representado na Figura 4.9.
Para todos os cendrios, o estado ap6s um passo € maximamente emaranhado. Porém, uma andlise
apds n = 1 nos mostra um comportamento diferente. Para as variacdes linear e quadratica, por

exemplo, percebemos que o sistema permanece maximamente emaranhado, ou seja /. = 1, em
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Figura 4.9 — Emaranhamento entre os estados de moeda e posicao da particula com interacdes
pontuais do tipo delta de Dirac. Intensidade  variando com funcdes: (a) linear; (b)
quadratica ; (c) exponencial; (d) TPE; (e) modular; e (f) seno.
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Fonte: A autora.

aproximadamente 10 e 35 primeiros passos, respectivamente. Podemos entender esse fendmeno
observando as amplitudes de reflexdo e transmissao representadas na Figura (4.7). Enquanto a
reflexdo permanece igual a zero, o emaranhamento € médximo e, a medida que a reflexdo aumenta,
o emaranhamento decresce oscilando. Ja para o caso exponencial, o emaranhamento possui um
comportamento decrescente e oscilatorio logo apds o primeiro passo. Para a variacdo segundo a
transferéncia perfeita de estado, o emaranhamento comeca com oscilagdes que vao diminuindo
ao mesmo tempo em que o emaranhamento cresce. Por fim, para os casos modular e senoidal,
percebemos emaranhamento com oscilagdes aleatérias a medida que a particula se espalha na
rede. Portanto, nossos resultados sugerem que o emaranhamento entre os estados de posi¢do e
moeda ndo se aproxima de um valor limite para n — 0o, como acontece utilizando o operador
Hadamard.
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Figura 4.10 — Desvio padrio para interagdes pontuais do tipo § variando ao longo da rede.
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Para o desvio padrao, obtemos a Figura 4.10. O parametro « que classifica a dispersao
é, em interagdo pontual variando segundo a fungo linear, dado por o = 0,79. J4 para a variagio
quadratica ozg = 0,81. Para a varia¢do exponencial o = 0,86. Para a varia¢do de transferéncia
perfeita de estado adp; = 1,04. Para a variagdo modular o’, = 0,80. E, por fim, a variagdo
senoidal o) = 0,87. Portanto, salvo o caso segundo tranferéncia perfeita de estado, o desvio
padrdo para as outras 5 situagdes estd no regime superdifusivo (0,5 < a < 1). O fato da variacio
segundo TPE ter o um pouco maior que 1, é devido a incerteza ndimerica ao gerar a dindmica, de
modo que podemos assumir o = 1, apresentando uma dinamica balistica. Isso ocorre devido ao

sistema ndo sofrer aceleragdes e, portanto, ndo deve apresentar o > 1.

4.3.2 Interagdo pontual ¢’

A segunda condi¢@o que analisamos € a interagdo pontual segundo a ¢’, na qual a fungio
de onda da particula é descontinua e a sua derivada continua (39). Neste caso, os coeficientes de

reflexdo e transmissao sdo dados por

r®(k) = % ) (k) = i+lvl<:' 4.5)

Na Figura 4.11, mostramos a distribuicdo de probabilidade considerando intera¢des
pontuais do tipo ¢’ na qual a intensidade « varia ao longo da rede. Da mesma forma que para
a interacdo 0, aqui temos um comportamento semelhante para as variacdes segundo funcdes
linear, quadratica, exponencial e transferéncia perfeita de estado, nas quais os picos de maior
probabilidade estdo deslocados nos extremos e proximo da origem as probabilidades sdo baixas.

Para a variacdo modular, temos novamente 5 regides onde existe maior probabilidade intercaladas
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Figura 4.11 — Distribui¢@o de probabilidade com intera¢des pontuais do tipo ¢'. Intensidade
variando com funcgdes: (a) linear; (b) quadrética ; (c) exponencial; (d) segundo
TPE; (e) modular; e (f) seno.
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com regides de probabilidade baixa. Por fim, para a variacao senoidal, diferente do obtido no

caso d, temos uma distribui¢do bem espalhada ao longo de toda a rede.

O emaranhamento para os mesmos casos, estd representado na Figura 4.12. Para as
vari¢Oes linear e quadratica, os comportamentos seguem parecidos com as interagdes 9, com
estados maximamente emaranhados nos primeiros passos €, em seguida, com decrescimento
oscilatdrio. Ja para a variagdo exponencial, o comportamento muda quando comparado a va-
riacdo 9, assumindo um crescimento a medida que o sistema evolui. Para a variacdo segundo
transferéncia perfeita de estado, o emaranhamento descresce para n grande. Para as variagdes
modular e senoidal, o emaranhamento oscila sem apresentar crescimento ou decrescimento.

Novamente, o0 emaranhamento ndo apresenta comportamento assintotico a um valor limite para
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Figura 4.12 — Emaranhamento entre os estados de moeda e posi¢ao da particula com interacdes
pontuais ¢’. Intensidade ~ variando com fung¢des: (a) linear; (b) quadritica ; (c)
exponencial; (d) segundo TPE; (e) modular; e (f) seno.
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os casos considerados.

O desvio padrio estd representada na Figura 4.13. O parametro o que caracteriza a
dispersio da particula sdo: o = 0,78, ag' = 0,81, 0% = 0,91, adpp = 1,03, 0% = 0,82ea? =
0,97, para as respectivas variagdes consideradas: linear, quadratica, exponencial, TPE, modular e
senoidal. Portando, todas as variacdes geram um comportamento superdifusivo (0,0 < a < 1)
para a dindmica da particula, exceto para a TPE. Para o caso segundo transferéncia perfeita de
estado, a particula apresenta dindmica baslistica (o« = 1), onde assumimos a quantidade 0,03
como um erro numérico. Isso porque a particula ndo sofre nenhum tipo de aceleracdo e portanto
ndo pode apresentar deslocamento maior que de um passo por vez. Dessa forma, concluimos que

o comportamento pode ser, no maximo, balistico.
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Figura 4.13 — Desvio padrdo para interacdes pontuais do tipo ¢’ variando ao longo da rede.
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De modo geral, o comportamento obtido para as interagdes 0 e ¢’ foi semelhante. Na
andlise do espalhamento da particula, os cendrios produziram, no minimo, dispersdes superdifu-
sivas (0,5 < a < 1). Dessa forma, a particula mantém a vantagem do espalhamento mais rapido
comparado com a versao cldssica. Para o emaranhamento, notamos comportamentos oscilatdrios
sem valores assintdticos para ambas interagdes. Em uma comparacio particular, considerando as
dindmicas geradas pela 0 e ¢’ para a variagdo TPE, o regime de dispersdo obtido foi balistico
(aw = 1) para ambas. Porém, na andlise do emaranhamento, a interacdo J gerou um crescimento,
enquanto a ¢’ gerou um decrescimento de coeréncia quantica no sistema. Logo, fica evidente,
mais uma vez, o fato do comportamento do emaranhamento nao ter conexao direta com o regime

de dispersao.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre caminhadas quanticas devido as suas
inimeras aplicacdes em sistemas fisicos. A principal delas consiste na sua aplicacdo em al-
goritmos quanticos para a constru¢cdo do computador quantico, o qual apresenta perspectivas
promissoras (51). Os modelos de caminhada quantica considerados neste trabalho, com moeda
e de espalhamento, sdo equivalentes, ou seja, existe o mapeamento de um modelo no outro. O
mapeamento da caminhada quantica de espalhamento no modelo com moeda nos trouxe dois
principais resultados: (i) foi possivel obter a caminhada quantica dependente da energia para
o modelo mais conhecido na literatura, a partir do operador moeda de espalhamento, sem a
necessidade de trabalhar com a equacdo diferencial de Schrodinger; (i7) foi possivel investigar o
emaranhamento, propriedade que carrega as informacgdes das correlacdes quanticas do sistema,
considerando as posi¢des na rede como centros espalhadores que podem, ou nao, variar com a

posicdo da particula.

A fim de avaliar a influéncia da ndo homogeneidade no sistema, no contexto espacial,
introduzimos varia¢des na rede de acordo com a posi¢do da particula. A formacao das redes ndo
homogéneas ocorreu por meio da geracao de operadores moedas que se alteram de acordo com
a posi¢ao da particula, com ou sem dependéncia explicita de j. Neste contexto, analisamos a

distribuicdo de probabilidade, desvio padrdao e emaranhamento para cada situagdo considerada.

A andlise do desvio padrao da posi¢do mostrou que a caminhada quantica com a moeda
Hadamard e a caminhada quantica de espalhamento para r = ¢ = 1/+/2 apresentam um compor-
tamento balistico, enquanto que na caminhada aleatdria cldssica o comportamento € difusivo.
Dessa forma, uma particula realizando uma caminhada quantica se dispersa quadraticamente
mais rapido do que no caso cléssico. Este fato fica bastante evidente ao analisar as distribui¢cdes
de probabilidade: para os casos quanticos, notamos picos de probabilidade afastadas da origem
significando maior espalhamento, enquanto que no caso cldssico a particula apresenta maior
probabilidade de ser encontrada préxima da origem, devido a sua distribui¢do binomial. Porém,
ao introduzir ndo homogeneidade no sistema, notamos mudanca no comportamento da dispersao
para a particula. O que ¢é bastante razodvel, uma vez que, em redes nao homogéneas a particula
experimenta diferentes efeitos para cada posi¢cdo que passa, influenciando entdo no espalhamento
do sistema. Na maior parte dos casos considerados, a ndo homogeneidade gerou uma dispersdao
superdifusiva, sendo esse regime entre o difusivo (caminhada cldssica) e o balistico (caminhada
quantica com a moeda Hadamard). Portanto, mesmo as caminhadas quénticas ndo homogéneas

apresentam vantagem na dispersao quando comparada com a versdo classica.

O emaranhamento, por apresentar correlagdes quanticas entre subsistemas ou graus

de liberdade, foi possivel ser avaliado somente no modelo com moeda. Porém, através do ma-
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peamento, também investigamos emaranhamento considerando algumas variagdes nos centros
espalhadores da caminhada quantica de espalhamento. Para o caso homogéneo considerando a
moeda Hadamard, notamos um comportamento oscilatorio assintético, cujo valor tem tendéncia
a E.(n — 00) ~ 0,872, mas com taxa de convergéncia dependente do estado inicial, sendo os
estado iniciais simétricos com maior taxa de convergéncia. A introducao de ndo homogeneidade
no sistema, gerou mudangas no comportamento do emaranhamento. Nas redes para as quais
consideramos as sequéncias de Fibonacci, por exemplo, notamos que conforme introduzimos
a ndo homogeneidade, aumentando as sequéncias, o emaranhamento perde a estabilidade de
obter valores assintdticos. O mesmo comportamento sem valores assintdticos pode ser visto nas
situacdes de redes nao homogéneas variando com a dependéncia explicita de j. Portanto, mesmo
considerando estados iniciais simétricos, notamos que quanto menor a homogeneidade, maiores
as oscilagdes sem comportamentos periddicos ou assintoticos. A partir do emaranhamento,
também concluimos que, mesmo a particula realizando uma caminhada quantica ndo homogénea
cuja dispersdo € baixa (menor até que o caso cldssico), o sistema ainda pode apresentar emara-
nhamento alto, de tal forma que ndo é possivel assumir uma "classicalizacdo"do sistema apenas
a partir da dispersdao. Consequentemente, constatamos a auséncia de uma conexao direta entre o

comportamento do emaranhamento com o regime da dispersdo da particula.

5.1 Perspectivas futuras

Tendo em vista a grande aplicabilidade das caminhadas quanticas e a partir das anélises
deste trabalho, podemos listar alguns problemas que podem ser abordados em estudos futuros,

tais como:

* Analisar correlagdes quanticas além do emaranhamento considerando os modelos apresen-
tados, tal que seja possivel ampliar a no¢ao fundamental a respeito de sistemas quanticos,
em especial nas caminhadas quénticas;

* Investigar propriedades introduzidas na literatura, como por exemplo, localizacao de
Anderson, espectro de energia, propriedade de transporte e entropia, mas levando em conta
os modelos de caminhadas quanticas apresentadas, a fim de expandir as aplicacdes do
sistema;

* Desenvolver as caminhadas quanticas de espalhamento para dimensdes maiores, tal que a
particula pode se dispersar em um plano ou em um volume, por exemplo. Tal desenvolvi-

mento poderia facilitar a implementacdo experimental.
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APENDICE A - CALCULO ANALITICO DO EMARANHAMENTO EM
CAMINHADAS QUANTICAS

Para exemplificar o calculo analitico do emaranhamento, vamos considerar o operador
moeda Hadamard. Partindo do estado inicial |¢(0)) = |0) ® |—), o qual ja sabemos ser um
estado separdvel e, portanto, ndo emaranhado, vamos analisar o emaranhamento para o estado

apds um passo. Conforme Eq. (2.17), o estado [¢(1)) é dado por

w) = Ss(I-ne )+ eln)

de modo que o operador densidade do estado € escrito como

p=P1) (1)

1
=7 | = DI=H=K=1 4+ 1= DI A+ D (=1 4 D) (A

onde omitimos o simbolo de produto direto ® e utilizamos a propriedade ciclica do estado
V) = 1) @ lo) = |o) @ 13).

Agora, para o obter o operador de densidade reduzido de moeda p,., determinamos o
traco parcial no espago das posi¢des. Para isso, € necessario considerar os autoestados possiveis

de posi¢do em |1(1)), sendo eles j = —1 e 1. Assim, seguindo Eq. (3.11)

pe = (=1lp| = 1) + (1]p[1),

substituindo p, temos

pe = —= (=1 = DI=)(=[{=1 = 1) + (=1] = D[=)F[{A] = 1) + (=D} (=[(=1] = 1)

5

H (=D I = 1) + (A = D= (=11 + (A = D) D)
+ (D=1 + <1|1>+><+|<1|1>]-

Os autoestados de posi¢do sdo ortonormais, de modo que (j|j') = ¢, 7, onde J; ; representa a
delta de Kronecker dada por

0, sej#J

Oj g7 = o,
1, se j=7

Portanto, o operador densidade reduzido de moeda é

Pec =
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A partir do determinante de p., encontramos os autovalores \; = A, = 1/2. Portanto, o

emaranhamento entre os estados de posi¢do e moeda da particula para o estado apds um passo é

E. = 1. Desta forma, concluimos que o estado [¢(1)) é maximamente emaranhado.

Para obter o emaranhamento F,(t), basta realizar o mesmo procedimento considerando
o estado [1)(t)).
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