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RESUMO

Esta dissertação tem por objetivo ser um trabalho de revisão e, por sua vez, apre-
sentar os principais resultados encontrados na literatura relacionados a propriedades
não-clássicas de Estados Grafo. Mais especificamente, são apresentados conceitos
estratégicos na caracterização e quantificação de emaranhamento para esta classe de
estados. Aqui, emaranhamento é definido conceitualmente a fim de entender o papel
por ele desempenhado no contexto de estados grafo. Além disso, são apresentados
ferramentas e possíveis tratamentos que resultam na identificação de propriedades
não locais nesta classe de estados como, por exemplo, propostas de obtenção das
desigualdades de Bell para estados grafo e argumentos do tipo GHZ para estados
cluster, um caso particular de estados grafo e de interesse singular na computação
quântica.

Palavras-chave: Emaranhamento. Estados Grafo. Não-Localidade. Propriedades
não-clássicas.



ABSTRACT

This dissertation aims to be a review work and, in turn, present the main results found
in the literature related to non-classical properties of Graph States. More specifically,
strategic concepts are presented in the characterization and quantification of entangle-
ment for this class of states. Here, entanglement is conceptually situated in order to
understand the role it plays in the context of graph states. In addition, tools and pos-
sible treatments are presented that result in the identification of non-local properties
in this class of states, for example, proposals for obtaining Bell inequalities for graph
states and arguments of the GHZ type for cluster states, a particular case of graph
states, and of singular interest in quantum computing.

Keywords: Entanglement. Graph States. Non Locality. Non Classical Properties.
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1 PRÉ-REQUISITOS

“Hilbert space is a big place."
Carlton Caves

Neste capítulo será introduzida a noção da importância e do contexto dos estudos
de estados grafo. Serão apresentados ainda alguns conceitos cujo entendimento é
fundamental para entender o restante da dissertação. O leitor com familiaridade com
os conceitos de Mecânica Quântica pode partir diretamente para a última seção deste
capítulo, da qual extrai-se o conceito de grafo, do qual emerge a definição de estado
grafo, elemento central dessa dissertação.

1.1 INTRODUÇÃO

Este trabalho objetiva ser um trabalho de revisão acerca de estados grafo e, como
tal, faz jus a uma elucidação em que conste qual a importância de tal matéria. Pois
bem, o estudo de estados grafo insere-se, dentre outros possíveis cenários, no con-
texto de importantes novidades trazidas pela Mecânica Quântica (MQ) como, por
exemplo, da teoria da não-localidade e do emaranhamento, sendo que este último
é forma específica em que se manifesta a primeira. Essas propriedades são reser-
vadas exclusivamente para cenários em que não é possível uma descrição clássica
adequada. Neste sentido é que se enquadra o termo “estados” de estados grafo, ou
seja, por se tratarem de estados quânticos e, desta forma, estarem associados às
ideias da Mecânica Quântica. Por outro lado, o termo “grafo” de estados grafo explica
qual é a especificidade desses estados, isto é, são estados quânticos ligados a um
outro tipo de estrutura conceitual, a de Teoria de Grafos.

Grafos matemáticos são estruturas usadas para descrever uma série de problemas
em cenários para os quais é possível descrever seus elementos por meio de “pontos”
ou “vértices”, enquanto as relações entre estes elementos são descritos por arestas
que os conectam. Dessa forma, se associarmos pontos às cidades de uma deter-
minada região e também associarmos arestas às possíveis rodovias/estradas que as
conectam, poderíamos usar a estrutura de grafos para descrever malhas rodoviárias
e resolver problemas de menor distância entre duas cidades. Apesar desse exem-
plo poder ser resolvido de outras maneiras, serve para exemplificar a utilidade desta
estrutura que apresenta uma gama enorme de aplicações que vão de problemas de
logística (JÚNIOR et al., 2019) até o estudo de redes sociais literárias (RIBEIRO et al.,
2015) e Mecânica Quântica.

Assim sendo, é possível imaginar o estudo de estados grafo sob duas perspectivas,
uma fundamental e outra, mais tecnológica. Sob a ênfase mais fundamental podemos
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usá-los para estudar o emaranhamento, tipo de correlação reservada aos resultados
da Mecânica Quântica, em cenários que, atualmente, carecem de completeza concei-
tual como, por exemplo, aquele que aparece em estados com mais de duas partes,
isto é, em cenários multipartites. Neste contexto seriam os estados grafo um “labo-
ratório de estados” mais restrito, por assim dizer, em que, dentre todos os possíveis
estados, usaríamos os mesmos para definir quantificadores de emaranhamento multi-
partite bem como comparar as propriedades aí encontradas com aquelas que surgem
em diferentes cenários. Este é apenas um exemplo de como estados grafo podem ser
usados para estudar Mecânica Quântica em nível fundamental.

Por outro lado, em nível mais tecnológico e de uma perspectiva mais pragmática,
estados grafo são associados a protocolos de processamento de informação quân-
tica. Este tipo de informação está associada aos ganhos trazidos pelas novidades da
Mecânica Quântica - superposição, emaranhamento, não-localidade, etc. - e resul-
tam da possibilidade de se utilizar sistemas com tais propriedades para processar a
informação, codificá-la, armazená-la e enviá-la. Neste sentido, podemos citar o uso
de um tipo específico de estados grafo, os estados cluster, como recurso para um tipo
de computação quântica, a Computação Quântica Baseada em Medições (BROWNE;
BRIEGEL, 2006), bem como o seu uso em protocolos quânticos de correção de erros
(HEIN et al., 2006), entre outras possíveis aplicações.

Tendo isso em mente, a estrutura da presente dissertação objetiva favorecer um
contato geral com resultados importantes no estudo das propriedades não clássicas
em estados grafo. Para tanto, no primeiro capítulo são revisitados os pré-requisitos
para o claro entendimento de conceitos recorrentes ao longo do trabalho. No segundo
capítulo é explorado conceitualmente a ideia de emaranhamento bem como sua con-
textualização na Mecânica Quântica. No Capítulo 3 os estados grafo são definidos
e são apresentados alguns resultados de emaranhamento para esta classe de esta-
dos. Por fim, no Capítulo 4, uma outra importante “novidade” da Mecânica Quântica é
explorada no contexto de estados grafo, isto é, a não-localidade.

1.2 MECÂNICA QUÂNTICA

O texto desta seção, apesar de não ter a pretensão de ser uma exposição completa
e didática acerca da Mecânica Quântica, objetiva relembrar os principais conceitos
que cercam o tema da dissertação. Algumas referências interessantes que apresen-
tam a Mecânica Quântica de maneira sistemática, completa e didática são (COHEN-
TANNOUDJI; DIU; LALOë, 1977), (SAKURAI, 1994) e (SHANKAR, 1980).
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1.2.1 O Espaço de Estados

No contexto da Mecânica Quântica, é definido o espaço de estados, análogo quân-
tico do espaço de fases da Mecânica Clássica. O espaço de estados é a ferramenta,
do ponto de vista matemático, adequada para a descrição das possíveis configurações
associadas a sistemas quânticos. O estado, por sua vez, comporta todas as informa-
ções físicas associadas à configuração particular em que o sistema se encontra. Na
linguagem dos espaços vetoriais, os estados são representados por vetores em um
espaço complexo, o espaço de Hilbert H.

Além disso, é definido sobre o espaço de Hilbert um produto interno de tal forma
que, se representarmos por |ψ⟩ e |ϕ⟩ dois vetores de H, então o produto interno entre
|ψ⟩ e |ϕ⟩ é um número complexo representado por ⟨ϕ|ψ⟩ de tal forma que seu com-
plexo conjugado satisfaz ⟨ϕ|ψ⟩∗ = ⟨ψ|ϕ⟩ e para qualquer vetor de H, ⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0 é
sempre satisfeita. Por outro lado, se ⟨ψ|ψ⟩ = 1, então |ψ⟩ é dito ser normalizado e os
vetores |ψ⟩ e |ϕ⟩ para os quais se verifica ⟨ϕ|ψ⟩ = 0 são ditos ortogonais de maneira
completamentamente análoga ao que acontece com os vetores definidos em R3.

1.2.2 Equação de Schrödinger

Outro ponto importante é a descrição dinâmica de um sistema quântico. Posto de
outra forma, é possível descrever a evolução de um estado de um sistema quântico
no tempo a partir da equação de Schrödinger

iℏ
d |Ψ⟩
dt

= H |Ψ⟩ , (1.1)

em que H é o Hamiltoniano associado ao sistema quântico cujo estado é dado por
|Ψ⟩ e ℏ é a constante de Planck dividida por 2π. A solução formal desta equação
diferencial para Hamiltonianos independentes do tempo pode ser escrita como

|Ψ(t)⟩ = U(t, t0) |Ψ(t0)⟩ , (1.2)

em que

U(t, t0) = exp

{[
−iH(t− t0)

ℏ

]}
. (1.3)

U é um operador unitário, U †U = I, cuja aplicação em |Ψ⟩ equivale à rotação deste
vetor no espaço de Hilbert H.

O Hamiltoniano H é o operador associado aos estados possíveis de energia do
sistema sob análise. Em outras palavras, H é um observável. Outros exemplos de
observáveis são o momento p, a posição x e o spin S de uma partícula.
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1.2.3 Observáveis e Medidas

É conveniente observar que, nos termos da MQ, observáveis são representados por
Operadores Hermitianos cujo conjunto de autovetores a eles associados formam uma
base para o espaço de Hilbert associado ao sistema quântico sobre o qual atuam.
Mais precisamente, se A é um observável e {|ai⟩} é o conjunto de autovetores a ele
associados, então é possível escrever

A |ai⟩ = ai |ai⟩ , (1.4)

com ai sendo o autovalor associado ao autovetor |ai⟩. Uma vez que o conjunto {|ai⟩}
forma uma base completa para H, podemos escrever um vetor arbitrário |Ψ⟩ desse
sistema como

|Ψ⟩ =
∑
i

ci |ai⟩ , (1.5)

em que os c′is são os coeficientes de expansão de |Ψ⟩ nesta base. Fisicamente, |ai⟩
são os estados possíveis para uma medição de A em que a probabilidade associada a
obtenção de |ai⟩ é, nestes termos, |ci|2, ou ainda |⟨ai|Ψ⟩|2. Isto acontece porque, para
um Operador Hermitiano A, seus autovetores são ortonormais, isto é

⟨ai|aj⟩ = δij. (1.6)

em que δij é o Delta de Kronecker, isto é

δij =

1, se i = j

0, caso contrário.

De forma mais genérica, podemos descrever os resultados de medições em esta-
dos quânticos por meio de um conjunto de operadores {Mi}. Assim, o índice i rotula
os possíveis resultados da medição, ou seja, se o resultado é i e |Ψ⟩, o estado antes
da medição, então teremos que o estado pós-medição será dado por

Mi |Ψ⟩[
⟨Ψ|M †

i ,Mi |Ψ⟩
] 1

2

, (1.7)

em que o termo ⟨Ψ|M †
iMi |Ψ⟩ é a probabilidade de obtenção do resultado i enquanto

sua presença no denominador de (1.7) garante a normalização do estado pós-medição.
Por fim, o conjunto de operadores de medição deve satisfazer ainda a relação de com-
pleteza ∑

i

M †
iMi = I. (1.8)
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Esta exigência tem por objetivo garantir que a soma das probabilidades associadas
aos resultados possíveis da medição seja igual a um.

1.2.4 Sistemas Compostos

Finalmente, para sistemas quânticos constituídos por vários subsistemas é utilizada
a estrutura de produto tensorial para descrever estados deste tipo de sistemas e obter
as probabilidades compatíveis com a realização física de sistemas compostos. Isto
significa que o espaço de estados total do sistema composto H é o produto tensorial
dos espaços de estados dos subsistemas, de tal forma que

H = H1 ⊗H2 ⊗ ...⊗Hn, (1.9)

em que Hi é o espaço de Hilbert associado ao i-ésimo subsistema do sistema com-
posto de n partes e ⊗ representa o produto tensorial. De forma particular, podemos
escrever para o estado global |Ψ⟩ de um sistema de n partes em que preparamos o
subsistema i no estado |Ψi⟩ como

|Ψ⟩ = |Ψ1⟩ ⊗ |Ψ2⟩ ⊗ ...⊗ |Ψn⟩ . (1.10)

1.2.5 Decomposição de Schmidt

Seja |ψ⟩ um estado puro de um sistema de duas partes A e B associados a espaços
de Hilbert HA e HB de dimensões dA e dB, respectivamente. É possível mostrar (JA-
EGER, 2007) que existem estados ortonormais de HA, {|iA⟩}, e outros de HB, {|iB⟩},
de tal forma que é possível escrever o vetor |ψ⟩ como

|ψ⟩ =
R∑
i

λi |iA⟩ |iB⟩ , (1.11)

em que os λi são números reais não-negativos que satisfazem
∑

i λi = 1

1.3 OPERADOR DENSIDADE

Existe outra forma de descrever estados quânticos que se mostra adequada para
os casos em que há incerteza envolvida na preparação dos estados quânticos. Em
outras palavras, se o estado |Ψk⟩ escolhido do conjunto {|Ψk⟩} é preparado com proba-
bilidade pk, então associamos a este sistema, cujo estado é classificado como misto,
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o operador ρ que é definido como

ρ =
∑
k

pk |Ψk⟩ ⟨Ψk| . (1.12)

Esse operador é definido desta forma porque, a partir disso, é possível reescrever o
valor médio de determinado observável A como

⟨A⟩ = tr(ρA), (1.13)

ou ainda, é possível escrever pi associado ao resultado de medição i representada
pelo conjunto de operadores {Mi} como

pi = tr
(
M †

iMiρ
)
. (1.14)

1.3.1 Traço Parcial e Matriz Densidade Reduzida

Seja, por exemplo, H = HA ⊗ HB ⊗ HC com HA, HB e HC sendo os espaços de
Hilbert A, B e C, respectivamente. Considerando ainda que os conjuntos de vetores
{|ai⟩}, {|bi⟩} e {|ci⟩} formam bases para os espaços de Hilbert A, B e C. Podemos
escrever a matriz densidade do sistema global, de maneira genérica, como

ρABC =
∑

ijklmn

pijklmn|ai⟩⟨aj| ⊗ |bk⟩⟨bl| ⊗ |cm⟩⟨cn|. (1.15)

Para este cenário, podemos definir o traço parcial com relação à parte C associada
ao espaço de Hilbert HC , que define a matriz densidade reduzida com relação as
partes AB, ρAB (ou ρAB) a partir de

trC [ρABC ] = ρAB =
∑

ijklmn

pikjlmn|ai⟩⟨aj| ⊗ |bk⟩⟨bl| ⊗ δmn. (1.16)

É importante considerar que ao realizarmos a operação do traço parcial com re-
lação a alguma parte do sistema sobre a matriz densidade, podemos acabar descar-
tando informações importantes como, por exemplo, a existência de correlações desta
parte com o restante do sistema. Por outro lado, como a maioria dos resultados no es-
tudo de emaranhamento foram obtidos para o caso de sistemas bipartites, a ideia de
estudar as correlações entre os pares num sistema de várias partes impõe-se como
interessante alternativa.
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1.4 O BIT QUÂNTICO OU QUANTUM BIT (QUBIT)

Antes de conceituar o qubit é interessante estudar o seu análogo clássico, o bit. O
conceito de bit é oriundo da teoria de informação e pode ser usado para indicar tanto
a unidade de informação como o sistema físico que a comporta. Dessa forma, o bit é
representado por um de dois estados ortogonais, |0⟩ e |1⟩, de forma que esses estados
podem ser relacionados a sistemas que apresentem duas configurações possíveis
como, por exemplo, a passagem ou não de corrente elétrica em um circuito.

Figura 1.1: Esfera de Bloch

Neste contexto, surge então o conceito de qubit, o bit quântico. A novidade que
esse conceito carrega é de que o sistema físico poder estar num estado |ψ⟩, que é a
superposição dos dois estados ortogonais da base computacional. Isto é,

|Ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ , (1.17)

com |α|2 + |β|2 = 1. É interessante observar que na ocasião de uma medição na base
computacional, mecanismo de leitura da informação processada, o sistema inevitavel-
mente colapsará em um dos estados da base.

Uma representação geométrica que está ligada a muitos insights associados à
Teoria da Informação Quântica é a esfera de Bloch, tal como está representada na
Figura 1.1. Esta representação surge da observação de que podemos escrever o
estado |Ψ⟩ na Eq. (1.17) como (NIELSEN; CHUANG, 2000)

|Ψ⟩ =
[
cos

θ

2
|0⟩+ eiφ sin

θ

2
|1⟩
]
, (1.18)

com θ, ϕ ∈ R. Assim sendo, é possível associar univocamente os vetores do espaço



17

de Hilbert com as coordenadas na esfera de Bloch a partir de φ e θ.
O leitor com pouca familiaridade com Informação Quântica (IQ) pode se questionar

a respeito da vantagem de se utilizar sistemas quânticos (qubits) para o processa-
mento de informação, já que isto acaba por inserir certas complicações que não estão
presentes no análogo clássico. A razão está no fato de que existe um ganho no pro-
cessamento de informação que torna os sistemas quânticos de processamento de
informação muito superiores aos clássicos.

1.5 GRAFOS

A Teoria de Grafos é uma ferramenta matemática poderosa que tem grande utilidade
na resolução de problemas que envolvem algum conjunto de objetos e a relação entre
eles (DIESTEL, 2005). Matematicamente, o grafo G é constituido por dois conjuntos,
o conjunto de vértices V e o conjunto de arestas E, escrito como G = (V,E).

Enquanto os vértices representam algum conjunto de objetos que podem ser arbi-
trariamente rotulados, geralmente representados graficamente através de círculos, as
arestas representam as conexões entre os vértices. Desta forma, é suficiente no caso
de grafos não direcionados, grafos cujas arestas não têm direções a elas associadas,
descrever o par de vértices que definem dada aresta. Por exemplo, na Figura 1.2, os
vértices 1 e 2 são conectados pela aresta a12 que fica bem definida como a12 = (1, 2).
Alguns exemplos de grafos são apresentados na Figura 1.3.

Figura 1.2: Grafo com dois vértices
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Figura 1.3: Alguns exemplos de grafos. Imagem retirada de (WILSON, 2010)
.
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2 GENERALIDADES DA TEORIA DE EMARANHAMENTO

“The most incomprehensible thing about the world is that it is
comprehensible.”

Albert Einstein

Neste capítulo serão apresentados alguns dos principais conceitos ligados a ca-
racterização e quantificação de emaranhamento quântico. A importância do conteúdo
aqui apresentado não está apenas em si mesmo, mas também nos insights que é
capaz de fornecer e que desempenham um papel importante em outros cenários.

2.1 CONTEXTUALIZAÇÃO FENOMENOLÓGICA DO EMARANHAMENTO

2.1.1 Paradoxo EPR

Em 1935, no contexto dos debates acerca dos fundamentos da Mecânica Quântica e
da validade da interpretação de Copenhague, Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan
Rosen, no artigo intitulado “Can quantum-mechanical description of physical reality
be considered complete?” (EINSTEIN; PODOLSKY; ROSEN, 1935), questionaram
um ponto fundamental da teoria. Isto é, se a função de onda Ψ associada a um
determinado estado contém, de fato, toda a informação necessária para caracterizar
o sistema quântico de que trata.

No argumento do artigo, os autores definiram o conceito de "elemento de reali-
dade". Em outras palavras, se uma determinada quantidade física pode ser prevista
com certeza sem que o sistema seja perturbado, então existe um elemento de reali-
dade associado a esta quantidade. Por outro lado, prevê a teoria quântica que, sendo
A um observável e |a⟩ um de seus autoestados, teremos que

A|a⟩ = a|a⟩, (2.1)

em que a é o autovalor de A correspondente ao autoestado |a⟩. Em outras pala-
vras, dado que um sistema quântico encontre-se no estado |a⟩, a realização de uma
medição do observável A necessariamente retornará como resultado o valor a para
esta medição. Além disso, seguindo-se linhas análogas para um observável B e um
autoestado |b⟩, teríamos

B|b⟩ = b|b⟩. (2.2)

Contudo, se [A,B] ̸= 0, isto é, os observáveis são incompatíveis, uma medição do
observável B seguida de uma medição de A implicará que o estado passará de um
determinado autovetor |b⟩ de B, para um autovetor |a⟩ de A, excluindo toda a informa-
ção resultante da primeira medição. Desse fato, segue que a função de onda ou não
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fornece uma descrição completa da realidade, já que não é possível prever ambas as
quantidades, ou as duas quantidades físicas não podem, nos termos de EPR, apre-
sentar realidade física simultaneamente. Para entender a questão, podemos colocar
o problema na forma proposta por Bohm (BOHM; AHARONOV, 1957; BOHM, 1951),
isto é, em termos de um sistema de dois spins controlados por dois observadores dis-
tantes, Alice e Bob, e com spin resultante do estado global nulo. O que temos então é
um sistema no estado singleto, dado por

|ψ−⟩ = 1√
2
(|0⟩|1⟩ − |1⟩|0⟩). (2.3)

No estado acima, podemos notar que Alice e Bob têm anticorrelação perfeita para os
resultados de medições de spins na mesma direção. Dessa forma, se Alice e Bob
medem seus spins individuais na direção z o que se tem é, a menos de um fator
constante, uma medição na na base formada pelos autovetores do operador σz. Se
Alice medir seu spin e obtiver o resultado -1, o que equivale encontrar o estado |1⟩ para
o seu spin individual, implica imediatamente que uma medição de Bob em seu spin
na mesma direção lhe daria o resultado +1, equivalente a encontrar o seu sistema
no estado |0⟩, e vice-versa. Em outras palavras, uma medição em uma das partes
necessariamente revelará o resultado da outra.

Por outro lado, para saber o que aconteceria se Alice e Bob medissem seus spins
na direção x é necessário escrever o vetor |ψ−⟩ na base do operador σx, isto é,
{|+⟩, |−⟩} . Reescrevendo o vetor na referida base, encontramos

|ψ−⟩ = 1√
2
(|+⟩|−⟩ − |−⟩|+⟩). (2.4)

Podemos observar aqui o mesmo tipo de correlação encontrado para o caso da
medição de σz. No entanto, esses dois observáveis não podem ter valores definidos
em um momento anterior à medição devido à não comutatividade de σx e σz e a incer-
teza sobre os resultados de medidas decorrente deste último fato. A única hipótese
que nos resta é que no processo de medição em uma das partes há algum tipo de
influência entre as partes ou que os spins não têm valores definidos até a realização
das medição.

Em outras palavras, se considerarmos que duas medições diferentes no sistema
de Bob, σx e σz, resultariam em dois resultados diferentes para o sistema de Alice,
chegamos ao cerne do paradoxo EPR, pois como os operadores não comutam, não
pode haver valores definidos para ambas as medições, segundo a Mecânica Quântica.
Dessa forma, na melhor das hipóteses, segundo o raciocínio seguido no EPR, a teoria
quântica deve ser considerada como uma teoria incompleta acerca da realidade física,
para evitar contradições do ponto de vista lógico, pois a adoção da hipótese de que a
teoria é completa leva a negação de que esta obedece ao princípio da incerteza.
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Por fim, é interessante enfatizar que há duas hipóteses implícitas no argumento. A
primeira é de que a escolha da medição em uma das partes não afeta os resultados
de medições em outra, chamada de localidade. A segunda é de que os observáveis
têm valores definidos nos estados antes mesmo da realização de qualquer medição,
chamada de realismo. O conjunto das duas hipóteses é chamado de realismo-local,
condição esta que é violada pela MQ. Estas duas hipóteses foram escritas quantitati-
vamente por Bell em seu trabalho intitulado “On the Einstein-Poldolsky-Rosen parado”,
publicado em 1964 (BELL, 1964), o que viabilizou o teste experimental das mesmas.

2.1.2 A Desigualdade de Bell

O artigo EPR e os argumentos nele expostos motivaram a proposição de uma série
de teorias pautadas na ideia de que a Mecânica Quântica seria uma teoria incompleta
acerca da realidade física. Em tais teorias foram introduzidos parâmetros, comuns
aos dois subsistemas consideradas no EPR, que não seriam tratados pela Mecânica
Quântica e, por isso, foram chamados de variáveis ocultas.

Apesar de, por um tempo, a discussão de propriedades não locais vinculadas a
cenários da MQ carecer de uma estrutura teórica que proporcionasse condições de
reproduzi-la experimentalmente, em 1964 John S. Bell demonstrou que as condições
de realismo e de localidade podem ser traduzidas em termos de desigualdades im-
postas aos resultados de medições realizadas no sistema de interesse. Algumas pre-
visões da MQ violam as desigualdades propostas por Bell.

Para apresentar um exemplo do que vem a ser uma desigualdade de Bell, da forma
como foi inicialmente proposta por Clauser, Horne, Shimony e Holt (CLAUSER et al.,
1969), faz-se necessária a introdução de um cenário que comporta um sistema de par-
tículas de spin meio, um de posse de Alice e outro de posse de Bob. Tanto Alice quanto
Bob realizam medições nas direções dos vetores unitários a⃗ e b⃗, respectivamente. Na
linguagem da Mecânica Quântica, a menos de uma constante, as medições podem
ser representadas pelos operadores a⃗.σ̂ e b⃗.σ̂ cujos resultados são restritos aos valo-
res +1 e -1, com σ̂ = σxî+ σxĵ + σzk̂ e î, ĵ e k̂ sendo os vetores unitários nas direções
de x, y e z e σi sendo os Operadores de Pauli.

Apoiando-se nas hipóteses de realismo e localidade podemos construir uma estru-
tura teórica com a introdução de variáveis ocultas para obter previsões de desigual-
dades que devem ser satisfeitas pelos resultados de medições realizadas no sistema
de duas partes. Neste sentido, as propriedades da fonte (momento da interação entre
as partículas) são descritas por um conjunto de variáveis λ que são representadas
por uma densidade de probabilidade ρ(λ) na obtenção de certos resultados para as
medições.

Se denotarmos por A,B ∈ {−1,+1}, os resultados das medições de Alice e Bob,
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respectivamente, concluímos que, assumida a hipótese de localidade, a escolha da
direção de a⃗ não pode interferir no resultado de B, da mesma forma que a escolha da
direção b⃗ não pode interferir no resultado de A. Assim, a média E (⃗a, b⃗) da multiplicação
dos resultados de A por aqueles obtidos para B associada às diferentes escolhas da
direção de medição pode ser escrita como

E (⃗a, b⃗) =

∫
dλρ(λ)A(⃗a, λ)B(⃗b, λ). (2.5)

Se a⃗′ e b⃗′ são diferentes opções da direção de medição, podemos escrever

E (⃗a, b⃗)− E (⃗a, b⃗′) =

∫
dλρ(λ)[A(⃗a, λ)B(⃗b, λ)− A(⃗a, λ)B(⃗b′, λ)]

=

∫
dλρ(λ)A(⃗a, λ)B(⃗b, λ)[1± A(⃗a′, λ)B(⃗b′, λ)]

−
∫
dλρ(λ)A(⃗a, λ)B(⃗b′, λ)[1± A(⃗a′, λ)B(⃗b, λ)].

(2.6)

Da desigualdade triangular, obtemos

|E (⃗a, b⃗)− E (⃗a, b⃗′)| ≤
∫
dλρ(λ)|A(⃗a, λ)B(⃗b, λ)||1± A(⃗a′, λ)B(⃗b′, λ)|

+

∫
dλρ(λ)|A(⃗a′, λ)B(⃗b′, λ)||1± A(⃗a′, λ)B(⃗b, λ)|,

(2.7)

por outro lado, como |A| = |B| = 1, temos

|E (⃗a, b⃗)− E (⃗a, b⃗′)| ≤
∫
dλρ(λ){|1± A(⃗a′, λ)B(⃗b′, λ)|

+|1± A(⃗a′, λ)B(⃗b, λ)|}.
(2.8)

Como todas as expressões entre módulos são positivas (ou nulas) e a função módulo
de quantidades positivas é igual a própria quantidade, podemos escrever a equação
acima da seguinte forma

|E (⃗a, b⃗)− E (⃗a, b⃗′)| ≤ 2±
∫
dλρ(λ)[A(⃗a′, λ)B(⃗b′, λ) + A(⃗a′, λ)B(⃗b, λ)], (2.9)

aplicando-se a definição de E (⃗a, b⃗), obtemos

|E (⃗a, b⃗)− E (⃗a, b⃗′)| ≤ 2± [E (⃗a′, b⃗′) + E (⃗a′, b⃗)]. (2.10)

Por fim, se aplicarmos mais uma vez a desigualdade triangular, em sua forma mais
forte, podemos escrever

S = |E (⃗a, b⃗)− E (⃗a, b⃗′)|+ |E (⃗a′, b⃗′) + E (⃗a′, b⃗)| ≤ 2. (2.11)
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Importante observar que as hipóteses de realismo e localidade, isto é, que inde-
pendente de as medições serem realizadas existe um resultado a elas associado e
que as medições feitas em uma parte do sistema não afetam as medições realizadas
na outra parte, estão indissociavelmente presentes nesta estrutura. Por outro lado,
existem estados quânticos que violam esta desigualdade para um determinado con-
junto de medições quânticas. Exemplo disso é o estado de Bell |Ψ−⟩, em que E (⃗a, b⃗),
na notação de Dirac pode ser colocado da seguinte forma

E (⃗a, b⃗) = ⟨Ψ− |⃗a · σ̂ ⊗ b⃗ · σ̂|Ψ−⟩ = −a⃗ · b⃗. (2.12)

Dessa forma, ao escrever S nestes termos, obtemos

S = | − a⃗ · b⃗+ a⃗ · b⃗′|+ |⃗a′ · b⃗′ + a⃗′ · b⃗|

= |⃗a · (⃗b′ − b⃗)|+ |⃗a′ · (⃗b′ + b⃗)|,
(2.13)

Se a⃗ e a⃗′, bem como b⃗ e b⃗′ são perpendiculares entre si e, além disso, a⃗ e a⃗′ são
paralelos a b⃗′ − b⃗ e b⃗′ + b⃗, respectivamente, então

S = |⃗a||⃗b′ − b⃗|+ |⃗a′||⃗b′ + b⃗| = 2
√
2. (2.14)

Este resultado, por sua vez, é uma evidente violação da desigualdade de Bell. Por-
tanto, como podemos bem observar, Bell coloca o problema em linhas quantitativas,
deixando para a natureza confirmar a validade ou invalidade das previsões da teo-
ria quântica. É interessante destacar que desde então vários trabalhos experimentais
confirmaram as previsões da teoria quântica em detrimento das previsões clássicas da
forma como apresentado por Bell (BELL et al., 2014; ASPECT; GRANGIER; ROGER,
1981; CHRISTENSEN et al., 2013; PAN et al., 2000).

2.2 DEFINIÇÃO

2.2.1 Emaranhamento e Inseparabilidade

Para introduzir o conceito de inseparabilidade é necessário estabelecer o cenário fí-
sico em que se situa tal definição. Para tanto, é preciso, como já foi feito anteriormente,
considerarmos um sistema físico de duas partes que interagem em algum momento
no passado e que no presente estão sob a posse de dois observadores espacialmente
separados, Alice e Bob.

Se o subsistema de Alice tem dimensão dA em um espaço de Hilbert HA e a parte
de Bob tem dimensão dB num espaço de Hilbert HB, então podemos escrever um
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estado arbitrário |ψ⟩ no espaço de Hilbert HA ⊗HB associado ao sistema global como

|ψ⟩ =
dA,dB∑
i,j

cij|ai⟩ ⊗ |bj⟩. (2.15)

Na equação acima, ambos os conjuntos {|ai⟩} e {|bj⟩} são bases para os espaços de
Hilbert HA e HB, respectivamente. Sendo assim, de posse destes conceitos, temos:

Definição: Denomina-se estado separável ou estado produto de um sistema
bipartite a todo estado |ψ⟩ que possa ser posto sob a forma

|ψ⟩ = |ϕA⟩ ⊗ |ϕB⟩. (2.16)

Na equação acima, |ϕA⟩ é um estado associado ao subsistema de Alice enquanto
que |ϕB⟩ é um vetor de estado associado ao subsistema que está sob a posse de Bob.
Por outro lado, se o estado não é separável, isto é, se não existem |ϕA⟩ e |ϕB⟩ por
meio dos quais podemos escrevê-lo, então o estado é dito ser emaranhado.

O significado físico da separabilidade é imediato, isto é, medições realizadas na
parte de Alice não tem nenhuma influência na parte de Bob e vice-versa. Sendo
assim, o estado global tem a interessante propriedade de que é possível prepará-lo
localmente, ou seja, por cada uma das partes - Alice e Bob - de forma independente.

Para ilustrar a ideia, é interessante observar que alguns vetores de estado podem
ser expressos de forma mais simples a partir de uma simples mudança de base. Por
exemplo, o vetor

|ψ⟩ = 1

2
(|0⟩|0⟩+ |0⟩|1⟩+ |1⟩|0⟩+ |1⟩|1⟩), (2.17)

pode ser escrito de uma maneira mais simples ao adotarmos a base dada pelo par
de vetores {|+⟩ = 1√

2
(|0⟩ + |1⟩), |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩)}. Neste caso, o vetor |ψ⟩ pode ser

escrito simplesmente como

|ψ⟩ = 1√
2
|+⟩|+⟩. (2.18)

Como podemos ver, neste caso, a probabilidade conjunta de encontrar o sistema
neste estado se fatora no produto das probabilidades dos sistemas individuais estarem
nos referidos estados. Ou seja,

pA,B(|ψ⟩) = pA(|+⟩)pB(|+⟩). (2.19)

Contudo, ao escrevermos o vetor de estado na base {|0⟩, |1⟩}, percebemos que a
probabilidade conjunta não fatora como no caso da Eq. (2.18), o que, por sua vez,
significa que existe algum tipo de correlação entre os resultados de medidas nesta
base. Isto pode nos levar a supor erroneamente que podemos encontrar uma base
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para a qual o estado singleto de (2.3) fatore como um estado produto de forma similar
ao que vemos em (2.17). Sendo assim, podemos tentar escrever o estado em (2.3),
um estado emaranhado, como

|ψ−⟩ = (α|0⟩+ β|1⟩)⊗ (γ|0⟩+ δ|1⟩). (2.20)

Porém, não existe nenhuma solução possível para este sistema. Isto indica que
o tipo de correlação presente no estado |ψ−⟩, dado pela Eq. (2.3), tem caracterís-
ticas peculiares. Mais precisamente, está associada à impossibilidade de escrever
o estado global do sistema como o produto dos estados dos subsistemas. Por fim,
pode-se mostrar que existe uma hierarquia entre os conceitos de emaranhamento e
não-localidade de Bell.

2.2.2 Emaranhamento em Classes Mais Abrangentes

Na seção anterior, definimos emaranhamento para o caso de estados puros de
sistemas de duas partes - bipartites. Como é de se esperar, fundamentalmente e
de forma direta, o emaranhamento, por se tratar de um tipo de correlação existente
entre os resultados de medições realizadas nos diferentes subsistemas de um sistema
composto, deve ser definido sobre um sistema que possibilite a sua decomposição em,
pelo menos, duas partes.

Por outro lado, o emaranhamento não se limita às correlações e à inseparabilidade
de duas partes, tampouco ao caso de estados puros e, portanto, pode ser definido
de maneira mais genérica como segue. Seja H o espaço de Hilbert associado à um
sistema de n partes. Estabelecendo-se que Hi é o espaço de Hilbert associado a
i-ésima parte do sistema global, ou seja, é o i-ésimo subsistema, podemos escrever

H = H1 ⊗H2 ⊗ ...Hn. (2.21)

Definição: Denomina-se estado separável de um sistema multipartite de n par-
tes a todo estado |ψ⟩ que possa ser posto sob a forma

|ψ⟩ = |ϕ1⟩ ⊗ |ϕ2⟩ ⊗ ...⊗ |ϕn⟩, (2.22)

com |ϕi⟩ um vetor pertencente ao espaço de Hilbert Hi. Além disso, se o estado |ψ⟩
não pode ser posto na forma da Eq. (2.22), então ele é dito emaranhado.

Pode-se ainda estender a definição de emaranhamento servindo-se do formalismo
do operador densidade de tal forma que, se o espaço de operadores lineares atuantes
nos vetores de H é O e, além disso, o espaço de operadores lineares atuantes nos
vetores de Hi é Oi, então vale a seguinte definição

Definição: Denomina-se estado separável de um sistema multipartite puro de
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n partes representado pelo operador densidade ρ a todo estado que pode ser posto
sob a forma

ρ = ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ ...⊗ ρn, (2.23)

em que ρi é um operador densidade pertencente ao espaço Oi, que representa ade-
quadamente a i-ésima parte do sistema. Por outro lado, similarmente ao caso da Eq.
(2.22), se ρ não pode ser posto sob a forma (2.23), o sistema é emaranhado.

No caso de estados mistos, a extensão é natural e só pode ser feita no contexto do
formalismo do operador densidade. Neste sentido, considerando as diferentes possi-
bilidades de configurações 1, 2, ...,m e as respectivas probabilidades associadas a tais
configurações p1, p2, ..., pm em um sistema constituído por n partes, podemos definir:

Definição: Denomina-se estado separável de um sistema multipartite misto de m
partes representado pelo operador densidade ρ a todo estado que pode ser posto sob
a forma

ρ =
m∑
j=1

pjρ1
(j) ⊗ ρ

(j)
2 ⊗ ...⊗ ρ(j)n . (2.24)

Seguindo o caminho natural da extensão para o caso misto de sistemas multiparti-
tes, se o estado misto multipartite não pode ser posto sob a forma da equação (2.24),
então o sistema é emaranhado.

O conteúdo físico presente em tais definições é claro e objetivo, apesar de exposto
para diferentes cenários (estados puros bipartites, estados puros multipartites, esta-
dos mistos multipartites), isto é, a capacidade de preparar os estados dos diferentes
subsistemas localmente é determinante na identificação do emaranhamento presente
em determinado sistema.

Por fim, devido ao fato de tais definições estarem associadas à identificação de
estados emaranhados, podemos ser levados a supor erroneamente que o problema
de caracterização do emaranhamento é trivialmente resolvido quando posto em sua
forma mais genérica, conforme as definições apresentadas. Por outro lado, na es-
magadora maioria das vezes, decidir se determinado estado é emaranhado ou não
é um problema complexo e apresenta soluções simples apenas para alguns casos
particulares.

2.3 EMARANHAMENTO

2.3.1 Paradigma LOCC

Podemos tentar entender o que são Operações Locais e Comunicação Clássica
OLCC e sua importante relação com emaranhamento na área de informação quântica
a partir de um protocolo muito conhecido: o teletransporte quântico. Tal protocolo
foi imaginado primeiramente por Charles Bennett em 1933 (BENNETT et al., 1993)
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e é apresentado de forma sistemática e didática em muitas referências (NIELSEN;
CHUANG, 2000; ALBER et al., 2003; JAEGER, 2007; BARNETT, 2009), mas por
questão de completude será apresentado aqui de forma sintética.

O sistema necessário para a implementação do referido protocolo é composto por
três qubits, um controlado por Bob e dois por Alice. Um dos qubits de Alice está,
junto com o de Bob, em um estado de Bell |Φ+⟩ = 1√

2
(|0⟩0⟩ + |1⟩1⟩) e o outro em um

estado desconhecido |ϕ⟩ = α|0⟩+β|1⟩ que Alice deseja enviar para Bob. Sendo assim,
Alice permite que seus dois qubits interajam via interação unitária UCNOT (NIELSEN;
CHUANG, 2000).

As portas controladas, das quais UCNOT é um exemplo, ao emprestarmos a ter-
minologia da teoria da computação, descreve uma interação entre dois qubits de tal
forma que o estado de um dos qubits (qubit alvo) é alterado dependendo do estado
em que se encontra o outro qubit (qubit de controle). Mais especificamente, no caso
da UCNOT a alteração no qubit alvo é tal que se o estado dele é |0⟩ passa a ser |1⟩ e
vice-versa e, por outro lado, está condicionado ao fato do estado do qubit de controle
estar em |1⟩.

Assim, como o estado do sistema global, composto pelos dois qubits de Alice e o
de Bob, antes da atuação de UCNOT é dado por |Ψ⟩ = |ϕ⟩ |Φ+⟩ temos que o resultado
da atuação de UCNOT , |Ψ′⟩ = UCNOT ⊗ IB |Ψ⟩ para o estado global do sistema pode
ser escrito como

|Ψ′⟩ = 1√
2
[α|0⟩(|0⟩|0⟩+ |1⟩|1⟩) + β|1⟩(|1⟩|0⟩+ |0⟩|1⟩)]. (2.25)

Após isso, suponha que Alice realize uma operação do tipo Hadamard no primeiro
qubit, definida pela eq. (2.26), isto é, aquele cujo o estado ela deseja enviar. Uma vez
que a operação Hadamard H tem por representação matricial

H =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
, (2.26)

o estado do sistema |Ψ′′⟩ = H ⊗ I ⊗ I |Ψ′⟩, será dado por

|Ψ′′⟩ = 1

2
[α (|0⟩+ |1⟩) (|0⟩|0⟩+ |1⟩|1⟩) + β (|0⟩ − |1⟩) (|1⟩|0⟩+ |0⟩|1⟩)] . (2.27)

Se simplesmente reorganizarmos os termos, ficaremos com:

|Ψ′′⟩ = 1

2
[|0⟩|0⟩ (α|0⟩+ β|1⟩) + |0⟩|1⟩ (α|1⟩+ β|0⟩) + |1⟩|0⟩ (α|0⟩ − β|1⟩) + |1⟩|1⟩ (α|1⟩ − β|0⟩)] .

(2.28)
Por fim, Alice realiza uma medição na base de σz em seus dois qubits, o que conforme
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a equação (2.28) resultará em um dos quatro estados seguintes para Bob

|0⟩|0⟩ → α|0⟩+ β|1⟩,

|0⟩|1⟩ → α|1⟩+ β|0⟩,

|1⟩|0⟩ → α|0⟩ − β|1⟩ ou

|1⟩|1⟩ → α|1⟩ − β|0⟩.

(2.29)

Feito isso, Alice informa o resultado das medidas de σz em seus dois qubits para
Bob. Este, por sua vez, terá o estado enviado por Alice caso o resultado seja |0⟩|0⟩, ou
poderá alcançá-lo através de uma operação σz se o resultado for |0⟩|1⟩, σx se o resul-
tado for |1⟩|0⟩, ou ainda, σzσx se o resultado for |1⟩|1⟩. Resumidamente, se rotularmos
os resultados das medições nos dois qubits de Alice como M1 e M2, teremos que a
operação local a ser realizada por Bob para que este tenha sob sua posse o estado
enviado por Alice é σM1

z σM2
x .

A finalidade da apresentação deste protocolo não está nele mesmo, apesar de ser
um resultado interessantíssimo, mas no que ele é capaz de ilustrar. Primeiramente,
vemos que tanto Alice e Bob estão espacialmente separados, isto é, nem Alice tem
acesso direto à parte de Bob e nem Bob tem acesso à parte do sistema que corres-
ponde aos qubits de Alice. Desta forma, a ação deles no sistema global está restrita
às manipulações locais das respectivas partes. E é exatamente isso que vemos no
protocolo, todas as operações envolvidas no protocolo, UCNOT , H, σx e σz, são re-
alizadas localmente. Além disso, observamos que caso o estado compartilhado por
Alice e Bob dos dois qubits fosse um estado separável, não seria possível realizar o
protocolo.

Conclui-se então pela necessidade de um estado de Bell - qualquer um deles é
suficiente, visto que podemos obter um do outro a partir das operações locais σM1

z σM2
x

conforme exposto nos parágrafos anteriores - e que este estado apresenta correla-
ções não locais, verifica-se a necessidade de emaranhamento para a implementação
dos estados de Bell no sistema global. Em outras palavras, operar localmente nestas
partes do sistema não é suficiente para criar o tipo de correlação exigida para imple-
mentação do protocolo. Este é apenas um exemplo de vários protocolos que exigem
emaranhamento para que sua implementação seja possível.

Uma outra observação que podemos fazer é que, se somos capazes de distribuir
sistemas quânticos emaranhados perfeitamente, somos capazes de distribuir estados
quânticos via teletransporte quântico perfeitamente e vice-versa. Porém, sistemas
com essa dimensão são muito sensíveis às interações com o ambiente o que, por sua
vez, torna muito difícil a eficiência na sua distribuição. Contudo, podemos distribuí-los
por meio de canais quânticos acessíveis experimentalmente e combater os efeitos de
ruído por meio de operações locais nas partes.
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Além disso, não há razão alguma para que durante o processo de manipulação
das partes do sistema, os controladores não usem canais clássicos para se comuni-
car assim como o faz Alice ao informar para o Bob os resultados de sua medição no
protocolo de teletransporte quântico. Tendo dito isso, podemos perceber a importante
relação entre emaranhamento e operações locais assistidas por comunicação clás-
sica. Sendo assim, podemos dar um passo a mais e definir emaranhamento como o
tipo de correlação em sistemas que não pode ser criada via OLCC nem reproduzido
por quaisquer meios clássicos.

2.4 QUANTIFICAÇÃO DO EMARANHAMENTO

Os estados emaranhados, como bem sugere a Seção 2.3.1, desempenham um pa-
pel fundamental em muitos protocolos associados ao processamento, codificação e
comunicação de informação quântica (JAEGER, 2007). Sendo assim, é fundamen-
tal criar uma estrutura de quantificação e subsequente classificação dos estados de
acordo com a sua utilidade para tais protocolos.

2.4.1 Medidas Entrópicas de Emaranhamento

Um resultado interessante é obtido ao analisarmos conjuntamente as consequên-
cias da decomposição de Schmidt e a idempotência, nome atribuído à propriedade de
um operador densidade ρ que satisfaz ρ = ρ2 dos operadores densidade reduzidos
de estados de sistemas bipartites, isto é, sistemas compostos por duas partes, diga-
mos, parte 1 e parte 2. É imediato observar que se o estado ρ for separável, então
o operador densidade reduzido da parte, 1 ρ(1), tem apenas um autovalor e, portanto,
[ρ(1)]2 = ρ(1).

Por outro lado, se o operador densidade reduzido da parte 1 é idempotente, então
significa que o estado ρ associado ao sistema composto é separável. Em outras pa-
lavras, a idempotência dos operadores densidade reduzidos, no contexto dos estados
puros de sistemas bipartites, é condição necessária e suficiente para existência de
emaranhamento (JAEGER, 2007):

ρ(i) ̸= [ρ(i)]2 ∀ i ⇐⇒ ρ Emaranhado. (2.30)

Neste sentido, as medidas entrópicas de emaranhamento são uma tentativa de
quantificar o “grau de não idempotência” associada aos operadores densidade redu-
zidos de determinado estado emaranhado. Além disso, para se tratar de medidas
autênticas de emaranhamento é razoável exigir que tais medidas não dependam da
particular base escolhida para representar o estado. Isto, por sua vez, é conseguido
fazendo uso da operação traço.
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Algumas medidas entrópicas frequentemente utilizadas são:

1. Entropia de Von Neumman:

S[ρ(i)] = − tr
[
ρ(i) log2 ρ

(i)
]
= −

∑
µ

pµ log2 pµ ≥ 0. (2.31)

2. Entropia Linear:

SL(ρ
(i)) = tr[ρ(i)]− tr[(ρ(i))2] = 1−

∑
µ

p2µ ≥ 0. (2.32)

3. Entropia de “2-Rényi”:

SR[ρ
(i)] = − log2(tr[(ρ

(i))2]) = − log2(
∑
µ

p2µ) ≥ 0, (2.33)

onde pµ são os autovalores do operador ρ.
Vale ressaltar que nas medidas entrópicas de emaranhamento elencadas nas Eqs.

(2.31), (2.32) e (2.33) o uso da base 2 no logaritmo é totalmente arbitrária, uma vez
que uma mudança na base resultaria em uma mudança de escala dos valores das en-
tropias apresentadas nos itens 1-3, apenas. Além disso, nos termos da seção anterior,
o conjunto de medidas entrópicas independe de qual operador densidade reduzido é
escolhido (da parte 1 ou da parte 2), já que, da decomposição de Schmidt, sabemos
que ambos compartilham os mesmos autovalores (PERES, 1995).

2.4.2 Emaranhamento Destilável e o Custo de Emaranhamento

O conceito de Emaranhamento Destilável ED tem origem na seguinte ideia: quantas
cópias do estado misto de interesse ρ são necessárias para conseguir determinado
número de estados de Bell servindo-se apenas de OLCC? De maneira mais precisa e
formal, definimos ED[ρ] associado ao estado ρ, como

ED(ρ) := max{r : lim
n→∞

[min
Λ

tr |Λ(ρ⊗n)− Φ(2rn)|] = 0}, (2.34)

em que Φ(2rn) é o operador densidade associado ao estado maximamente emara-
nhado em 2rn dimensões e, além disso, é escolhido o mapa Λ entre todas as possíveis
LOCC’s de forma a minimizar a distância entre o estado Λ(ρ⊗n) e o operador Φ(2rn).

Enquanto no ED, a ideia chave é a taxa de conversão das cópias de ρ em estados
maximamente emaranhados, no Custo de Emaranhamento EC a ideia é encontrar
o número de cópias necessárias de estados maximamente emaranhados para obter
determinado número de cópias de ρ, isto é, quanto emaranhamento é necessário.
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Formalmente, definimos EC [ρ] associado ao estado ρ como

EC(ρ) = min{r : lim
n→∞

[min
Λ
D(ρ⊗n,Λ (Φ(2rn)))] = 0}. (2.35)

Apesar de ambos os quantificadores de emaranhamento servirem-se de nuances
variacionais que, na maioria das vezes, tornam complexo o cálculo em casos práticos,
podemos obter, para uma certa variedade de casos, limites superiores e inferiores que
são de grande valia para a quantificação de emaranhamento em alguns sistemas de
interesse. Contudo, para o caso de estados puros, é possível mostrar (BENNETT et
al., 1996) que os valores de EC e ED coincidem com a entropia de emaranhamento
definida pela Eq. (2.31), indicando ser essa a medida de emaranhamento mais ade-
quada para a classe de estados puros em sistemas de duas partes.

2.4.3 Emaranhamento de Formação

Uma proposta para a quantificação de emaranhamento adequada para o caso de
estados mistos é o Emaranhamento de Formação EF . Neste caso, a motivação é o
cálculo da média de emaranhamento sobre a decomposição em estados puros que
minimiza o valor de EF (ρ) . Ou seja,

EF (ρ) := min

{∑
i

piE(|ψi⟩⟨ψi|) : ρ =
∑

pi|ψi⟩⟨ψi|

}
, (2.36)

em que E(|ψi⟩⟨ψi|) é a Entropia de Emaranhamento definida por (2.31) para o estado
|ψi⟩⟨ψi|. A esta altura, é interessante notar a relação desta quantidade com EC , pois
pode-se mostrar que (HAYDEN; HORODECKI; TERHAL, 2001)

E∞
F (ρ) = EC(ρ), (2.37)

em que

E∞
F (ρ) = lim

n→∞

EF (ρ
⊗n)

n
, (2.38)

em que E∞
F (ρ) é a versão assintótica de EF .

2.4.4 Fidelidade

A fidelidade F , não foi originalmente pensada como um quantificador de emaranha-
mento, mas como uma medida de distância entre matrizes. Neste sentido, se houver
um estado de referência como é o caso dos estados de Bell no contexto bipartite de
dois qubits (PLENIO; VIRMANI, 2006). Sendo assim, podemos quantificar emaranha-
mento contido em um estado arbitrário a partir da medida da distância desse estado
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com relação ao estado de referência.
F (ρ, σ) de um estado arbitrário ρ com relação a um estado de referência σ é defi-

nido como

F (ρ, σ) = tr{ρσ}. (2.39)

Uma vez que tanto o operador ρ quanto σ são operadores densidades legítimos,
devem satisfazer, no caso de estados puros, ρ2 = ρ e trρ = 1. Definida nestes termos,
os valores de F variam de 0 até 1, sendo que o valor 1 é alcançado para o caso em que
temos o estado ρ igual ao estado de referência; portanto, se este é adequadamente
escolhido, teremos para o presente caso máximo emaranhamento.

A fidelidade F é apenas uma das possibilidades entre os quantificadores de ema-
ranhamento baseados em medidas de distância entre os estados quânticos. Por outro
lado, é fundamental que, independente da escolha de medida de distância D(ρ, σ),
seja observado que a referida função atenda ao critério

D(ρ, σ) ≥ D(Λ(ρ),Λ′(σ)), (2.40)

em que Λ e Λ′ são quaisquer LOCC’s que possam ser realizadas nos estados ρ e σ. Tal
exigência é pelo menos razoável, tendo em vista que emaranhamento não pode ser
criado nem aumentado com esta classe de operações. Contudo, para citar apenas um,
dentre outros possíveis, quantificadores de emaranhamento baseadas em distância,
temos:

Distância de Hilbert-Schmidt: Definindo-se o produto interno entre duas matri-
zes A e B como

⟨A,B⟩ = tr
(
AB†), (2.41)

temos como consequência imediata desta definição o estabelecimento da norma neste
espaço de matrizes, dada por

||A||2 = tr
(
AA†). (2.42)

Com a definição da norma, somos capazes de propor para este espaço, a distância
d(A,B) entre duas matrizes A e B, definida como

d(A,B) = ||A−B||. (2.43)

2.4.5 Concorrência

A concorrência C(ρ) (NIELSEN; CHUANG, 2000) associada ao estado ρ é um quan-
tificador de emaranhamento aplicável tanto a estados puros quanto para os estados
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mistos de dois qubits e é dada por

C(ρ) = max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}. (2.44)

Os λ′is são os autovalores do operador R dispostos em ordem decrescente (λ1 ≥ λ2 ≥
...), o qual é definido por

R =
√√

ρρ̃
√
ρ. (2.45)

Na Eq. (2.45) aparece o operador ρ̃ que é chamado de spin-flip e pode ser escrito
para o complexo conjugado ρ∗ do operador ρ como

ρ̃ = (σy ⊗ σy) ρ
∗ (σy ⊗ σy) . (2.46)

Da mesma forma que a entropia de emaranhamento, a concorrência associada a
determinado estado toma valores no intervalo [0, 1]. Os estados que assumem valor 1
são estados maximamente emaranhados, enquanto estados separáveis naturalmente
retornam valor nulo para o cálculo da concorrência C(ρ).

Além disso, é interessante observar que a concorrência guarda relação com outro
importante quantificador, o emaranhamento de formação EF . As duas quantidades
são monotonicamente relacionadas por

EF (ρ) = s

(
1 +

√
1− C2(ρ)

2

)
, (2.47)

em que s(x) = −x log2 x− (1− x) log2 x, a entropia de Shannon para uma distribuição
de probabilidade com somente dois elementos (SHANNON, 1948).

Aqui é interessante ressaltar que o traço parcial definido no capítulo 1 é uma fer-
ramenta útil para para tratar de sistemas com mais de duas partes. Nestes casos,
podemos tomar o traço sobre algumas partes o que, por sua vez, significa descartar
parte da informação sobre as probabilidades associadas as medições realizadas so-
bre elas. Em seguida, é possível avaliar a quantidade de emaranhamento contido em
sistemas bipartites com quantificadores definidos para este tipo de sistemas como, por
exemplo, a concorrência.

2.4.6 Negatividade

Uma outra proposta interessante de quantificar emaranhamento surge do critério
de Peres-Horodecki, teorema apresentado em 1996 por Asher Peres e integrantes da
família Horodecki (PERES, 1996). Enquanto o critério de idempotência está associado
à identificação de emaranhamento apenas em estados puros, o critério de Peres-
Horodecki, por sua vez, é capaz de detectar emaranhamento tanto em estados puros
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quanto em estados mistos.
O Critério de Peres-Horodecki estabelece que se ρ é um estado separável, então os

autovalores da transposta parcial de ρ, ρTP , são não-negativos. A transposta parcial
ρTP de um operador densidade ρ =

∑
ijkl pijkl |i⟩ ⟨j| ⊗ |k⟩ ⟨l| é definida como ρTP =∑

ijkl pijkl |i⟩ ⟨j| ⊗ |l⟩ ⟨k|. Desta forma, se ρTP tem autovalores negativos, então ρ é
garantidamente emaranhado.

Da mesma forma que o critério de idempotência dá origem às medidas entrópicas
de emaranhamento, o critério de Peres-Horodecki dá origem à negatividade N [ρ], que
é definida por

N(ρ) =
||ρTP || − 1

2
, (2.48)

em que ||A||T =
[
tr
(
ATA

)] 1
2 é a norma traço. A definição da negatividade é muito

simples de ser compreendida, pois a norma traço para o caso de matrizes hermitianas
é simplesmente a soma dos valores absolutos de seus autovalores. Por outro lado,
considerando que o traço de uma matriz densidade transposta é igual a 1, chegamos
à conclusão de que a quantidade ||ρTP || − 1 é simplesmente o dobro da soma dos
autovalores negativos de ρTP .
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3 EMARANHAMENTO EM ESTADOS GRAFO

“Anybody who is not shocked by quantum theory has not understood
it.”

Niels Bohr

Neste capítulo aplicaremos a estrutura conceitual do Capítulo 2 juntamente com
novos conceitos aqui introduzidos a fim de caracterizar e quantificar emaranhamento
em estados grafo.

3.1 ESTADOS GRAFO

3.1.1 Introdução aos Estados Grafo

A ideia de estados grafo é uma forma particular de resolver o problema geral do ma-
peamento de grafos em estados quânticos. Em outras palavras, dado um grafo, quais
os tipos de associação devem ser feitas para um mapeamento conveniente entre as
duas diferentes estruturas? Tal problema é atacado em (IONICIOIU; SPILLER, 2012),
donde temos uma abordagem axiomática que converge para o que é utilizado na de-
finição de estados grafo. Isto é, associamos os vértices a sistemas físicos, qubits ou
até mesmo sistemas quânticos de dimensionalidade superior a 2 com os respectivos
espaços de Hilbert Hi, enquanto às arestas do grafo associamos interações unitá-
rias entre estes sistemas que dão origem à definição de estados grafo baseada em
padrões de interação.

Existem pelo menos duas razões que motivam a definição e o estudo do emara-
nhamento em estados grafo. A primeira é que devido ao fato de que emaranhamento
multipartite ser ainda pouco entendido para o caso genérico, é necessário estudar o
emaranhamento multipartite em estados que apresentem algum tipo de simetria para
facilitar a sua caracterização e quantificação nestes estados. A outra razão é que esta-
dos grafo têm a eles associados protocolos de processamento de informação quântica,
como é o caso em códigos de correção quântica cujas “codewords” são estados grafo
e a “one way quantum computing” (computação quântica de direção única, também
chamada de computação quântica baseada em medições) que tem o estado cluster,
um tipo de estado grafo, como recurso (HEIN et al., 2006).

Assim, o benefício de se tratar estados grafo é que, devido a forte presença de
simetrias, podemos reescrever os problemas de emaranhamento na linguagem de
grafos e resolvê-los de forma mais simples (como veremos), sem as complicações
encontradas no caso mais geral e que, na maioria das vezes, estão ligadas aos pro-
blemas de minimização e maximização que surgem na definição dos quantificadores
de emaranhamento no limite assintótico.
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Vale salientar que, como é de se esperar, a modelagem de estados quânticos em
grafos apresenta características que estão intimamente ligadas ao tipo de grafo que
dá origem ao estado. A primeira é que o operador unitário associado às arestas deve
ser não local. Ou seja, espera-se que operadores locais levem estados separáveis em
estados separáveis. Por outro lado, no caso de estados grafo, partimos de um estado
separável e queremos obter um estado emaranhado, o estado grafo, para entender as
suas características de emaranhamento.

Para que a modelagem tenha consistência do ponto de vista da física, modelagem
restringe-se a grafos simples, isto é, grafos sem loops (arestas que conectam um vér-
tice a ele mesmo) e que não possuem mais de uma aresta conectando dois vértices.
Além disso, temos:

• uma vez que não há uma ordem na aplicação dos operadores unitários associa-
dos a arestas, temos

[Uab, Ubc] = 0, (3.1)

em que Uab é um operador devido a aresta associada à interação entre os siste-
mas a e b;

• uma vez que as arestas de grafos simples são não-direcionadas, devemos ter

Uab = Uba; (3.2)

• para estados grafo onde as arestas não são especificadas por pesos, todos os
qubits interagem com a mesma interação Uab.

É possível provar, conforme (HEIN et al., 2006), a partir das restrições acima que
qualquer padrão de interação que as respeite pode ser posta sob a forma

ϕabHab = ϕabσ
(a)
z σ(b)

z + αaσ
(a)
z + αbσ

(b)
z , (3.3)

em que ϕab, αa e αb são constantes reais que representam a metade do ângulo de
rotação em torno do eixo z da esfera de Bloch para os qubits a e b. Ou seja, a menos
de rotações locais nos qubits, é uma interação do tipo Ising, que é dada por

U I
ab(ϕab) := e−iϕabσ

(a)
x σ

(b)
z . (3.4)

Desta observação resulta que podemos obter estados grafo a partir de qualquer
sistema físico que permita interações do tipo Ising, como é o caso de átomos frios em
redes óticas (FIGGER; MESCHEDE; ZIMMERMANN, 2002).
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3.1.2 Definição de Estados Grafo

Há duas formas diferentes, porém equivalentes, de se definir estados grafo. A pri-
meira é fazendo uso do, já mencionado, padrão de interação. Nesta abordagem, cada
vértice corresponde a um sistema quântico de dois níveis – o qubit – e as arestas
representam interações que denotaremos por Uab, a porta controlada Z (NIELSEN;
CHUANG, 2000). Desta forma, podemos definir:

Definição: Seja G o grafo a partir do qual será obtido o estado grafo. O estado
grafo |G⟩ é dado por

|G⟩ =
∏

{ab}∈E

Uab|+⟩⊗V , (3.5)

em quue Uab é a porta controlada Z ou porta fase que é aplicada em todos os vértices a
e b que são conectados no grafo G. Há, pelo menos, duas observações interessantes
que podem ser feitas aqui. A primeira é que a definição via padrão de interação para
estados grafo é bastante intuitiva, pois, codifica o procedimento de preparação do
estado. Em outras palavras, se preparamos todos os qubits do sistema no estado |+⟩,
autoestado do operador σx com autovalor +1, e em seguida permitirmos a interação,
dois a dois, que dê origem a porta fase Uab nos qubits que são conectados no grafo
G, obteremos o estado grafo |G⟩. O leitor atento pode ter percebido que foi usada
a porta fase (ou controlada Z, que é um caso especial da porta fase) apesar de se
ter mencionado na seção anterior a do tipo Ising como a interação adequada para a
preparação dos estados grafo. O que justifica tal uso é a observação de que a porta
fase Uab pode ser escrita como

Uab[ϕab] = e−iϕabHab , (3.6)

cujo Hamiltoniano de interação Hab é dado por

Hab := |1⟩⟨1|(a) ⊗ |1⟩⟨1|(b), (3.7)

em que |1⟩ é o autoestado do operador σz com autovalor −1. Podemos reescrever os
projetores |1⟩⟨1| como

|1⟩⟨1| = I− σz
2

. (3.8)

Desta forma, nós podemos escrever o hamiltoniano Hab como

Hab =
I− σz

2

(a)

⊗ I− σz
2

(b)

=
1

4

(
I(ab) − σ(a)

z − σ(b)
z − σ(a)

z σ(b)
z

)
(3.9)

e o operador Uab como

Uab = e−i
ϕab
4 ei

ϕabσ
(a)
z

4 ei
ϕabσ

(b)
z

4 e−i
ϕabσ

(a)
z σ

(b)
z

4 . (3.10)
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A escolha de ϕab = π garante que a aplicação de Uab no estado separável |+⟩a|+⟩b
dá origem ao estado maximamente emaranhado de dois qubits a menos de operações
locais. De forma que podemos reescrever a Eq. (3.10) como

Uab = e−iπ
4 ei

π
4
σz

(a)

ei
π
4
σz

(b)

e−iπ
4
σ
(a)
z σ

(b)
z . (3.11)

Sabemos que e−iπ
4
σ
(a)
z corresponde a uma rotação local de π

4
em torno do eixo z no es-

tado do qubit a, quando representado na esfera de Bloch. Portanto, podemos concluir
a partir de (3.11) que a porta controlada Z, caso especial da porta fase, corresponde
à interação Ising a menos de rotações locais nos estados dos qubits.

A outra observação que podemos fazer a respeito da primeira forma de se definir
estados grafo é que Uab tanto “insere” a aresta, quando a aplicamos pela primeira vez,
como “remove”, quando a aplicamos duas vezes entre os vértices a e b, pois U2

ab = I.
A segunda forma de se definir estados grafo é fazendo uso do formalismo esta-

bilizador. Sendo assim, é conveniente entender o formalismo antes de usá-lo para a
descrição de estados grafo. O formalismo estabilizador apoia-se na ideia de que é
possível descrever um estado quântico a partir do operador cujo estado quântico é
seu autovetor com autovalor 1. Em outras palavras, o operador acaba “estabilizando”
o vetor de estado correspondente, daí a denominação “estabilizador”. Além disso,
as transformações do vetor de estado podem ser descritas inteiramente a partir das
transformações deste operador, sem a modificação das informações estatísticas do
sistema quântico.

Para ilustrar a ideia do formalismo estabilizador, pode-se servir de um exemplo de
estado que tem papel fundamental nos protocolos de processamento, codificação e
comunicação de informação quântica. A saber, um dos estados de Bell. Este estado
é importante devido ao emaranhamento nele contido e que serve como recurso para
os tipos de protocolo citados acima. Um dos estados de Bell, o estado |Ψ+⟩, pode ser
escrito como

|Ψ+⟩ = 1√
2
(|0⟩|0⟩+ |1⟩|1⟩) . (3.12)

Por outro lado, podemos perceber que este estado pode ser visto como sendo o
único autovetor comum aos operadores σxσx e σzσz com autovalor +1. Desta forma,
podemos descrevê-lo a partir deste conjunto de observáveis. Supondo que este es-
tado sofra algum tipo de erro, por exemplo, uma transformação representada pela
porta lógica Hadamard H, teremos

σ(1)
z σ(2)

z → Hσ(1)
z H†σ(2)

z = σ(1)
x σ(2)

z (3.13)
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e
σ(1)
x σ(2)

x → Hσ(1)
x H†σ(2)

x = σ(1)
z σ(2)

x . (3.14)

Esta conveniência na descrição pode ser uma consequência do fato que, para al-
guns casos, o número de elementos necessários para descrição diminui significante-
mente ao adotarmos a descrição via formalismo estabilizador em detrimento daquela
associada aos vetores de estado. Além disso, outro fator que pode contribuir para esta
conveniência é a observação de que algumas transformações, como no exemplo da
Hadamard, facilmente descritas em termos do estabilizador. De forma específica, é
fácil observar que as transformações representadas pelas matrizes de Pauli têm este
tipo de conveniência. Neste caso, isto é resultante do fato de que a aplicação de
matrizes de Pauli nelas mesmas leva ainda a uma matriz de Pauli.

Definição: Seja G o grafo a partir do qual obtém-se o estado grafo |G⟩, então |G⟩
é o único autoestado com autovalor +1 do conjunto de observáveis Ka, onde estes
operadores são definidos como

Ka = σ(a)
x σNa

z := σ(a)
x

∏
b∈Na

σz
(b), (3.15)

onde Na é a vizinhança do vértice a, e a representa cada um dos vértices pertencentes
ao conjunto de vértices V do grafo G.

Por fim, resta apenas mostrar a equivalência entre as duas definições dadas an-
teriormente. Para isso, pode-se observar que para o caso do grafo vazio as duas
definições coincidem, isto é, Ka = σ

(a)
x estabiliza o estado produto |G⟩ =

⊗
∀a∈V |+⟩.

É suficiente mostrar então que a aplicação de Uab no estado grafo estabilizado por Ka

corresponde à adição ou remoção da aresta entre os vértices a e b. Assim sendo,
quando aplicamos Uab em Ka obtemos um novo estabilizador K ′

a = UabKaU
†
ab.

Interessante notar que Uab pode ser escrita como

Uab = |0⟩⟨0|(a) ⊗ I(b) + |1⟩⟨1|(a) ⊗ σ(b)
z , (3.16)

ou em sua forma matricial na base computacional como

Uab =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

 . (3.17)

Isto acontece porque a porta controlada Z corresponde à aplicação do operador
identidade no qubit b se a estiver no estado |0⟩ e à aplicação de σz em b se a estiver
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no estado |1⟩. Desta forma, a partir da equação (3.17) é possível escrever K ′
a como

K ′
a = Uab

[
σ(a)
x ⊗ σ(b)

z

] (
|0⟩⟨0|(a) ⊗ I(b) + |1⟩⟨1|(a) ⊗ σ(b)

z

)
. (3.18)

Temos ainda que

σx|0⟩⟨0| = |1⟩⟨1|σx (3.19)

e
σx|1⟩⟨1| = |0⟩⟨0|σx. (3.20)

Substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18), chegamos a

K ′
a = Uab

(
|1⟩⟨1|(a) ⊗ I(b) + |0⟩⟨0|(a) ⊗ σ(b)

z

)
σ(a)
x σ(b)

z . (3.21)

A partir de (3.15), e deixando σ(b)
z em evidência, obtemos

K ′
a = Uabσ

(b)
z

(
|1⟩⟨1|(a) ⊗ I(b) + |0⟩⟨0|(a) ⊗ σ(b)

z

)
Ka

= Uabσ
(b)
z U †

abKa.
(3.22)

Considerando que [Uab, σ
(b)
z ] = 0, temos

K ′
a = σz

(b)Ka. (3.23)

De forma similar ao que foi feito antes, se apenas trocarmos os rótulos, pois, afinal
não há nada de restritivo com o índice a podemos escrever

K ′
b = σ(a)

z Kb. (3.24)

Em outras palavras, o que temos é que o novo grafo G′ corresponde à adição da
nova aresta entre a e b. Como σ2

z = I, a reaplicação de Uab em K ′
a implicaria na

exclusão da aresta. Sendo assim, fica demonstrada a equivalência entre as duas
definições de estados grafo.

Por fim, existe um caso especial de estados grafo, os estados cluster, de particular
importância nos estudos das propriedades não clássicas no âmbito de estados grafo.
Os estados cluster surgem da restrição de que os vértices conectam-se apenas com
os vizinhos mais próximos em uma rede de uni, bi ou tridimensional. Estas caracte-
rísticas conferem aos estados cluster grande simetria, donde emerge sua importância
para protocolos de informação quântica (RAUSSENDORF; BRIEGEL, 2001).
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3.2 MEDIDA DE SCHMIDT: QUANTIFICAÇÃO DO EMARANHAMENTO EM ESTA-
DOS GRAFO

3.2.1 Panorama Geral do Quantificador

A medida de Schmidt é um monótono de emaranhamento, em outras palavras, um
funcional dependente do estado ρ do sistema de interesse que não aumenta sob
LOCC, que é útil para o estudo de emaranhamento de sistemas de várias partes com
dimensões arbitrárias (EISERT; BRIEGEL, 2001). A ideia por trás da quantificação por
meio deste funcional é bem simples e está associada ao número mínimo de estados
produto que são necessários para a descrição do estado global do sistema. Esta ideia
não é nova e já foi explorada em trabalhos que estudam emaranhamento presentes
em estados cluster |ϕn⟩ de n qubits (BRIEGEL; RAUSSENDORF, 2001), tipos de ema-
ranhamento presentes em estados de três qubits (DüR; VIDAL; CIRAC, 2000) e na
própria definição do rank de Schmidt para estados puros (PERES, 1995).

A medida de Schmidt fundamenta-se em uma visão bastante pragmática sobre o
emaranhamento. Se por uma lado, a ênfase do estudo do emaranhamento em siste-
mas de várias partes está na estrutura conceitual e matemática do tipo de correlação,
para a medida de Schmidt, por outro lado, está no fato de as propriedades de ema-
ranhamento servirem como recurso para execução de determinadas tarefas que são
impossíveis no contexto da computação clássica.

Com as mesmas inclinações pragmáticas que motivaram a introdução da medida
de Schmidt, alguns autores elencam uma lista de condições que um bom quantificador
de emaranhamento deve satisfazer, entre eles, numa estrutura axiomática gerada a
partir da ideia que emaranhamento não pode ser criado a partir de OLCC (PLENIO;
VIRMANI, 2006). Na sequência, essas propriedades serão elencadas.

Assim sendo, podemos definir o que vem a ser a medida de Schmidt P (|ψ⟩) para
um estado puro |ψ⟩ (EISERT; BRIEGEL, 2001). Dado um sistema composto por N
partes rotuladas por 1, 2, ..., N com a dimensionalidade do i-ésimo subsistema rotulada
por di, sendo que o estado do sistema global é denotado por |ψ⟩ ∈ H = H1 ⊗ H2 ⊗
...⊗HN , em que Hi é o espaço de Hilbert associado ao i-ésimo subsistema. Então é
possível escrever o estado |ψ⟩ como a soma de R termos da seguinte forma

|ψ⟩ =
R∑

j=1

αj|ψ(j)
1 ⟩ ⊗ |ψ(j)

2 ⟩ ⊗ ...⊗ |ψ(j)
N ⟩, (3.25)

onde |ψ(j)
i ⟩ ∈ Hi e αj são os coeficientes de expansão de |ψ⟩ na base utilizada para H.

Com isso, somos capazes de definir P (|ψ⟩) como

P (|ψ⟩) = log2(r), (3.26)
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onde r, o rank de Schmidt, é o menor valor de R possível na expansão (3.25) obtida a
partir de uma escolha adequada de base em H para escrever o vetor |ψ⟩.

É possível ainda generalizar a medida de Schmidt de maneira a torná-la habilitada
para quantificar emaranhamento em estados mistos de sistemas quânticos de várias
partes a partir de uma construção de raiz convexa, conforme (EISERT; BRIEGEL,
2001). Nesse contexto, para um estado misto ρ =

∑
i λi(|ψi⟩⟨ψi|), P (ρ) fica definido

como
P (ρ) = min

∑
i

λiP (|ψi⟩⟨ψi|), (3.27)

em que min significa que é tomado o menor dos valores gerados a partir do estudo
de todas as possíveis decomposições de ρ em estados puros |ψi⟩⟨ψi| e do cálculo de
P (|ψi⟩⟨ψi|) para estes estados tal como ele aparece em (3.26). É possível mostrar que
(EISERT; BRIEGEL, 2001)

i. P ≥ 0, sendo que P (ρ) = 0 se ρ é separável;

ii. P é uma função convexa, isto é,

P [λρ1 + (λ− 1)ρ2] ≤ λP (ρ1) + (λ− 1)P (ρ2), (3.28)

com λ ∈ [0, 1] e ρ1, ρ2 ∈ S(H), onde S(H) é o espaço das matrizes densidade
associadas ao espaco de Hilbert H.

iii. P (ρ) não pode aumentar a partir de OLCC. Posto de outra forma, isto significa
que se pensarmos em uma operação local genérica assistida por comunicação
clássica que mapeie o estado quântico ρ em algum estado do conjunto {ρi} com
probabilidade pi, então

P (ρ) ≥
∑
i

piP (ρi); (3.29)

Como P (|ψ⟩) (estado puro) é um caso particular de P (ρ) na situação em que
temos λi = {1, 0}, se P (ρ) definido por meio de (3.27) satisfaz as condições de
(i)-(iii), então P (|ψ⟩) também o faz.

3.2.2 Propriedades da Medida de Sschmidt P (|ψ⟩) em Estados Puros |ψ⟩

É de se esperar que devido ao caráter mais específico da definição presente em
(3.26) teremos uma gama maior de propriedades, quando comparada com as que
são satisfeitas por P (ρ) definido através de (3.27). Sendo assim, nos desbruçaremos
sobre as principais destas propriedades (HEIN; EISERT; BRIEGEL, 2004).

i. P (|ψ⟩) não aumenta a partir da aplicação de operações estocásticas locais as-
sistidas por comunicação clássica (OELCC).
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A classe de operações OELCC é mais genérica do que as operações OLCC por
permitir um relaxamento na relação de completeza para os operadores de Kraus L(i),
permitindo que operadores que satisfazem L(i)†L(i) ≤ I sejam considerados adequa-
dos para descrever as transformações nos estados (LI, 2018). Assim sendo, podemos
escrever

P (|ψ⟩) ≥ P

(
L(i)|ψ⟩

⟨ψ|L(i)†L(i)|ψ⟩ 1
2

)
. (3.30)

Além disso, como é de se esperar, a partir da aplicação de operações unitárias
locais LU , a quantidade P (|ψ⟩) fica inalterada. Em outras palavras, se |ψ′⟩ = LU |ψ⟩,
então, necessariamente

P (|ψ) = P (|ψ′⟩), (3.31)

pois, considerando a reversibilidade associada as operações locais unitárias LU e
(3.30), concluímos que (3.31) deve ser satisfeita.

Ainda é possível inferir a partir da inequação (3.30) que de qualquer sequência de
medidas projetivas que levem o estado |ψ⟩ a um estado produto, nós podemos obter
um limite superior para P (|ψ⟩), ou seja

P (|ψ⟩) ≤ log2(m), (3.32)

em que m é o número de resultados possíveis para as medidas realizadas. Pois, se
é possível pensar em uma sequência de medições projetivas que desemaranhará o
estado |ψ⟩, então é possível escrever |ψ⟩ em uma base que contenha, pelo menos, um
número de estados produtos igual ao número de possíveis resultados de medições m
e, como tais operações não podem aumentar a quantidade de emaranhamento nestes
estados, conclui-se que r não pode ser maior que m.

A propriedade a seguir estabelece limites para a comparação do emaranhamento
calculado por meio da medida de Schmidt para diferentes formas de estabelecer as
partições em determinado grafo. Isto é, se dois subsistemas são fundidos para formar
um novo subsistema, então o emaranhamento não pode aumentar. Formalmente:

ii. Dadas duas possíveis partições (1, 2, ..., N) e (1′, 2′, ...,M) para o grafo G que dá
origem ao estado grafo |G⟩, então

P (1,2,...,N)(|G⟩) ≥ P (1′,2′,...,M)(|G⟩), (3.33)

com todas partes de (1, 2, ..., N) estando contidas nas partes da partição (1′, 2′, ...,M)

com M ≤ N para um dado grafo, ou seja, a primeira é uma partição mais fina
em relação à segunda.

iii. Para duas partições (A1, A2, ..., AN) e (B1, B2, ..., BM) associadas a espaços de
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Hilbert diferentes HA e HB, teremos

P (A1,A2,...,AN ,B1,...,BM )(|ψA⟩⊗|ψB⟩) ≤ P (A1,A2,...,AN )|ψA⟩)+P (B1,B2,...,BM )|ψB⟩, (3.34)

para |ψA⟩ ∈ HA e |ψB⟩ ∈ HB.

De (iii) pode-se inferir que se |ψA⟩ é um estado produto com relação à bipartição
(B1, ..., BM), teremos

P (A1,...,AN ,B1,...,BM )(|ψA⟩ ⊗ |ψB⟩) = P (B1,...,BM )(|ψB⟩). (3.35)

Por fim, a propriedade mais utilizada no contexto de estados grafo por desempe-
nhar um papel fundamental na separação das diferentes classes de estados grafos é
a seguinte:

iv. Dada uma bipartição num dado grafo G a partir do qual se obtém o estado grafo
|G⟩, então

P (|G⟩) = log2 (rank[trA (|G⟩⟨G|)]) . (3.36)

Decorre disso que P (|ψ⟩) é aditivo para uma dada bipartição, ou seja, dados A =

A1 ∪ A2 e B = B1 ∪B2, teremos

P (A,B)(|ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩) = P (A1,B1)(|ψ1⟩) + P (A2,B2)(|ψ2⟩). (3.37)

Vale ressaltar que os cálculos necessários para encontrar o mínimo em (3.27)
tornam-se muito complexos a medida que o número de qubits aumenta, de modo que
as técnicas de cálculo numérico já não são eficientes para esta situação. Por outro
lado, é possível, a partir de conceitos da teoria de grafos, definir limites superiores e
inferiores para P (|ψ⟩), que por vezes coincidem (EISERT; BRIEGEL, 2001) e acabam
por fornecer o valor exato desta função para algumas classes de estados.

3.2.3 Transformações em Grafos

Assumida a medida de Schmidt como a que se mostra adequada para estudar
emaranhamento de várias partes, enfrentamos o problema da obtenção dos limites
já mencionados na subseção anterior. Isto se torna possível a partir da “tradução” do
que acontece com os estados grafo no nível do grafo que lhe dá origem. Sendo assim,
faz-se necessário a introdução de alguns conceitos de teorias de grafos que viabilizam
tal “tradução”.

• Matriz Adjacência ΓG: Este é um conceito importante da teoria de grafos, pois,
comporta toda informação acerca das ligações presentes no grafo. Em outras
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palavras, a matriz adjacência associada a determinado grafo G concentra a in-
formação de como se dão as conexões entre os vértices do conjunto V . Os
elementos (ΓG)ij são definidos como segue

(ΓG)ij =

{
1, se {i, j} ∈ E.

0, caso contrário.
(3.38)

Em (3.38), {i, j} representa a aresta que liga os vértices i e j, enquanto E é o
conjunto de arestas que define o grafo.

• Caminho: Um caminho em um dado grafo G é uma lista ordenada de vértices
{a1, a2, ..., an} em que dois vértices consecutivos são adjacentes, ou seja, ai e
ai+1 são sempre adjacentes.

• Grafo Conectado: É todo grafo em que entre dois vértices quaisquer é sempre
possível encontrar um caminho.

Uma das vantagens de se trabalhar com estados grafo e, portanto, com o forma-
lismo estabilizador que os define, reside no fato de que a aplicação dos operadores
de Pauli, cuja realização física está associada às medidas de spin nas direções x,
y e z, mapeia estados grafo em estados grafo. Além disso, é simples escrever as
modificações introduzidas pelos operadores de Pauli no estabilizador do estado grafo,
conforme já pontuado.

Pelas razões expostas no parágrafo anterior torna-se muito conveniente escrever,
no nível dos grafos, as modificações trazidas pelas medidas projetivas associadas
aos operadores de Pauli sem a necessidade de aplicar os projetores nos espaços de
Hilbert.

Importante ressaltar aqui, dado que as medições na base de Pauli resultam em
G → G′, que a equivalência entre o estado grafo G′ associado ao grafo |G′⟩ gerado
a partir das medições projetivas e o estado resultante da aplicação do operador de
medição no estado |G⟩ acontece a menos de operações unitárias locais. Por outro
lado, em (HEIN; EISERT; BRIEGEL, 2004) e (SCHLINGEMANN, 2003) é apresentado
e provado o conjunto de regras para obtenção dos estabilizadores S ′ dos estados grafo
gerados da transformação a partir dos antigos S:

S ′ = USU †, (3.39)

bem como as transformações que acontecem no nível dos grafos. Em outras palavras,
se uma das medidas projetivas associadas a algum dos operadores σx, σy ou σz é
aplicada, é possível obter:

P
(a)
i,± |G⟩ = |i,±⟩(a) ⊗ U

(a)
i,± |G′⟩, (3.40)
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onde i = {x, y, z} e Ui,± é uma operação unitária local dependente de qual operador
de Pauli é aplicado e do resultado da medida ser ±1 enquanto que Pi,±(a) representa
o projetor associado ao operador de Pauli i do seu autovetor com autovalor ±1. Tais
operadores podem ser consultados em (HEIN; EISERT; BRIEGEL, 2004).

Por outro lado, podemos analisar as transformações no nível dos grafos como se-
gue (HEIN et al., 2006)

G′ =

{
G− {a}, para σ(a)

z .

G− E(Na, Na)− {a}, para σ(a)
y ,

(3.41)

sendo que Na é a vizinhança do vértice a, G − {a}, o grafo resultante a partir da
exclusão vértice a do grafo G e G − E(Na, Na), o grafo resultante da exclusão do
conjunto de arestas E(Na, Na) que ligam vizinhos do vértice a a outros vizinhos do
vértices a.

Para o caso da aplicação de σx, o novo grafo obtido G′ relaciona-se com o antigo
grafo G da seguinte forma (HEIN et al., 2006)

G′ = G∆E(Nb0 , Na)∆E(Nb0 ∩Na, Nb0 ∩Na)∆E({b0}, Na − {b0}), (3.42)

em que a diferença simétrica ∆E(V, V ′) é definida como ∆E(V, V ′) = E∪ (V, V ′)−E∩
(V, V ′), para (V, V ′) sendo as arestas que conectam os vértices V aos vértices V ′ e
G∆E(V, V ′) sendo o grafo resultante do cálculo da diferença simétrica a partir do grafo
G que tem como conjunto de arestas inicial E.

Como podemos bem observar, a medida projetiva associada ao operador σz é a
mais simples de interpretar, pois, reflete-se simplesmente na exclusão do vértice da
rede de forma análoga ao que é observado na Eq. (3.24) da Seção 3.1.2.

Para ilustrar este ponto, é interessante olharmos o resultado da aplicação de σx,
σy ou σz no nível dos grafos para alguns exemplos. Para isto, observemos que a
partir da aplicação da medição projetiva associada ao operador σz no vértice central
da Figura 3.1, um grafo estrela de cinco vértices, obteremos um estado separável,
pois, a exclusão do vértice 1 implica na exclusão de todas as arestas a ele incidentes
e, conforme visto na Seção 3.1.2, o estado grafo associado ao novo grafo será |ψ4⟩ =
|+⟩ |+⟩ |+⟩ |+⟩.

Por outro lado, dado um grafo completo de seis vértices, como o que é apresentado
na Figura 3.2, podemos constatar que uma medição projetiva do operador σy leva à
exclusão de todas as arestas do grafo e consequentemente o torna um estado sepa-
rável, o estado |ψ5⟩ = |+⟩ |+⟩ |+⟩ |+⟩ |+⟩. Isto porque em termos da teoria de grafo
tal medida implica no procedimento de complementação local G → τ(G), processo
de transformação do grafo no qual o conjunto de arestas E ′ do grafo obtido τ(G) é tal
que E ′ = E∆E(Na, Na), com a sendo um vértice arbitrário de G. Escrita no nível dos
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Figura 3.1: Grafo Estrela de Cinco Vértices

estados, temos
|τ(G)⟩ = Ua(G)|G⟩, (3.43)

onde
Ua(G) = (−iσ(a)

x )
1
2

∏
b∈Na

(iσ(b)
z )

1
2 . (3.44)

Este resultado está conectado às propriedades do grupo de Clifford e sua demonstra-
ção pode ser encontrada em (NEST; DEHAENE; MOOR, 2004).

Figura 3.2: Grafo Completo de Seis Vértices

Por fim, podemos analisar o resultado da realização de uma medição projetiva do
operador σx no vértice 1 do grafo ciclo de cinco vértices ilustrado na Figura 3.3. O
vértice b0 que aparece na Eq. (3.42) pode ser qualquer um pertencente à vizinhança
de a, pois é possível mostrar que os diferentes estados obtidos a partir de diferentes
escolhas de b0 são equivalentes a menos de transformações unitárias locais. Pode-se
então escolher o vértice b0 = 2 e proceder a análise das diferenças simétricas que
aparecem em (3.42) de tal forma que a escolha que fizemos resulta nos seguintes
conjuntos
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Figura 3.3: Grafo Ciclo de Cinco Vértices

Figura 3.4: Grafo da Figura 3.3 transformado a partir da aplicação de σ(1)
x .

Nb0 = {1, 3} (3.45)

e
Na = {2, 5}. (3.46)

Assim sendo, as possíveis arestas que podem aparecer entre os dois conjuntos
são dadas por

(Na, Nb0) = {(1, 2), (1, 5), (2, 3), (3, 5)}. (3.47)

Aqui o grafo G∆E(Na, Nb0), é o grafo obtido a partir do conjunto de arestas E ∪
(Na, Nb0) menos aquelas que constam no conjunto E ∩ (Na, Nb), pois: G∆F = (E ∪
F ) − (E ∩ F ). Sendo assim, a partir de uma análise rápida do conjunto E ∩ (Na, Nb),
do conjunto E ∪ (Na, Nb0) e de (3.47), pode-se concluir que o novo grafo é obtido a
partir da adição da aresta {(3, 5)} enquanto se exclui as arestas {(1, 2), (1, 5), (2, 3)}
da figura 3.3. Para a segunda diferença simétrica que aparece em (3.42), G∆E(Nb0 ∩
Na, Nb0 ∩Na) notamos que Nb0 ∩Na = ∅ de forma que esta operação não implicará em
mudança no grafo obtido a partir da primeira diferença simétrica. Por fim, ao analisar
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a diferença simétrica G∆E({b0}, Na − {b0}), sob linhas análogas ao que foi feito para
G∆E(Na, Nb0), chegamos a conclusão de que a única mudança introduzida no grafo é
a adição da aresta (2, 5) de tal forma que obtemos o grafo ilustrado na Figura 3.4.

Interessante notar que a partir destas observações e das propriedades elencadas
na Subseção 3.2.2, é possível inferir limites superiores para os grafos sob análise. É
nisto que reside a vantagem das modificações introduzidas pelas medições de Pauli no
grafo G associado ao estado grafo |G⟩. Tais observações apontam para a existência
de um número mínimo de medições de Pauli necessárias para desemaranhar com-
pletamente um estado grafo. Tal número é chamado de Persistência de Pauli (PP ).
Em (HEIN et al., 2006) é mostrado que (PP ) é um limite superior para a medida de
Schmidt do estado grafo associado ao grafo sob análise.

3.3 CLASSES EQUIVALENTES DE ESTADOS GRAFO

A medida de Schmidt pode ser também usada para quantificar o emaranhamento
presente numa dada bipartição em determinado estado grafo em termos de conceitos
que são essencialmente da teoria de grafos. Neste sentido, podemos definir uma
bipartição para um grafo da seguinte forma:

Definição: Dados dois conjuntos de vértices A = {ai} e B = {bj} de V , sendo
que V é o conjunto de vértices do grafo G. Temos então que (A,B) é uma bipartição
possível se, e somente se, A ∩ B = ∅ e A ∪ B = V são satisfeitas. Por outro lado,
podemos escrever a matriz adjacência ΓG em termos da bipartição da seguinte forma

ΓG =

[
ΓA ΓAB

ΓAB ΓB

]
, (3.48)

em que ΓA e ΓB são as matrizes adjacência associadas aos vértices de A e B, res-
pectivamente, de tal forma que ΓAB são preenchidos de modo a recuperar a matriz
adjacência de G. Definimos, a partir disso, uma nova matriz ΓGAB

como

ΓGAB
=

[
0 ΓAB

ΓAB 0

]
. (3.49)

Com isto, podemos escrever a medida de Schmidt para esta bipartição como (HEIN;
EISERT; BRIEGEL, 2004)

P (A,B)(|G⟩) = 1

2
rankF2 (ΓGAB

) . (3.50)

O subescrito F2 indica que é feita o calculo das Linhas Linearmente independentes
com base na soma mod 2. Em outras palavras, P (A,B)(|G⟩) é a metade do número
de linhas Linearmente Independentes que compõem a matriz ΓGAB

. Por outro lado,
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de (3.33) sabemos que este valor obtido para P não pode ser maior do que o que é
obtido para a partição mais fina definida no grafo G de forma que

P (|G⟩) ≥ 1

2
rankF2 (ΓGAB

) . (3.51)

Considerando que uma folha em um grafo é um vértice em que sobre ele incide
apenas uma aresta e, por outro lado, a existência de ciclo no grafo significa que é
possível conceber pelo menos um caminho em que partindo de um vértice a é pos-
sível retornar a a. Temos que, conforme provado em (HEIN et al., 2006), constitui-se
condição suficiente para que a medida de Schmidt seja máxima a de que o grafo não
contenha ciclos e, no máximo, uma folha com relação ao subgrafo obtido a partir de G
por considerar apenas as arestas ligando os elementos de A aos elementos de B.

Finalmente, em (HEIN; EISERT; BRIEGEL, 2004) foi feito um trabalho excepcional
ao analisarem o rank de Schmidt para as diferentes partições em grafos com até sete
qubits que não podem ser relacionados através de algum tipo de isomorfismo. Isomor-
fismo em dois grafos A e B é o mapeamento dos vértices do grafo A em vértices do
grafo f(A) = B de tal forma que as arestas que conectam os vértices de A continuam
conectando os vértices correspondentes de A depois do mapeamento. A conclusão a
que chegaram é que foram encontrados 995 grafos que não se relacionam através de
algum tipo de isomorfismo e, além disso, dentre as 995 classes foi feita a separação
daquelas classes de estados que não podem ser obtidas a partir de outras por meio
de operações locais unitárias considerando-se a partição mais fina possível, aquela
em que cada qubit é tomado como uma parte.

Neste sentido, em (HEIN et al., 2006) é estabelecida condição suficiente para que
dois estados grafo sejam equivalentes, a menos de operações locais unitárias (LU)
equivalentes. Sendo assim, dado um estado grafo |G⟩ para que seja LU equivalente
a outro |G′⟩ deve ser possível obter G′ a partir de complementação local de G, isto é,
deve ser possível G→ τ(G) = G′.

Considerando que a medida de Schmidt é invariante sob operações locais unitá-
rias, ao estudar a lista de rank’s de Schmidt para todas as bipartições possíveis, é
possível classificar os diferentes estados grafo e os grafos a eles associados a partir
das listas de rank’s de Schmidt geradas conforme a Figura 3.5.

Por fim, ao compilarmos os resultados das duas últimas seções, percebemos que
a medida de Schmidt P (|ψ⟩) não pode ser maior que PP , assim como não pode ser
menos que o rank de Schmidt para qualquer bipartição, de forma que chegamos a
alguns casos em que ambos os limites coincidem retornando o valor exato de P (|ψ⟩).
Este é o caso, por exemplo, dos estados |GHZ⟩ com P (|GHZ⟩) = 1 e de estados
cluster |ϕn⟩ de n qubits com P (|ϕn⟩) =

[
n
2

]
(GÜHNE et al., 2005).
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Figura 3.5: Diferentes Classes Sob Isomorfismos e Operações Locais Unitárias. Ima-
gem retirada de (HEIN et al., 2006).
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4 NÃO-LOCALIDADE EM ESTADOS GRAFO

“...what is proved by impossibility proofs is lack of imagination.
John Bell”

Neste capítulo será definida a não localidade, propriedade não clássica, em sua
forma mais geral e com a respectiva interpretação geométrica. Além disso, de posse
do conceito de não localidade serão apresentadas duas maneiras de identificar não
localidade em estados grafo, uma servindo-se de desigualdades de Bell e outra não.

4.1 CONJUNTO DAS CORRELAÇÕES

4.1.1 O Cenário

O primeiro passo para iniciar uma discussão sobre não localidade e desigualdades
de Bell é o estabelecimento do cenário físico sobre o qual tal estudo será realizado.
Sendo assim, conjecturamos a existência de dois experimentadores, Alice e Bob, cada
um deles podendo escolher uma entre m possibilidades de configurações de medidas.
Cada configuração de medida escolhida do conjunto {1, 2, ...,m} pode retornar um de
Γ valores possíveis, geralmente rotulados como {a, b, c, ...}.

Tal situação é idealmente representada por meio de uma caixa preta em que ambos
os experimentadores escolhem arbitrariamente um valor de entrada (input), a configu-
ração de medição, enquanto que para cada escolha desse tipo a caixa retorna um
entre os Γ valores possíveis (output), ou seja, um resultado da medição.

Figura 4.1: Representação esquemática do cenário de Bell com o auxílio de "caixas
pretas"

É importante ressaltar que a escolha dos rótulos para os resultados e configura-
ções associadas as medições tem caráter puramente convencional e não restringe de
forma alguma a generalidade dos resultados obtidos. Por outro lado, se definirmos
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como x e y, as escolhas de medidas realizadas por Alice e Bob e, além disso, a e
b, os resultados por eles obtidos, teremos um conjunto de Γ2m2 probabilidades con-
juntas p = {p(a, b|x, y)} que descrevem integralmente o comportamento do sistema
estabelecido no cenário em questão.

Por fim, é interessante notar que o comportamento p associado a determinado
cenário pode ser interpretado geometricamente como um ponto no espaço de proba-
bilidades P cuja dimensão é dada por (Γ2 − 1)m2. A dimensionalidade é justificada
pelas restrições de positividade que limitam o conjunto de probabilidades que podem
integrar o comportamento p.

4.1.2 Correlações Não-Sinalizadoras NS

Uma primeira tentativa de restringir o comportamento num número menor de proba-
bilidades conjuntas é a exigência de que a particular escolha de medida de Bob não
interfira nos resultados das medições realizadas por Alice e vice-versa. De maneira
mais precisa e formal, podemos expressar esta restrição de não-sinalização NS como

Γ∑
b=1

p(a, b|x, y) =
Γ∑

b=1

p(a, b|x, y′), ∀a, y, y′ (4.1)

Γ∑
a=1

p(a, b|x, y) =
Γ∑

a=1

p(a, b|x′, y), ∀b, x, x′. (4.2)

O conteúdo físico desta restrição é claro e objetivo, isto é, trata-se da impossibi-
lidade de tanto Alice quanto Bob, a partir da escolha da medição realizada no seu
respectivo subsistema comunicar-se com a outra parte, pois isto constituiria uma clara
violação à teoria da relatividade de Einstein.

De forma especial, para o cenário com dois observadores, duas configurações de
medição e dois possíveis resultados para cada configuração de medição (2, 2, 2), é
possível mostrar que a exigência da não-sinalização em que temos duas configura-
ções de medição possíveis com dois valores possíveis para cada configuração, en-
contramos

∑
b

p(a, b|x, 0) =
∑
b

p(a, b|x, 1), ∀a, x, (4.3)

assim como ∑
a

p(a, b|0, y) =
∑
a

p(a, b|1, y), ∀b, y, (4.4)

em que rotulamos como x, y ∈ {0, 1} e a, b ∈ {−1, 1}. No caso (2, 2, 2) é possível
mostrar que a exigência da não-sinalização diminui o número de parâmetros livres de
12 para 8. Do ponto de vista geométrico, o que se tem neste caso particular é um
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polítopo em que a introdução da condição de não-sinalização equivale a limitar um
polítopo no espaço de R12 por hiperplanos, as Eqs. (4.3) e (4.4), de tal forma que, a
partir de então, será definido um novo polítopo de dimensão menor.

4.1.3 O Conjunto das Correlações Locais L

Interessante notar que, apesar de a condição de não-sinalização restringir os valores
de probabilidade do comportamento p, não impede que haja algum tipo de correlação
já que, em geral

p(a, b|x, y) ̸= p(a|x)p(b|y). (4.5)

Uma condição bem mais restritiva que a não-sinalização para as probabilidades con-
juntas associadas aos resultados de medição realizadas por duas ou mais partes é a
condição de localidade. Formalmente, a condição de localidade para o cenário esta-
belecido na seção 4.1.1. pode ser escrita como

p(a, b|x, y) =
∫
Λ

dλρ(λ)p(a|x, λ)p(b|y, λ). (4.6)

Nesta última equação, aparece a variável λ que assume valores no espaço Λ com
densidade de probabilidade ρ(λ) e representa o conjunto de variáveis ocultas introdu-
zidas históricamente nos primórdios da MQ.

De maneira bastante pragmática, a variável λ pode ser entendida como represen-
tante do conjunto de fatores cuja natureza desconhecemos apesar de sua influência
sobre os resultados das medições realizadas. Sendo assim, os resultados a e b de-
penderão, ambos, do valor assumido pela variável oculta λ e das configurações de
medida x e y, escolhidas por Alice e Bob.

Os comportamentos p que satisfazem a condição de localidade, satisfazem a con-
dição de não-sinalização. Por outro lado, o inverso não é verdade, ou seja, é possível
encontrar comportamentos p que satisfazem a condição de não-sinalização e que não
satisfazem a condição de localidade (4.6) (BRUNNER et al., 2014).

É simples provar a conjectura de que L ⊂ NS, pois escrevendo a definição de pro-
babilidade marginal para os resultados das medições realizadas em seu subsistema
por Alice, temos

p(a|x, y) =
∑
b

p(a, b|x, y). (4.7)

Escrevendo em (4.7) a condição de localidade expressa em (4.6), temos
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p(a|x, y) =
∑
b

∫
Λ

dλρ(λ)p(a|x, λ)p(b|y, λ)

=

∫
Λ

dλρ(λ)p(a|x, λ)
∑
b

[p(b|y, λ)]

=

∫
Λ

dλρ(λ)p(a|x, λ).

(4.8)

Desta forma, podemos escrever então p(a|x, y) = p(a|x), que é precisamente a
condição de não-sinalização. Seguindo-se linhas completamente análogas às anteri-
ores, podemos provar que p(b|x, y) = p(b|y).

Um importante resultado, no contexto do conjunto das correlações locais L, é a
possibilidade de escrever os elementos do conjunto p como a soma convexa dos pon-
tos determinísticos a ele associado. Os pontos determinísticos são aqueles corres-
pondentes aos conjuntos em que todas as probabilidades conjuntas são dadas por
p(a, b|x, y) ∈ {0, 1}. Assim sendo, é possível inferir muitos resultados importantes para
os comportamentos determinísticos e simplesmente estendê-los para o caso mais ge-
ral.

4.1.4 O Conjunto das Correlações Quânticas Q

A última classe de correlações a ser estudada é a classe das correlações quânticas.
Esta, por sua vez, nos ajudará a entender onde situam-se as desigualdades de Bell
com a ajuda, posteriormente, da incorporação de novos conceitos que facilitarão tal
elucidação. Neste sentido, os comportamentos quânticos correspondem ao conjunto
de comportamentos cujas probabilidades conjuntas p(a, b|x, y) podem ser postas sob
a seguinte forma

p(a, b|x, y) = tr
(
ρABMa|x ⊗Mb|y

)
. (4.9)

Na Eq. (4.9) ρAB é o estado quântico do sistema composto pelas partes Alice
e Bob e, além disso, Ma|x e Mb|y são POVM’s, isto é, satisfazem tanto a relação de
positividade Ma|x,Mb|y ≥ 0 e de completeza

∑
aMa|x =

∑
bMb|y = I.

Uma importante propriedade do conjunto de correlações quânticas Q é que ele
está contido no conjunto das correlações não-sinalizadoras NS. Isso garante, ao me-
nos neste aspecto, uma compatibilidade fundamental entre as previsões da MQ e da
relatividade. Para provar que Q ⊂ NS podemos tomar como ponto de partida a defini-
ção de probabilidade marginal p(a|x, y) associada a medida de Alice, teremos

p(a|x, y) =
∑
b

p(a, b|x, y). (4.10)
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Substituindo em (4.10), a condição que deve ser satisfeita pelos comportamentos
do conjunto das correlações quânticas, temos

p(a|x, y) =
∑
b

tr
(
ρABMa|x ⊗Mb|y

)
= tr

(
ρABMa|x ⊗

∑
b

[
Mb|y

])
. (4.11)

Devido ao fato de os operadores Mb|y satisfazerem a relação de completeza, pode-
mos escrever

p(a|x, y) = tr
(
ρABMA|x

)
. (4.12)

Em outras palavras, p(a|x, y) = p(a|x), de tal forma que as probabilidades marginais
associadas as medições realizadas por Alice independem das escolhas de configura-
ção de medições realizadas por Bob e, portanto, são não-sinalizantes. Conforme é
de se esperar, os rótulos usados para a medição de Alice nada tem de especial que
nos impeçam de substituí-los pelos de Bob sem qualquer prejuízo para a generalidade
dos resultados. De forma análoga ao que acontece com a localidade, apesar de todos
os conjuntos de probabilidade que satisfazem a Eq. (4.9) satisfazerem a condição de
não-sinalização, o inverso não é necessariamente verdade. É possível uma descrição,
do ponto de vista geométrico, para as informações de que dispomos dadas nas Eqs.
(4.1) ,(4.2), (4.6) e (4.9) em termos de politopos e hiperplanos que definem e limitam
os conjuntos NS, L e Q.

4.1.5 Desigualdades de Bell: Análise Conceitual

Todos os conjuntos de correlação vistos até aqui, L, NS e Q, satisfazem as seguintes
propriedades:

i. fechados;

ii. limitados;

iii. convexos.

Tais propriedades garantem a aplicabilidade do teorema de hiperplanos de sepa-
ração (BRUNNER et al., 2014). Tal teorema estabelece que dado um comportamento
p que não pertence, neste contexto particular, a algum dos três conjuntos K = L, NS
e Q, então é possível encontrar uma desigualdade linear que o separa do respectivo
conjunto. Tal desigualdade tem a seguinte forma

s.p =
∑
abxy

sabxyp(a, b|x, y) ≤ Sk, (4.13)
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em que escrevemos para s um vetor cujo número de elementos é igual ao número
de elementos do comportamento p, isto é, associamos a cada elemento p(a, b|x, y) um
número real sabxy. Esta desigualdade é satisfeita por todos os elemento de K e é violada
por p enquanto, naturalmente, Sk estabelece a condição de que o comportamento
pertença ao conjunto de correlações sob análise. Além disso, é comum referir-se a
um arbitrário s como uma expressão de Bell.

Cabe aqui uma observação importante, a de que há duas formas diferentes de ca-
racterizar um politopo; como é o caso, por exemplo, do que é formado pelo conjunto
das correlações locais L. A primeira forma é a caracterização por pontos extremais,
em que definimos o politopo como o fecho convexo dos pontos extremais (pontos de-
terminísticos). Em outras palavras, por todas as combinações convexas possíveis dos
pontos extremais que variam a depender do cenário sob análise. Outra possibilidade
para a caracterização é realizá-la por facetas, isto é, através dos hiperplanos que li-
mitam o politopo descritas por meio das desigualdades lineares; como é o caso, por
exemplo, da restrição de positividade para os conjuntos de correlações.

Desta forma, as desigualdades de Bell do tipo CHSH discutidas na Seção 2.1. que
trata da fenomenologia do emaranhamento são, em termos mais formais e precisos,
facetas/hiperplanos não triviais que separam o conjunto das correlações locais das
correlações não-locais.

4.2 O MODELO DETERMINÍSTICO DE VARIÁVEIS OCULTAS E OS MODELOS ES-
TOCÁSTICOS FATORÁVEIS

Em seu trabalho (FINE, 1982), Arthur Fine, mostrou a equivalência entre cinco afir-
mações no contexto do estudo do conjunto das correlações do cenário (2, 2, 2) que
satisfazem a restrição de localidade, são elas:

i. Existe um Modelo de Variáveis Ocultas Determinístico que explica o resultado
de determinado experimento;

ii. Existe um Modelo Estocástico Fatorável;

iii. Existe uma distribuição de probabilidades conjuntas para todos os observáveis
envolvidos no experimento, inclusive contemplando observáveis que não comu-
tam;

iv. Existem distribuições conjuntas de probabilidade bem definidas para todos os
pares e triplas de observáveis que comutam e que não comutam definidos no
cenário (2,2,2);

v. As desigualdades de Bell são satisfeitas.
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Vale a pena estudar as estratégias de que o autor se utiliza para realizar a de-
monstração da equivalência entre estas conjecturas, pois são capazes de trazer in-
sights acerca do estudo de não-localidade, inclusive para cenários mais abrangentes.
Porém, nesta dissertação será dada maior ênfase à equivalência entre a existência do
modelo de variáveis ocultas determinístico e a existência de um modelo estocástico
fatorável que abarque as probabilidades previstas para o experimento por se tratar de
um ponto fundamental em muitos estudos de não-localidade em estados grafo.

A existência de um modelo estocástico é a forma padrão de como é escrita a
restrição de localidade. A fatorização implica, conforme argumentado na Seção 2.1,
que não há correlações entre os resultados de Alice e Bob, além daquelas que são
estabelecidas na fonte. Por outro lado, a equivalência entre o modelo determinístico e
a forma geral (4.6) está longe de ser direto e/ou óbvio e, portanto, precisa ser provado.

A prova da equivalência envolve, pelo menos, duas etapas, isto é, a da suficiência
e a da necessidade; vamos enumerar os dois passos por (i) e (ii).

i. Se existe um modelo de variáveis ocultas determinístico que descreve adequa-
damente as probabilidades associadas às medições realizadas no experimento,
então existe um modelo estocástico fatorizável que também o faz.

Esta primeira parte é a mais simples e pode ser provada a partir da observação
de que o modelo de variáveis ocultas determinístico é um caso particular do modelo
geral apresentado em (6). Isto é, neste caso particular, dadas as escolhas de Alice e
Bob, é possível prever com certeza quais resultados serão obtidos por Alice e Bob.

ii. Dado que existe um modelo estocástico fatorável que se adequa às previsões do
experimento, então existe um modelo determinístico que é capaz de explicar os
resultados experimentais.

Para provar (ii), definimos novas variáveis µ1, µ2 ∈ [0, 1]. E, além disso, definimos
uma nova variável oculta λ′ = λ′(λ, µ1, µ2) que guarda relação com novas variáveis de
probabilidade definidas a partir de:

p′(a|x, λ′) =

{
1, se F (a− 1|x, λ) ≤ µ1 < F (a|x, λ)
0, caso contrário,

(4.14)

com F (a|x, λ) =
∑

ã<a p(ã|x, λ). Posto de outra forma, para o cenário (2,2,2), as novas
probabilidades ficam definidas como

p′(0|x, λ′) =

{
1, se 0 ≤ µ1 < p(0|x, λ)
0, caso contrário.

(4.15)

p′(1|x, λ′) =

{
1, se p(0|x, λ) ≤ µ1 ≤ 1

0, caso contrário.
(4.16)
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p′(0|y, λ′) =

{
1, se 0 ≤ µ2 < p(0|y, λ)
0, caso contrário.

(4.17)

p′(1|y, λ′) =

{
1, se p(0|y, λ) ≤ µ2 ≤ 1

0, caso contrário.
(4.18)

Se considerarmos o conjunto de probabilidades ρ̃ distribuídas uniformemente sobre
µ1 e µ2, partindo de (4.6), teremos

p(a|x, y) =
∫
Λ

dλρ(λ)p(a|x, λ)p(b|y, λ)

=

∫
Λ

dλρ(λ)

(∫ 1

0

dµ1ρ̃(µ1)p
′(a|x, λ, µ1)

)(∫ 1

0

dµ1ρ̃(µ2)p
′(b|x, λ, µ2)

)
.

(4.19)

Reorganizando os termos da Eq. (4.19), ficamos com

p(a, b|x, y) =
∫
Λ

∫ 1

0

∫ 1

0

dµ1dµ2dλρ(λ)ρ̃(µ1)ρ̃(µ2)p
′(a|x, λ, µ1)p

′(b|y, λ, µ2), (4.20)

em que reescrevemos os termos ρ′(λ′) = ρ(λ)ρ̃(µ1)ρ̃(µ2) e dλ′ = dµ1dµ2dλ.
É fundamental entender o movimento que aqui acontece no sentido de incorporar

toda aleatoriedade que, no caso da Eq. (4.6), está nas probabilidades marginais para
a nova variável oculta λ′. Além disso, como bem comprova esta demonstração, não
há mais que se falar no caráter mais genérico do modelo estocástico fatorizável em
detrimento do determinístico, pois, ambos são equivalentes.

4.3 NÃO-LOCALIDADE EM ESTADOS GRAFO

4.3.1 O Argumento GHZ para o Estado |ϕ4⟩

A forte motivação por trás do estudo das propriedades não clássicas dos estados
grato e dos estados cluster - tipo particular de estados grafo - deve-se em grande parte
ao fato desta classe de estados servir como recurso na execução de alguns protoco-
los relacionados ao processamento de informação quântica. Os estados cluster, em
especial, são os estados recursos no modelo de computação quântica baseada em
medições (one way quantum computing).

O argumento GHZ pode ser aplicado aos estados cluster a fim de estudar as pro-
priedades não locais que neles se apresentam conforme discutido por Scarani e co-
laboradores (SCARANI et al., 2005). Num primeiro momento, pode-se analisar como
tal situação se apresenta em estados cluster lineares de quatro qubits, tipo de es-
tado grafo em que os vértices do grafo subjacente estão distribuídos linearmente, |ϕ4⟩.
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Definimos estes estados, conforme visto no Capítulo 3, por meio do conjunto de ope-
radores {si} gerados a partir de gk = σ

(k)
x

⊗
b∈Vk

σz que o estabiliza, com Vk sendo o
conjunto dos vértices vizinhos do vértice k, conforme as equações de autovalores

g1|ϕ4⟩ = σ(1)
x ⊗ σ(2)

z ⊗ I(3) ⊗ I(4)|ϕ4⟩ = +1|ϕ4⟩, (4.21)

g2|ϕ4⟩ = σ(1)
z ⊗ σ(2)

x ⊗ σ(3)
z ⊗ I(4)|ϕ4⟩ = +1|ϕ4⟩, (4.22)

g3|ϕ4⟩ = I(1) ⊗ σ(2)
z ⊗ σ(3)

x ⊗ σ(4)
z |ϕ4⟩ = +1|ϕ4⟩ (4.23)

e
g4|ϕ4⟩ = I(1) ⊗ I(2) ⊗ σ(3)

z ⊗ σ(4)
x |ϕ4⟩ = +1|ϕ4⟩. (4.24)

A partir destes quatro operadores é possível obter todos os 16 elementos do grupo
estabilizador S, gerado a partir da multiplicação dos termos gi e da álgebra das matri-
zes de Pauli que, fundamentalmente, define o estado |ϕ4⟩.

Algo bastante peculiar acontece ao realizarmos a multiplicação de três elementos
do grupo Abeliano, digamos, g2, g3 e g4, pois, com um pouco de álgebra é possível
mostrar que

g2g3g4|ϕ4⟩ = σ(1)
z ⊗ σ(2)

y ⊗ σ(3)
x ⊗ σ(4)

y |ϕ4⟩ = −1|ϕ4⟩. (4.25)

Do ponto de vista da MQ, o que aqui temos é um estado para o qual os elementos
do estabilizador predizem correlações perfeitas para os resultados das medições nos
vértices (qubits) associadas aos operadores de Pauli σx, σy e σz. Por outro lado, do
ponto de vista clássico, ou seja, assumindo-se as hipóteses de realismo e localidade,
o que temos é uma lista de 12 bits λ = {(xk, yk, zk)i} em que k ∈ {1, 2, 3, 4} e as
variáveis x, y e z podem tomar um dos dois valores do conjunto {−1, 1}.

Agora podemos juntar outros elementos do grupo estabilizador para compor nossa
análise como, por exemplo, aqueles que vêm das multiplicações g1g3, g2g3 e g1g3g4.
Isto é:

g1g3|ϕ4⟩ = σ(1)
x ⊗ I(2) ⊗ σ(3)

x ⊗ σ(4)
z |ϕ4⟩ = 1|ϕ4⟩, (4.26)

g2g3|ϕ4⟩ = σ(1)
z ⊗ σ(2)

y ⊗ σ(3)
y ⊗ σ(4)

z |ϕ4⟩ = 1|ϕ4⟩, (4.27)

g1g3g4|ϕ4⟩ = σ(1)
x ⊗ I(2) ⊗ σ(3)

y ⊗ σ(4)
y |ϕ4⟩ = 1|ϕ4⟩ (4.28)
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e
g2g3g4|ϕ4⟩ = σ(1)

z ⊗ σ(2)
y ⊗ σ(3)

x ⊗ σ(4)
y |ϕ4⟩ = −1|ϕ4⟩. (4.29)

Ao multiplicarmos as Eqs. (4.26), (4.27) e (4.28), supondo a classicalidade e, por-
tanto, a comutatividade entre os elementos σ, já que deste ponto de vista os valores
a eles atribuídos são predeterminados e, fundamentalmente, valores numéricos per-
tencentes ao conjunto {−1, 1}, chegamos a z1y2x3y4 = 1, em clara contradição com
a previsão da MQ (4.25). Em outras palavras, ao assumir que os valores são pre-
determinados, concluímos que a variável local λ não é capaz de satisfazer todas as
propriedades listadas pelo conjunto de elementos do grupo estabilizador que dá ori-
gem ao estado |ϕ4⟩.

A exemplo do que acontece com o estado |GHZ⟩, a variável local λ é compatível
com as previsões de 13 das 15 correlações estabelecidas pelos elementos do grupo
estabilizador de |ϕ4⟩, mostrando que o tipo de não-localidade apresenta certa familia-
ridade com aquela encontrada para o estado |GHZ⟩.

4.3.2 Desigualdade do Tipo Bell para o Estado |ϕ4⟩

Apesar do argumento do tipo GHZ ser uma ferramenta adequada para a caracteri-
zação da não-localidade para certos conjuntos de estados, esta não permite comparar
estados e não é capaz de lidar com estados afetados por ruído que constituem, por
sua vez, os casos em que o experimentador será capaz de reproduzir em seu labora-
tório.

Em alguns casos é possível associar uma desigualdade de Bell ao sistema sob
investigação que, apesar de detectar não localidade, não é capaz de detectá-la de
maneira ótima. Para ilustrar esta ideia, podemos observar, conforme apontado por
David Mermim em (MERMIN, 1990), que a desigualdade proposta é capaz de detectar
otimamente a não-localidade presente nos estados |GHZ⟩.

Por outro lado, conforme (SCARANI et al., 2005), é possível observar que a desi-
gualdade do tipo Mermin-Ardehali-Belinski-Kylisho (MABK), quando aplicada aos es-
tados cluster de quatro qubits retornam o valor 2

√
2 em contraponto ao limite 2 es-

tabelecido pela desigualdade de Bell. A novidade aqui é que é possível obter outra
desigualdade para os estados cluster cuja violação é bem maior que aquela obtida
com a desigualdade MABK.

A desigualdade de Bell adequada para o estado |ϕ4⟩ é construída a partir da intui-
ção gerada pelo argumento GHZ da seção anterior. Posto de outra forma, é possível
pensar em uma combinação linear das possibilidades de medição das quatro partes
de tal forma que o termo quântico, que retorna o valor −1 seja subtraído na combi-
nação linear e, desta forma, possamos tirar vantagem do fato que a predição clássica
seja +1. Sendo assim, escrevendo o operador de Bell B da forma como é apresentado
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na literatura (BELL, 1964), obtemos

B = AIC ′D + AICD′ + A′BCD − A′BC ′D′. (4.30)

Portanto, ante o exposto, uma combinação adequada para alcançar violação má-
xima é aquela em que realizamos as substituições A = σx, A′ = σz, B = σy, C = σy,
C ′ = σx, D = σz e D′ = σy. Não é difícil perceber que para este caso particular, o ope-
rador de Bell retorna um valor igual a 4, conforme as Eqs. (4.26) - (4.29). No entanto,
para o caso clássico, obtemos

|ac′d+ acd′ + a′bcd− a′bc′d′| ≤ 2. (4.31)

4.3.3 Aplicação do Argumento para Estados Mais Gerais

De forma análoga ao que foi feito para o caso do cluster unidimensional de quatro
qubits, podemos começar por estudar o estado associado ao cluster de redes unidi-
mensionais de n |Cn⟩ qubits por meio da análise das equações de autovalores que
lhes dão origem, isto é

g1 |Cn⟩ = σ(1)
x ⊗ σ(2)

z ⊗ I(3) ⊗ ...⊗ I(n) |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ , (4.32)

g2 |Cn⟩ = σ(1)
z ⊗ σ(2)

x ⊗ σ(3)
z ⊗ I(4) ⊗ ...⊗ I(n) |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ , (4.33)

g3 |Cn⟩ = I(1) ⊗ σ(2)
z ⊗ σ(3)

x ⊗ σ(4)
z ⊗ ...⊗ I(n) |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ , (4.34)

g4 |Cn⟩ = I(1) ⊗ I(2) ⊗ σ(3)
z ⊗ σ(4)

x ⊗ ...⊗ I(n) |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ , (4.35)

.

.

.

gn |Cn⟩ = I(1) ⊗ I(2) ⊗ ...⊗ I(n−2) ⊗ σ(n−1)
z ⊗ σ(n)

x |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ . (4.36)

Podemos, num primeiro momento, analisar o que acontece com os cinco primei-
ros qubits para, a partir daí, chegar a uma expressão geral para compará-la com
(4.32)-(4.36) e o caso já estudado na seção anterior. A fim de não carregar demais
a notação, podemos rotular os termos obtidos a partir da multiplicação dos geradores
como sij...n = gigj...gn, obtemos
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s23 |Cn⟩ = σ(1)
z ⊗ σ(2)

y ⊗ σ(3)
y ⊗ σ(4)

z ⊗ I(5) ⊗ ...⊗ I(n) |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ , (4.37)

s34 |Cn⟩ = I(1) ⊗ σ(2)
z ⊗ σ(3)

y ⊗ σ(4)
y ⊗ σ(5)

z ⊗ ...⊗ I(n) |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ (4.38)

e
s234 |Cn⟩ = σ(1)

z ⊗ σ(2)
y ⊗ σ(3)

x ⊗ σ(4)
y ⊗ σ(5)

z ⊗ ...⊗ I(n) |Cn⟩ = −1 |Cn⟩ . (4.39)

Por outro lado, ao aplicarmos as noções de realismo local a estes conjuntos de
operadores e, consequentemente, a comutatividade entre os termos, obtemos para o
produto g3s23s34 o correspondente clássico z1y2x3y4z5 = +1. Contudo, a álgebra das
matrizes de Pauli nos dá o resultado (4.39), revelando a incompatibilidade entre os
dois resultados.

Sendo assim, podemos refazer o argumento anterior num cenário estabelecido
por uma rede unidimensional de n qubits, observando os elementos sk,k+1,sk+1,k+2 e
sk,k+1,k+2. Ao multiplicarmos os termos sk,k+1, sk+1,k+2 e gk+1, obteremos classicamente

gk+1.sk,k+1.sk+1,k+2 |Cn⟩ = 1 |Cn⟩ , (4.40)

que contradiz a previsão quântica sk,k+1,k+2 = −1.
Além disso, é possível, de forma similar ao que foi feito para o caso de quatro

qubits, propor uma desigualdade de Bell que é maximamente violada pelo estado
cluster unidimensional de n qubits |ϕn⟩. Neste sentido, para o operador de Bell B

B = (AB)C ′(DE) + (A′B′)C(DE) + (AB′)C(D′E ′)− (A′B′)C ′(D′E ′), (4.41)

propomos as seguintes associações A = E = I, A′ = E ′ = σz, B = D = σz,B′ = D′ =

σy, C = Y e C ′ = σx. Com estas associações pode-se comparar o valor obtido para
|⟨B⟩| no caso quântico com o previsto no caso clássico, a fim de identificar a violação
de |⟨B⟩| ≤ 2.

Até aqui fomos capazes de, a partir da análise das equações de autovalor que
definem os estados cluster, inferir previsões acerca das propriedades não locais de
cluster unidimensionais de n qubits. Porém, se tentarmos analisar redes bidimensio-
nais ou tridimensionais esbarramos no problema de que a estrutura das equações de
autovalores serão bem diferentes do caso unidimensional, pois no primeiro caso um
mesmo qubit pode ter mais de dois vizinhos na rede, o que não é caso para redes em
mais de uma dimensão.

Para contornar este problema, primeiramente estabelecemos a seguinte notação,
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gxy é o elemento do grupo estabilizador associado ao qubit localizado na x-ésima linha
e na y-ésima coluna, de tal forma que no caso de uma rede bidimensional quadrada
de nove qubits, teremos

g11 :

σx σz I

σz I I

I I I

 |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ , (4.42)

g12 :

σz σx σz

I σz I

I I I

 |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ , (4.43)

.

.

.

g22 :

 I σz I

σz σx σz

I σz I

 |Cn⟩ = +1 |Cn⟩ . (4.44)

A chave para a construção do argumento neste caso, assim como nos casos pre-
cedentes, é tomar um caminho de três qubits para obter os elementos advindos da
multiplicação dos elementos do grupo estabilizador de tal forma que apareça em al-
gum dos qubits uma multiplicação do tipo σzσxσz. Ao efetuarmos esta escolha do
caminho como, por exemplo, g11, g12 e g22, ficamos com

G[(1,1),(1,2)] |Cn⟩ = g1,1g1,2 |Cn⟩ = 1 |Cn⟩ , (4.45)

G[(1,2),(2,2)] |Cn⟩ = g1,2g2,2 |Cn⟩ = 1 |Cn⟩ (4.46)

e
G[(1,1),(1,2),(2,2)] |Cn⟩ = g1,1g1,2g2,2 |Cn⟩ = −1 |Cn⟩ . (4.47)

Se, por um lado, esta é a previsão quântica para os resultados das medições,
então a previsão clássica pode ser obtida, supondo-se a comutatividade, a partir
de G[(1,1),(1,2)]G[(1,2),(2,2)]g1,2 = 1. Dessa forma, o resultado aqui apresentado pode
ser generalizado às redes tridimensionais e bidimensionais com mais de nove qu-
bits tomando-se G[(k,k),(k,k+1)], G[(k,k+1),(k+1,k+1)] e G[(k,k),(k,k+1),(k+1,k+1)] bem como gk,k,
gk,k+1 e gk+1,k+2, para k genérico escolhido no interior da rede. A condição para que
seja possível, o leitor já deve ter notado, é de que os três qubits k, k+1 e k+2 formem
um caminho.
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4.3.4 Desigualdades de Bell para Estados Grafo Genéricos

A grande questão que se coloca é se é possível uma descrição das probabilidades
associadas às medições realizadas em um estado grafo genérico em termos de al-
gum modelo de variáveis ocultas. Neste contexto, é de suma importância a obtenção
de desigualdades de Bell para estes estados a fim de identificar violações e, con-
sequentemente, propriedades não locais. Este foi o caminho seguido por Gühne e
colaboradores em trabalho (GÜHNE et al., 2005).

A ideia exposta em (GÜHNE et al., 2005) para a obtenção das desigualdades é
muito simples e baseia-se no fato de os estabilizantes estabelecerem correlações per-
feitas entre as partes do estado grafo (HEIN et al., 2006). Se definirmos o operador
P ∈ {I,±σx,±σy,±σz}, podemos escrever os elementos gi do grupo estabilizador S
como

gi =
n⊗

k=1

P
(k)
i . (4.48)

Nestes termos, propõe-se a seguinte forma para o operador de Bell B(G) associado
ao grafo G

B(G) =
2n∑
i=1

si(G) =
2n∑
i=1

n⊗
k=1

P
(k)
i , (4.49)

onde {si} é o conjunto obtido a partir de todas as possíveis combinações de gi. As-
sim, uma vez estabelecido o operador de Bell, é de fundamental importância calcular
o limite clássico para este operador. A fim de realizar o cálculo para o modelo de va-
riáveis ocultas podemos usar o resultado de (FINE, 1982) apresentado na seção 4.2,
ou seja, a existência de um modelo estocástico fatorável é equivalente à existência
de um modelo de variáveis ocultas determinístico para os resultados das medições.
Sendo assim, se denotarmos por C(B), o limite clássico associado ao operador de
Bell definido por meio da Eq. (4.49), podemos escrever

C(B) = max
LHV

|⟨B⟩|, (4.50)

em que o maxLHV significa que é escolhido o modelo de variáveis ocultas determi-
nístico, cuja distribuição de probabilidades retorna o maior valor de|⟨B⟩|. Na prática,
isso significa que são estudadas todas as distribuições determinísticas de probabili-
dade (p ∈ {0, 1}), que atribuem um dos valores do conjunto {−1, 1} para cada um dos
observáveis σx, σy e σz que atuam sobre os qubits do grafo.

Por outro lado, não é difícil de perceber a existência de 2n elementos pertencentes
ao grupo estabilizador, gerados a partir da multiplicação dos geradores gi. Desta
forma, podemos prever que haverá propriedades não locais todas as vezes em que o
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valor obtido para C(B) for menor que 2n. Um grafo não trivial que podemos usar para
aplicar as ideias até aqui expostas é o grafo de três qubits, associado ao estado |C3⟩,
ilustrado na figura 4.2.

Figura 4.2: Grafo conectado de três qubits

Os geradores que podemos obter a partir do grafo podem ser escritos da seguinte
forma

g0 = I(1) ⊗ I(2) ⊗ I(3), (4.51)

g1 = σ(1)
x ⊗ σ(2)

z ⊗ σ(3)
z , (4.52)

g2 = σ(1)
z ⊗ σ(2)

x ⊗ σ(3)
z , (4.53)

g3 = σ(1)
z ⊗ σ(2)

z ⊗ σ(3)
x , (4.54)

g1g2 = σ(1)
y ⊗ σ(2)

y ⊗ I(3), (4.55)

g1g3 = σ(1)
y ⊗ I(2) ⊗ σ(3)

y (4.56)

e
g1g2g3 = −σ(1)

x ⊗ σ(2)
x ⊗ σ(3)

x . (4.57)

A partir de (4.51)-(4.57), podemos escrever o operador de Bell para este estado
como

B = I(1) ⊗ I(2) ⊗ I(3) + σ
(1)
x ⊗ σ

(2)
z ⊗ σ

(3)
z + σ

(1)
z ⊗ σ

(2)
x ⊗ σ

(3)
z

+σ
(1)
z ⊗ σ

(2)
z ⊗ σ

(3)
x + σ

(1)
y ⊗ σ

(2)
y ⊗ I(3) + σ

(1)
y ⊗ I(2) ⊗ σ

(3)
y

−σ(1)
x ⊗ σ

(2)
x ⊗ σ

(3)
x .

(4.58)
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O valor esperado do operador de Bell no estado grafo |⟨B⟩| pode ser calculado com
facilidade, visto que todos os termos que compõem a soma o estabilizam, |⟨B⟩| = 8.
Por outro lado, ao estudarmos as diferentes possibilidades de distribuição das probabi-
lidades num modelo determinístico adequado para este cenário, chegamos a conclu-
são que o maior valor que pode ser obtido para o limite clássico é C(B) = 6, revelando,
portanto, a presença de propriedades não locais no estado grafo sob análise.

Neste contexto, um resultado interessante que foi demonstrado em (GÜHNE et al.,
2005) é que dados dois subgrafos G1 e G2 do grafo G e uma ligação simples de um
vértice de G1 com um vértice de G2, então vale a seguinte relação

D(G) ≤ D(G1)D(G2), (4.59)

onde D(G) = C(B)
2n

. Isso significa que se D(G) < 1, então o estado grafo associado ao
grafo G viola a hipótese de realismo-local. Sendo assim, o que pode ser extraído de
(4.59) é que se G1 e G2 violam a desigualdade de Bell proposta, então o estado grafo
associado ao grafo G também apresenta propriedades não-locais.

A conjectura apresentada permite inferir outro resultado de caráter bem mais abran-
gente. Para mostrar isso é suficiente observar que o estado grafo de dois vértices e
uma aresta é equivalente aos estados de Bell maximamente emaranhados a menos
de operações locais. Sendo assim, é possível concluir, a partir da observação de
que qualquer grafo tem pelo menos dois vértices interligados, que o resultado para
qualquer estado grafo é tal que D(G) < 1.

Outro resultado importante para o estudo de estados grafo é que o mapeamento
de um operador de Bell B em outro B′, a partir do mapeamento de operadores de Pauli
em operadores de Pauli, não muda os valores obtidos para a função D(B). A principal
e mais importante consequência disso é que dados dois grafos G1 e G2, sendo que um
é obtido do outro através de complementação local tal como apresentada no capítulo
3, então D(G1) = D(G2), pois a complementação local mapeia matrizes de Pauli em
matrizes de Pauli.

Existem ainda outras propostas de desigualdades de Bell que podem ser usadas
na detecção de não localidade para estados grafo como, por exemplo, as que são
apresentadas em (BACCARI et al., 2020) e (WERNER; WOLF, 2001), cada uma delas
com vantagens específicas, seja a escalabilidade ou a conveniência experimental.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Cumpre observar que este trabalho respondeu à altura os objetivos que motivaram
a sua proposição. Isto é, a detecção de não localidade de Bell e a análise do emara-
nhamento na classe de estados denominada "Estados Grafo”.

No caso do estudo de emaranhamento na referida classe de estados, foram le-
vantados os principais elementos da teoria do emaranhamento como, por exemplo,
a análise fenomenológica que identificou as propriedades não locais no contexto das
discussões da formação da estrutura conceitual da Mecânica Quântica e os critérios
de separabilidade com as propostas de medida de emaranhamento a que dão origem,
para citar dois. Apresentou-se, além disso, algumas outras propostas de quantificares
no âmbito da teoria de emaranhamento e, especialmente, a Medida de Schmidt.

Esta última mostrou-se adequada para o estudo de Emaranhamento em Estados
Grafo, pois possibilita uma série de previsões expressas em termos, essencialmente,
dos grafos que dão origem aos estados cujo emaranhamento é objeto de estudo. Esse
fato, quando aliado a pertinência dessa classe de estados em protocolos de proces-
samento de informação quântica, resulta num ganho significativo no entendimento do
papel do emaranhamento em Teoria da Informação Quântica.

Além disso, foram levantadas duas das possibilidades de detecção de emaranha-
mento em Estados Grafo, os argumentos do tipo GHZ e as desigualdades de Bell.
Para os argumentos do tipo de GHZ, existe a vantagem de não se utilizar da estru-
tura conceitual das desigualdades de Bell, apesar da detecção de não-localidade ser
restrita a uma subclasse específica de estados grafo, a de estados cluster. Por ou-
tro lado, foram apresentados os principais elementos que envolvem a detecção de
não-localidade para estados quânticos em geral, a fim de subsidiar o entendimento
da proposta de um operador de Bell em termos, unicamente, dos elementos do grupo
estabilizador que dão origem a determinados estados grafo.

Contudo, alguns possíveis temas de investigação em trabalhos futuros que des-
pontam a partir da presente dissertação são: o estudo da possibilidade de proposição
de outras estruturas de classificação de estados grafo, que viabilizem tal construção
para sistemas com mais de 7 qubits; o estudo das propriedades não clássicas e es-
trutura de classificação de Estados Localmente Maximamente Emaranhados (LME),
que representam uma classe mais geral de estados da qual estados grafo constituem
um caso específico (BRYAN et al., 2019); a geração de estados cluster em sistemas
optomecânicos (HOUHOU; AISSAOUI; FERRARO, 2015); o estudo da dinâmica de
estados grafo em sistemas suscetíveis a ruído (SHIRIZLY; MISGUICH; LANDA, 2023)
e a implementação de estados grafo na modelagem de computação quântica baseada
em medições (BROWNE; BRIEGEL, 2006).
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