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Resumo

Neste trabalho é apresentado o efeito e sistema de Aharonov-Bohm, além de suas
implicacdes. Trata-se também da extensdo autoadjunta de operadores em mecanica
quantica. O principal objetivo é a investigacdo da relagdo entre o parametro da
extensao autoadjunta do Hamiltoniano do sistema de Aharonov-Bohm, que tem
origem matematica, e a fisica desse sistema. Interesse particular € dado a busca
da relagao entre o parametro da extensao e a anomalia do momento magnético
do elétron. Para tal sdo usados dois métodos de extensdo autoadjunta: o de
Bulla-Gesztesy e o de Kay-Studer. A expressao matematica procurada é obtida, além
de expressdes para as energias dos estados ligados do sistema. Conclui-se que os

métodos utilizados sao adequados para atingir os objetivos propostos.

Palavras-chave: Extensao autoadjunta. Aharonov-Bohm. Momento magnético

anomalo.



Abstract

In this work we present the Aharonov-Bohm effect, as well as its implications. We
also present the self-adjoint extension, an important tool in quantum mechanics. This
work’s main objective is to investigate the relation between the self-adjoint extension
parameter and the Aharonov-Bohm system’s parameters. Of particular interest is the
relation between the self-adjoint extension parameter and the electron’s anomalous
magnetic dipole moment. This is done by comparison between two self-adjoint
extension methods: Bulla-Gesztesy’s and Kay-Studer's. We obtain the mathematical
relation between the aforementioned quantities and conclude that the chosen methods

are suitable to accomplish our goals.

Keywords: Self-adjoint extension. Aharonov-Bohm. Anomalous magnetic moment.
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Capitulo 1

Sistema de Aharonov-Bohm

1.1 Efeito Aharonov-Bohm

Em fisica classica, no formalismo Newtoniano, as equagdes de movimento de
sistemas que envolvem eletromagnetismo sao escritas em termos dos campos elétrico

e magnético. Por exemplo, no caso da forga de Lorentz sobre uma particula
F =¢[E + (v X B)], (1.1)

sendo ¢ a carga elétrica e v a velocidade da particula. Portanto os campos elétrico E
e magnético B aparecem diretamente na equagao da segunda lei de Newton.

Os potenciais elétricos e potenciais vetoriais magnéticos, por sua vez, sao
relegados a condigdo de ferramenta matematica conveniente, mas sem realidade
fisica [1]. A crenga de que os potenciais nao possuem significado fisico & consolidada
pela invariancia de gauge (apéndice A): transformacdes de gauge geram potenciais
diferentes que correspondem a campos iguais.

Ainda em fisica classica, os potenciais aparecem diretamente nas equacoes
de movimento do formalismo Hamiltoniano. No entanto, os formalismos Newtoniano e
Hamiltoniano implicam resultados equivalentes.

Em mecanica quantica, os potenciais aparecem diretamente nas equacoes
de movimento, como nas equagoes de Schrddinger e de Dirac. Ha, no entanto, uma
diferenca fundamental: em 1959 Aharonov e Bohm publicaram resultados que previam

efeitos dos potenciais elétrico e magnético sobre particulas carregadas, mesmo em



10

regides de campo nulo [1]. Nesse artigo eles sugeriram dois experimentos para cons-
tatar a existéncia do efeito, um de carater elétrico e outro de carater magnético. So-
mente o sistema magnético sera abordado nessa dissertacao. Na proxima secao sera
apresentado e discutido o experimento magnético sugerido por Aharonov e Bohm, e

as previsoes correspondentes.

1.1.1 Sistema de Aharonov-Bohm

Nesse experimento, ilustrado pela figura 1.1, um solenoide longo de raio R

gera um campo magnético B em seu interior.

Figura 1.1: Experimento sugerido para demonstrar interferéncia entre feixes de
elétrons devido ao potencial vetorial independente do tempo [1].

Solenoide

Feixe de
elétrons

Y
Tela de
X Lamina interferéncia

z metalica

Se o solenoide é longo o suficiente (idealmente infinito), o0 campo magnético
em sua regiao externa é nulo. No entanto, o fluxo magnético @, através do solenoide

nao € nulo, e pode ser escrito da seguinte maneira

@0:fSB-da. (1.2)

Sabe-se que 0 campo magnético B esta relacionado ao potencial vetorial A por B =

V x A. Aplicando-se o teorema de Stokes, obtem-se

d)():SEA-dx, (13)
c
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onde o caminho de integracao C da equacao (1.3) € fechado e ao redor do solenoide, e
A é o potencial vetorial independente do tempo correspondente ao campo magnético
do sistema.

E importante ressaltar que o caminho € nao intercepta o solenoide em lugar
algum, e ainda assim esta relacionado ao fluxo dentro do solenoide pela equagao
(1.3). Se o potencial vetorial A fosse nulo em todo lugar fora do solenoide, ®, também
seria nulo em decorréncia da integracdo. A contrapositiva dessa afirmacao diz que,
como o fluxo @y nao é nulo, entao o potencial A ndo pode ser nulo em toda a regiao
externa ao solenoide.

No experimento sugerido [1], um feixe coerente de elétrons é dividido em duas
partes no ponto O. Os feixes viajam ao redor do solenoide e sdo recombinados no
ponto F. Consequentemente, os feixes percorrem caminhos onde 0 campo magnético
B se anula mas, em alguma regiao, o potencial A nao se anula.

Com o objetivo de descobrir quais serdao os padroes de interferéncia obtidos
na regiao F, a principio imagina-se que tratem-se de particulas livres. O Hamiltoniano

correspondente seria

2
H=2" (1.4)
2m

onde p € o momento e m € a massa da particula. No entanto € necessario usar o

momento cinético, ou momento invariante de gauge, expresso pela troca
e
p—p--—-A. (1.5)
C

Aqui ¢ é a carga da particula e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. A troca (1.5) cor-
responde ao acoplamento minimo com o campo magnético, como sera discutido no
capitulo 2. O Hamiltoniano nesse caso €
1 2
H=—(p—fA) . (1.6)
2m c

A fungao de onda ¥(x) correspondente ao estado estacionario de cada feixe deve
satisfazer a equacao de Schrodinger independente do tempo

ﬁ (—ihV - SA)2 ¥(x) = E¥(x). (1.7)
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Para obter a diferenca de fase entre os feixes superior € inferior quando esses
se recombinam no ponto F, primeiramente decompode-se a fungao de onda em um
produto da forma

¥(x) = exp (—%S(x)) Po(x), (1.8)

onde ¥y(x) € a funcao de onda na auséncia do potencial vetorial € S(x) € a variagao
da acgao classica do sistema devido aos potenciais de gauge. A decomposicao (1.8)
nao afeta a probabilidade de um elétron ser encontrado em uma dada posicao, visto

que |¥(x)|?> = [Wo(x)|>. Aqui S(x) é a integral do ponto O até x de

S(x):gfoxA-dx. (1.9)

Mais detalhes sobre os efeitos dos potenciais de gauge sobre funcdes de onda podem
ser encontrados em [2].
A diferenca de fase entre os feixes no ponto F é a diferenga entre os argumen-
tos das exponenciais de cada feixe. Ou seja
Sinf(x) - Ssup(x) e
=—QA-d
h he SEC *
_ e
T e

(1.10)

e a defasagem encontrada € invariante de gauge, isto €, independe da forma es-
pecifica do potencial A.
O padrao de interferéncia € uma fungao periddica do fluxo magnético, e o

periodo € igual a uma unidade de London [3]

r =22 (1.11)
e

A diferenga dada pela equagao (1.10) é a fase de Aharonov-Bohm, um caso
particular de fase de Berry [4]. O fato notavel é que os feixes viajam em uma regiao
com auséncia de campo (mas na presenca do potencial vetorial) e, ainda assim,
observa-se padroes de interferéncia. Como a interferéncia € entre as fungdes de onda,
nao ha analogo classico desse efeito.

O primeiro teste experimental do efeito Aharonov-Bohm magnético € devido

a Chambers [5]. O experimento de Chambers possui configuracao similar a sugerida
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por Aharonov e Bohm, e confirma a existéncia do efeito.

1.1.2 Interpretacoes

No artigo original que descreve o efeito, duas possiveis interpretacoes sao

discutidas por Aharonov e Bohm [1]:

1. Os feixes de elétrons dos experimentos sao afetados nao pelo campo magnético,
mas pelo potencial correspondente. Deste modo, os potenciais deixam de ser
apenas ferramentas matematicas convenientes, e podem ser considerados gran-
dezas fisicas. Eles descrevem de maneira mais fundamental o que ocorre na

natureza.

2. Esse fenbmeno demonstra um carater nao local da mecanica quantica. Ou
seja, os feixes de elétrons sao afetados pelo campo magnético, mesmo que a

distancia.

Aharonov e Bohm descartam a hipétese dois visto que, de acordo com as
nogodes relativisticas, os campos devem interagir somente localmente, e ndo a distancia.
Portanto, a conclusao de Aharonov e Bohm € que os potenciais sao grandezas fisicas.
Por outro lado, existem efeitos ndo locais em mecanica quantica [6] que nao violam
o limite da velocidade da luz para comunicagdao. Como trata-se de um efeito sem
analogo classico, a escolha entre as hipoteses 1 e 2 ndo é simples. Uma discussao
mais abrangentes sobre os aspectos filoséficos do efeito Aharonov-Bohm pode ser
encontrada em [7].

A existéncia do efeito Aharonov-Bohm foi desafiada muitas vezes nas décadas
posteriores a sua descoberta. Alguns argumentos comuns sdo: a) ha vazamento de
campo, e os feixes ndo sdo adequadamente blindados. b) o efeito nao é causado pelos
potenciais, e sim pelo fluxo magnético a distancia, como indica a equacao (1.10).

Uma revisao extensa e detalhada sobre experimentos realizados pode ser
encontrada em [3]. A maioria dos experimentos realizados confirma a existéncia do
efeito. Em particular, no experimento de Osakabe [8] usa-se um campo magnético
toroidal confinado por um supercondutor, de modo a evitar o vazamento do campo.

Nesse caso o efeito foi confirmado.
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1.2 Revisao bibliografica

Nesta secao sera feita uma breve revisao bibliografica sobre o efeito Aharonov-
Bohm. Como a quantidade de publicacdes relacionadas ao efeito € muito grande,
da-se énfase aos artigos pertinentes a esse trabalho.

Ainda em seu artigo original de 1959 [1], Aharonov e Bohm propuseram o
estudo de um problema analogo ao experimento magnético sugerido, mas com um
detalhe idealizado: para desconsiderar qualquer contribuicao devido a geometria do
solenoide ou do campo, toma-se o limite em que o solenoide tem raio nulo. Eles
resolveram esse sistema supondo que a fungao de onda nao era singular na origem
na origem, ou seja, supdem ¥(r = 0) = 0. E importante ressaltar que os célculos
do artigo original nao levam em conta o spin 1/2 do elétron. A adicao do spin (como
sera demonstrado no capitulo 3) leva a adicdo de um termo extra ao Hamiltoniano
do sistema. Esse termo € proporcional ao campo magnético dentro do solenoide, e
representa a interacao entre o spin e 0 campo magnético. No caso de um solenoide

com raio idealmente nulo, 0 campo magnético é

B ="z (1.12)

onde ¢ é o fluxo magnético em unidades de London. O Hamiltoniano correspondente

é

(- fA)2 -s¢@] . (1.13)

onde s = +1 € o dobro do spin. O Hamiltoniano expresso por (1.13) possui singulari-
dade do tipo delta de Dirac bidimensional, que sera discutida no capitulo 2.

No experimento proposto, ilustrado pela figura 1.1, o caminho percorrido pe-
los feixes esta restrito a um plano, e portanto pode-se formular o problema em duas
dimensdes. Em seu artigo de 1979 [9], Aharonov e Casher estudam o sistema de
particulas carregadas de spin 1/2 movendo-se em um plano sob a influéncia do po-
tencial de um campo magnético perpendicular a este. Provam a existéncia de (N — 1)
estados de modo zero (estados normalizaveis de energia zero), onde N € a parte in-
teira do fluxo magnético. Esses resultados valem tanto para o caso relativistico (em
que usa-se a equacao de Dirac) quanto para o limite nao-relativistico, correspondente

a equacao de Schrodinger-Pauli (equacao de Schrédinger adaptada para particulas
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de spin 1/2).

No ano de 1989, Gerbert publicou um artigo [10] que trata de férmions su-
jeitos ao potencial de Aharonov-Bohm com tubo de fluxo de raio infinitamente pe-
queno. Nesse problema relativistico bidimensional, Gerbert usou extensao autoad-
junta (ferramenta apresentada no capitulo 2) para descrever o sistema em termos
de um parametro livre. Esse parametro € chamado de parametro da extensao auto-
adjunta. Gerbert descobriu que, para alguns intervalos de valores do parametro da
extensao, existem estados ligados.

Em 1990, Hagen descreveu o solenoide tridimensional como um anel bidimen-
sional [11,12], e dividiu o espago em duas regides: dentro e fora do anel. Esse € um
procedimento de regularizagao. A norma do campo magnético escolhida € analoga a

dada pela equacao (1.12):
o(r—R)

eB(r) =—¢ R (1.14)

onde ¢ € o fluxo magnético e R é o raio do anel. O potencial vetorial correspondente
€ expresso por

¢L£rj, r>R

eAi=14 T (1.15)

0, r<R
onde €;; = —€j; € €1 = +1. Hagen supds que as fungdes de onda no interior do anel
nao possuem singularidades. Supds também que as fungdes de onda externas podem
ser singulares. Eventualmente concluiu que, no limite de pequeno raio, nao se pode
ignorar as solugdes singulares. Em alguns casos, as solugdes singulares na origem
sao as Unicas que contribuem para a funcao de onda radial, e dao contribuicées para
a amplitude de espalhamento.

Bordag e Voropaev publicaram em 1993 um artigo [13] que trata do problema
de Aharonov-Bohm com a adicao do momento magnético anémalo. Trata-se de uma
anomalia na relagao entre 0 momento magnético e o spin do elétron, discutida no
capitulo 2. Em termos matematicos adiciona-se um termo extra, fenomenoldgico, a
equacao de movimento do sistema.

Bordag e Voropaev relacionaram o parametro da extensao autoadjunta a ano-
malia do momento magnético do elétron. Para isso usaram a extensdo autoadjunta
do Hamiltoniano com trés tipos diferentes de regularizacao da delta de Dirac. As ex-

pressoes obtidas dependem do raio da regularizacao, de modo que divergem no limite
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de raio nulo. Esse problema é resolvido através da renormalizagao do Hamiltoniano
do sistema. A técnica de renormalizagao esta além do escopo dessa dissertacao.

Em 1993 Hagen estudou o problema de Aharonov-Bohm Coulomb [14]. Trata-
se da adicao de um potencial Coulombiano ao potencial de Aharonov-Bohm para

particulas de spin 1/2. O Hamiltoniano em questao é

H=H0+§, (116)

Aqui Hy é o Hamiltoniano singular dado pela equacao (1.13) e ¢ € a constante de
acoplamento do potencial Coulombiano. Hagen encontrou energias de estado ligado
da forma
EB:—% lez =12 (1.17)
(n —5x|m+ ¢|)

onde m € 0 ndimero quantico relacionado a coordenada angular, M € a massa da

particula e os sinais superior e inferior referem-se as solugdes nao singulares e singu-
lares da equacgao de Schrédinger, respectivamente.

Em 1994 Park e Oh [15] também estudaram o problema de Aharonov-Bohm
Coulomb, nesse caso sob a perspectiva da extensao autoadjunta de operadores. Eles
tratam o Hamiltoniano singular do problema como uma extensao autoadjunta do Ha-
miltoniano n&o singular correspondente. No limite & — 0, encontraram as energias de
estado ligado
2 [_1TC+m+ gD )"

lim Eg = — :
o0 BT M T ATA —m+ 4

(1.18)
onde A € o parametro da extensao e I' denota a fungao gama. Além disso eles provam
que, nos limites de 1 — 0 e 1 — oo, é possivel resgatar as energias de estado ligado
obtidas por Hagen (1.17).

Em 2012 Andrade, Silva e Pereira [16] estudaram os efeitos de uma particula
de spin 1/2 sob a acao de um potencial do tipo Aharonov-Bohm em espagos conicos.
Usando a extensao autoadjunta de operadores, obtiveram resultados similares aos de
Park (equacgao (1.18)). Pela aplicagao de um segundo método, obtiveram o parametro

A em termos de constantes fisicas e geométricas.
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1.3 Objetivos

Uma das técnicas disponiveis para tratar o sistema de Aharonov-Bohm com
spin € a utilizacao de condigoes de contorno autoadjuntas. Essas sao prescritas por
métodos de extensdo autoadjunta de operadores. Como dito anteriormente, a ex-
tensao autoadjunta de um operador leva a resultados em termos de uma familia de
parametros matematicos reais. Um dos desafios dessa abordagem € expressar esses
parametros matematicos em funcao da fisica do sistema em questao.

Relagoes entre o parametro da extensao autoadjunta do Hamiltoniano do sis-
tema de Aharonov-Bohm e a anomalia do momento magnético do elétron foram ob-
tidas por Bordag e Voropaev [13]. Para tal, trés técnicas foram utilizadas: extensao
autoadjunta de operadores, renormalizacao e regularizagao. As relagoes obtidas va-
riam ligeiramente, dependendo do tipo de regularizacao escolhida.

Este trabalho tem como objetivo efetuar a relagdo entre o parametro da ex-
tensdo autoadjunta e as constantes fisicas, em particular a anomalia do momento
magnético eletronico, sem recorrer a renormalizacdo do Hamiltoniano do sistema.
Para isso serao utilizados dois métodos de extensao autoadjunta: os método de Bulla-
Gesztesy e de Kay-Studer. Essa abordagem foi utilizada com sucesso em outros
contextos [16,17], como em sistemas de Aharonov-Bohm em espagos conicos.

No capitulo 2 serao apresentados, com mais profundidade, alguns conceitos
importantes nesse trabalho. Dentre eles: extensado autoadjunta de operadores, mo-
mento magnético andmalo e a equagao de Dirac.

Finalmente, no capitulo 3 dessa dissertagao, sera resolvido o problema de
um elétron de spin 1/2 com momento magnético andbmalo, sujeito ao potencial de

Aharonov-Bohm.
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Capitulo 2

Fundamentacao tedrica

Esse capitulo trata da fundamentagao tedrica do trabalho, em particular dos
aspectos matematicos. Sao discutidos mais a fundo alguns temas citados no capitulo
1, assim como apresentadas relagoes e informacoes que serao Uteis para a resolugcao
do sistema de Aharonov-Bohm com momento magnético anémalo, disponivel no capitulo
3.

2.1 Potenciais singulares

O operador Hamiltoniano correspondente ao sistema magnético de Aharonov-

Bohm com spin 1/2 e raio infinitesimal &

H =

2
ﬁ (p—SA) —S(b@] : (2.1)
Esse Hamiltoniano é singular na origem. A existéncia do termo singular € demonstrada
no capitulo 3. A singularidade vem da interacdo entre o spin € 0 campo magnético
pontual.

Potenciais singulares possuem algumas caracteristicas interessantes. Como
sera discutido posteriormente neste capitulo, os Hamiltonianos correspondentes nao
sao autoadjuntos e, por isso, a condigao de integrabilidade das fun¢des de onda no
intervalo de 0 até infinito nao é suficiente para selecionar um conjunto de autovetores
ortonormais. Em algumas situacdes [18] o problema nao é corrigido nem supondo que

a funcao de onda satisfaz ¥(r = 0) = 0, visto que o Hamiltoniano em questao nao é
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limitado (segao 2.3.2.2).

Como potenciais singulares ndo sao analiticos, ou seja, ndo sao infinitamente
diferenciaveis, a teoria de perturbagdes pode falhar: é possivel perturbar um Hamilto-
niano singular e, ao tomar o parametro da perturbagcdo como zero, que nao se recu-
pere o espectro do Hamiltoniano nao perturbado. Esse é o fendémeno de Klauder [19].

Alguns tipos de potenciais singulares como 1/r* e a delta de Dirac bidimen-
sional adquirem uma escala de comprimento caracteristica quando quantizados [20].
Essa situacao é chamada de anomalia, e pode ser resolvida através da renormalizagao
do potencial.

As trés principais maneiras de se abordar problemas com Hamiltonianos sin-
gulares sado: regularizacao das singularidades, renormalizacdo e extensao autoad-
junta. Os procedimentos de regularizagao sao simples e intuitivos, mas produzem
energias de estado ligado infinitas [18]. Existe certa arbitrariedade nos procedimentos
de regularizacao visto que diferentes regularizagcdes podem produzir resultados dife-
rentes [13]. O problema das energias de estado ligado infinitas pode ser resolvido pela
renormalizacao do potencial correspondente. A terceira alternativa, e a mais matema-
ticamente rigorosa, € a extensao autoadjunta de operadores. Para baixas energias,

renormalizacao e extensao autoadjunta levam aos mesmos resultados [18].

2.1.1 Delta de Dirac

A delta de Dirac 6(x), também chamada de funcao delta de Dirac, € uma ma-
neira de se representar singularidades em equacdes. Em fisica, ela é usada para
representar distribuicoes altamente concentradas, particulas e, neste trabalho, um so-
lenoide ou campo magnético pontual.

A delta de Dirac € definida de maneira que satisfaca as seguintes proprieda-
des:

0(x) =0, x#0 (2.2)

f(0) = f f(x)d(x)dx, (2.3)

onde f(x) é qualquer fungcao bem comportada. Para que satisfaca tais propriedades, é
necessario que §(x) assuma valor infinito na origem. Como infinito ndo € um namero,

a fungao delta de Dirac nao € uma funcao no sentido convencional.
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A delta de Dirac pode ser formulada em termos de sequéncias de fungoes.

Por exemplo [21]

0, x < ﬁ
On(x) = n, —21—n <x< ﬁ (2.4)
0, x> ﬁ
ou
0,(x) = %e‘”zxz. (2.5)

Funcgdes das sequéncias (2.4) e (2.5) sao ilustradas nas figuras 2.1 e 2.2, respectiva-
mente. A ideia dessa abordagem é que, para n grande, essas funcdes satisfazem de

maneira aproximada as propriedades (2.2) e (2.3).

Figura 2.1: Sequéncia descontinua que se aproxima do comportamento da delta de
Dirac.

S.(X) —— & (¥

1 g L2

Figura 2.2: Sequéncia gaussiana que se aproxima do comportamento da delta de
Dirac.

Qualquer elemento 6, (x) dessas sequéncias satisfaz

f‘x’ 0n(x)dx = 1. (2.6)

[oe]
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No entanto o limite lim, . §,(x) ndo converge em x = 0. Outra maneira de se definir

a delta de Dirac € em termos da equacgéo

fw o(x)f(x)dx := lim foo on(x) f(x)dx = f(0). (2.7)

(o)

Nesse caso, §(x) € chamada de distribuicao ao invés de fungao, e a integral no pri-
meiro membro de (2.7) ndo € uma integral de Riemann [21].

Outra maneira de se tratar singularidades do tipo delta de Dirac é pela teoria
de integracao de Lebesgue: Pode-se adicionar o elemento co aos numeros reais, for-
mando um novo conjunto. Usa-se entao maneiras alternativas de se medir conjuntos
e integrar [22].

Em coordenadas polares, a funcao delta bidimensional [23] € expressa por

6(r)

52 (r) = —= (2.8)
r

No capitulo 3, usa-se 0 método da extensao autoadjunta de operadores para
solucao de problemas em que aparece uma delta de Dirac bidimensional no Hamilto-

niano.

2.2 Quantizacao de sistemas fisicos

Para motivar o estudo da extensao autoadjunta de operadores, primeiramente
serdao examinados alguns problemas decorrentes da quantizacao idealizada de siste-
mas fisicos. O termo idealizada é usado aqui para indicar situagdes em que nao é feita
uma verificagao rigorosa com relagao aos operadores serem ou nao autoadjuntos.

A quantizagao candnica € o processo em que 0s operadores da teoria classica
sao substituidos pelos operadores correspondentes da teoria quantica. O critério para
julgar o sucesso de uma dada prescricao de quantizacao é cientifico: a prescricao é
adequada se os resultados obtidos estdo de acordo com experimentos realizados.

A constante de Planck & ~ 6,626-1073*J-s é um fator de escala relacionado aos
fendmenos quanticos. E importante, para qualquer prescricdo de quantizacdo, que
se recuperem os resultados da teoria classica correspondente no limite de grandes

acoes. Esse limite deve ser atingido tomando % — 0.
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De acordo com os postulados da mecanica quantica [24], o estado do sistema
€ completamente definido pelo vetor ¥, que pertence a um dado espago de Hilbert
$ (descrito na segao 2.3.1). Por se tratar de um espaco vetorial, vale o principio da
superposicao

¥Y=c¥ +a¥+.. (2.9)

onde os coeficientes ¢, sdo numeros complexos, ou seja, ¢, € C. E ¥, sdo outros
vetores pertencentes a $.

De acordo com outro postulado da mecanica quantica [24], a cada grandeza
fisica mensuravel (observavel) a, corresponde um operador autoadjunto A. Alguns
exemplos de observaveis sdo posicdo, momento, energia e momento angular. Opera-
dores autoadjuntos possuem autovalores reais, que correspondem aos valores medi-
dos das grandezas obsevaveis. Cada um desses operadores tem como dominio um
espaco de Hilbert $.

Se A é um operador, seu adjunto A" é definido de modo que

(P, ATW,) = (A}, 1)) (2.10)

para todo vetor ¥; e ¥, em $. A notagao (v, ¢) indica o produto interno nesse espacgo

de Hilbert. Para que um operador seja autoadjunto, ele precisa satisfazer
(Y1, AY2) = (AYy, 12) (2.11)

para todo vetor ¥; e ¥, em 9. Portanto, se A é autoadjunto, ele necessariamente
precisa possuir o mesmo dominio que A".

De acordo com a prescrigao candnica de quantizagcao, ha uma correspondéncia
entre os parénteses de Poisson da mecanica classica e os comutadores da mecanica

quantica. Os parénteses de Poisson das grandezas f e g sao dados por

N (Of dg  If dg
{f.g}= ; (a_x,-a_m = a_x,-) (2.12)

e sua correspondéncia com os comutadores quanticos é

BN
(f.8) = =1/l (2.19)
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onde f e § sdo os operadores correspondentes as grandezas f e g. Daqui pode-se
tirar a relacao fundamental de comutacao entre % e p:
[X;, pi]l =ihix;,pj
o b 1} (2.14)
= ihd;;.
A interpretacao dos estados ¥ € probabilistica, e a evolugao temporal é dada

pela equacao de Schrodinger dependente do tempo
L0
HY¥(x,t) = lhE‘P(x, 1). (2.15)

Com excec¢ao dessa secao, nao ha comparacdes entre grandezas classicas e quanticas
nessa dissertacao. Logo, nao se faz necessario o uso de notagao especifica para de-
notar operadores quanticos.

Em alguns sistemas, a aplicagdo dos principios da mecanica quantica pode
levar a paradoxos, em particular quando trata-se de operadores nao limitados. Exem-
plos de paradoxos desse tipo podem ser vistos em [25] e [26]. Para resolver esses
problema adequadamente, é necessario utilizar a teoria da extensdo autoadjunta de

operadores.

2.3 Extensao autoadjunta de operadores

Nesta secao serdo expostos 0s conceitos necessarios para discutir os princi-
pais resultados e teoremas utilizados neste trabalho, como os indices de deficiéncia
de von Neumann, e os métodos de Bulla-Gesztesy e Kay-Studer. O objetivo principal
desta secao é desenvolver o vocabulario necessario, e por isso a maioria dos teore-

mas é apresentada sem prova. As provas estao disponiveis na literatura [28—30].

2.3.1 Espaco de Hilbert

Um espaco de Hilbert € um espaco vetorial com propriedades matematicas
especificas, como definido posteriormente. Uma definicao axiomatica comum [28] de
espaco vetorial é a seguinte: Um espaco linear ou espago vetorial € um conjunto

de elementos, denominados vetores, em que estao definidas as operagdes de soma
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de vetores e multiplicacdo de vetor por escalar. A soma dos vetores ¢ e ¢ define o
vetor ¥ + ¢. A multiplicacao do vetor y pelo escalar a define o vetor ay. Essas duas

operacoes devem ser escolhidas de modo que 0s seguintes axiomas sejam satisfeitos:
1. y+¢=0+y;
2.y +(@+x)=(p+y¥)+x;
3. ¥ +0 =y, onde o vetor nulo 0 é Unico;
4. a(y + ¢) = ay + ag;
5. (a+ b = ay + by;
6. a(by) = (ab)y;
7. 1y =y, onde 1 é escalar;
8. Oy = 0, onde 0 é escalar no lado direito e vetor no lado esquerdo;

sendo ¢, ¢ e y vetores quaisquer € a € b escalares. Alguns exemplos de espacos

vetoriais sao:
1. Conjunto dos vetores em um espaco euclidiano.
2. Conjunto das solucdes de algumas equacdes diferenciais, como

d2
—ic(;) = — k%Y (x). (2.16)

3. Funcgdes ¥ (x) de quadrado integravel f ly(x)|?dx = a, onde a é escalar.

Um espaco linear é metrizavel [29] se, para cada par de vetores ¢ e ¢, existe

um namero (¢, ¢) que satisfaz as seguintes condigdes:
1. (¥, ) = (¢, ), onde a barra indica conjugagcao complexa;

2. (ayy + by, ¢) = a1, ¢) + b(Y2, §);

3. (Y, ¢) = 0, sendo a igualdade valida somente quando o vetor ¢ € nulo.
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O nuamero (v, ¢) € o produto interno dos vetores y e ¢.

A norma de um vetor ¢, analoga ao comprimento de um segmento de reta, é
dada pela raiz positiva \/W e € denotada por ||y||. De acordo com as propriedades
do produto interno, o Unico vetor com norma nula é o vetor 0.

Um espaco com produto interno € denominado espago métrico se a distancia
D(y, ¢) entre dois pontos ¢ e ¢ é definida por

Dy, ¢) == Iy - ¢l (2.17)

Nesse caso, a norma é dita induzida pelo produto interno.

Se uma sequéncia de vetores y, em um espaco métrico converge para um

vetor
lim y, = ¢, (2.18)

ou seja
lim D(yp, ) = 0. (2.19)

Ou equivalentemente, quando n e m tendem a infinito de maneira independente e

lim D@, ) =0, (2.20)

a sequéncia v, € chamada de sequéncia fundamental. Apesar de todos os elementos
W, de uma sequéncia fundamental pertencerem ao espago métrico em questao, nao
ha garantia de que o vetor limite ¥ dessa sequéncia pertenca.

Um espago métrico M € dito completo quando todas as sequéncias funda-
mentais nesse espacgo convergem para vetores em M. Para completar um espaco
métrico incompleto, basta adicionar a ele os limites das sequéncias que estao fora de
M [29].

Finalmente, um espaco de Banach & um espaco vetorial normado completo
[30]. De posse das definicoes vistas até aqui, é possivel definir um espago de Hilbert,
que é um conceito central em mecanica quantica. Um espaco de Hilbert € um espaco
de Banach com respeito a norma induzida e com produto interno [30].

Geralmente, e nesse trabalho em particular, os espacos de Hilbert sdo espagos

de funcoes quadraticamente integraveis. Aqui, o produto interno € definido pela inte-
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gral
b—
W, ¢) = f Y (x)p(x)dx. (2.21)

E, portanto, a norma de um vetor y €

b
I l)? = () = f |y (x)]dx. (2.22)

Como o produto interno (¥, ¢) € um nimero, se a integral (2.22) divergir, entao y (x)
nao pertence ao espaco de Hilbert em questdo. Do ponto de vista fisico, € dificil

interpretar probabilisticamente um estado cuja norma diverge.

2.3.2 Operadores lineares

O objetivo desta segao é apresentar operadores lineares limitados e nao limi-
tados. Um operador linear A em um espago vetorial associa a cada vetor ¢ outro vetor

Ay. O operador € dito linear porque satisfaz as seguintes relagdes:

AW + ¢) = Ay + Ag (2.23)

Aay) = aAy, (2.24)

onde a € um escalar. Dois operadores lineares A e B sao iguais se Ay = By para
todo vetor ¢ em seu dominio. Os operadores lineares que agem em um espago linear

formam, por sua vez, outro espaco linear, com operagao de soma
(A+ B)Y = Ay + By, (2.25)

e multiplicagao por escalar
(aAW = aAy. (2.26)

2.3.2.1 Operadores limitados

Um operador linear € dito limitado se existe um numero b tal que, para todo
vetor ¢ no dominio de A
[|Ay|| < Dllyll. (2.27)
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O menor numero b que satisfaz (2.27) € chamado de norma de A e denotado ||A]|.
Um operador A é continuo se, para cada sequéncia de vetores v, que con-
verge para ¢ ocorra também
lim Ay, = Ay. (2.28)

De acordo com um teorema [28], um operador é limitado se e somente se
€ continuo. Isso é bastante relevante nesse trabalho visto que, se o operador € li-
mitado, ele possui uma unica extensao autoadjunta (se¢ado 2.3.3). Um Hamiltoniano
descontinuo, como o0s que possuem singularidades do tipo delta de Dirac, ndo é limi-
tado e, por isso, podem existir zero ou infinitas extensoes.

Os critérios para definir um operador limitado A como autoadjunto sao relati-

vamente simples. O adjunto A" do operador limitado A é definido por

(¢, ATy) = (Ag, ), (2.29)

para todos os vetores ¢ € ¢ no espagco em questao. Esse € o mesmo critério dado
pela equacdo (2.10). O adjunto A" de um operador limitado A também ¢é limitado, e
ambos possuem a mesma norma: ||A|| = ||AT]].

De (2.29) pode-se definir um operador limitado autoadjunto ou Hermitiano por

(¢, AY) = (Ag,¥) (2.30)

ou
(¢, AY) = (¥, A9) (2.31)

ou seja, quando A = A",

Como exemplo de operador, seja A definido como

A (x) = xi(x). (2.32)

Seu dominio é o espaco de funcdes v (x) de quadrado integravel £%(a,b). a € b S&o
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nameros reais, ou seja a, b € R. Quando a integral

b_
(¢ AY) = f P (xX)xy (x)dx

b
= f xo(x)y(x)dx (2.33)

= (Ag. )

converge, A possui a propriedade hermitiana. Como

b
AW = f ()P
) (2.34)

< max {a, b} ||¥||

0 operador A € limitado.

2.3.2.2 Operadores nao limitados

Considere agora um operador A definido como (2.32), mas cujo dominio € o
espaco de funcdes v (x) de quadrado integravel £2(—co, c0). Nesse caso o valor de x
nao é limitado e N

Ay = f s (x) P (2.35)

(o)

pode ser maior que
wiP = [ wePds (2.36)

(o)

por qualquer numero. Portanto A ndo é limitado.

O operador (2.32) ndo pode ser definido para todos os vetores em £2(—co, c0)
visto que (2.35) nao é finito para todo vetor. Na realidade é impossivel definir um
operador nao limitado autoadjunto para todos os vetores de um espaco [28].

E possivel abdicar da propriedade autoadjunta do operador ndo limitado e,
assim, defini-lo em todo o espaco de Hilbert [31]. Essa abordagem, no entanto, pode
causar problemas em fisica. Operadores autoadjuntos possuem espectro (conjunto
dos autovalores) real. Além disso possuem base ortonormal, algo importante para a
interpretacao probabilistica da mecanica quantica.

Nas sec¢bes anteriores foi suposto que cada operador € definido no espaco

vetorial inteiro. Como, em se tratando de operadores nao limitados, isso € impossivel,
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a partir de agora alguns conceitos precisam ser redefinidos. Dois operadores A € B s6
serao considerados iguais (A = B) se A e B possuirem 0 mesmo dominio.

Sejam A e B dois operadores. Se o dominio de A contém o dominio de B,
ou seja D(A) 2 D(B), e no dominio de B ambos sao iguais, entao diz-se que A uma
extensao de B.

O dominio de um operador A é dito denso se, para cada vetor ¢ nesse dominio
existe uma sequéncia v, tal que ¢, — . Se um operador A tem dominio denso, seu
adjunto A" pode ser definido da seguinte maneira: o dominio de A" é o conjunto dos

vetores v tal que existe um vetor ATy que satisfaca

(6, ATy) = (Ag, ), (2.37)

para todo vetor ¢ € D(A).

Um operador com dominio denso A € simétrico se

(¢, AY) = (A, ¥) (2.38)

para todo ¢ e  em seu dominio. Nesse caso A" é definido e como ATy = Ay para
todo € D(A), e AT é uma extensdo de A. Se AT = A, A é autoadjunto ou hermi-
tiano. A palavra hermitiano significa simétrico em matematica e, em fisica, significa
autoadjunto. Por isso evita-se usa-la nesse contexto.

Como exemplo, seja A um operador cujo dominio denso é o conjunto dos ve-
tores y(x) de modo que xy (x) sao de quadrado integravel. Seja ¢, (x) uma sequéncia

no dominio de A definida por

Y(x), x| <n
Yn(x) = (2.39)

0, |x| > n.

A norma da diferenca entre ¥ (x) e y,,(x) dada por

[y (x) = a0 = f (W (x) =¥ (X)) (W(x) = ¥u(x))dx
~oo (2.40)

= [ (WP =TT - w0 + W) d
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Separando a integral em trés regides: (-0, —n), (—n, n), (n, ), pode-se substituir ¢, (x)

em cada regiao de acordo com (2.39). Os Unicos termos que nao se anulam sao:

g (x) = Y (x)])* = f W (0)Pdx + f |y (x)|2dx. (2.41)

—00

Como o lado direito de (2.41) tende a zero quando n — oo, conclui-se que vy, — .
Como visto, A é simétrico e portanto A" é uma extensdo de A. Para descobrir se esse
operador A é autoadjunto, & necessario responder a seguinte pergunta: o dominio de
A" é maior que o de A? A s6 é autoadjunto se os dominios de AT e A forem iguais.

Um operador simétrico ndo necessariamente € autoadjunto, isso acontece
quando A é um operador simétrico e A" € uma extensdo de A para um dominio maior.
Um operador simétrico que nao pode ser extendido para um dominio maior € chamado
de operador simétrico maximo. Além disso, todo operador autoadjunto é um operador
simétrico maximo. No entanto, nem todo operador simétrico maximo é autoadjunto.

Finalmente define-se um operador fechado. Como discutido, operadores nao
limitados ndo sao continuos, e a condi¢cdo para um operador ser fechado é mais fraca
que a condicao para que seja continuo.

Seja ¢, uma sequéncia que pertence ao dominio de um operador A e  um
vetor de modo que ¥, — ¢. Se a sequéncia Ay, converge para um vetor ¢ entao
W € D(A) e ¢ = Ay. Isso é relevante porque todo operador com dominio denso possui

adjunto fechado, e todo operador autoadjunto € fechado.

2.3.3 Uso das extensoes autoadjuntas

A aplicacao idealizada dos postulados da mecanica quantica pode levar a pa-
radoxos. Em particular, nem toda escolha de fronteira para um sistema garante que
0s operadores em estudo sejam autoadjuntos.

Para a definicao correta de uma funcao, é necessario uma regra, dominio e

contradominio. Por exemplo, a fungao afim f : R - R
f(x)=ax+b, (2.42)

tem como dominio e contradominio os niumeros reais, € a regra é dada pela equagao

(2.42). Operadores em mecanica quantica precisam ser vistos da mesma maneira.
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Nao basta a regra. Para definir corretamente um operador € necessario definir um
dominio (espaco de Hilbert) adequado.

Muitos livros-texto classicos sobre mecanica quantica de autores como Sa-
kurai [32], Cohen-Tannoud;ji [33], Shankar [34] e Gasiorowicz [35] hdo mencionam o0s
problemas que podem ser causados pela definicao incorreta dos operadores. Dentre
as excecgdes encontra-se o livro do autor Ballentine [36].

A matematica da mecanica quantica é a teoria dos operadores lineares em
espacos de Hilbert. Os problemas e paradoxos encontrados surgem das regras sim-
plificadas utilizadas em muitos livros-texto. Um exemplo de regra simplificada é o uso
da teoria de operadores limitados no tratamento de operadores nao limitados, como
no paradoxo discutido em [26].

As regras da quantizacao candénica de operadores sao de natureza preliminar
e geralmente produzem apenas candidatos a operadores quanticos nao limitados. Isso
porque essas regras nao prescrevem dominios de operadores. Esses candidatos a
operadores sao chamados de operadores formais.

Quando os potenciais sao singulares, nao ha dificuldade em encontrar opera-
dores simétricos que evitam as singularidades ou fronteiras. Esses operadores nao
necessariamente sao autoadjuntos. Nesse caso precisa-se saber se esses operado-
res preliminares podem ser estendidos para que tornem-se autoadjuntos. Isso pode
ser feito através do teorema de von Neumann (secao 2.3.4).

Em se tratando de operadores simétricos e limitados, as extensdes existem e
sao Unicas. No entanto, o problema nao é tao simples para o caso dos operadores nao
limitados. Nesse caso, mesmo que extensdes existam, elas ndo sao Unicas, € suas
interpretacdes sdo baseadas na fisica do sistema. Cada extensdo é parametrizada
por uma familia de constantes e € uma prescrigao para 0 comportamento do sistema
nas proximidades de fronteiras ou singularidades.

Outro problema é que operadores nao limitados nao podem ser definidos para
todas as funcdes de um espaco de Hilbert, ou seja, nao necessariamente valem para

um estado arbitrario.
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2.3.4 indices de deficiéncia e teorema de Von Neumann

Depois de apresentar o conceito de extensao autoadjunta, é importante saber
responder quantas extensoes autoadjuntas um operador admite. A resposta é dada
por um teorema devido a von Neumann [37]. Para usa-lo, € necessario conhecer os
indices de deficiéncia do operador em questao.

Seja A um operador simétrico e fechado com dominio D(A) e analogamente
A" com dominio D(A™) o adjunto de A. Os subespacos de deficiéncia N. s&o definidos
por [26]

Ni={v e DAN, Ay =z, Im(z) >0} (2.43)

N-={y e DD, Ay =zy, Im(z)<0}. (2.44)

Sejam n. as dimensdes dos espacos N.. O par ordenado de inteiros nao
negativos (n.,n_) € chamado de indices de deficiéncia do operador A. A escolha
de z. nao é importante, contanto que z, esteja na parte superior do plano complexo
e z_ na parte inferior. Pode-se entdo escolher z; = iw € z. = —iw, onde w & um
numero real positivo arbitrario, usado por razdes dimensionais. Para obter os indices

de deficiéncia, basta resolver as equagoes
Aty = 2.y, (2.45)

e contar quantas solugdes linearmente independentes pertencem ao espaco de Hilbert
em questao. Por isso, s6 sdo contadas as solugées com norma finita.

De acordo com teorema descoberto por Weyl para operadores diferenciais
de segunda ordem [38] e generalizado por Von Neumann [37], um operador A com

indices de deficiéncia (n,, n_) admite trés possibilidades:
1. Se ny = n_, A é autoadjunto.

2. Sen, =n_ > 1, entdo A possui infinitas extensdes autoadjuntas, parametrizadas

por uma matriz unitaria de dimensé&o n contendo n?> parametros.

3. Se n, # n_, entao A nao admite extensdes autoadjuntas.
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2.3.5 Método de Bulla-Gesztesy

Bulla e Gesztesy calcularam os indices de deficiéncia e construiram condigoes
de contorno autoadjuntas de Hamiltonianos singulares com interacdes pontuais. Es-
ses Hamiltonianos podem conter um numero infinito (contavel) de interacées pontu-
ais [39]. Para problemas desse tipo, solugdes analiticas sao conhecidas [40].

O seguinte teorema de Bulla e Gesztesy é usado no capitulo 3 para tratar o
sistema de Aharonov-Bohm com momento anémalo magnético. De acordo com Bulla
e Gesztesy, todas as extensbes autoadjuntas de um Hamiltoniano %, da forma

> -1 v o«

+=+—+W (2.46)

hy= -2 4
¢ dr? r2 roor

possuem dominio

D(hy) = (g(x) € L2 ((0,00)) |2, 8" € ACroc ((0,00));

2.47)
-1 P : (
- S8+ gt g € L2((0.00)))
onde loc indica convergéncia local, e devem satisfazer a condigao de contorno
£goc = g1e (2.48)
com constantes
1 3
— 00 < (< oo, §§€<§, a,y€ER, 0<a<?2. (2.49)
O termo gy de (2.48) é definido como
. (r)
goe = lim S (2.50)
r—0 G{ (I’)
e g1, Como
1
gie = lim |g(r) = g0eG} ()| —5— (2.51)
r—0t [ 4 ] F;O)(T)

As fungdes F"(r), G\ (r) s&o dadas por

FO) =1 (2.52)
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e
—r'2In(r), t= %
Gy =3 i . 3 (2.53)
—_ —<{< =
2¢-1) 2 2

Gf(r) denota a expansdo assintética de G,(r) quando r — 0% até ordem r’, onde
t<20-1.

Como discutido anteriormente, ndo é possivel garantir que um operador seja
autoadjunto para uma escolha qualquer de fronteira. No capitulo 3 usa-se a condig¢ao
de fronteira de Bulla-Gesztesy, dada pela equacao (2.48), na origem do sistema de

Aharonov-Bohm pontual.

2.3.6 Meétodo de Kay-Studer

Kay e Studer estudaram, no contexto de extensdes autoadjuntas, as condicoes
de contorno para alguns sistemas quanticos em espacos conicos [54]. E importante
salientar que o espaco plano é um caso particular de espago conico. Dentre os pro-
blemas abordados, estdo sistemas do tipo Aharonov-Bohm em duas dimensdes.

Para um sistema regularizado de Aharonov-Bohm bidimensional (um anel de
raio ro, com parte interna e externa), o método de Kay-Studer é aplicado da seguinte

maneira [16]:

e Substitui-se o Hamiltoniano singular pelo Hamiltoniano nao singular correspon-

dente.

e Resolve-se as equacdes (2.45) do espaco de deficiéncia correspondentes ao

operador sem singularidade.

e As solucdes obtidas sao utilizadas para completar o espaco de solugdes do sis-

tema.

e Finalmente, a condigao de contorno utilizada para as fungdes de onda € a igual-
dade entre as derivadas logaritmicas das solugdes gerais e das solucdes de
energia zero.

d
lim o4l T e

= lim 2.54
ro—0* f() dr r=ry ro—0* fp dr r=ro ( )
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Aqui f, sdo as solugbes na forma completa obtida como descrito no proce-
dimento acima, e fy sao as solugdes de energia zero. Esse método também sera
utilizado no capitulo 3.

A exposicao da extensao autoadjunta de operadores para por aqui. Agora é

necessario abordar alguns fundamentos fisicos importantes nesse trabalho.

2.4 Relatividade restrita

No capitulo 3, o problema de Aharonov-Bohm é abordado inicialmente de um
contexto relativistico. Logo faz-se necessario tratar de relatividade restrita.

De acordo com a transformagao de Galileu, as coordenadas de um evento
(x, y, z,t) num referencial inercial O e (x', y’, z’,t’) em outro referencial inercial O’ quando

0 movimento relativo entre eles € o ilustrado pela figura 2.3 €

x' = x -t
Yy =,

(2.55)
7 =z

Figura 2.3: Transformagao de sistema de coordenadas.

AZ A2

v X X'

As leis de Newton sao invariantes sob transformacdes de Galileu. Por outro
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lado, as leis de Maxwell sao invariantes sob transformacoes de Lorentz:

, x—vt
X = —,
2
1-Z
y =y
, (2.56)
Z =2
[ — X

Com objetivo de remover essa incompatibilidade e salvar o eletromagnetismo
Maxwelliano, Einstein reformulou a mecanica de modo que também fosse invariante

sob transformagoes de Lorentz [41]. Para tal usou dois postulados:

1. Principio da relatividade: Nao ha experimento que possa medir a velocidade
absoluta de um observador. Os resultados dos experimentos realizados por um
observador nao dependem de sua velocidade relativa a outros observadores que

nao estao envolvidos no experimento.

2. Universalidade da velocidade da luz: A velocidade da luz relativa a qualquer
observador ndo acelerado € ¢, independente da velocidade relativa entre o ob-

servador e a fonte de luz.

O postulado da relatividade ja era usado por Galileu, mas nao o da universalidade
da velocidade da luz. Como consequéncia dos postulados da relatividade restrita [42]

conclui-se que o intervalo (ou distancia) euclidiano, dado por
ds* = dx* + dy* + dz? (2.57)

nao é invariante sob troca de referencial inercial. Isso causa fendbmenos nao intuitivos
como dilatacao temporal e contracao de comprimentos quando da troca de referencial.

Para solucionar o problema usa-se outra definicao de intervalo:
ds* = —=2dt* + dx* + dy* + dz* (2.58)

onde o tempo recebe tratamento similar ao recebido pelas coordenadas espaciais.

(2.58) é o intervalo de Minkowski. Outra formulacao que produz resultados equivalen-
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tes é

ds* = A2dt®* — dx? — dy* - dz*

(2.59)
= naﬁdx“dxﬁ.
Aqui n é o tensor métrico com componentes
2 0 0 0
0 -1 0 O
Nap = . (2.60)
0 0 -1 0
0 0 0 -1
A assinatura de (2.60) é (+ — ——), dada pelos sinais da diagonal principal. A

assinatura correspondente a (2.58) & (- + ++).
Na equacao (2.59) foi usada a notacao de Einstein para somatoérios. A cada
indice repetido corresponde um somatério. Em notagao usual, a equagao (2.59) seria

expressa como

33
ds? = Z Z naﬁdx”dxﬁ. (2.61)
a=0 B=0

Letras gregas como indices repetidos indicam que o somatério vai de zero até trés.
No capitulo 3 sdo usados também letras latinas como indices, que indicam que o
somatério vai de um até trés.

A energia de uma particula também deve ser corrigida quando se leva em
conta a relatividade restrita. Para uma particula como o elétron, a relagao entre a

energia relativistica E e a nao relativistica ¢ €

E=mc* +¢. (2.62)

2.5 Equacao de Dirac

A equagao de Schrddinger trata o tempo de maneira diferente das coordena-
das espaciais:
~n*_, 0
—V +V]|y(xt) = lhalﬁ(x, 1). (2.63)

2m
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A derivada temporal é de primeira ordem, e as derivadas espaciais sao de segunda

ordem. Isso fere os principios relativisticos, e foi necessario procurar outra equacao.
Historicamente, durante a década de 1920, a primeira tentativa bem sucedida
de formular uma equacao de onda relativistica analoga a de Schrédinger resultou em

1 32 2.2
vio 2 e, - (2.64)
723

conhecida como equacao de Klein-Gordon. A equagao de Klein-Gordon €é valida
para descrever a dinamica de particulas sem spin, mas € dificil de se interpretar

para particulas com spin 1/2, como o elétron [43]. Em 1928 Dirac apresentou sua

equacao [44], que resolve esse problema:

(iy#a,, - %) W= 0. (2.65)

O termo mc corresponde a equivaléncia massa-energia relativistica. O termo ¢ em
(2.65) possui quatro componentes, € € chamado spinor de Dirac. As quatro ma-
trizes gama, denotadas por y#, sdo quadradas e de ordem quatro. Existem varias
representacoes possiveis para as matrizes gama. A representacao usada nesse tra-
balho é apresentada no capitulo 3.

Qualquer solugao da equacao de Dirac € solugao da equacgao de Klein-Gordon,

mas o inverso nao é necessariamente verdade.

2.5.1 Momento anémalo magnético

A relagao entre 0 momento magnético e 0 momento angular de spin do elétron

e

f=—-g—S8, (2.66)

2m
onde o fator g € uma constante de proporcionalidade. A anomalia do momento magnético
do elétron é definida por

a="=, (2.67)

Dirac inicialmente usou g = 2 em sua equagao, e nesse caso nao ha anomalia
pois a = 0. Observou-se experimentalmente em 1947 [45] que o fator g do elétron

nao é 2, e portanto ha uma anomalia no momento. De acordo com medigées mais
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precisas [46] o fator g € g = 2.00231930436182(52).
Para levar em conta os efeitos eletromagnéticos nas equagbées de movimento

da mecanica quantica, usa-se o acoplamento minimo, como visto no capitulo 1:
e
p—p--—-A. (2.68)
C

A existéncia do momento andémalo indica que o mecanismo acima nao é suficiente.
Para considerar a anomalia do momento magnético é necessario adicionar um termo

fenomenologico ao Hamiltoniano do sistema [43]:
—atBomE,, (2.69)
onde F,, € o tensor eletromagnético e o*” & definido em termos das matrizes gama:
ot = %[y“, 7’1 (2.70)

Quando é feita a inclusao do termo extra (2.69) na equacao de movimento, diz-se que

a prescricao € nao minima. O acoplamento ndo minimo sera utilizado no capitulo 3.

2.5.2 MatrizS

Em um experimento de espalhamento, prepara-se um estado inicial de entrada
¢ emt — —oco € mede-se um estado de saida ¢ em ¢t — oo, posterior ao choque com o

alvo. A amplitude de transicao entre os estados é dado pelo produto escalar

Spp = W, $) (2.71)

O conjunto das amplitudes definidas por (2.71) é conhecido como operador
de espalhamento, ou matriz S. [47] Os polos da matriz S no plano complexo estao
relacionados as energias de estado ligado do sistema em questao.

No capitulo 3 usa-se a seguinte expressao para a matriz S [16]:
S = %om, (2.72)

onde §,, € a diferenga de fase decorrente do espalhamento.
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De posse dos conhecimentos abordados nesse capitulo, € possivel estudar o

problema de Aharonov-Bohm com momento magnético anémalo.
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Capitulo 3

Solucoes de sistemas com momento

anomalo

Neste capitulo o problema de um elétron com momento magnético anémalo
sujeito ao potencial magnético de Aharonov-Bohm é formulado e resolvido. Nao ha
campo elétrico externo. Inicialmente obtém-se a equacéo de Dirac de acordo com as
prescricoes descritas no capitulo 2. Depois de tomado o limite nao-relativistico, serao
usadas diferentes abordagens de extensao autoadjunta para obter informagdes sobre

o sistema. As respectivas energias de estado ligado sao comparadas.

3.1 Equacao de Dirac

Primeiramente obtém-se a equagao de Dirac correspondente ao sistema. Como
visto na secéo 2.5, a equacgao de Dirac que descreve um sistema formado por uma
particula livre €

(iv#9, — m) ¥ = 0. (3.1)

A partir daqui sdo usadas as unidades de Planck: 7 = ¢ = 1, também conhecidas como
unidades naturais. A representagcdo usada das matrizes y é apresentada na segao
seguinte. Os indices repetidos indicam que ha um somatério com indice u variando
de zero até trés. O termo m corresponde a equivaléncia massa-energia relativistica. E

necessario trocar a derivada que aparece na equagao (3.1) pela derivada covariante
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de gauge. De acordo com o acoplamento minimo:
0y — 0, +ieA,, (3.2)

onde ¢ é a carga elétrica da particula. Deste modo, a equagéao (3.1) pode ser reescrita
como
[iy” (514 + ieA#) - m] ¥ =0. (3.3)

A expressao (3.3) € a equacao de Dirac correspondente ao efeito Aharonov-
Bohm relativistico. Basta agora acrescentar o termo fenomenoldgico (equacao (2.69))

correspondente ao momento anémalo magnético

[iy” (a,l + ieAH) —m-— a%(f“"Fw] ¥ =0, (3.4)
Ou, equivalentemente
(i)/“@u —eylA,—m— a'u—ZBo"“’FHV) ¥ =0. (3.5)

A expressao (3.5) é a equacao de Dirac correspondente ao problema de um elétron
carregado de spin 1/2 e momento magnético anémalo, e sujeito ao potencial magnético
de Aharonov-Bohm. Essa expressao pode ser encontrada na literatura [48,49].

Como o spinor de Dirac ¥ possui quatro componentes, trata-se de um conjunto
de quatro equagdes diferenciais. Nas duas secdes seguintes a equacgao de Dirac sera

manipulada para que dois objetivos sejam atingidos:

1. Reduzir o numero efetivo de equacdes de 4 para 2: como o sistema é simétrico
com relagao ao eixo 2, visto que 0 campo magnético é paralelo a este, é possivel
remover termos e dimensdes de modo que o problema seja formulado num

plano.

2. Tomar o limite nao-relativistico a fim de obter uma equagao diferencial do tipo

Schrodinger-Pauli.
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3.1.1 Reducao dimensional

O ponto de partida é a equacgao (3.5). Separando os termos temporais (com

u=0e v =0)dos somatdrios, vém

iv200 + iy 0; — ey’ Ay — ey’ Ai — m — a'u—zB (O'OVFOV + (T’“OF#O + O'ijF,-j)] ¥ =0. (3.6)
Em (3.6) os somatérios sobre os indices latinos i e j vao de um até trés. O tensor

eletromagnético F*”, quando a assinatura da métrica é (+ — ——), é representado por

0 -E, —-E, -E.
E. 0 -B. B,

Como dito anteriormente, ndo ha campo elétrico nesse sistema. Logo F% =
FH = 0. Como consequéncia Fp, e F, também s&o nulos, visto que Fy, = —-F" e
F,o = —F*° (demonstrado no apéndice B). Da mesma maneira Ay = 0 visto que Ag é 0

potencial elétrico. Portanto, a expresséo (3.6) pode ser escrita como

(iy()@o +iy' 0 —ey' Aj—m - a%aijﬂj) Y =0. (3.8)

Agora o termo o/ F;; de (3.8) sera simplificado. o*” é definido em termos da

comutagao das matrizes y:
ot = %[7”, Yl (3.9)

e a representagao das matrizes y usada nesse trabalho € [49]:

1 0 0 0
0 -1 0 0| o3 ©

)0 = -7 , (3.10)
0 0 -10] \0 -0y

0 0 0 1
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0O 1 0 O
-t o0 of fi;m o0
v o= = , (3.11)
0O 00 -1 0 =-ioy
0O 01 O
0 - 0O
, |- 0 00| [~ 0
v = = (3.12)
0O 0 0 ¢ 0 ioy
0O 0 i O
e
0O 0 10
.o o o1f (o1
vy’ = = : (3.13)
-1 0 0O -1 0
0 -1 0O

O simbolo I denota a matriz identidade. Os simbolos o; acima indicam as matrizes de

0 1 0 —i 1 0
0'1=( ), 0'2=( ) e 0'3=( ) (3.14)
10 i 0 0 -1

O campo magnético é paralelo a diregao 2, e por isso somente as componen-

Pauli:

tes F!2 e F?! de (3.7) ndo se anulam. Como as componentes espaciais do tensor
eletromagnético satisfazem F;; = F/ (demonstrado no apéndice B), o termo o'/ F};

pode ser expresso por

O'ijFij = 0'12F12 + 0'21F21
] [
= E[yl,yzl(—Bg) + z[yz,yll(Bg) (3.15)

= —i[y', y*1Bs.

Portanto (3.8) fica

(iy0(90 +iy'0; — ey Aj —m - a%(—i)[yl, yz]B3) ¥ =0. (3.16)
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Na métrica (+ — ——), as matrizes y satisfazem a identidade
1, u=0
(y")? = (3.17)
-1, u#+0

Logo, multiplicando (3.16) por —y° e colocando a derivada temporal no segundo mem-

bro da equacgao resulta em

(—iyoy’ﬂi +ey’y A +9%m — a%iyo[yl, 72]33) Y =idyV. (3.18)
Pode-se reconhecer idy como o operador energia correspondente a estados esta-
cionarios. Assim:

{yoyi (=i + eAp) +7'm - aBliy 1y, 72]B3} ¥ = V. (3.19)
Como visto anteriormente, o termo —id; + eA; € 0 momento cinético I1;. Nesse
sistema, apenas a componente z do campo magnético nao se anula. Logo, a solugao

procurada é um autoestado do operador IT; com autovalor 0, e (3.19) fica
(yoyil'li +y'm - a”—;iyo[yl, ’)/2]33) ¥ = B (3.20)

Os termos matriciais em (3.20) podem ser calculados usando as representacoes das

matrizes y apresentadas anteriormente. Portanto:

g1 0
Yoy = ( ) (3.21)
0 (0]
oy O
yoy? = ( ) (3.22)
0 (0]
e
1 0
iy’ly',y*1 = 2(0 1) (3.23)

Deste modo, a equacao (3.20) pode ser representada usando matrizes de
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ordem 2:
o111y + o2l 0 —aupBj 0 mos—E 0
+ =+ \P = 0
0 o1l + 011, 0 a,uBB3 0 -mo3 — E
(3.24)
ou, usando matrizes de ordem 4
—aupB3 +m—-FE 11, — I, 0 0 Y
II; +iIl, —ayBB3 -m—E 0 0 Y, 0
0 0 +(1,UBB3 -m—-FE I, — I, b ) .
0 0 I +iIIp +aupBs; +m—E|\¥Yy
(3.25)
A equacao matricial acima corresponde ao sistema de equacoes
(ITy = illx)¥2 + (—appBs + m — E)¥; =0,
(ITy +ill))¥ + (—appB; —m — E)¥; =0,
) (3.26)

(H1 - in)\P4 + (+a,uBB3 -—m - E)\P3 =0,

(ITy +iI1)¥5 + (+a,uBB3 +m—E)¥Y4 =0.

O sistema de quatro equacgoes (3.26) pode ser representado por duas equagoes
apenas. Para esse fim é introduzido o parametro s, que pode assumir os valores

s = 1. O parametro s € interpretado como o dobro do spin da particula. Desta

maneira:
(Hl - Sin)\Pb + (—sa,uBB3 +m — E)\Pa =0,
(3.27)
(ITy + sillL)¥Y, + (=saupBz —m — E)¥Y, =0,
onde
Y, s=1,
Y, =4 (328)
lII47 s = _17
e
¥, s=1,
\I’b = A (329)
\P3, s=-1
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Ou, em forma matricial

— Bs+m—-E I1; —isIl Y,
SARBEs T LT )( ):o. (3.30)

II; +isIl —saupBs —m — E[\P,

A expressao (3.30) € a equacao de movimento reduzida. Para todos os efeitos o sis-
tema foi resumido a duas equacdoes que envolvem apenas duas dimensdes espaciais.
Esse resultado € esperado visto que, devido a simetria com relagdo ao eixo 2, o pro-

blema pode ser formulado em um plano.

3.1.2 Limite nao-relativistico

Nesta secao sera tomado o limite nao-relativistico da equacao (3.30). A ener-
gia da particula € E = m + ¢, onde € € a energia ndo-relativistica. No limite ndo-

relativistico, ¢ < m. Logo, pode-se reescrever alguns termos de (3.30) como
m-E=—¢ (3.31)
e, visto que —saupgB; < m
—saugB; —m - E =~ -2m. (3.32)
Portanto a equagao (3.30) fica

— B3 — I1; —isIl Y,
SappEs me STl 2)( ):o. (3.33)

I +isIl, -2m

Em forma de sistema linear

(—Sa/JBB3 — 8) Y, + I —isll))¥, =0

(3.34)
(I +isIL) ¥, — 2mY¥, = 0.
Eliminando ¥, do sistema acima, obtém-se
11 i sT1
(—saupB; —¢€) + (I1} — isﬂg)w ¥, =0. (3.35)

2m
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O produto (ITy — isIl)(IT; + isIlp) €
(T1y — isThL) (I + isTly) = T2 + I15 + is[ITy, TT,]. (3.36)

De acordo com [2], o comutador [I1;,I1,] é

[Hl, Hz] = i€B3. (337)
Logo
[(—sa,uBBg —e)+ ﬁ (117 + 113 - seB3)] Y, =0, (3.38)
que implica
ﬁ [ f + H% — seB3 — s2ma,uBB3] ¥, = eV¥,. (3.39)

A expressao (3.39) € a equagao nao relativistica procurada. Basta substituir

alguns termos como o magneton de Bohr

Hp=5- (3.40)
m
e 0 campo magnético
€B3 — _@@ = _¢M, onde ¢ = L()O’ (341)
2n r r 2r
para finalmente obter
1 {(1 NS
— |[=V—-eA] +n—=| ¥, =¢&VY,. (3.42)
2m [\ i r
A constante n é
n=>0+a)s¢= %sqﬁ, (3.43)

onde foi usada a equacao (2.67) que relaciona o fator g a anomalia do momento
magneético.

A expressao (3.42) € a equacao nao relativistica do tipo Schrodinger-Pauli
correspondente ao sistema em questdo. A principio a equacao obtida seria valida

somente para a componente ¥, do spinor. No entanto, de acordo com [50] a equacgao
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correspondente a ¥, difere somente de uma troca s — —-s. Como o parametro s
assume somente os valores +1, entdo a equagao (3.42) é suficiente para descrever o

sistema.

3.2 Decomposicao da funcao de onda

Nesta secdo a funcao de onda ¥, de (3.42) é decomposta em autofungdes da
componente z do momento angular. Primeiramente expande-se o operador Hamilto-

niano da seguinte maneira

2
2me¥, = (lv - eﬁ) FLICA )
! ’ (3.44)
- vy, Si.ve, - lv (eAw,) + (eA) ¥, + ;75(’”)\11,.
1 1 r
Definindo uma constante k para o termo de energia
k* = 2me (3.45)
e usando o potencial de Aharonov-Bohm
eA=-2¢ (3.46)
r
pode-se simplificar a equagao diferencial (3.44)
R R 0
KW, = -V, — 2—,€A VY, - l\{lav (eA) + (eA) ¥, +17 (r)‘P (3.47)
l l

Usando o gauge de Coulomb, discutido no apéndice B, toma-se o divergente do po-

tencial vetorial como V - 4 = 0. Logo

5(r)

2
¢ ¢ lI" +7]Tl1"a. (348)

k* = -v2y, @ VWt

Agora a fungao de onda é decomposta em autofungdes do momento angular.

Em coordenadas polares r € o raio e ¢ é a coordenada angular. Deste modo escreve-
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se ¥, como

Wa(r,9) = D fu(r)e™. (3.49)

m=—0o
As autofungbes "¢ formam um conjunto linearmente independente. Portanto cada
componente deve individualmente satisfazer

1 2

, 0 , 1 0
2 img _ im
k= fm(r)e $=- {; ar rar (fm(r)e (’0)] + ﬁa(pz

(fm<r>e"'"9")}
+ 226 |ig (™) + 220 (unem) | (@50

2
+ % (™) + 022 (f(reme) .

r

Derivando, obtém-se

im L[dfu(r) | dfu)] e ™ im
szm(r)e ‘p:_{;[ dr +r 72 ]e ¢ — 2 Jfm(r)e "0}
n M;mem(r)eim"" (3.51)
r

2
, 5 :
+ %fm(r)elm“’ + ﬂﬂfm(r)e’m*"-
r r
As fungdes exponenciais em (3.51) sdo comuns a todos os termos e nunca se

anulam, portanto podem ser canceladas. Rearranjando os termos obtém-se

2 2
Cn = |- = 24+ P 20 ), (8.52)

dr? rdr r?

Para denotar o Hamiltoniano radial efetivo em (3.52) usa-se A:

[ & 1d m+¢? 60
h:= [_ﬁ - ;E + r2 +7n p :| 5 (353)
de modo que a equagao (3.52) pode ser escrita simplesmente como
hfum(r) = K2 fn(r). (3.54)

Como visto no capitulo 2, um Hamiltoniano como # nao é continuo nem limi-

tado, e portanto precisa ser manipulado com cuidado. O Hamiltoniano correspondente
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a h, mas que exclui a singularidade do tipo delta, & denotado por Ag

2 2
o[ 1d e
dr? rdr r?

. (3.55)

Nas secoes seguintes i sera tratado como uma das possiveis extensdes autoadjuntas
de hy.

3.3 Extensao autoadjunta pelo método de Bulla-Gesztesy

Nesta sec¢ado sera usada a condigdo de contorno de Bulla-Gesztesy para a
obtencao de uma relagao entre o parametro da extensao autoadjunta e a energia de

estado ligado do sistema.

3.3.1 Hamiltoniano e condicao de contorno

Para que seja possivel aplicar o teorema de Bulla-Gesztesy no operador Ha-
miltoniano do sistema em questao, primeiramente ele precisa ser reescrito na forma

dada pela equacao (2.46), ou seja

2 —
d w-n + X 2w (3.56)

he = -2
¢ dr? r? roora

Faz-se isso para descobrir quais sao os fatores ¢, y, @ € W correspondentes a este
caso. O operador iy dado por (3.55) pode ser escrito desse modo através da aplicagao
do operador U, cujo efeito é

Ufr) =r'f). (3.57)

Assim, a transformacao UhoU~"! define hy:

hof(r) = UhgU™" f(r)
_ 2 [_ d? 1d  (m+ ¢>)2] [r‘l/zf(r)]

dr? rdr r2

d2
={——+
{ dr?

(3.58)

111
(m + ¢)* — Z] 72} f@).
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Comparando as equacdes (3.58) e (3.56), conclui-se que h possui a forma (3.56),

comy =a =W =0. A constante ¢ satisfaz

Le-1) = (m+¢)2—%. (3.59)

O teorema de Bulla-Gesztesy € aplicavel nas situagdes em que o operador

nao € autoadjunto. Um operador da forma (3.56) ndo é autoadjunto quando [51]

(-1 < %. (3.60)

Caso contrario é essencialmente autoadjunto. Para descobrir qual € a situagao do

problema atual, substitui-se (3.59) em (3.60). Deste modo

(m+¢)2—%<% = (m+¢)* < 1. (3.61)

Portanto nos casos em que |m + ¢| < 1, ou seja, —1 < (m + ¢) < 1, 0 operador nao é

autoadjunto, e o teorema de Bulla-Gesztesy é aplicavel.

As duas solugdes da equacao quadratica (3.59) para ¢ sdo ¢ = % +|m+ ¢ e
(= % — |m + ¢|. Ambas produzem o mesmo operador, e o valor de ¢ € necessario para
obter a condicdo de contorno correta. Opta-se por ¢ = % + |m + ¢|, visto que € a Unica
opcao que satizfaz (2.49).

De posse de ¢, pode-se reescrever as condi¢coes de contorno de Bulla-Gesztesy
a partir das equacgodes da secao 2.3.5. Com ¢ = % + |m + ¢|, a condicdo de contorno
dada por (2.48) fica

£8oe = 8ue
’ 3.62
lim @rlmwl _ 1 i [g(r) B ( lim g(r )r'l"’+¢|) 1 ] 1 ( )

i :
r-0t .3 2Z|Im + ¢| r—0* =0+ rlm+dl | plm+4|

1 1
r2 r’2

Pode-se resumir a equacgao (3.62) definindo A,, := 1/2¢|m + ¢|) € x(r) :=
g(r)/r'2. Deste modo escreve-se a condigdo de contorno de Bulla-Gesztesy (3.62)

como

1 1
: [m+¢| _ : _ . N lm+d|
Tim ()" = 4, Tim [)((r) (1im xyrme) rlm+¢|] (369
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A condicao de contorno dada na equacao (3.63) coincide com a obtida por Park [15]
no estudo do problema de Aharonov-Bohm com potencial adicional Coulombiano. De

maneira ainda mais reduzida, pode ser formulada como

O = O, (3.64)
onde
fO .= ]ir(r)1+ x(r)yrimel (3.65)
e
1
fO = lim e () = O (3.66)

3.3.2 Determinacao das energias de estado ligado

Nesta seg¢ao serao determinadas as energias de estado ligado do sistema
em funcao do parametro da extensao 4,,. A equacao diferencial correspondente ao

Hamiltoniano #g &

2 2
[ d _1d @m : 9" _ kz] Fn(r) =0 (3.67)

ou, equivalentemente

[d2 1 d . (m + ¢)>

dkr? " krdtkr) T (kr)? ]f'”( )=0 (3.68)

A expressao (3.68) € a equacao diferencial de Bessel. Uma das possiveis maneiras

de expressar sua solugao geral € por
Sm(r) = amJdy(kr) + by Y, (kr), (3.69)

onde J,(z) e Y,(z) sao as funcoes de Bessel do primeiro e segundo tipo, respectiva-
mente, e v = |m + ¢|.

O objetivo dos calculos a seguir € usar a fungao de onda radial (3.69) e a
condicao de contorno de Bulla-Gesztesy (3.64) para encontrar uma expressao que

correlacione os coeficientes a,, e b,,. Deste modo sera relacionada a fisica do sistema
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ao parametro da extensdo. Primeiramente calcula-se f©

f(o) = 11161+ plm+el lamJy(kr) + b, Y, (kr)]
res (3.70)

~ lim amr|m+¢|fy(kr) N bmr|m+¢| Jy(kr)cos(|m + ¢|m) — J_y (kr)
r—0* sen(|m + ¢|7T)
Como a extensao autoadjunta prescreve o comportamento do sistema nas
proximidades da singularidade, usa-se a seguinte expansao assintética de J,(z) para
z— 0[52]:

7\ Im+¢l 1
Ma)= (5) T(m+gl+1) (3.71)
Assim 1O fica
b 2 [m+¢| |
©____ Pm (= I
= sen(|m + ¢|m) (k) I(l-|m+¢|) (3.72)

De maneira similar, usa-se a solucao geral da equacao diferencial de Bessel

(3.69) para calcular f(V:

1

r|m+¢|

f(O) ]

M _
f rli)l’(l;l+ r|m+¢|

[fm(r) -

T J,(kr)cos(vm) — J_, (kr) b, 2 v 11
= rli}l’{)h pe [ava(kr) + bm Sel’l(Vﬂ') + Sen(wr) (k) F(l _ V) ry:| .
(3.73)

E novamente faz-se uso da expansao assintotica da J,(z), dada por (3.71). Agora para

simplificar (3.73):

. k |m+¢| 1 b (E |m+¢| 1 (1 + ol0)
fr=ani3 T(m+dl+1)  sen(m+dlm) \2 T(im + g < D)costm + ¢lm).

(3.74)

De posse de f©@ e £, é possivel calcular a condicdo de contorno de Bulla-
Gesztesy. Basta substituir (3.72) e (3.74) na equacao (3.64). Portanto obtém-se a

expressao

Cbe (21 f)v L, b (E)V | o)
“sen(vm) \k) T(1—v) ™" am |5 ro+D senom \2) Tors 1)cos vm)| .
(3.75)
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O isolamento do coeficiente b,, produz uma expressao do tipo
bm = _M%’n)ama (376)

onde o coeficiente '’ é dado por

L = g k2D (1 = |m + l)sen(m + ¢|x)
" " 4T (Im + @) + 1) + k249D (1 = |m + ¢|)cos(|m + plr)°

(3.77)

A equacao (3.76) expressa a relagao entre os coeficientes a,, e b,,, € depende
do parametro da extensao 4,,. Assim a solugao geral da equacao diferencial de Bessel

(3.69) pode ser escrita como
Fn () = ap | T Chkr) = ¥, (k)| (3.78)

A equagao (3.78) é um resultado bastante importante. Essa expressao da a
funcdo de onda radial do sistema de Aharonov-Bohm em termos do parametro pldm),
Ela da a relacao entre a extensao autoadjunta pelo parametro 1,, e as solugoes do sis-
tema de Aharonov-Bohm. Da maneira como o sistema foi resolvido, 4,, € o parametro
que controla a parte singular das solugoes da equagao de Schrdédinger. Quando 4 = 0,
por exemplo, a contribuicao da funcao singular na origem, Y, (kr), desaparece, e 0s re-
sultados do sistema original de Aharonov-Bohm sem spin sao retomados.

E fundamental enfatizar que cada escolha do parametro 1,, (seja nimero real
ou infinito) descreve uma situacao fisica diferente. Como a solugao foi obtida através
do teorema de Bulla-Gesztesy, qualquer dessas escolhas garante que o Hamiltoniano
seja autoadjunto. Essa situagao contrasta com o paradoxo encontrado no estudo do
valor esperado da energia de uma particula em um pogo de potencial infinito, discu-
tido em [26]. L&, as condigdes de fronteira escolhidas ¥ (J_r%) = 0 limitam as solugdes
possiveis para a equacao de Schrddinger, de modo a limitar o dominio do Hamiltoni-
ano, sacrificando sua propriedade autoadjunta e causando paradoxos. Em contrapar-
tida, na solugcao obtida para o problema resolvido nesse capitulo, as escolhas de 4,
nao comprometem a propriedade autoadjunta do Hamiltoniano.

Resumindo o resultado obtido aqui, o que ocorreu foi uma troca: abdicou-se
da liberdade de se escolher condicdes de contorno intuitivamente e contentou-se em

fazer escolhas para o valor do parametro 4,,. A troca altera o dominio do Hamiltoniano
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e garante que este seja autoadjunto.

Como o parametro 1,, aparece na fungao de onda, espera-se que qualquer
resultado obtido a partir dessa dependa também de 4,,. Essa dependéncia pode
ser observada, por exemplo, nas energias de estado ligado do sistema, calculadas a
sequir.

No limite assintotico r — oo, as solugdes da equacao diferencial de Bessel

podem ser expressas por [52]:

[ 2 lm+¢lr =«
Jy(kr) = kmcos (kr > 4)

[ 2 lm+¢ln =
Yv(kr) X ESCH (kr— 2¢ - Z)

Deste modo, a fungao de onda radial (3.78) fica

~as] 2 _mAglm ) _m+dlx
fm(r) = ap, P [cos (kr > 4) ™ sen | kr 7 ik (3.80)

A forma assintética da funcdo de onda para o sistema de Aharonov-Bohm

[ 2 lm|lr m A
f,,,(r) ~ mCOS (kl" - T - Z + 5m (k, ¢)) (381)

onde . (k, ) é a diferenca de fase. Comparando a equagao obtida (3.80) com (3.81),

(3.79)

é [53]

conclui-se que

5im(k, @) = = (Im| = |m + ¢]) + arctan (a4
: (3.82)
= AP (9) + 6,4,

m
onde A25(¢) := Z(Im| - v) e 8,,, := arctan (u(’lm)).
A seguir usa-se a matriz S para calcular as energias de estado ligado. A

diferenca de fase ;2" (k, ¢) pode ser usada para calcular a matriz S [16], de acordo
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com a equagao (2.72):

ghm _ 206w (k)
dm

iANAB
= Q205 (9)

1+ m,j;z] (3.83)

I — gt

2intB ) [T +v) + Ak T(1 = v)cos(var) +idnk®T(1 = v)sin(vr)
=e M .
AT(1+v) + k2T (1 = v)cos(va) —id, k2T (1 - v)sin(vr)

Como dito na se¢ao 2.5.2, as energias de estados ligados do sistema podem
ser obtidas a partir dos polos da matriz S. Esses encontram-se na parte superior do
plano complexo. Para tal iguala-se o denominador de (3.83) a 0 e efetua-se a troca

k — ik. Desta maneira obtém-se
AT +v) = 4,k T = v)cos(v) + ik T(1 = v)sin(vr) = 0. (3.84)

As energias de estado ligado pode ser obtida de (3.84) por intermédio da equagao

(3.45). Elas sao

2 1T +m+gp]m
EBETM T AT = m + 9] ’ (3.85)

para 1, < 0. Essas energias concordam com os valores obtidos na literatura [15].

Analisando-se as energias de estados ligados obtidas, nota-se algumas coi-
sas. Primeiramente, seja n a parte inteira do fluxo ¢. Como os resultados obtidos sao
validos somente na regiao |m + ¢| < 1, conclui-se que os estados afetados sao os que
satisfazem n = -m ou n = —m — 1. Ou seja, ajustando-se o fluxo magnético pode-se
selecionar quais sao as energias de estado ligado disponiveis no sistema.

Como esperado, as energias de estado ligado dependem do parametro A,,.
Por outro lado, nao foi encontrada dependéncia explicita entre as energias e a anoma-
lia do momento magnético. Isso porque a informagao sobre a anomalia do momento
magnético aparece na constante que multiplica a delta de Dirac bidimensional no Ha-
miltoniano. Aqui, no entanto, esse Hamiltoniano (3.53) é tomado como extensao auto-
adjunta do Hamiltoniano (3.55). Como o método parte de (3.55), ele nao tem acesso
direto a informacéao sobre 0 momento magnético anémalo do elétron.

A amplitude de espalhamento pode ser expressa em termos da matriz S. A
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relacao é

(9]

1 im
fotk ) = D (Spm—1)e™e. (3.86)

m=—oo

Alguns casos particulares da matriz S;j;; (equagao (3.83)) com diferentes va-

lores do parametro da extensao 4,, sao

|, Am =0
Sy = (3.87)

¢’m . .
eZzAle(¢)62m|m+¢|’ A, = +0o

O valor calculado para 4,, = 0 recupera o resultado do problema original de Aharonov-
Bohm.

3.4 Extensao autoadjunta pelo método de Kay-Studer

Como visto anteriormente, cada valor de 1,, possui implicagoes fisicas dife-
rentes. Por isso, € possivel relacionar 1,, as constantes fisicas e a geometria do
sistema. Uma maneira de fazé-lo é usando outro método de extensao autoadjunta, o
de Kay-Studer, descrito na secdo 2.3.6. O objetivo dessa segao é fazer essa relagao.

As constantes e operadores usados aqui sao os mesmos que foram definidos
nas secoes anteriores. Novamente o Hamiltoniano singular 4 dado por (3.53) sera to-
mado como extensao autoadjunta do Hamiltoniano 4, expresso pela equagao (3.55).
Primeiramente encontra-se o subespaco de deficiéncia de (3.55), de acordo com o

teorema de von Neumann visto na segao 2.3.4. Assim
hi fE(r) = xikofE(r). (3.88)

Aqui k¢ € incluido por razdes dimensionais, e € analogo a equacao (3.45). As Unicas
solucdes de (3.88) com quadrado integravel em |m+¢| < 1 sao as fungdes modificadas
de Bessel K ,,+4/(rVFike). Os indices de deficiéncia portanto séo (1, 1).

De acordo com [55], a forma geral das fungdes no dominio de A é
Fo(r) = fn(r) + C | Kimsg (N=ikor) + € Kimsg) (V+ikor) |, (3.89)

onde foram incluidas as solugdes dos espacos de deficiéncia, e C € uma constante. A
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funcédo f,.(r) é a fungéo de onda radial regular na origem, com f,,(ro) = dfw/drl;, = 0.

Nas se¢oes anteriores foi resolvido o problema de Aharonov-Bohm com campo
magnético pontual, ou seja, com raio infinitamente pequeno. Aqui primeiramente usa-
se um raio finito: escolhe-se um raio ro ndo nulo e faz-se uma divisdo do espaco em
duas regioes: r > ro e r < ro. A condicao de fronteira usada é a dada pela equagao

(2.54):
d
lim To dfo = lim Qﬁ
r0—>0+ f() dr r=ro r0—>0+ f/J di’ r=ro

(3.90)

onde f, refere-se as solugdes de energia zero do Hamiltoniano 4. Integrando de 0 até

ro @ equacgao para energia zero:

hfo(r) =0 (3.91)
resulta em
nlod>  1d (m+¢)r S5 —rp) B
Ou seja
ro ro ro _
_f ; ( dfo)dr+ (m+¢)2f ifora’r+f 77—5(r rO)fordr =0. (3.93)
0 a’r d 2 0 ro

Para solugdes regulares de fj, a segunda integral em (3.93) se anula. Deste

modo obtém-se

B[] S P (3.94)
dr ro 0
No limite ro — 0%, a equacgao (3.94) torna-se
. 10 dfo
lim ——— =1. 3.95
rogl(l)"' f() dr r=ro g ( )

O lado esquerdo da equacao (3.95) é o lado esquerdo da condigao de contorno (3.90).
Para calcular o lado direito de (3.90), substitui-se as solu¢des Kj,.¢ (ar). A constante

a = V-2Mep é usada por conveniéncia. Assim

ro dKjm+g(aro)
Kim+g(arg) dro

(3.96)

A funcao de Bessel modificada do segundo tipo possui representacao as-
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sintética
~|m+g Im+¢|
e Z Z
Kimso) = - : 3.97
L Dsen(rlm + ¢l) [ 27T — [m+ @) 21 + |m + ¢]) (3.97)
Usando a representagao assintética (3.97) pode-se reescrever (3.96) como
_|m + ¢|a—|m+¢|ra|m+¢| |m + ¢|a|m+¢|r(|)m+¢| Cl_lm+¢|l"5|m+¢| a|m+¢|r(|)m+¢’|
TWWWQ—pn+M)_mwwru+pn+@)_" 21T = [m+ ¢) 2T+ [m+ ¢ |
(3.98)
Rearranjando os termos (3.98) e isolando « obtém-se
22 (1 1/Im+¢|
o2 = = (n+Im+¢) T +|m+¢l) (3.99)
rog L1 =Im+ @) T(1 = |m + ¢])

Com a? = —2Mep, obtém-se uma expressdo para as energias de estado ligado do

sistema:
M+ |m+ @) T(1 + |m + ¢y ]/1m+9!

2
RV [(n— m+ g1 T(1 — |m + )

(3.100)

Finalmente, comparando a energia obtida aqui (3.100) com a energia obtida

do método de Bulla-Gesztesy (3.85), obtém-se

11 (n+|m+¢|)

/1m B 1’3 77—|m+¢| (3101)
_ 1 [n+im+9| '
rg n—Im+el|

A expressao acima relaciona 1,, a parametros fisicos e geométricos. Como o parametro
n € funcao da anomalia do momento magnético a do elétron (ou seja, n = n(a)),
€ possivel expressar o parametro 1,, em funcao de a. Nao foi possivel obter uma
relacao explicita para o parametro da extensao autoadjunta pela aplicacao isolada do
método de Bulla-Gesztesy. A comparacao das energias de estados ligados dos dois
métodos, no entanto, permite que se expresse o parametro da extensao em termos

da fisica do sistema.
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Conclusao

Nesse trabalho estudou-se o efeito Aharonov-Bohm e os sistemas correspon-
dentes, assim como suas implicacdes fundamentais para o entendimento da mecanica
quantica.

Aqui também se estudou a extensao autoadjunta de operadores. Foi mos-
trada sua relevancia e aplicacdes em sistemas fisicos, principalmente na solugao de
problemas com Hamiltonianos singulares. Dentre as ferramentas disponiveis para o
tratamento de Hamiltonianos singulares, a extensao autoadjunta € a Unica capaz de
garantir a propriedade autoadjunta dos operadores, e portanto nao fere os principios
da mecanica quantica.

Tratou-se do limite nao-relativistico do sistema de elétrons que possuem mo-
mento magnético andmalo sob o efeito do potencial de Aharonov-Bohm. Nesse, deu-
se énfase aos métodos de extensao autoadjunta de operadores. Foram encontradas
as energias de estado ligado usando dois métodos distintos. Através da aplicacao do
método de Bulla-Gesztesy, nao foi possivel relacionar de maneira explicita o parametro
da extensao autoadjunta a fisica do sistema. Esse método, no entanto, relaciona as
energias de estados ligados ao parametro em questao. O método de Kay-Studer rela-
ciona as energias de estados ligados a anomalia do momento magnético, mas nao ao
parametro da extensdo. A combinagdo de ambos os métodos, portanto, faz a relagéao
entre a fisica do sistema e o parametro da extensdo. Desta maneira, foi atingido o
objetivo principal do trabalho.

Uma sugestao de trabalho futuro € a investigagao da relagao entre as solugoes
propostas por Hagen (baseadas em regularizagoes), e a solugao baseada em ex-
tensao autoadjunta. Se a solugao de Hagen é correta, espera-se que possa ser repro-

duzida por alguma escolha do parametro da extensao.
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Apeéndice A - Potenciais de gauge

Como visto no capitulo 1, o efeito Aharonov-Bohm foi previsto em decorréncia
da introducao dos momentos invariantes de gauge no Hamiltoniano do sistema. A
invariancia de gauge tem origem no eletromagnetismo. O eletromagnetismo classico

€ modelado pelas equacoes de Maxwell:

v.E=L, (A1)
€0
V-B =0, (A.2)
OB
VXE = T (A.3)
VXxB= Mo (J + Goaa—f) . (A4)

Nessas equagoes os campos elétrico E e magnético B sao as grandezas principais.
A identidade V - (V x K) = 0 para um campo vetorial bem comportado K qual-
quer e (A.2) sugerem que 0 campo magnético possa ser escrito como o rotacional de
um potencial vetorial:
B=VXxA. (A.5)

Como V x (VA) = 0 para um campo escalar bem comportado A qualquer, a

equacao (A.5) admite a transformacao
A—>A+VA (A.6)

sem que o campo magnético seja afetado.

A substituicao de (A.5) em (A.3) resulta em

Vx(E+%):O (A7)



68

onde o termo entre parénteses pode ser escrito como o gradiente de uma fungao —¢,
sendo ¢ o potencial escalar. Assim, obtém-se uma expressao para 0 campo elétrico
em termos dos potenciais:

E=-V¢-—. (A.8)

A aplicagao da transformacao (A.6) em (A.8) resulta em
E=-V|¢g+—]|-—, (A.9)

de modo que o campo elétrico foi afetado. Para que a transformacéao (A.6) nao altere

o campo elétrico (A.8), o potencial elétrico precisa ser transformado também:

XL (A.10)

O conjunto (A.6) e (A.10) € chamado transformacao de gauge, e a invariancia

dos campos sob a transformagao é chamada invariancia de gauge [56].

Gauge de Coulomb

O gauge de Coulomb é uma escolha de A de forma que o potencial vetorial
satisfaca [57]
V-A=0. (A.11)

Dada uma transformacao de gauge como
A=A"+VA, (A.12)
para que (A.11) seja cumprida, basta uma escolha de A que satisfaca
VA =-V- A" (A.13)
A substituicao do campo elétrico (A.8) na lei de Gauss (A.1) implica
_AV-A) _p

- V2 o e (A.14)

Com o gauge de Coulomb, a equacao acima torna-se a equacgao de Poisson e o poten-
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cial escalar € igual ao potencial coulombiano. Portanto, o uso do gauge de Coulomb
remove termos do tipo V- A sem que seja necessario sacrificar outras propriedades

dos potenciais.
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Apeéendice B - Componentes do tensor

eletromagneético

Nesse apéndice sado calculadas as componentes covariantes do tensor eletro-

magnético a partir das componentes contravariantes e da métrica:

0 -E, -E, -E,
E. 0 -B. B,

FH = . (B.1)
E, B, 0 -B,
E. -B, B, 0
1 0 0 0
0 -1 0 0
e (B.2)
0 0 0 -1

Para abaixar os dois indices de F#” é necessario contrair com a métrica cova-

riante duas vezes. Deste modo
Fuy = NuattvpFP. (B.3)
A separagao dos termos com indices u e v nulos dos somatérios implica
Fuy = 0,010 F® + 7m0 F™ + 7,07, F" + n,3my,; F. (B-4)
Como F® =0 e F*" = —F"*, pode-se simplificar (B.4). Assim

Fuy = (=11mv0 + 107vi) F + numy i FY. (B.5)
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Para provar que Fy, = —F%, basta substituir x = 0 e v = k em (B.5). Logo
For = (=00 + noonii) F* + noine FY. (B.6)

Como as componentes espaciais da métrica podem ser expressas em termos do delta

de Kronecker n,,, = —6,.,, @ expressao acima fica

Fox = =6 F
(B.7)
= -F%,
Para provar que Fy; = F¥, basta substituir u = k e v = em (B.5). Logo
Fu = (=nximio + nxonis) F" + e FY. (B.8)

Expressando novamente as componentes espaciais da métrica em termos do delta de

Kronecker, obtém-se

Fiy = (—6ki)(=6,))FY

— Fkl.



