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Resumo

Este trabalho tem como objetivo comparar a eficiéncia entre duas maneiras alternativas
de realizar protocolos de computagao quantica. A primeira, é chamada de computacao
quantica adiabatica, que é realizada através dos conceitos do teorema adiabatico. A
segunda, ¢ chamada de computacao quantica nao adiabéatica, que é realizada através das
ideias de invariantes dinamicos. Esses protocolos serao apresentados em um contexto
tedrico de Ressonancia Magnética Nuclear, sem a realizacao experimental.

Palavras-chave: Teorema Adiabatico. Invariantes Dinamicos. Computacao Quan-

tica.



Abstract

This work aims to compare the efficiency between two alternative ways of performing
quantum computing protocols. The one is called adiabatic quantum computation, which
is to realize through the concepts of the adiabatic theorem. The second is called non-
adiabatic quantum computation, which is performed through ideas of dynamic invariants.
These protocols will be presented in a theoretical context of Nuclear Magnetic Resonance,
without the experimental realization.

Keywords: Adiabatic Theorem. Dynamic Invariants. Quantum Computation.
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Introducao

Na virada do século X X uma revolucao estava em curso nas ideias cientificas, uma
série de experimentos realizados em laboratoérios da época, nao eram compativeis quando
se tentavam explicd-los usando Mecéanica Classica. Alguns exemplos, como a catéstrofe
do ultra violeta, que previa energia infinita emitida por um corpo negro quando o com-
primento de onda chegava ao ultra violeta, como também o elétron orbitando um nicleo
atomico, a previsao classica mostrava que uma carga elétrica sobre a acao de uma forca,
fazia com que esta carga emitisse radiagao de modo que ela perderia energia ao circular
o nucleo e acabaria espiralando para o nticleo. Assim como também experimentos que
nem se quer havia uma explicacao como efeito foto elétrico, em que incidia-se um feixe
de luz com um certo comprimento de onda sobre uma placa de metal e, para determi-
nada frequéncia de luz, os elétrons eram retirados da placa, enquanto que para outras
frequéncias nada acontecia. Foi necessario que pessoas com uma grande intui¢ao entrasse
em cena, para enfrentar tudo que havia sido feito até a época e resolver esses problemas.
O trabalho dessas pessoas levou a criacao do que conhecemos hoje como Mecanica Quan-
tica. Ela vem sendo desde entao a teoria mais testada na area da fisica e até o momento
todas suas previsoes estao sendo bem sucedidas. Podemos dizer que ela é a descricao mais
precisa conhecida sobre o mundo, de modo que hoje ela é a base para a computacgao e
informacao quantica.

A computacao foi outro grande triunfo da humanidade durante o século X X, o surgi-
mento da computacao foi devido a uma necessidade do homem em querer realizar calculos
de forma mais rapida e pratica. Desenvolvendo assim ferramentas que fossem capazes de
realizar este trabalho, essa busca tornou-se cada vez mais importante. Principalmente
devido & necessidade que os problemas fisicos apresentavam, as leis da fisica mostravam-
se em forma de equacoes diferenciais na qual realizacao de simulacao computacional é
de grande ajuda. Os principios teodricos e os fundamentos mateméticos para o desen-
volvimento do primeiro computador foi iniciado por Alan Turing em 1936, que criou a
Maquina de Turing, capaz de ser programada para realizar uma tarefa (1). Foi na década
de 70 que surgiu a ideia de usar Mecanica Quantica para a realizacao de computacao
quantica através de suas leis, proposto por Paul Benioff em 1973 (2). Em 1981 Richard
Feynman apresentou em uma conferéncia no MIT uma proposta de se fazer computacao

quantica e que esses computadores teriam uma capacidade de processamento superior aos
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computadores classicos (3). Ele realizou estudos que possibilitaram caracterizar as lim-
itacoes desses computadores em simular sistemas quanticos, o que deu o impulso inicial
para que a comunidade cientifica tenta-se realizar essas ideias. Foi entao que em 1985
David Deutch (4) desenvolveu a primeira maquina de Turing quantica, que seria capaz
de simular outro computador quantico, e em 1994 surgiu o primeiro algoritmo quantico
feito pelo mateméatico Peter Shor (5), que era capaz de fatorar grandes ntimeros com
uma eficiéncia melhor que os computadores convencionais. Foi a partir disso que outros
algoritmos quéanticos foram surgindo como o algoritmo de busca (6), feito por Lov Grover
em 1996. Este algoritmo seria capaz de resolver problemas de busca em uma base de
dados com N elementos de forma mais eficaz que os algoritmos classicos. De modo que os
computadores convencionais precisam de um ntimero maior de processos para encontrar
a solucao que é da ordem de N. O algoritmo desenvolvido por Grover necessitaria de
apenas VN, algo surpreendente em relacio ao ganho.

Outro fator interessante é que além desses algoritmos serem mais eficientes que os
algoritmos classicos, também é possivel buscar uma forma mais eficiente para realiza-los,
e umas das ideias para isso ¢ a chamada computacao quantica adiabatica. O teorema
adiabatico, ¢ uma maneira alternativa de realizar esses algoritmos de uma forma em que
nao hé dissipacao de energia durante a dinamica do sistema. Outra alternativa para a
realizacdo de computagdo quantica é a computacao quantica nao adiabatica (7), na qual
é usada a ideia dos Invariantes Dinamicos para realizagao dos processos dinamicos do
sistema de modo mais eficiente, entretanto com um custo energético.

O presente trabalho tem como principal objetivo idealizar e discutir, num contexto
tedrico, aplicacoes do Teorema adiabatico e Invariantes dinamicos para realizacao do
algoritmo de busca de Grover. Além disso, sao apresentados argumentos caracterizando
alguns parametros do Hamiltoniano de um sistema de dois spins nucleares para uma
possivel implementacao experimental via a técnica de RMN.

A dissertagao foi dividida em 5 capitulos, o primeiro capitulo apresenta o teorema
adiabatico, mostrando-se uma ideia classica para um sistema formado por um péndulo
simples, onde a frequéncia angular do sistema muda com o tempo, em seguida estas
ideias sao estendidas para um sistema quantico, de modo que é feita todas as discussoes
e demonstracoes nescessarias para se ter um entendimento sobre o teorema. No capi-
tulo 2 apresenta-se as ideias basicas de Ressonancia Magnética Nuclear. No capitulo 3 é
apresentado os Invariantes Dinamicos, comecando com mecanica classica expondo a sua
importancia e também em um contexto quantico. Ja o capitulo 4 apresenta-se a com-
putacao quantica e alguns algoritmos que sao importantes, como de Deutch e Grover,
junto da ideia de paralelismo quantico. O capitulo 5 apresenta como realizar computacao
adiabatica e nao adiabética. As ferramentas matematicas nescessarias para a realizacao

do trabalho serao apresentadas conforme a necessidade de seu uso nos capitulos.
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Capitulo 1

Sistemas Adiabaticos Classicos e

Quanticos

O teorema adiabatico é uma maneira de tratar sistemas fisicos em que o Hamiltoniano
que rege a dindmica do sistema evolui com o tempo. Tornando-se, assim, uma ferramenta
para computagao quantica (1,8,9), e controle de transi¢ao de fase em cadeia de spins (10),
por exemplo.

Neste capitulo, portanto, o teorema adiabatico serd tratado de inicio no contexto
classico (11-13) e, entao, sera estendido para o contexto quantico (14,15), no intuito de

melhor ilustrar os conceitos associados ao teorema.

1.1 Sistema Adiabatico Classico

Para exemplificar o conceito de um sistema adiabédtico em Mecanica Classica, pode-se
utilizar um Péndulo Simples, o qual é constituido de uma massa m conectada a um fio de

comprimento variavel L(t), figura (1.1).

Figura 1.1: Péndulo de massa m oscilando enquanto o comprimento do fio varia com o
tempo.

m

Fonte: O autor

O teorema adiabatico diz que quando o sistema mecanico possui uma grandeza que
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muda lentamente com o tempo devido a influéncia de algum agente externo, diz-se que
o sistema estd sofrendo uma transformacao adiabatica. Para o caso do péndulo simples
ilustrado na figura (1.1), a mudanca no comprimento do fio acarreta uma mudanga na

frequéncia angular do sistema, uma vez que

w(t) = /g/L(1), (1.1)

em que g é a aceleracao da gravidade sob a qual o sistema estd sujeito. Para que o
sistema evolua de maneira adiabatica, pode-se inferir que o comprimento do fio deve mudar
lentamente com o tempo e, consequentemente, sua frequéncia de oscilacao também. Com
isso, é possivel definir um tempo interno 7; que representa o proprio sistema e um tempo
externo 7T, sobre o qual os parametros mudam sensivelmente no tempo. Neste caso, é de
fundamental importancia que T, >> T;.

Um método para resolver um problema oscilante onde a frequéncia muda com o tempo,
consiste em partir da solucao ja conhecida do sistema, onde os parametros nao mudam
com o tempo. No caso de um sistema oscilante geral, usa-se o Oscilador Harmoénico

Simples (OHS), cuja equacao diferencial que descreve o sistema é (11,16,17)
i+n’r =0. (1.2)

Em que z representa a posicao onde a massa m se encontra, & é a derivada segunda em
relagdo ao tempo e, 7 é a frequéncia de oscilacdo do sistema. A solu¢do da equagio (1.2)
é dada por

x(t) = Acos(nt + ¢), (1.3)

com A sendo a amplitude de oscilac@o, n a frequéncia de natural de oscilacao do sistema
e ¢ um fator de fase. Com isso, pode-se calcular a energia total do sistema, a qual ¢ dada
pela soma das energias cinética e potencial, na forma que segue

Loy 1 9,

E(t) = =mi® + —mn-a”. (1.4)

2 2
Observa-se que quando a frequéncia de oscilagao varia lentamente, a energia do sistema é
afetada, como mostra (1.4), uma vez que a energia depende da frequéncia. Dessa forma, é
possivel identificar qual é a taxa de variacao da energia em relacao ao tempo. Derivando

(1.4) em relacdo ao tempo, tém-se

dE
dt

d
= mai + mn’zi + mnxQd—;?, (1.5)
onde é possivel notar que para a equacao (1.5) existem termos que podem ser chamados
de termos rapidos e termos lentos. Os termos rapidos sao os termos que dependem de 7 e

¥, j& os termos lentos sdo os que dependem de dn/dt, devido ao fato da frequéncia variar
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lentamente no tempo, conforme o proposto. Assim, para que esses termos tenham uma
variagao significativa no sistema, ¢ necessario usar o conceito de valor médio (18), no caso
a média temporal que permite uma melhor visualizacao do que acontece com a energia

do sistema. Dessa forma a equagao (1.5) pode ser reescrita como

dE

= = (mii + mn’zi) + (mna® dn (1.6)

dt’

Observando a equacao (1.6), é possivel notar que os dois primeiros termos possuem uma,
dependéncia em x e suas respectivas derivadas em relacao ao tempo. Além disso, estes
termos apresentam o produto de seno e cosseno, conforme a equagao (1.3), o que resulta
em um valor médio nulo apés uma oscilacao completa. Dessa forma, o tinico termo que
resta é o termo que contém a taxa de variagdo de 1 em relagdo ao tempo, devido ao fato

de que x esté elevado ao quadrado, de modo que (1.6) torna-se

Cil—f = <mnx2> %, (1.7)
1080 dE d
= = ;” (1.8)
integrando essa equagao chegamos a
E_ cte. (1.9)

Ui

A grandeza fisica que representa a energia sobre a frequéncia é chamada de invariante
adiabatico, de modo que ela se mantém constante quando a frequéncia do sistema muda
lentamente no tempo. Esta é a ideia de adiabaticidade em Mecanica Classica. Uma
mudanca gradual de condicoes externas ao sistema define um processo adiabatico. E
possivel também encontrar outros trabalhos relacionados aos assuntos de adiabaticidade
que podem ser encontrados em (12,13), onde é feita uma generalizac¢do para o Lagrangiano

e o Hamiltoniano.

1.2 Sistemas Quanticos Adiabaticos

Estudos feitos sobre o Teorema adiabatico para um sistema quantico foram realizados
por Born e Fock em 1928 (19) que foram motivadas pelos trabalhos de Ehrenfest em 1916
(20), em que é feita uma tentativa de correspondéncia entre os invariantes adiabaticos
com seu observaveis quanticos.

A equacao fundamental que governa a evolugao temporal de um sistema quantico é a
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equagao de Schrodinger (21-23), que pode ser escrita na forma

H(t) [(1) = mw, (1.10)
onde i é a unidade imaginaria, h é a constante de Planck dividido por 27 e | (t)) é o
auto-estado que possui toda a informacao sobre o sistema quantico no instante de tempo
t. Ja no lado esquerdo tem-se 7:[7 que ¢ conhecido como operador Hamiltoniano e esta
associado a energia do sistema. Este operador também é chamados de observaveis, pois
possuem auto-valores reais. Estes operadores atuam no espago de Hilbert H (21-23). O
espaco de Hilbert ¢ um espacgo vetorial complexo munido de um produto interno, sendo
este espaco uma generalizagao do espaco Euclidiano, de maneira que nao precisa-se estar
restrita a um ndmero finito de dimensoes. Também é preciso enfatizar que este operador
Hamiltoniano é hermitiano, ou seja, H = 7:[T, isso nos garante que seus auto-valores
sao numeros reais, e também que a evolucao do sistema seja unitaria. Para descrever a
evolucdo temporal do sistema fisico de interesse é necessario resolver a equagao (1.10), de

forma que sua solucao formal é dada por

() = U(t) [(to)). (1.11)

sendo U(t) o operador de evolucao temporal, o qual assume a forma

U(t) = exp (—% /ﬁ(t)dt), (1.12)
para o caso em que o Hamiltoniano comuta para diferentes instantes de tempo [H(t), H(t')] =
0. Nota-se que este operador ¢ unitario, isto é, UUt = 1, o que significa que a aplicacao
deste operador sobre um vetor de estado nao altera sua norma. Desse modo, tem-se a
garantia de que a amplitude de probabilidade é conservada.

O teorema adiabatico (14) afirma que um sistema quéantico inicialmente preparado no
n-ésimo auto-estado do Hamiltoniano 7:[1(15) evoluird por meio da equacgao de Schrédinger
para o n-ésimo auto-estado de 7:[f(t), a menos de um fator de fase multiplicativo. Além
disso, este teorema permite realizar a evolucao temporal do sistema, sem que haja tran-
si¢oes para um estado excitado. Isso é realizado em sistemas discretos (sistema com difer-
entes niveis de energia acessiveis) e nao degenerados (que nao possua dois auto-valores
iguais).

Supondo que |¢,(t)) representa o n-ésimo auto-vetor do operador H(t), entio

H(t) [fn(1)) = En(t) [60(1)) . (1.13)

em que o conjunto {|¢,(t))} forma base instantanea do sistema, a qual satisfaz a pro-
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priedade de ortogonalidade

<¢n<t>|¢m(t)> = Omn- (1.14)

Onde (1.14) representa o produto interno entre os vetores da base, sendo d,,, o delta de

Kronecker, que possui a seguinte propriedade (24,25)

1 —
5mn:{ o men (1.15)
0, m#n

Outra propriedade importante dos vetores desta base, é a relagdo completeza (21)

Z\qbn da(t)] =1, (1.16)

que permite escrever um ket arbitrario |a) no espaco da base de 7:[7 da seguinte forma,

Z |6n(t)) (Dn (D))

A equagao de Schrodinger (1.10) pode ser resolvida supondo que o estado [¢(t)) é uma
combinagao linear dos auto-vetores instantaneos, a menos de um fator de fase multiplica-

tivo conforme enunciado no teorema adiabatico. Desta forma,

() =D en(t) [gn (D)) €, (1.17)
em que ¢,(t) é uma fun¢do complexa, que esta associada as amplitudes de probabilidade
de encontrar o sistema no auto-vetor |¢,(t)). O termo 6,(t), chamado de fator de fase

dindmico, é dado por
1 t
0,(t) = ——/ o (t)dt. (1.18)
h Jo

Isso generaliza o fator de fase padrao para o caso em que FE,(t) varia com o tempo. Este
fator poderia ter sido inclusa no termo ¢, (t), mas é conveniente fatorar essa parte porque
ela também pode estar presente no Hamiltoniano independente do tempo.

Para encontrar a forma de ¢, (t), pode-se substituir (1.17) em (1.10),

zhz Cn(t) |dn(t)) + cn(t)
ch( YH(E) | (t)) D)

n

Bu(t)) +icalt) [60) Bu ()] ™0 = (1.19)
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o termo da direita de (1.19), usé-se a relagdo (1.13), de modo que
B3 0) on(t) + (8 Oult) )+ ica(t) [6a(1)) Gu ()™ = (1.20)
Z cn(t)En(t) |6a(t)) €.

n

Da equagao (1.18), pode-se escrever
E,(t) = —ho, (), (1.21)
que ao ser substituida em (1.20), obtém-se
Zﬁz En(t) [0 (1)) + cn(t) én(t)> +ica(t) [pn(D)) O (1)) = (1.22)
- hch ) |60(2)) (),

resultando em

zhz én(t) |n(t)) + cnl(t)

én(t)>]ei9n<t> —0. (1.23)

Multiplicando (1.23) por (¢,,(t)| e usando a relagao (1.14) (14,15), tem-se

> int)omne” ch < )| én( )> " (1.24)

de modo que

= =3 calt) (Bm )1 00 (1.25)

O termo de projecao de (1.25), que representa a projecao da taxa de varia¢do no tempo

de |, (t)) em (¢, (t)], pode ser encontrado a partir da derivada de (1.13), de forma que

H(E) [6a(8)) + H(1)

Oult)) = En()[6a(t)) + En(?)

gén(t)> , (1.26)

multiplicando (1.26) por (¢, ()|, tem-se

(D H() [64(D) + (D (D) H (1)

On(t)) = En(D)dmn + Bult) (om(®)ldn(t)) . (1.27)
como H(t) & Hermitiano, (¢, (t)] H(t) = (¢m(t)| En(t), portanto (1.27), assume a forma

(S (D) H(E) [60(1)) + En(t) (0 (1)

D)) = En0)0mn + Ealt) (6 (Dldn(t)) . (1.28)
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reagrupando os termos

(S (D)) [60(8)) = (Ba(t) = B (0)) {6 ()[0n(1) ) + Bo0)dn (1.29)

Para n = m tem-se que
(Dn () H (D) Pn(t)) = En(t). (1.30)

A equagao (1.30), mostra que a taxa de variagdo do Hamiltoniano afeta diretamente a

taxa de variacao da energia, bem como para o caso em que n # m:

(Om ()| () [60) = (Bult) = En(®) (&m ()

¢n(t)> . (1.31)

Dessa forma, utilizando o resultado obtido em (1.31) em (1.25) obtém-se a equagao difer-

encial para o coeficiente ¢,,(t), dada por

Gm (1) H (1) | (1)

én(t) = —Cn() (Dn()]on() ) = S ! ORI oD ooran

n#m

Adota-se g,m(t) = E,(t) — En(t) como a diferenga de energia do sistema, que co-
mumente ¢ encontrado em textos denominado de gap. Desse modo, é possivel realizar a

integragao de (1.32) no tempo, o que resulta em

Ci0n(O=0,(0) gy

(OIF)|on(t))
(

- Cm((])_/ot’ enlt) <¢m(t)‘¢m(t)> dt_z /Ot/ cn(t) <¢m —

n#m
(1.33)
Conforme (26), pode-se afirmar uma condigao geral para a validade do teorema adiabatico,
tal que
(om®IHDI0n(t) |
Dax P << jmin | G- (1.34)

Em que T é o tempo de evolucao adiabatica. Isto pode ser interpretado de modo que para
cada dois pares de auto energia, o valor esperado da taxa de variagao do Hamiltoniano
no tempo, em unidades de gap, seja muito menor do que o préprio gap.

Para o caso particular da equacdo (1.32), em que ¢,(0) = 0 e ¢,,(0) = 1 com n # m,

a solucao fica dada por

() =) emWe Vg, (1)), (1.35)

em que o termo 7, (t) é dado por

i) =1 [ (on()|6m()) . (1.36)
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A equagao (1.35) mostra que durante a evolucdo, o sistema se mantém no m-ésimo auto-
estado, adquirindo apenas um fator de fase. Este novo fator de fase que aparece no sistema
é conhecido como fator de fase geométrico ou fase de Berry (27). Exemplos de aplicacoes
em um sistema de spin 1/2 interagindo com um campo magnético podem ser encontrados

m (14).
A condicao sobre o tempo de evolucao adiabatica pode ser feita através da equacao

(26) ;
Sem(®)e 0] = O [ (1) + (D (O] 6m(0)) en(®)] (1.37)

que permite reescrever a equagao (1.32), de modo que obtém-se

i[cm(t)e—i'ym(t)] _ Z Cn(t)e—i'ym(t) <¢m(t)| H(t) ’¢n(t)> e—i/ﬁfé5 gnm(t’)dt" (138)

dt Grm (1)

n#m

Por questoes de generalidade, faz-se o uso de um parametro adimensional, que ¢ definido
da seguinte maneira
T = ?,

em que T & o tempo de evolugdo adiabatica. Nessa nova parametrizagao (1.38) torna-se

d o) SN 60(5) 55 g
grlen(7)e T = = 3 Te(r)er et SR R A e (1,30

n#m

Adotando uma variavel independente tal que 7 — s e realizando a integragao de (1.39),

com s € [0, 7], obtém-se

cm(T)e” m(m) = = cm(0 Z / dscn( e~ im(s) (Pm(s)| H'(s) |¢”(S>>6_% Jo gnm (R)dp

= Gnm(5) ’
(1.40)
em que H'(s) representa a derivada dH(s)/ds = H'(s). Definindo
Fum(5) = ca()e™O (0 (5)| H'(5) |6n(5)) . (1.41)
e reescrevendo (1.40), tem-se
Cm(T)e™ m(7) — =cm(0 Z / gnm SS e T/ fg gnm (1), (1.42)

n#Em

Com isso, o termo integrante da equagdo (1.42), pode ser reescrito como (26)

Fum(s) iron _ 1 { d (M e—iT/em)) it 4 (F nm(s)ﬂ , (1.43)

Inm(8) T |ds g’rzzm ds g’rzzm
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em que 0(p) = 3 [ gnm(p)dp. Dessa forma (1.42), torna-se

e (T)e ) = ¢ (0) — % Z {J;;j:((j)) e~ 0w _ 5;:((8)) - P(s)} , (1.44)

n#m

com

P(s) = /O " s L (F’””(S)) . (1.45)

2

ds \ gm(s)
Na equacao acima é possivel notar que o objetivo de ter um desacoplamento dos coefi-
cientes ¢, (t) é alcancado apenas se a somatoria puder ser ignorada em relacao ao coeficiente

¢m(0). Isto pode ser verificado através do uso do Lema de Riemann-Lebesgue (26):

b
I = lim F(x)edxr = 0. (1.46)

T—00 a

A partir deste lema a equagao (1.44) fica dada por

(7)) = 6, (0) — £ [F"L(S)e‘i”“‘) -l (1.47)

T 2« | 2,(5) G2 (0)

que mostra que se o tempo total de evolucao for suficientemente grande, entao é possivel
ter uma evolucdo quase desacoplada dos coeficientes ¢, (7). O quao grande deve ser
o tempo de evolugao para que essa condicao seja realizada serd abordada no capitulo 5,
onde se fard uso do teorema adiabatico com o intuito de realizar protocolos de computacao

quantica.
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Capitulo 2
Ressonancia Magnética Nuclear (RMN)

Neste capitulo serao abordados topicos sobre Ressonancia Magnética Nuclear (RMN)
(28), a qual servira de base para a realizagdo de protocolos de Computacdo Quéntica

Adiabatica e Computacao Quéantica nao adiabatica (7).

2.1 Introducao ao topico

A RMN é uma técnica experimental que surgiu na metade do século XX, que descreve
a interacao de um momento de dipolo magnético com um campo magnético. Alguns
nicleos atomicos possuem este momento de dipolo intrinseco, chamado de spin (28,29).
No eletromagnetismo classico a energia de interacao de um momento de dipolo magnético

(i interagindo com um campo magnético §, é dada por (30-32)
H=—fi-B. (2.1)

O processo de quantizagao para este tipo de sistema leva a associar o momento de dipolo
magnético /i a um operador vetorial de momento angular I (22,28).

Sabe-se que no interior dos niucleos atdmicos existem protons e néutrons, cujos os
valores de spin I = 1/2 (férmions) (33,34). Quando a diferenga de protons e néutrons no
interior do niicleo atdémico for par, o momento angular resultante ¢ nulo, nao sendo possivel
de realizar medidas em RMN. Porém, se existir um proton ou néutron desemparelhado,
entao o momento angular total sera igual ao deste inico ndcleon. Tais niicleos que possuem
esta caracteristica, como os is6topos 'H,'3 C (35,36), podem ser estudados em RMN.

A RMN consiste em aplicar um campo sobre o niicleo na dire¢do do eixo z. A interacao
do campo com o niicleo gera uma magnetizacao resultante sobre o eixo z, e serd melhor
discutida na segao 2.3. Este tipo de interagdo é conhecida como efeito Zeeman (34). O
efeito Zeeman consiste no deslocamento das linhas espectrais de energia do sistema, de
modo que para uma particula de spin 1/2 o espectro desdobra-se em dois, conforme a

figura 2.1.
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Figura 2.1: Deslocamento das linhas espectrais ao aplicar-se um campo magnético sobre
o nucleo atdomico de spin 1/2. Antes da aplicagdo do campo, o espectro é degenerado.
Apos a aplicacao do campo, ele se divide em dois.

Energia

B=0

V4 E1

B=0

Eo

Fonte: O autor

O Hamiltoniano para um sistema quantico que descreve a interacao entre o campo

magnético em z e o spin, é dado por

H = —hyBol., (2.2)
cujos seus auto-valores sao
hyB hvy B
Bi==12  B=-—"2, (2.3)

em que 7y é o fator giro magnético, que depende da espécie do nicleo atomico. As compo-
nentes de I sio as matrizes de Pauli onde a notagao fx, fy, I, é utilizada para diferenciar
da notagao do spin do elétron gx,gy,gz. O produto entre o fator giro magnético e o
campo ¢ a frequéncia de Larmor (28), wy = By, que é o movimento de precessao natural

do sistema, ilustrado na figura 2.2.
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Figura 2.2: Representagao de um nicleo atomico no centro de um sistema de coordenadas,
executando um movimento de precessao quando imerso em um campo magnético aplicado
na direcao do eixo z.

X
Fonte: Adaptado de (37)

Os operadores de momento angular satisfazem as seguintes relacoes (21-23):

IP\I,m) = I(I+1)h*|I,m), (2.4)
L |I,m) = mh|I,m). (2.5)
Em que I = % com N €Zy,m=—I,—1+1,....1—1,1 e |I,m) auto-vetores comuns

a I e I, devido ao fato de que [I2,1.] = 0 (21-23).

A representacao matricial dos operadores de spin 1/2 sao

. 10110 . 110 —i . 111 0
I, == I, == I == , 2.6
2[01] Y 2[@0] 2[0—4 (2.6)

Para observar o fenéomeno da ressonancia, um pulso de radio frequéncia é aplicado

sobre o spin, na forma
Bi(t) = By(icos(wy st + ¢) + ] sen(wpst + ), (2.7)

onde ¢ e j sao versores, e a frequéncia w,; é a frequéncia angular do pulso aplicado. Neste

caso, o Hamiltoniano que descreve o sistema pode ser escrito como
H = —hwol, — hw (I cos(wpt + ¢) + I, sen(w, st + B)), (2.8)

sendo w; = —yB; a frequéncia na qual o campo de radio frequéncia é aplicado, que pode

ser interpretada como a forga que age sobre o spin para que ele transicione de um estado
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para outro.

2.2 Referencial Girante

A descricao classica do movimento do spin no campo magnético pode ser descrito

através do torque aplicado sobre o sistema (28,31, 32)
7=[ixB. (2.9)

Sabe-se que o torque é igual a taxa de variacdo temporal do momento angular total

J, sendo J a soma dos momentos de spin e orbital:

-

dJ
F = —. 2.10

Escrevendo J = [i/7, a expressao para o torque torna-se

dfi -

— = xvB, (2.11)
dt

que descreve o comportamento do momento magnético na presenca de um campo mag-
nético. Uma abordagem conveniente é adotar um sistema de coordenadas no qual o
momento magnético i nao varie com o tempo, este sistema é denominado referencial

girante e estd representado na figura 2.3

Figura 2.3: Representacao de um vetor r que encontra-se girando em relacao a ambos
os sistemas de coordenadas, onde ® é o angulo entre os sistemas de coordenadas em um
instante de tempo

t

Y

Fonte: O autor
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O referencial (2,4, 2') rotaciona com uma velocidade angular Q. Do ponto de vista

deste referencial, os versores associados ao sistema fixo (x, y, z) variam no tempo conforme

dZ — - d; — - dl; = N
G 9 _ 5 WGk 9.12
a ol I x (2.12)

Um vetor 7 que rotaciona no espaco, pode ser escrito em termos das coordenadas do

sistema fixo (x,y, z) da forma

—

7 =140+ 1y) + 1ok (2.13)

A derivada de 7 no tempo, em relagao ao sistema (2,7, 2’), é dada por

ar_dre Dy A | pdre , dk
dt dt T dt a v dt “dt

sdry  dr, r, .
k
Cat Ty dt + dt (Z”+]ry+ r:)
or
= — 40 2.14
5t X T, (2.14)

em que o termo §7/dt representa a taxa de variagdo da mudanca de 7 em rela¢do ao
sistema fixo.
A partir do resultado obtido em (2.14), pode-se reescrever a equagao (2.11) em relagao

a um referencial girante, fazendo a troca de 7 por i, de modo que

Si = B}

5—’Z+Qxﬁ:ﬁxy3, (2.15)
ou .

5ii .0

°F_ i B+, 2.16

5 u><7< +,y> (2.16)

Esta equacgao descreve o movimento de ji no sistema de coordenadas girante. Nota-se que,
neste caso, é possivel fazer uma escolha adequada para €2, de modo que i encontra-se em
repouso neste sistema. Para isso, identifica-se o termo entre parénteses como sendo o

campo efetivo

—

By =B+ (2.17)

~Q|@l

Se 0 momento magnético ji estd sob efeito de um campo magnético estatico B = I%BO,
entao a escolha para O que permite descrever i estando em repouso no referencial girante,
é dada por

Q = —vBok. (2.18)
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Esta escolha faz com que o campo efetivo seja nulo e, consequentemente,

b _

= 0. 2.1
57 =0 (2.19)

Portanto neste sistema de referencial, i é estacionario.

A ideia do referencial girante também pode ser utilizada na descricio de sistemas
quanticos, como por exemplo, na interacao do spin com um campo magnético. Neste
caso, o Hamiltoniano (2.8) representa o sistema em um referencial de laboratorio, por isso
este Hamiltoniano serd denotado por H rr- Para realizar a transformacao do referencial

de laboratorio para o girante, é utilizado o seguinte operador (28):

A

U = eiwolst, (2.20)

Este operador representa uma rotagao em torno do eixo z. De tal maneira que o Hamil-
toniano Hgy pode ser descrito pelo Hamiltoniano H e no referencial girante, através da

transformacao
Hpe = UHp U (2.21)

Portanto, é necessario calcular as transformacgoes dos operadores de momento angular que

compdem o Hamiltoniano (2.8), de modo que
OLUY = LOTT = 1,

Uma vez que I, comuta com U. Para saber como ficam as transformacoes das outras

componentes, é preciso admitir que (28)
ULU = e 21,60 = f(4), (2.22)

onde ¢ é um parametro adimensional e f(¢) é o operador que representa a transformacao

da componente x do momento angular. Derivando (2.21) em relagao a ¢, tem-se

df(gb)_»A’\AAT AdAxAT »AAATA
d—¢_Z[ZUIxU +U%U WULUL,. (2.23)

Pelo fato do operador I, nio depender de ¢, sua derivada é nula. Assim, (2.23) torna-se

A _ piiot i it
do
= U(II, — L,LI)U". (2.24)

Utilizando as relagoes de comutagao entre os operadores de momento angular, dadas por
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(21-23)
[A:mfy] :ija
[jyyjz] :ija
L., L] =il,, (2.25)
a equacao (2.24) fica
df(d) s »
—=— =ULU". 2.2
a0 UlL,U (2.26)

Derivando (2.26) em relagdo a ¢, tem-se

1 (9)
dep?

= - ULU", (2.27)

que de acordo com (2.22), obtém-se a seguinte equagao diferencial:

d*f ()
d?

+ f(¢) = 0. (2.28)

A equagdo (2.28) é uma equacao diferencial de segunda ordem homogénea (24), cuja a

solugao geral é dada por

f(¢) = Acos(®) + Bsen(e). (2.29)

Pelas equacdes (2.22) e (2.26), tém-se que f(0) =1, = A e dj:lgbO) = —fy — B. Portanto,
o operador f(gb), fica dado por

f(¢) = ULU" = I, cos(¢) — I, sin(g). (2.30)

Procedendo de maneira analoga para a transformagao do operador fy, obtém-se o seguinte
resultado:
ULUY = —1,sen(¢) + I,cos(¢). (2.31)

Assim, as transformacao das trés componentes do momento angular ficam dadas por (28)

e~ 0] eils¢ 1] U = — I, sen(¢) + I, cos(¢), (2.33)
e—il=0] oilso {7 {1t = .. (2.34)

De modo que a partir dessas relagoes, o operador Hamiltoniano (2.8), torna-se

H = —he @t (wol. + wlfx)ei(waH@jZ. (2.35)
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Definindo-se um novo ket, dado por
) = efrrt Tl ) (2.36)

obtém-se a seguinte relagao:

9 1¢")
ot

, 9 .
— meZ(WWﬂz# = hw, L, [¢) — ik : (2.37)
A partir da relagao (2.37), a equagdo de Schrodinger para o estado [¢)') fica escrita na

forma 5 W')
—ith—p—

em que identifica-se o Hamiltoniano independente do tempo na forma que segue

= —h[(wrs + wo) L. + w1 L] [¢) (2.38)

?:[RG = —h[(wrf -+ w(])jZ + wlfm]. (239)

Observa-se neste caso que dependéncia temporal do Hamiltoniano desapareceu. De fato,
a equagao (2.39) pode ser interpretada como a descricao do movimento de um nicleo cujo

0 momento magnético interage com um campo magnético efetivo (2). Para o caso em que

wyf = —wp, a dindmica do estado descrita por (2.38), fica dada por
[¢'(1)) = e7“ = [9/(0)) (2.40)
em que emiw st provoca uma rotacao em [¢'(0)) em torno do eixo z.

No caso em que wy # w,f, 0 spin praticamente nao ¢ afetado pelo campo de radio
frequéncia, uma vez que wy > w,s (2,8,36). Entretanto, se wy = —w, o sistema entra
em ressonancia, de modo que o spin se alinha ao campo de radio frequéncia B;. Esta

caracteristica justifica o nome de Ressonancia Magnética Nuclear.

2.3 Variacao da Magnetizacao

Define-se a magnetizacao M de um material como a soma vetorial de todos os momen-
tos magnéticos por unidade de volume (28). Se houver N atomos em um dado volume e

a média dos momentos forem (i), entdo M pode ser escrito como
M = N (ji). (2.41)

Esse momento magnético esta sujeito a agitacao térmica e a flutuacoes do campo mag-
nético local, devido aos momentos magnéticos dos seus vizinhos, de modo que a magneti-
zagao total do sistema sofre alteragdes durante a dindmica. Félix Bloch (38) propos um

modelo fenomenologico que descrever a dinamica de relaxacao magnética do sistema.
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Sabe-se que, apos uma aplicagdo de um pulso de radio frequéncia de 7/2, o sistema
terd uma magnetizacao resultante sobre o plano (z,y). A partir do momento em que o
pulso de radio frequéncia é desativado, o sistema encontra-se fora do equilibrio. Contudo,
o sistema ap6s um certo intervalo de tempo, devera voltar ao seu estado de equilibrio, o
qual se encontra préximo a direcao z.

No processo de relaxacao, acontecem dois fenémenos: a relaxacao transversal e a
relaxacao longitudinal. A relaxacao transversal esté relacionada ao desaparecimento das
componentes de magnetizacao ao longo dos eixo x e y, que ocorre ap6s a aplicagao do
pulso de radio frequéncia, este tipo de relaxacao também é chamado de relaxacao spin-
spin (8,36). Pode-se dizer que esta relaxacdo é causada pela heterogeneidade do campo
magnético estatico e pelo campo criado pelo préprio spin nuclear no sitio de outros ntcleos.
A relaxacao longitudinal também é chamada de relaxacao spin-rede, devido ao fato de
que esta relaxacao estd associada a perda de energia do sistema para o ambiente, que
normalmente é chamado de rede.

As equacoes diferenciais fenomenologicas, que descrevem o processo de relaxacao

transversal, sao dadas por (8,36)

dM, M, M, M,

— —— 2.42
dt Ty’ dt T’ ( )

em que Ty é conhecido como tempo de relaxacao transversal. As solugbes de (2.42) sao
M, = Mye /™ M, = Mye V"2, (2.43)

onde M, é o valor da magnetizacao inicial.

O processo de relaxacao longitudinal é descrito pela equagao diferencial fenomenologica

dM, My — M,

2.44
= T (2.44)

em que 17 é chamado de tempo de relaxacao longitudinal, cuja a solugao é
M, = My(1 — e ¥/T), (2.45)

A figura (2.4) ilustra a evolugao temporal das magnetizacoes, transversal e longitudi-

nal, dadas pelas equagoes (2.43) e (2.45).
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Figura 2.4: Magnetizacao em um sistema de Ressonancia Magnética Nuclear. A figura
(a) representa a magnetizacao transversal (2.43) apos o pulso de radio frequéncia sobre
o plano (z,y). A figura (b) representar a magnetizacao longitudinal (2.45) apos o pulso
de radio frequéncia ao longo do eixo z. Apo6s um intervalo de tempo a magnetizacao em
(x,y) desaparecem, e magnetizagdo em z vai para a magnetizagdo de equilibrio M,

Magnetizagdo Longitudinal Magnetizacdo Transversal
M, 0
0
0 0 =]
0 o0
b t
T T,

Fonte: O autor

O uso dos conceitos apresentados neste capitulo, serd de grande utilidade para a real-
izacao de computagao quantica adiabatica e nao adiabatica. As quais serao apresentadas

com o intuito realizar o algoritmo de busca desenvolvido por Grover.
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Capitulo 3
Invariantes Dinamicos

Neste capitulo, aborda-se o conceito de Invariante Dinamico, tanto no contexto
classico como no quantico. Em ambos os contextos, o conceito de Invariante Dinamico
estd associado a grandezas fisicas que sao conservadas, o que permite simplificar a solucao

da dinamica de um sistema fisico.

3.1 Contexto Classico

Uma forma mais pratica de encontrar solucoes para as equacoes de movimento em
Mecanica Classica, é feita através do estudo dos Invariantes Dindmicos. Assim, quando
tenta-se determinar como cada particula do sistema se movimenta em cada instante de
tempo, a existéncia de quantidades conservadas é extremamente 1til. Por exemplo, a con-
servacao da energia mecanica proporciona muitas informacoes da dinamica de um sistema,
mesmo sem saber os detalhes do movimento. Pois, embora nao seja possivel determinar
a posicao de cada particula em cada instante de tempo, o conhecimento de quantidades
conservadas pode levar a uma descricao completa da dinamica. Essas quantidades conser-
vadas sao conhecidas como Constantes de Movimento, Invariantes Dinamicos ou também
Integrais de Movimento.

O tratamento feito a seguir, esta relacionado a formulagao Lagrangiana da Mecéanica
Classica (11,16,17). Na formulagdo Lagrangiana para um sistema de forcas conservativas,
as energias cinética e potencial tém o papel central, diferente da formulacao Newtoni-
ana em que a forca ocupa este papel. Neste contexto, a funcao de Lagrange é expressa
em termos da energia, a qual ¢ invariante perante uma transformacao de coordenadas,
permitindo utilizar o conceito de coordenadas generalizadas (11,16,17)

Por definicao, uma constante de movimento é uma funcdo das coordenadas general-

izadas ¢, (t), das velocidades generalizadas ¢,(t) e do tempo ¢ (11), isto é,

F(qi(t), ..., qu(t),¢1(t), ..., ¢u(t),t) = constante, (3.1)
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de modo que
d¥

i

Para ilustrar este conceito, utiliza-se como exemplo o Oscilador Harménico Simples, cuja

0. (3.2)

a dinamica é descrita por
i(t) + w?z(t) = 0, (3.3)

em que x representa a posi¢do e w a frequéncia de oscilagdo. De acordo com (11), a

constante de movimento para o OHS é dada por

F(2(t), #(t), ) = arctan (“ﬁg)) . (3.4)

Derivando esta funcao em relacao ao tempo e aplicando a regra da cadeia, tem-se

dF OF _ OF_ OF

e N My 3.5
@ ont Tert o (3:5)
o que resulta em
dF 1 w| . 1 wT\ ..
dt R w3a? (?) v (36)
1+ — 1+ —
iy by
Utilizando (3.3), tem-se que
i(t) = —wz, (3.7)
e substituindo (3.7) em (3.6), verifica-se que
dF
Z 0
dt 7

o que mostra que a fungao F(z(t),Z(t),t) ¢ uma constante de movimento para o oscilador
harmoénico simples.
Uma forma de identificar as constantes de movimento para um sistema fisico, é feita

através da equacao de Euler-Lagrange (16, 17)

4oL oL
dt g Ogqi

(3.8)

a partir da qual, define-se 0 momento conjugado & uma dada coordenada, como sendo a

derivada da Lagrangiana em relacao a uma velocidade generalizada

oL
94

Pi- (3.9)

Além disso, define-se uma coordenada ciclica ¢;, se a Lagrangiana nao depender dessa
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coordenada. O nome ciclica que é dado a esse tipo de coordenada, deve-se ao fato de
que ela aparece tipicamente associada a coordenadas angulares (11). Isto esta expresso
no seguinte teorema:

Teorema: se a coordenada ¢; de uma Lagrangiana ¢ dita ciclica, entao seu momento

conjugado p; é uma constante de movimento, de modo que a equagao (3.8), torna-se

d OL
- — 3.10
dtog; (3.10)
e, portanto,
p; = constante. (3.11)

Outra maneira de representar os invariantes dinamicos é através das equacoes de
Hamilton (16,17), onde a funcao associada ao invariante F(q,p,t) esta relacionada as

variaveis canodnicas g e p, de modo que, sua derivada em relacao ao tempo é nula

dF OF . OF . OF

— = — g+ —p; + — =0. 3.12
it gl T op i T o (3.12)
As equagoes de Hamilton sao dadas por
OH
li = ) 3.13
6= (3.13)
OH
)i = — ) 3.14
p 9 (3.14)
as quais podem ser substituidas em (3.12), de tal forma que
OF 0 OF 0 oF
" . H—i——:O (3.15)
Jq; Op;  Op; Oq; Ot
Onde identifica-se a estrutura do parénteses de Poisson, o qual é dado por
OF OH OF OH
FH} = - — , 3.16
{ J dq; Op;  Op; Og; ( )
e, portanto, obtém-se a seguinte relacao:
ol,
=4 {I,,H}=0. (3.17)
ot
Em que utilizou-se F = I,, para enfatizar que a funcao esta relacionada a um Invariante

Dinamico.
Através do Parénteses de Poisson é possivel associar uma variavel canonica do sistema

classico a um operador que atua no espaco de Hilbert, este processo ¢ conhecido como



quantizagao canonica (21), onde é feita a substitui¢ao de {I,,(¢), H(t)} — %[fn(t), H(t)],
sendo I,,(t) e #(t) operadores.

3.2 Invariantes Dindmicos no contexto quantico

A importancia dos Invariantes Dindmicos no contexto deste trabalho esta no fato de
que eles podem ser utilizados como atalho para implementacao de protocolos de com-
putagao quantica (7,39).

Supondo que o Hamiltoniano do sistema depende explicitamente do tempo, e uti-
lizando o processo de quantizagdo candnica, a equacdo (3.17) em unidades de (h = 1),

fica dada por

OL,(t) .o\ o
B —ilL(0), (D) = 0. (3.18)

Esse tipo de formalismo foi desenvolvido por Lewis (40). Lewis encontrou um invari-

ante nao adiabatico para o oscilador harmoénico quantico através da regra de quantizacao

canonica
[q,p] =1,

verificando que o invariante deveria obedecer a equagao (3.18). Entretanto, havia difi-
culdade em utilizar este formalismo, pois ainda nao se sabia como encontrar o invariante
quantico para o sistema em questdo. Foi com o trabalho de Lewis e Reisenfeld (41) que
problemas em Mecanica Quantica, nos quais a equacao de Schrédinger apresenta uma
dependéncia temporal no Hamiltoniano, puderam ser resolvidos.

A evolucao temporal de um estado quantico associado a um sistema no qual o Hamil-

toniano depende explicitamente do tempo, é descrita pela equacao de Schrodinger

d ;
i () = () [0 (1)) . (3.19)

O operador invariante associado ao sistema deve ser hermitiano e possuir um conjunto

completo de auto-estados,
L(t) = Z A 1¢5(t)) (0 (D)1, (3.20)

em que \; é o auto-valor associado ao auto-vetor |¢;(t)). Uma propriedade importante
do invariante é que seus auto-valores nao mudam com o tempo, logo, a taxa de variacao

do valor esperado do operador invariante deve ser nula, de modo que

d ( I(t)
—<dt > = 0. (3.21)
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Expandindo a solugao da equagdo de Schrodinger (3.19) na base de auto-estado dos in-

variante I(t), tem-se

[¥(t)) = ch(t) |6;(1)) (3.22)

assim, a equacao (3.19) toma a forma

S AW I0OD _ S igitye, ) 16,0 (3.23)

J J

derivando a equagao (3.23) e fazendo a multiplicacdo de (¢;(t)|, obtém-se

D (&) + (1) (95(8)] % [05(1))) =D —ie; () (5(6) H(2) |65 (1)) , (3.24)

J J
em seguida, integrando a equacao (3.24) no tempo

¢ (t) = ¢ (0)6— fot/ dt({¢;(t)|d/dt|d; (£)))+i(e; (1) H ()] () ) (3'25)

O argumento da exponencial na equagio (3.25) esta de acordo com o resultado obtido no
capitulo 1, em que os termos correspondem aos fatores de fase dinamico e geométrico.
Como o objetivo do trabalho é fazer uma comparacgao da eficiéncia entre a computacao
quantica adiabatica e a nao adiabéatica, faz-se necessario uma reparametrizacao do tempo
de evolugao do sistema, no sentido de fazer com que o tempo de evolucao em ambos os
casos seja o mesmo, fazendo 7 = t/T,4 onde T,4 tempo de evolugao adiabética, de modo

que a equagao de movimento (3.18), fica dada por

afn( t)

5 — iTull(7), H(7)] = 0. (3.26)

A equagao (3.26), sera usada para a obtengao do invariante em um sistema de Ressonancia
Magnética Nuclear. Isso permitira obter o resultado para a dindmica do sistema, na qual

serd usada para a realizacao de protocolos de computacao quantica.
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Capitulo 4
Computacao Quantica

Neste capitulo, apresenta-se os conceitos para a realizacao de algoritmos de com-
putagao quantica (1,2,8). De inicio, introduz-se ferramentas matematicas necessarias para
a realizacao dos algoritmos e, em seguida, é feita a construcao dos algoritmos: Deutsch e

Grover.

4.1 Produto Direto

O produto direto é uma operacao matematica que permite incorporar diferentes es-
pacos de Hilbert em uma tnica descricao (22), este também é chamado de produto ten-
sorial ou produto de Kronecker. Por exemplo, um sistema quantico composto por duas
particulas de spin 1/2. Uma das particulas estd associada ao espago de Hilbert Hy,
enquanto a outra estd associada ao espaco de Hilbert H,. Pode-se associar ambas as
particulas a um tnico espaco de Hilbert H, o qual é dado pela composicao do espago Hjy
e Hy por meio do produto direto: H = H; ® Hs.

Considerando dois vetores |a) e |b), o produto direto entre eles pode ser representado
por

|a) ®[b) = |a) [b) = [ab) . (4.1)

Assim, a representagao dos vetores da base computacional {|0),[1)}, fica dada por

100) = .0y = . Jon) = iy =

o O O =
o O = O
oS = O O
_ o O O

Dado um operador A! que atua no espaco de Hilbert H; e um operador B2 que atua
no espaco de Hilbert Hs, pode-se compor um operador Al @ B2 que atua em um espaco

de Hilbert H = H; ® Hy. Supondo que ambos os operadores sejam representados por
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matrizes 2 X 2, tem-se

A . b b B2 Bz
Alw B? = aix G2 2 1 012 | arl ’, a2 21 (4'2)
Q21 Q22 ba1 Do a1 B* axnB
a11b11  a11bia aebin  ajebio
R A b b b b
Al ®Bg _ 11021 A11022 Q12012 Q12022 ‘ (4.3)

a21011 @by agebin  asebis

a21012  asibay @by ageba

4.2 Computacao Classica e Quantica

A computacdo quéntica é um estudo realizado sobre o processamento de informacao
contida em sistemas quanticos (1). A computagao classica deve ser construida a partir de
circuitos elétricos, fios e portas logicas classicas. Logo, a computagdo quantica também
devera obedecer esse padrao, levando informacgao de um lado para outro através das leis
que regem o sistema quantico.

Na computacao cléssica, as portas logicas que processam a informagao do sistema é
feita através de bits classicos denotados por 0 ou 1. Na computacao quantica, usa-se
um conceito analogo chamado de ¢-bit!, o qual sera tratado como um objeto puramente
matematico. Dessa forma, isso permite fazer um tratamento geral que nao dependera de

nenhum sistema fisico para sua implementacao. Um ¢-bit é representado por

[Y0) = a[0) + B[1),

em que « e [ sdo nameros complexos e o conjunto {|0),|1)} sdo vetores ortonormais,
0s quais formam a base computacional. No contexto de RMN, |0) representa spin para
cima e |1) spin para baixo, enquanto « e 3 representam as amplitudes de probabilidade

associadas a estes vetores, respectivamente. Tais amplitudes satisfazem a seguinte relagao:
2 2
al* + 8" =1,

o que garante a normalizacao do estado.

4.3 Paralelismo

Paralelismo quantico, conforme a referéncia (1), é uma caracteristica fundamental de
muitos algoritmos quéanticos. Ele permite que seja possivel avaliar funcoes f(z) para

muitos valores de x simultaneamente.

LA tradugao do ¢-bit foi feito pelo prof. Dr. Luiz Davidovich, segundo (1)
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Para a realizacao desse protocolo, serd necesséario o uso de um operador de transfor-
macao unitaria Uf, que realiza o mapeamento de |z,y) — |z,y ® f(x)), em que z é
o ¢-bit de controle, y é o ¢-bit alvo e @ indica soma de moédulo 2. A aplicacao desta

operacgao sobre a base computacional, é dada por
Uy100) = 10,0 ® f(0))

Uy |01) = 0,1 £(0)),
Up 10) = [1,0@ f(1)),
Up[11) = |1,1 @ f(1)).

Nota-se que, se y = f(z), entdo |,y @ f(z)) = |x,0) e, se y # f(z), entdo |z,y ® f(x)) =
|z, 1).

Figura 4.1: Representagdo de um circuito quantico que avalia f(0) e f(1) simultanea-
mente. O ¢-bit de controle z entra em um estado de superposicao (|0) +|1))/v/2 e o gbit
alvo y entra em um estado |0), o operador de transformacao Uf atua no sistema, o que
resulta em |[1).

10} + 1) . s
V2
Uy %)
o) y 5y fa) —

Fonte: O autor

Observa-se na figura (4.1) que o primeiro registro de controle x é preparado em uma
0y +11)

V2

superposicao , assim quando o operador Uy atua sobre esse registro ele nos fornece

5 (10.0)+[1.0)Y _ [0, (0) +]1, £(1)
o, (IR0 0 RSO ZRIE) (14)

Nota-se que este estado contém informacgao sobre ambos os valores de f(z) simultanea-

mente, a este tipo de efeito da-se o nome de paralelismo quantico.
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4.4 Algoritmo de Deutsch

O algoritmo de Deutsch pode ser usado para identificar uma fun¢ao binéria, de modo
a saber se ela é constante (f(0) = f(1)) ou equilibrada (f(0) # f(1))), realizando apenas

uma medida.

Figura 4.2: Representacao do Circuito Quantico para implementar o algoritmo de
Deutsch.

0) —|— Hi— | H—
I I I
| I T | 1
I I Us 1 1
I I I !
' I I |
1) =4 } :
! 1 ] 1
[20) |91) |¥2) [¥3)

Fonte: O autor

Para a realizacao do algoritimo conforme a figura (4.2), é necessario iniciar com um

estado [1y) = |01), sobre o qual aplica-se uma porta Hadamard (1,2), que é dada por

(4.5)

1 1 1
H=—
V2 1 -1
A aplicacao da porta Hadamard transforma cada uns dos ¢-bits em uma superposicao, de

modo que o estado |¢)g) fica na forma
1) = (H® H) |1) = (H ® H)|01), (4.6)

em que [01) = |0) ® |1), resultando em

Tem-se que Uf |z, y) = |x,y @ f(x)), de modo que a aplicacdo da transformacao Uf no
estado |¢1), fica dado por

0) + 1] [0 = 11)

=+
=3t o C 4
£ |E | R ser) # 1(0)




40

Para finalizar, aplica-se um porta Hadamard sobre o primeiro ¢-bit, de tal forma que ele

saia do estado de superposicao, ou seja,

0) —11)
+10) sef(0) = f(1)
[¥3) = |0>\£§|1> (4.9)
+1) Vi sef(0) # f(1).

Assim, observa-se que f(0) @ f(1) é 0 se f(0) = f(1), caso contrario é 1. De modo geral,

o resultado pode ser escrito como

0) — 1)
pe) = 150 sy [ (4.10)
Portanto, este resultado expressa uma propriedade global de f(z), a qual estad contida
no primeiro ¢-bit do sistema. Isso mostra que o algoritmo quantico é mais eficiente em
relacao ao algoritmo classico. Esta caracteristica é de grande motivacao para o estudo e
desenvolvimento de computadores quanticos.

Em um sistema classico por exemplo, no qual tem-se a probabilidade de 50% de
encontrar f(0) e 50% de encontrar f(1), sendo elas mutualmente excludentes, é necessario
realizar duas medidas para saber os valores de f(z). Enquanto neste algoritmo quéntico
a medida de uma funcao interfere diretamente na outra. De tal maneira que é necessaria
uma tunica medida. O algoritmo de Deutsch esta contido em um algoritmo mais geral,
chamado de Algoritmo de Deutsch-Jozsa (1), o qual mostra que para um sistema de n

g-bits isso também é valido.

4.5 Algoritmo de Busca (Grover)

O algoritimo de busca tem por finalidade encontrar um elemento z em uma lista L
que nao esté ordenada, como por exemplo, um mapa onde existe um niimero consideravel
de cidades e deseja-se encontrar o menor caminho entre elas. Em 1996, Grover divulgou
um algoritmo que tem a capacidade de realizar este tipo de procedimento de forma mais
eficiente que os seus analogos classicos. Os algoritmos classicos para resolver um problema
de busca com N elementos, necessita de uma quantidade O(N) de operagdes. De forma
surpreendente, o algoritmo quantico desenvolvido por Grover necessita apenas de O(\/N )
operagoes (2,9,42).

Para realizacao da descricao do algoritmo, é necessario usar a ideia de um oréculo,
que é no fundo uma "caixa preta'com a capacidade de reconhecer a solucao do problema

de busca. Este oraculo é representado por um operador unitario O, definido como

Olz)la) = |2} lg & f(2)), (4.11)
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onde o ¢-bit |q) seréd invertido se f(z) = 1 e continuara o mesmo se f(z) = 0. Isto pode
ser verificado, preparando o estado |z) |0) e, desse modo apds a aplicacao do oraculo,
analisa-se o ¢-bit |¢) para descobrir se x é a solu¢ao desejada. Uma maneira de visualizar
a acao do oraculo sobre o sistema, pode ser feita através da aplicacao de O sobre os q-bits
na forma |z) (|0) — |1))/v/2, de modo que

O|z) (%) = (—1)/@|z) (%) . (4.12)

Dessa maneira, o ¢-bit |g) nao é alterado, entdo pode-se escrever
Olz) = (=1)!“a) (4.13)

sendo assim, é como se o ordculo marcasse a solugao do problema mudando a sua fase.

4.6 Rotina para gerar o operador de Grover

A rotina para gerar o operador de Grover possui 4 operacoes. A primeira operacao é
o oraculo. A segunda é a aplicacao da porta Hadamard sobre todos os ¢-bits de registro
|O)®". A terceira operacao, consiste na aplicacao de uma operagao que inverte a fase
de todos os estados, exceto para |0). A tltima consiste na aplica¢do da porta Hadamard
sobre todos os ¢-bits novamente. Dessa forma, o operador de Grover pode ser representado

CcOomo
O — H® — 210) (0| — [ — H®", (4.14)

assim, o operador de Grover fica dada por
G = (2]¢) (¥ - DO. (4.15)

O estado |¢) na equacdo (4.15) ¢ devido a aplicacio da porta Hadamard ao estado |0)*",

colocando este estado em um estado de superposi¢ao na forma

1 N-1
) = N ; |z) - (4.16)

A aplicagao do operador (2 [) ()| — I) em um estado ), oy |k), resulta em

=

2[0) (W =11 ap k) =>"

k =0 =0

x) (e|k) o — ay \k>]

= ; % ‘27> akékz — O |]€>]
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210 (W = 1)) an|k) =Y [2(a) — au] [R). (4.17)
k k
Em que (o) = >, o /N é o valor médio de a;, e é denominado de inversao em torno da
média.

Para o caso de um sistema de dois ¢-bits o estado de entrada do algoritmo é |00), sobre
o qual aplica-se uma porta Hadamard criando um estado de superposicao. Supondo que
o estado procurado seja |00), entdo o oraculo devera inverter a fase deste vetor, de modo
que

9n) = OJ) = 5(~ 100) + [10) + [01) +]11). (118)

Em seguida, o operador (2[1) (¢)| — I) devera ser aplicado, fornecendo o estado desejado
G [1h1) = |00) . (4.19)

Se for desejado encontrar outro estado da base computacional, basta apenas mudar o
oraculo, de maneira que ele inverta a fase do estado procurado. A matriz do oraculo para

o estado |00) é dada por

-1 0 0 0
A 0 1 00
0= , (4.20)
0 010
0 001
e o operador que inverte a fase do sistema é
-1 1 1 1
1 1 -1 1 1
2 —Il== 4.21
ey wl-n=5| - (421
1 1 1 -1
Assim, o operador de Grover G da equacio (4.19), fica expresso por
1 1 1 1
R 1 -1 -1 1 1
G=- (4.22)
-1 1 -1 1
-1 1 1 -1

A forma de gerar essas portas usando pulsos de RMN pode ser encontrada em (1,2,36).
A figura (4.3) ilustra o circuito para a realizagdo do algoritmo de Grover. No qual o
sistema inicia-se com todos os estados em |0)®", sobre os quais é aplicada uma porta
Hadamard, seguida do operador de Grover Ov/N, onde N é o niimero de elementos do

sistema (N = 2™ e n é o nimero de ¢-bits do sistema).
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Figura 4.3: Figura ilustra o circuito para a realizacao do algoritmo de Grover. No qual
o sistema inicia-se com todos os estados em |0)®", sobre os quais é aplicada uma porta
Hadamard, seguida do operador de Grover Ov/N, onde N é o namero de elementos do
sistema (N = 2" e n é o nimero de g¢-bits do sistema). O ket |¢), é o g-bit de controle
relacionado ao oraculo

I

0::'\” f— HE:IH

s
&=
11
[T

olVN)

Fonte: Adaptado de (2)

O resultado da medida oscila com o ntimero de vezes que o operador de Grover é
aplicado e, portanto, existe um nimero correto de interacoes que devem ser realizadas
para encontrar o elemento procurado. Este namero é da ordem de v/N.

A figura (4.4) ilustra as oscilagoes da aplicagao do algoritmo de Grover, em que observa-
se que se o namero de aplicacoes ultrapassa v/ N, a probabilidade de encontrar o estado

diminui, de modo que ele s6 volta a ter uma méaxima probabilidade apds novas aplicacoes.

Figura 4.4: A figura ilustra as oscilagoes da aplicacao do algoritmo de Grover. Em que
observa-se que se o nimero de aplicacdes ultrapassar v/ N, a probabilidade de encontrar
o estado diminui, de modo que ele s6 volta a ter uma méaxima probabilidade apos novas
aplicacoes. A figura (a) é para um sistema de 2 ¢-bit. A figura (b) é para um sistema de
10 g¢-bits.
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Fonte: Adaptado de (2)
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Neste capitulo apresentou-se as ideias para a realizacao dos algoritmos de computagao
quantica, as quais sao realizadas através de transformacoes sobre o ¢-bits do sistema. Essas
transformacoes sao feitas através de portas logicas, de modo que ao aplica-las aos ¢-bits
de entrada transforma-os no resultado do algoritmo os ¢-bits de saida. A computagao
quantica adiabatica e nao adiabéatica, consiste em uma maneira de obter os resultados
desses algoritmos sem a necessidade da aplicagao das portas logicas ao sistema, tornando

0 processo equivalente.
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Capitulo 5

Computacao Quantica Adiabatica e

Nao adiabatica

O teorema adiabatico é util para diversas aplicagoes em Fisica, uma vez que possi-
bilita o controle dindmico dos sistemas. Existem varios trabalhos que utilizam o teorema
adiabatico, por exemplo, o controle de canais de teleporte quantico (43), computagao
quantica adiabatica sujeita a decoeréncia para sistemas abertos (44), indugao de transigao
de fase quantica (45) e realizagdo de computagao quantica e transicao de fase quantica
para muitos corpos (46,47). Neste capitulo, serd apresentado a realizagao de computagao
quantica adiabética e nao adiabatica via Ressonancia Magnética Nuclear. Entretanto,
existem outras areas experimentais nas quais é possivel realiza-las, como ¢-bits supercon-
dutores (48), armadilhas de ions (49,50) e redes opticas (51)

5.1 Computacao Adiabatica

A realizagao do protocolo de computacao quantica utilizando o teorema adiabéatico,
mais precisamente o algoritmo de Grover (1,2,9), fundamenta-se no resultado obtido no

capitulo 1, dado por

(om(®IHD)|0u(1)) |
O

a qual expressa a condicao necessaria para uma evolucao adiabatica, em que o limite de
tempo para a evolugao deve ser infinito, como mostra (1.46), garantindo o controle da
evolucao do sistema. Contudo, um tempo infinito nao ¢é realizavel experimentalmente, de

tal forma que é necessario buscar um tempo adequado para a realizacao do protocolo. A
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chave para encontrar este tempo esta na equagao (1.32) (52), dada por

En(t) = —cm(t )< £)] G (t > > ealt) < Eit(i‘)/ﬂ_(tgjzt(;wei(en(t)—emu)_

n#m

Esta equacao esta relacionada a amplitude de probabilidade do sistema, em que o estado
de evolucdo do sistema [1(t)) = ¢, (t)[1(0)) e=?®, de modo que a condigio adiabética
anula o segundo termo da equagao (1.32), mantendo o sistema no estado fundamental,
adquirindo apenas uma fase. No sentido de encontrar um tempo realizivel experimen-
talmente, garantindo a adiabaticidade, o segundo termo da equacdo de ¢,,(t) deve ser
minimizado (7,53), o qual manterd o estado |¢(7T)) apds a evolugdo o mais proximo do

estado fundamental, de modo que permite escrever

[(Eo, TIH(T))" =1~ ¢, (5.1)

em que (5.1) é a probabilidade do estado |¢)(T")) ser o estado fundamental |Ey, T') apos

uma evolucao de tempo 7', onde

(om®IHD6n(t))
En(t) —En (t)

X €.

Em que € esté relacionado ao erro do estado do sistema nao ser o estado fundamental, para
valores de € < 1, o sistema permanecera no estado fundamental durante a evolucao. Com
ajuda dos argumentos discutidos acima, faz-se uso dos conceitos de computacao quantica
adiabatica e os aplicaremos ao contexto do algoritmo de Grover.

No capitulo anterior, apresentou-se os conceitos para a realizacao de computacao quan-
tica. Em que mostrou-se que para a realizagao dos algoritmos era necesséria a aplicagao
de operadores de transformacao, os quais fornecem o resultado para o algoritmo. A com-
putacao quantica adiabatica, ¢ uma maneira realizar os algoritmos sem a necessidade de
aplicar operacoes no sistema.

O algoritmo de Grover consiste em encontrar um elemento da base computacional,
que no caso de dois ¢-bits ¢ dada pelos elementos |00),|01),[10),|11). Para realizar
computacao adiabética, é necessario conhecer os estados de entrada e de saida do algoritmo
sobre os quais serd efetuada a evolucao dindmica do sistema. No caso do algoritmo de
Grover apresentado no capitulo 4, estado de entrada ¢ |00) e o de saida |00). Isto possibilita
obter o resultado do algoritmo sem a necessidade de aplicar portas logicas.

O trabalho tem como objetivo, analisar a eficiéncia da computacao quantica adiabatica
e nao adiabatica. Para isso escolha dos estados final e inicial para a evolucao do sistema,
foi feita devido ao Hamiltoniano de RMN utilizado para a realizar computagao quantica

nao adiabatica o qual sera tratado mais adiante. Os estados escolhidos para a entrada e
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saida sao dados por
1

[%i) = 5(/00) +[01) + |10) + [11)), (5.2)

1

V2

O estado expresso em (5.2) é um estado de superposi¢ao para um sistema de dois g-bits,

[¥r) = —=(100) + |11)), (5-3)

o qual estd um passo a frente do estado inicial do algoritmo de Grover, o qual é |00),
enquanto o estado representado em (5.3) é um estado da base de Bell.

Para o caso em que busca-se o estado |00), conforme apresentado no capitulo 4, faz-se
necessario a aplicacao de uma porta CNOT e uma porta Hadamard (1) ao estado de Bell
(5.5). A porta CNOT é dada por

1 000
1
CNOT = 0 00 ,
0001
0010
e a porta Hadamard
10 1 0
. 1 01 0 1
H®1)=—
( ) V2|11 0 -1 0
01 0 -1

Estas portas, quando aplicadas ao estado de Bell (5.5), geram o resultado
(H @ )ONOT [¢5) = |00},

dessa forma a computacao quantica adiabatica e nao adiabatica consiste em partir de um
estado de superposicao, de modo que este estado evolua até um estado da base de Bell e,
a aplicacao da porta CNOT e Hadamard faz com que o algoritmo seja concluido.

Além dos resultados ja obtidos, é necessario construir o Hamiltoniano do sistema a

partir dos Hamiltonianos inicial e final, os quais sdo dados por (7):

~

Hi = v(1 — [¢i) (Wil), (5.4)

Hy = v(1— ) (¥y]), (5.5)

em que v é a frequéncia na qual o pulso de radio frequéncia é aplicado sobre o sistema.
Tendo os Hamiltonianos inicial e final para o sistema, é possivel escrevé-los em um

espaco de Hamiltonianos (7,54), no qual ambos podem ser conectados através de uma
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curva s(7) € [0,1] da seguinte maneira:

~ ~

H[s(T)] = (1 — s(7))Hy + s(7)H,;. (5.6)

Desta forma, garante-se que em s(0) = 0 o sistema esteja no estado inicial e em s(1) =1
no estado final. A curva s(7) é arbitraria, ou seja, ela pode assumir qualquer forma entre
o intervalo no qual ela estd definida. Assim, busca-se uma curva adequada que realiza a
dinamica do sistema no menor tempo possivel. Esta curva esta associada a Braquistocrona

Quantica Adiabatica que sera tratada na secao seguinte.

5.2 Braquistdécrona Quantica Adiabatica

A curva Braquistocrona Quéntica Adiabatica (54) é uma curva que liga dois pontos
do espa¢o em um menor tempo sobre a¢do de um campo (11,16,17).

A mudanca temporal do Hamiltoniano de um sistema deve-se a acao de agentes ex-
ternos que agem sobre o mesmo, como campos elétricos e magnéticos. Denota-se esses
parametros como [z'[s(7)], 22[s(7)], ..., 2 [s(7)]], onde M & um conjunto de represen-

M representa o agente externo e s(7) a fungao que modela a forma com que

tacoes, o T
esses agentes devem mudar com o tempo. Define-se a rapidez na qual o sistema seréd

levado do estado inicial para o final, dada por (54)

d
v(T) = e (5.7)
dr
Da condicao adiabética, tem-se que
(6l H160)
< (5.8)

2
gnm
em que € esta relacionado ao erro associado a condigao adiabatica (53), conforme a equagao

de condigdo para adiabaticidade (1,53,54). Usando a regra da cadeia para reescrever a

taxa de variacdo do Hamiltoniano no tempo em relacdo a s(7), obtém-se

OH  OHOs OHOs .
B = r 0~ 25 07 — 0T, (59)

como $(7) depende apenas de 7 a derivada parcial por ser escrita como uma derivada

total, a qual permite reescrever (5.8) na forma

() (D DH |0)

2
Ynm

€. (5.10)
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A partir desse ponto sera necessario fazer uma mudanca na métrica do sistema, de
modo que realiza-se um tratamento geométrico. Os conceitos matematicos necessarios
para realizar estd mudanca esta fora do escopo deste trabalho, sendo encontrados em

(55). Tal mudancga é dada por

(6l 07160 | = 10, (5.11)

em que HS é chamada de norma de Hilbert-Schmidt (54) que é nada mais do que a norma,

do operador, e para um operador B qualquer, ela é escrita por
|B||us = \/Tr[BtB]. (5.12)

Da equagcao (5.7), tem-se

como 7 tem relacao com o tempo de evolugao do sistema, pode-se realizar integral, de

modo que

! ds B 1 .
te / vfals(r)], 2[s(r)]] ~ / dsLlls(r)], zls(r)]} (5.13)

Em que & = Jyx, a partir da equacao (5.10), é possivel propor um Ansatz chamado de

velocidade de evolugao adiabatica (54)

2
Vog = —Tnm_ (5.14)
10sH|| s
Assim, o Lagrangiano (5.15) do sistema é dado por
: 10115
Lla[s(r)], z[s(7)]] = T (5.15)
em que a norma de Hilbert-Schmidt pode ser reescrita como
OH(s) 2 0%(s) 0 .
—_— ‘0; ) 5.16
ds ds 0! Z:B 7 ( )
HS HS i HS
com 0; = 0/0x" e, portanto
M i)
M i),

2
€ Onm

O objetivo é minimizar o tempo de evolugao do sistema, conforme as ideias do calculo
variacional (11,16,17). Sabe-se que o caminho de menor tempo deve ser unico. Logo, uma

pequena variacao desse trajeto devera ser nula. Como o tempo de evolucao do sistema
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estd relacionado a uma funcional, pode-se escrever T' = T [z(s)] (54), de forma que

0T [x(s)]
“ols) = (5.18)

o que fornece as equagoes de Euler-Lagrange (11,16, 17)

De acordo com (54), s6 é possivel obter um resultado analitico, se a Lagrangiana possuir
uma dependéncia em um unico parametro (dimensdo). No caso estudado neste trabalho
x[s(T)] € um campo magnético, em que x representa o campo e s(7) a forma na qual ele
deve ser aplicado ao sistema.

Considerando um Hamiltoniano analogo ao Hamiltoniano da equagao (5.6), dado por
H = (1— s(7))Ha + s(1)Hs,

em que H, e Hp tém as formas

Ho =1—a) (a], (5.20)
Hy=1—1b)(B], (5.21)
de modo que
{a]b) = ao, (5.22)
(d'[b) = au, (5.23)

em que os estados da base sao {|a),|a’)} e, assim, o auto-estado é escrito como
b) = ag |a) + aq |d'). (5.24)

Considerando a base {|a), |a’)} como sendo a base canodnica, tem-se
1 , 0
a) = s a = . 525
o [ . ] ) [ ; ] (.29

0 O] ~ _[ 1—af —apy/1 — o

~

H, = : (5.26)

01
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em que a; = /1 — a3. Entdo, o Hamiltoniano do sistema assume a forma

; 2(s)(—og +1) —a(s)(ao0n)
Hlz(s)| = , 5.27
[2(s)] —xz(s)(apay) —a?z(s) +1 (5.27)
possuindo os seguintes auto-valores
Mlz(s)] = % + %\/—4a%x2(s) + 403 + 422(s) — 4x(s) + 1, (5.28)
Xolz(s)] = % - %\/—4048952(3) +4ad + 42%(s) — 4a(s) + 1, (5.29)

Figura 5.1: Gréfico referente aos auto-valores do Hamiltoniano (5.27) em fun¢ao do
parametro x[s(7)], em que z é o parametro externo aplicado ao sistema e s(7) = T
para 7 € [0,1] é a forma na qual ele deve ser aplicado. Observa-se que ao aplicar um
campo sobre o sistema modulado pela fungdo s(7), considerando oy = 1/2, as linhas do
espectro de energia se modificam.

08

0.6

=
s

04

0 02 04 0.6 0.8

Fonte: O autor

O grafico (5.1)referente aos auto-valores do Hamiltoniano (5.27) em func¢do do parametro
z[s(T)], em que = é o parametro externo aplicado ao sistema e s(7) = 7 para 7 € [0,1] é a
forma na qual ele deve ser aplicado. Observa-se que ao aplicar um campo sobre o sistema
modulado pela funcdo s(7), considerando oy = 1/2, as linhas do espectro de energia se
modificam. O ajuste para a separacao das linhas de energia depende do valor de ay,
quanto maior seu valor maior é aproximacao das linhas. Assim, a diferenca de energia é

dada por
Grm[2(5)] = Aafz(s)] — A [ (s)], (5.30)

conhecendo dessa forma o gap do sistema e o Hamiltoniano é possivel obter o Lagrangiano.
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Como o sistema depende de um tnico parametro, entdo (5.17) é escrita como

1310 H || s

2
€9nm

L[z(s),z(s)] = (5.31)

Para calcular a norma de Hilbert-Schmidt deriva-se o Hamiltoniano (5.27)

dH _ [ 1—-ad) —apy/1—ak ] (5.32)

dz(s) 2

—apy/ 1 —af a2 —1

W [ o)1 =) —ils)agy/T—of ] | (5.3
—i(s)aoy/T—af  @(s)(ad — 1)

Em seguida, conforme (5.12) & necessario calcular o produto de (5.33) pelo seu adjunto.

Uma vez que (5.33) ¢ hermitiana, tem-se

(o) =L ] oo

onde os elementos da matriz sao

my = 5'52(5)(1 - 043>2 + 9b2<5)048(1 - 0‘%)’

miy = —i*(s)(1 — af)*?ag — i*(s)an\/1 — ad(ad — 1),
oy = (s)(1 — a3)203 — #¥(s)ad\/1 — ad(0F — 1),
Moy = x'Q(s)ag(l — Ozg) + fQ(S)(OZ(Q) —1).
Tomando o traco, obtém-se

Tr(HIH) = i2(s)(1 — 02)? + 2i%(s)ad(1 — a2) + i2(s) (a2 — 1)2, (5.35)

de modo que a norma de Hilbert-Schmidt fica dada por

| #0H[x(s)] |l ms= \/:'52(5)(1 — af)? +2i%(s)ag(1 — o) + #*(s)(ef —1)%, (5.36)

| #0H ()] llms=#(s)\/ (1~ a3)2 + 203(1 — ad) + (a3 — 1)2., (5.37)

onde define-se a constante

B=1/(1- )2 +208(1 - a3) + (o3 — 12 (5.38)
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de modo que

| £0H[z(s)] || ms= @(s)B- (5.39)

A diferenca de energia ao quadrado ¢é

g2 =4(1— ag)x2(s) + 4(04(2) — Da(s) + 1, (5.40)
em que define-se
(=4(1-ad), y=4(2—1), (5.41)
dessa maneira
Gamlz(s)] = Ca®(s) + ya(s) + 1. (5.42)

Assim, o Lagrangiano fica escrito na forma

. B i(s)B
£L4). (5] = Gty s on o T (5.43)
de tal forma que a equagao de Euler-Lagrange (5.19)
doL oL
expressa as seguintes quantidades
oL B
P OESTORS o4
d oL Pi(s)(2¢x(s) +7)
B335 T Ca(s) + e(s) 1P (5:46)
0L Bi(s)(2a(s) +7) 7

dr— [Ca2(s) +ya(s) + 17

Observando as equagoes (5.46) e (5.47), é possivel notar que elas sdo iguais, de modo

que as equacgoes de Euler-Lagrange sao nulas, o que indica que a escolha da curva s(7)

é arbitraria. Assim, independente da escolha da curva que conecta os Hamiltonianos, o
sistema sempre vai buscar o caminho de menor tempo.

Entre todas as possiveis curvas para o sistema, busca-se a curva que mantém sua forma

invariante, para isso faz-se L — L' (54), de modo que

L'i(s), x(s)] = L[i(s), 2(s)]. (5.48)

Como esperado, dentre todas as curvas possiveis para s(7), existe uma que tera essa
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caracteristica. Neste caso, o Lagrangiano fica dado por

20 - 532(5)52
L7[i(s), x(s)] = COrE ORI (5.49)
e, realizando o procedimento de derivacao, tem-se
d oL* oL?
oL? B 2 (s) 52
i (Cx%(s) +ya(s) + 1) (5.51)
Ao () 4P(s)(al(s) +9) 6552
ds 0 (Cx2(s) +vx(s) +1)2  (Ca2(s) +ya(s) + 1)3 '
oL? _ 2d%(s)B*(2¢x(s) +7)
or — (Cx2(s) +yw(s) +1)3° (5:53)
Desse modo, obtém-se uma equacao diferencial para o sistema na forma
(s)(Ca(s) +ya(s) +1) — @%(s)(2¢x(s) +7) = 0, (5.54)

como o sistema depende apenas de um parametros conforme o Hamiltoniano (5.6), pode-
mos trocar z[s(7)], apenas por s(7), assim a equagao diferencial para o sistema fica dada,
por

5(7)(¢s*(7) +vs(T) + 1) — §%(7)(2¢s(T) +7) = 0. (5.55)

Observando a equacao (5.55), o primeiro termo contém uma derivada segunda no tempo
e termos que dependem do tempo e o segundo termo contém uma derivada de primeira
ordem no tempo elevada ao quadrado. A soluc¢do para s(7), pode ser encontrada com um
pouco de algebra, sendo possivel fazer uma integracao por fracoes parciais, o que resulta

ennl
1 ||

s(7)=—-—+ tan|(1 — 27) arccos |agl|. 5.56
(7) = 5+ 5 tanl(1 = 27) axccos (5.56)

Esta curva é chamada de Braquistocrona Quéantica Adiabatica, onde 7 € [0,1]. O gra-
fico desta curva é apresentado na figura (5.2) para diferentes valores de «y, sendo g a

amplitude de probabilidade do primeiro auto-vetor do sistema.
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Figura 5.2: Curva da Braquistocrona Quantica Adiabatica s(7), para diferentes valores

de Q.

= 1/2 0= 1/4 0= 1/6
l
08
0.6
s(1)
04
0.2
0
0 02 0.4 0.6 0.8 l
T

Fonte: O autor

Uma vez que curva braquistdécrona foi encontrada, faz-se necessario determinar o

tempo de evolucao adiabatica do sistema. Para isso, define-se o parametro 7 da curva

adiabatica s(7) em termos do tempo de evolucao adiabética T4 como sendo 7 = t/T,4

(53).

5.3 Tempo de Evolucao Adiabatica

Para encontrar o tempo de evolugao adiabatica, parte-se da equagao (5.8), escrita na

forma

em que

Dmaz
<, 5.57
dH
Dor = [{ — ) 5.58
<dt> 5.58)

)

A equagao (5.58) pode ser reescrita para obter o tempo de evoluc¢do adiabética T,4 na

forma

dH
di

)

_ds
S dt

dH 1|/ dn
<E> —fd<E> . (5.59)

) )



O Hamiltoniano para um sistema de RMN é dado por

~ ~

H[s(T)] = (1 — s(T))”;‘:lZ + s(1)Hy,

em que

~

Hi = v(1 — [¢:) (eil),
Hy = v(1 = o) (Wy)),
como foi definido anteriormente. Os estados de entrada e de saida sao
) = 5(100) +]01) + 10} + J11)),

1
V2

Logo, a matriz Hamiltoniana fica representada por

) = —=(/00) + [11)).

v — ?V 0 0 —?V
R 0 v 0 0
H S\T)| = )
[s(7)] 0 0 b 0
em que seus auto-valores sao
1 1
M[s(T)] = 51/ + §V\/282(T) —2s(7) + 1,
1 1
Xo[s(T)] = 51/ — 51/\/232(7) —2s(7) + 1,

As[s(T)] = M\y[s(7)] = v.

o6

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

Observa-se que o sistema possui uma degenerescéncia. Isso nao ird prejudicar a analise,

uma vez que sao necessarios apenas os auto-valores A\; e A\o. A diferenca de energia entre

A1 e Ay é dada por

g1 = —v/25%(1) — 25(7) + 1.

(5.69)

Para encontrar o minimo da diferenca de energia basta derivar o argumento da raiz em

relacao a 7 e igualar a zero

Imin(8) = Gmin(1/2) = 1*/2.

(5.70)
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Os dois auto-vetores associados a A\ e Ay sao dados por

s(7)
s(1) — 1+ +/282(1) — 2s(7) + 1
|1, 8) = ki 0 , (5.71)
0
1

B s(7)

s(1) —1—+/282(1) — 2s(7) + 1
|92, 5) = ko 0 : (5.72)
0
1

onde ki e ks sao constantes de normalizacao dadas por

1
oy = , (5.73)

VR ms(r) = 1+ /282(r) — 2s(r) + 12 + 1

1
ko = . (5.74)

V(m)s(r) = 1 — \/252(r) — 2s(r) + 12 + 1

A partir da equacao (5.58), tem-se
dH 2
i\ |2 (5.75)
dt - 2

substituindo (4.70) e (4.75) em (5.57), obtém-se o tempo de evolu¢ao adiabatica para o

sistema, o qual é dado por

T, = g, (5.76)
Observa-se que o tempo de evolugao do sistema depende de € e v. Como € esta relacionado
com a precisao, entao quanto menor o valor de € maior é o tempo de evolucao adiabatica.
Assim, se ¢ — 0 o tempo de evolucao T,;, — oo. Esta situacgio estd de acordo com
o teorema adiabatico, em que era necessirio um tempo de evolugao infinitamente longo

para que o sistema permanecesse em seu estado fundamental.

5.4 Computacao Quantica Nao adiabatica

A realizacao da computacao quantica nao adiabatica serd feita em um contexto de

RMN para um sistema de dois ¢-bits. Um Hamiltoniano para um sistema de dois g-bits
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acoplados em unidades de (h=1) é (1,10,28,36)
Ho(r) = JrllI2 + f(r)(I} + I2). (5.77)

Os indices 1 e 2 sao referentes a cada subespaco de spin do sistema, de modo que I' esta
relacionado ao subespaco H; e 12 com Hy, o indice z em ?:[Z(T) esta relacionado a direcao
em que o pulso de radio frequéncia f(7) é aplicado e J é a constante de acoplamento.
Observa-se que o Hamiltoniano se encontra no referencial girante. Um exemplo de sistema
que possui esta forma de Hamiltoniano ¢ um sistema onde exista uma interacao entre o
Hidrogénio e o Carbono.

A representa¢ao matricial do Hamiltoniano (5.77) é dada por

| % “fr) 00 0o |
) 0 = 0 0
H.(7) = 1y . (5.78)
0 0 —n 0
4 Jm
0 0 0 =—f)

Nota-se que este Hamiltoniano apresenta uma degenerescéncia em seus auto-valores, os

quais sao dadas por

M= % +2f(r), (5.79)
Do = {TW _2f(n), (5.80)
s = —%, (5.81)
Ay = _TJ”. (5.82)

Essa degenerescéncia pode ser contornada com uma mudanca nas componentes das ma-

trizes de Pauli, de modo que

~

Ho(r) = JrI 2 4 f(r)(I + I?), (5.83)

onde a aplicacdo da diregao do pulso f(7) foi trocada de z para z. O trabalho apresentado
em (7) apresenta uma mudanga no Hamiltoniano do sistema de modo que o acoplamento
¢ dado na direcao de x e o pulso é dado em z, entretanto, este sistema apresenta uma
dificuldade experimental para a obtencao do Hamiltoniano. Devido a este fato, fizemos
uma escolha para um Hamiltoniano mais simples de ser reproduzido, e também veremos

que esta escolha acarretard em uma maior complexidade para resolucao de calculos. A



99

representagao matricial do Hamiltoniano (5.83), neste caso, é

Jr o 2f(r) 2f(1) 0
~ 1 2f(r) —Jm 0 2f(7)
O=11 9 0 —Jn 2f(n) | (5:84)

0 2f(r) 2f(r) Jm

Neste caso os auto-valores do Hamiltoniano nao sao degenerados, os quais sao dados por

1
A = Z\/J%r? + 16.2(7), (5.85)
1
Ay = —Z\/J27r2 + 16.£2(7), (5.86)
1
A = =, (5.87)
1
M= (5.88)

Além disso, seus auto-vetores ficam dados por

—Jr+ \/J27r2 + 16 f2(7)
Af(7)y/my

Wl) =

Vi

(|00) 4 |11)) + ( ) (|01) + |10)), (5.89)

Jr+ \/J27r2 + 16 f2(7)
Af(7)y/ma

(100) — |11)), (5.91)

i) = —2=(100) + 111)) - ( ) (01) +10). (590)

1
V2
1
V2

Em que m; e my sao constantes de normalizacao.

|1/13> =

[¥a) = —=(101) = [10)). (5.92)

Conforme ja mencionado, a computacao quantica nao adiabatica é feita através dos
Invariantes Dinamicos, os quais foram apresentados no capitulo 3. Neste caso, a equacao

para encontrar o invariante é dada por

afn(r)
or

+ i Tpgl L (1), H(7)] = 0, (5.93)

a qual mostra que é possivel encontrar o invariante a partir do Hamiltoniano do sistema.

De modo geral, o Hamiltoniano de um sistema de dois ¢-bils, pode ser escrito como

Hir) =) aui(r)(of @ 03), (5.94)

1,7=0
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em que o indice 0 representa a matriz identidade e os indices 1, 2, 3 representam as matrizes
de Pauli. De acordo com o Hamiltoniano (5.93), pode-se escrever o Invariante com uma

estrutura semelhante, da forma que segue

L(r) =Y Bii(r)(o} @ 02). (5.95)

1,7=0

Nesta forma geral, o invariante contém 16 termos, dentre os quais existem termos que
sao chamados de variaveis redundantes. Entretanto, utilizar esta forma geral, torna o
problema complexo. Neste sentido, é feita uma escolha particular.

Dessa maneira, busca-se um invariante que possua a mesma forma do Hamiltoniano

(5.83), dado por
(1) = Bro(7) ok + Bon (7)o + B23(T)0,0% + Baa(T) 005 + Baa(T) 0,0 + Bas(T)o 202, (5.96)
escrevendo de uma forma melhor de ser visualizado,
Lo(7) = Bi(r)oy + Ba(T)os + Bs(T)ayo? + Bu(r)oloy + Bs(T)oy0p + Bo(r)ola?.  (5.97)

A escolha desse Invariante possui os termos do Hamiltoniano, e mais 3 termos adicionais
que permitem compor uma base para o sistema. O problema é que esta forma para
o invariante possui auto-valores e auto-vetores que tornam a solucao do problema difi-
cil devido a existéncia de muitos termos. Um modo de se contornar este problema, é

reescrevendo os coeficientes do invariante da seguinte forma (7)

91(7) + ga(7)

Bi(r) = ; , (5.98a)
Ba(7) = M, (5.98b)
Bs(T) = M, (5.98¢)
Ba(T) = M, (5.98d)
Bs(7) = M, (5.98e)
Be(T) = M, (5.98f)

(5.98g)



61

substituindo no invariante (5.97) obtém-se

I,(1) = ! .
(1) 5 o, + 5 - (5.99)
92(7') + 95(7') 1.2 92(7) - 95(7') 1.2
+ 5 yO- + 5 0.0,
X 93(7') + 96(7') ‘7;‘75 i 93(7') - 96(7') U;gg.
2 2
Juntando os termos, referentes aos g’s
L) = g1(1)ZY = go (1) + g6(r) B (5.100)
+g5() S + ga()SP — gs(1)F,
em que
1 2
= = (—% ;r a””) , (5.101a)
olo? 4+ olo?
= — <—y e y), (5.101b)
1.2 1.2
o = <—"2"2 ‘503“3) , (5.101c)

0'10'2 - 0'10'2

Ef) = (%) 7 (5.102a)
olo? — olo?

2@ = (%> ’ (5.102b)
olo? + olo?

») _( T ) (5.102¢)

Esses novos conjuntos, {29), Zg), Egl)} e {252), 2&2’, E;(f)}, fazem parte de duas algebras
SU(2) (24), de modo que
(269, 58] = 24,21, (5.103)

sendo o = 1,2 e ¢ ¢ simbolo de Levi-Civita que obedece a seguinte relagdo (24,25)
+1 se (4,74, k) (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)

€Gjk =4 —1 se (1,7, k) (3,2,1),(1,3,2),(2,13) (5.104)
0 se 1=3,5=kk=1
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Entdo a forma matricial do invariante fica

mi1 Mi2 Mi13 Mi4

-~ 1| ma1 maa ma3z Moy
I, = 5 ' ’ ’ ’ , (5.105)
mg31 MM32 M33 MM34

Mmy1 Myg2 M43 M44

My = —Maos = —Mgz = Mas = g3(7) — g6(T)
mip = myy = gi(7) — 1g2(7) — ga(7) +ig5(7)
M1z =My, = Mag =mz, = gi(7) —ig2(7) + ga(7) — igs(7)
M4 = —Ma3 = —My1 = M32 = —93(7') - 96(7')
mza =myz = gi(7) +1g2(7) — ga(7) — ig5(7)

Os auto-valores do invariante (5.105) sao dados por

M = —y/e2(r) + gi(r) + i), (5.106a)
Ao = —[02(7) + g3(7) + g3(r). (5.106h)
As = /() + () + (7). (5.106¢)
A= \Jg2(r) + g3r) + g3(r). (5.106d)

Por mais que seus auto-valores contenham termos que dependam do tempo, eles devem

evoluir mantendo-se constantes. Os auto-estados do invariante sao denotados pelos Kets

a1

1 | b
|¢>1(T)>—\/—N—1 E (5.107)

dy

a1 =(A\1g5(7) +2M5(7)96(7) + Aigs (7) + 4Mgi (7) +ANgs (7) + g6(7)g5 (T)+
295(7) g5 (7) + 4g3(7) g1 (7) + 4g3(7) g3 (7) + (7)) /(Mags(T) + Aags(7)+
95(7)g6(7) + g5(7) + 297 (7) + 205(7)) (2M1 + g3(7) — g6(7)))

by = — (i93(7)92(T) — ig6(7)92(7) + 2iga(T) A1 + g3(7)91(T) — 91(7)96(T)+
2ig1(m) A1/ ((95(7)g6(7) + Aaga(7) + g5 (7) + Ags(7) + 207 (7) + 295(7)))



63

c1 == ((2M 4 g3(7) — 96(7)) (ig92(7)) + 91(7) /(93(7) g6(T) + A1g3(T) + g5 (T)+
Mgs(T) + 207 (T) + 295(7))

o fator de normalizacao Ny
Ny = |CL1|2+|b1|2+|Cl|2—i-|d1|2 (5.108)

o estado |¢1(7)) seré o estado utilizado para resolver o problema e descrever a dinamica
para encontrar f(7).

Para o segundo auto-valor, o auto-estado sera representado pelo ket

a2
1 b
dy

ag = — (4G5 (1) + 492(7)g6(T) + X2g5 (1) + 2X293(7)g6(T) Aag (1) + 4Xagi (T)+
95(7) +296(7) g5 (7) + 93(7) g5 () + 496(7) 93 (1) /(2X2 — g3(T) + g6(7)) (A2gs(T)+
Mags(T) + g5(7) + 95(7) + g3(7)96(7) + 295 (7) + 292 (7))

by =2ig5(7) A2 — 193(7)g5(7) +i96(7)g5(T) + 294(7) A2 — g3(7)ga(7) + 96(7)ga(7)/
(A2g5(T) + Aags(T) + 65(7) + g3(7) g6 (T) + 295 (7) + 292(7))

ca == ((2X2 = g3(7) + 96(7))(ig5(7)9a(7)) / (Mags(7) + Aage(7) + g5(7) + g5(7) g6 () +
293(7) + 295(7))

o fator de normalizacao N,

Ny = |ag|? + [ba|* + |ea* + |daf? (5.110)
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terceiro auto-estado para o terceiro auto-valor representado pelo ket

as
1| b
\cbs(f))—m ‘. (5.111)
ds

ag =(4Xag3 (1) + 462(1)g6(T) + A2g3 (1) 4 2X293(7) g6 (T) Aagi (T) + 4Xagi (T)+
93(7) + 296(7) g5 (1) + g5(7) 98 (7) + 496(7) 93 (T)/ (2A2 — g5(7) + g6(7)) (Aags(7)+
Mogs(T) + g5(7) + 93(7) + g3(7)96(7) + 295 (7) + 292 (7))

by = — (2ig5(T) A2 — igs(7)g5(7) +ig6(T)gs(T) + 294(T) A2 — 93(7)9a(T) + 96(7)9a(7)/
(A2g3(T) + Aage(7) + g5(7) + 93(7)g6(7) + 293 (7) + 295(7))

cs =((2X2 = g5(7) + 96(7)) (ig5(7)9(7)) / (N2g5(7) + Aage(7) + g5 () + g3(7) g6(7)+
293(7) + 2g5(7))

o fator de normalizacao Nj
= |ag[® + [bs]* + |es[* + |ds[? (5.112)

e, finalmente, o ultimo auto-estado associado ao quarto auto-valores é representado pelo

ket

1 by
‘¢4(T)> = \/m Ca (5113)
dy

ag =(Mgs (1) + 2M193(7)g6(7) + Mg () + 4Mgi(T) + 4Mg3 (1) + g6(7) g5 (T)+
295(7) g5 (1) + 4g3(7) g3 () + 493(7) g5 (1) + 95 (7)) / (A1g3(T) 4+ A1gs(T)+
93(7)96(7) + g5 (7) + 293 (1) + 295(7)) (2A1 + g3(7) — g6(7))

by = — (ig3(7)92(T) = ig6(7)92(T) + 2iga(T) A1 + 93(7)92(7) — g1(7)g6(T)+
2ig1(T)M1/ (93(7)g6(7) + Mags(7) + g6 (7) + Mgs(7) + 207(7) + 295(7))
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ca == ((2M 4 g3(7) — g6(7)) (ig92(7)) + 91(7) /(93(7)96(T) + A1g3(7) + g5 (1) +
Mgs(T) + 207 (T) + 295(7))

o fator de normalizacao N,
N4 = |6L4|2 + |b4|2 + |C4|2 + |d4|2. (5114)

Com o Hamiltoniano (5.83) e o Invariante (5.105), é possivel usé-los na equagao de movi-

mento (5.93) para encontrar as equagoes diferenciais para os ¢'s

oI, ()

5 =~ ln(7), Ha(7)]; (5.115)

obtendo assim as seguintes equacoes diferenciais

Gi(1) = 7T T go(7), (5.116a)
g2(7) = =71 Jgi(7) — 2T f(7)g6(T) (5.116b)
gs(1) =0, (5.116¢)
Ga(1) = 7w JTgs5(7), (5.116d)
gs(1) = —mJTga(7), (5.116e)
go(T) = 2T f(7)ga(T) (5.116f)

O conjunto de equagoes diferenciais acima, mostra que as equagoes para ¢s, gs, g5 Nao
contribuem diretamente com a evolugao dinamica do sistema, pelo fato de f(7) néo estar

presente nessas equacoes. Suas solucoes sao facilmente obtidas

g93(7) = g3(0), (5.117)
94(7) = 94(0) cos[r JTT] + ¢5(0) sin[r JT'7], (5.118)
g5(7) = g5(0) cos[rJT'T| — g4(0) sin[w JT'T]. (5.119)

Por outro lado as equacoes para gy, g2, g Sao responsaveis pela dinamica do sistema, pelo
fato de conterem o termo f(7). Mas existe um problema, o conjunto de equagoes (5.116a),
(5.116b) e (5.116f), é possivel perceber que existem 4 variaveis g;(7), g2(7), g¢(7) e f(7),
entretanto, apenas 3 equacoes, o que nao permite obter uma solucao para essas variaveis.

Uma maneira de resolver este problema, é através das condicoes iniciais e finais do sistema.
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O estado usado para encontrar uma soluc¢do é o estado (5.107), dado por

a1
1|

o) = Ci (5.120)
dy

E devido a este estado do invariante que foi feita a escolha dos estados (5.2) e (5.3) para
a realizacao da computacao adiabatica. A base na qual ele estd escrito ndo permite obter
diretamente o estado |00), que seria o estado inicial do algoritmo de Grover. Mas, é
possivel obter com ele um estado de superposi¢ao e um estado de Bell como condicoes

inicial e final. Em que a condicao inicial é

1
111
0)) = - 5.121
s =5 | (5.121)
1
e a condicao final dada por
1
1 0
1) =— 5.122
a0 == | (5.122)
1

Como o estado |¢;) depende de g1, g2, g3, g6, é possivel a partir das condigdes iniciais e
finais, determinar as formas dos ¢'s. A equagao (5.116¢) mostra que g3 é uma constante

de modo que
gs(1) = L. (5.123)

O auto-estado (5.107) possui termos complexos, entretanto pelas condigdes inicial e final,
tem-se que as amplitudes de probabilidade do sistema devem ser reais. Assim, é necessario

tomar as partes imaginarias como sendo nulas, o que implica em
g2(0) = 0. (5.124)

Com essa escolha, torna-se necessario determinar apenas g; e gg. Para estes, faz-se a

seguinte escolha
96(0) =0, (5.125)

91(0) = —1. (5.126)

Estas condic¢bes iniciais para os ¢'s geram o estado de superposicdo. Além disso, as
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condigoes finais para gerar os estado de Bell sao
g96(1) =1, (5.127)

g(1) =0. (5.128)

Com os valores iniciais e finais para os ¢'s é possivel a partir disso encontrar uma funcao

que obedeca esses valores. A funcao escolhida aqui para ¢; é dada na forma

1 1

g1(m,n) = 573 cos[(2n — 1)7r]. (5.129)

Observa-se que na equacao (5.129) foi adicionado um n a fungdo. Em que n esta dire-

tamente relacionado ao numero de vezes que a funcao se repete no intervalo de tempo.

Quanto maior o valor de n, mais rapidamente o sistema ird para o estado desejado. A

partir de g, é possivel obter as formas para g, e gg, de modo que
1(2n — 1)sin[(2n — 1)77]

gp(mn) =3 JT ’

(5.130)

para determinar gs usé-se o auto-valor A\, dado por (5.106a), garantindo assim que a

forma com que os ¢'s sdo escritos, esteja de acordo

go(rsm) = %\/4 4 (—% _ écos[@n _ 1)7?7']) _(@n-l) S};[ﬁ” — U7 581

Com os ¢'s pode-se escrever a fungio f(7,n) através da equagoes (5.116f), de modo que

1 (2n — 1)%7 cos[(2n — 1)77] ; 11
_- - —Jrn | —= — = cos[(2n — 1)77]
f(r,n) = 2 & = ( 2 2 . ) . (5.132)
\/4 —4 (—% — %cos[(?n — l)WT]) _ @) S}]I;[j(?zn — U]

A equagao (5.132), para a funcdo f(7,n) depende de n e também do tempo de evolugao
adiabatica. A figura (5.3) ilustra a funcao (5.132), para n = 1, a escolha de J = 215Hz
é o valor da constante de acoplamento entre o Hidrogénio e o Carbono, e o tempo de

evolucao adiabatica é de 20ms
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Figura 5.3: A figura ilustra a fun¢do (5.132), para n = 1, a o valor da constante de
acoplamento entre o Hidrogénio e o Carbono J = 215Hz e o tempo de evolucao adiabatica
¢ de 20ms.
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Fonte: O autor

Figura 5.4: A figura ilustra a funcao (5.132) para n = 2, o valor da constante de acopla-
mento entre o Hidrogénio e o Carbono J = 215Hz e o tempo de evolugao adiabatica é de
1s para a curva em vermelho e de 0.01s para a curva em azul.
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Figura 5.5: A figura ilustra a funco (5.132) para n = 3, o valor da constante de acopla-
mento entre o Hidrogénio e o Carbono J = 215Hz e o tempo de evolucao adiabatica é de
1s para a curva em vermelho e de 0.01s para a curva em azul.
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Fonte: O autor

E possivel observar claramente nas figuras (5.4) e (5.5) que o nimero de vezes em
que a funcao se repete esta relacionada ao valor de n. Dessa maneira, o protocolo se
repetird mais vezes no mesmo intervalo de tempo, tornando assim o processo mais rapido.
E possivel notar também que o tempo de evolucdo do sistema afeta diretamente a forma
da funcao, de modo que, ao diminuir o tempo de evolugao do sistema, a funcao (5.132)
apresenta uma discrepancia para diferentes valores de n. Isso acarreta em um problema
para a obtencao do estado desejado.

A funcdo f(7,n) possui uma singularidade em 7 = 0, de modo que f(0,n) = oo.
Esta funcao esta relacionada a intensidade do campo aplicado, que por sua vez esta
relacionado a frequéncia v dos Hamiltonianos adiabaticos (5.4) e (5.5). Isso pode gerar um
problema, devido & capacidade do equipamento de RMN. Para contornar este problema
faz-se necessario comecar com um pequeno acréscimo ao tempo inicial, de modo que

t; = 0+d. Assim, faz-se a escolha de d para ajustar o valor do pulso aplicado inicialmente.

5.5 Operador Densidade

O operador densidade é uma ferramenta estatistica que permite tratar sistemas onde o
vetor de estado do sistema nao é conhecido, mas apenas um conjunto de vetores {|i;)}, que
ocorrem com a probabilidade {p;} o conjunto {p1, [¢;) }, é chamado de conjunto estatistico
(1,2,21,22,56,57).
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Este operador descreve dois tipos de sistemas chamados de Estados Puros e Estados
Mistos. O estado puro é o qual obtém-se a informacao maxima sobre o sistema, no caso
dos spins um estado puro é o qual todos os spins estao no mesmo estado quantico. Os
estados mistos sao estados que nao sao escritos por um Unica fungao de onda, mas por um
conjunto de funcoes independentes, cada uma caracterizando um subconjunto do sistema.
De modo que é possivel escrever um estado [¢1) com uma probabilidade p;, um estado
|th9) com probabilidade py e assim por diante, até um estado |¢;) com probabilidade py,

assim
k

Para calcular as predigoes Fisicas de um estado correspondente a |¢) deve-se pesar a
probabilidade p; associada a este estado e somar sobre k. Entretanto, realizagao desse
procedimento torna o problema bastante complicado em questoes de calculo.

Considerando que o estado do sistema ¢ dado por

Zan ) [6n) - (5.134)

onde {|¢,)} forma um conjunto da base ortonormal e «,,(t) satisfaz a relagao

> lan(t)? =1. (5.135)

Entao, tem-se um operador observavel O com os elementos de matriz dados por

e seu valor médio dado em um instante de tempo, é dado por
<O> (U (#)|O]w(t) Za O (5.137)

Os produtos entre os a,,* «,, estao presentes na determinacao do valor médio do sistema,

sendo possivel observar que eles representam
(W (t)) (L)l (5.138)

de modo que
(Om|T) (P]gn) = ap,an. (5.139)

E natural introduzir o operador densidade para o estado puro p(t) dado por

p(t) = [W(t) (¥ ()], (5.140)
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de modo que dado V(%)) é possivel obter todas as predigoes fisicas sobre ele. A evolugao
temporal do sistema dé-se através da equagao de Schrodinger (1.10), em que a evolugao
do estado é dada por

U (t)) = U(t) [¥(0)) (5.141)

em que U(t) é o operador de evolugdo temporal (1.12), dessa forma o operador (5.140),
fica dado por
o(t) = U (H)p(0)07(), (5.142)

A figura (5.6) representa os elementos da matriz densidade (5.142), em que o Hamiltoniano
do sistema ¢é representado pela equacgao (5.83) e o estado inicial (5.89).

O Hamiltoniano (5.83) depende da fungao f(r,n) de modo que ela é continua no
tempo, isso nao ¢ possivel de realizar-se experimentalmente. Entretanto, para que seja
possivel realizar o Hamiltoniano (5.83), é necessério discretizar a fungao f(7,n) no tempo,
permitindo fazer uma simulagdo computacional do sistema. Como foi visto na figura (5.3),
a fungdo (5.134) tende ao infinito em 7 = 0, como esta fungao esta associada a frequéncia
na qual o pulso é aplicado sobre o sistema, é necessario fazer um deslocamento no tempo
para que se tenha um valor de frequéncia na qual a maquina possa operar t; = 0+ d. O
valor escolhido para frequéncia na qual pulso inicial é aplicado é de 25kHz. Assim, para

n = 1 o deslocamento no tempo d = 0.006s, para n = 2 o deslocamento d = 0.001s.

Figura 5.6: Grafico dos elementos da Matriz Densidade, para o estado (5.89) com os
valores de J=215Hz, n=1, ¢ = 2.1073, o valor da frequéncia do pulso inicial é 25kHz
o deslocamento no tempo é d = 0.006s, o estado inicial apresenta-se em um estado de
superposicao e o final em um dos estados da base de Bell, o tempo de evolucao adiabatica
é de T' ~20ms.

Estado inicial Patte Real de rho, Final

Fonte: O autor

A figura (5.6) ilustra os elementos das matrizes densidade do estado (5.89), onde o
estado comeca em uma superposicao e termina em um estado de Bell, conforme o esperado.

Cada elemento da diagonal principal corresponde a um elemento da base computacional,
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e os elementos fora da diagonal sao devidos as correlagoes quanticas. A escolha feita para
os parametros do sistema ¢é devido & um sistema de Carbono e Hidrogénio, onde J=215Hz.
Para os outros estados, também é possivel observar o que acontece devido a aplicacao da

fungao f(7,n) e, os graficos (5.7)(5.8)(5.9), sdo mostrados abaixo

Figura 5.7: Gréafico dos elementos da Matriz Densidade, para o estado (5.90) com os
valores de J=215Hz, n=1, ¢ = 2.1073, o valor da frequéncia do pulso inicial é 25kHz o
deslocamento no tempo é d = 0.006s, em que o estado final em um dos estados da base
de Bell, o tempo de evolucao adiabatica é de T" ~20ms.

Estado inicial Patte Real de rho, Final

Fonte: O autor

Figura 5.8: Gréafico dos elementos da Matriz Densidade, para o estado (5.91) com os
valores de J=215Hz, n—1, € = 2.1073, o valor da frequéncia do pulso inicial ¢ 25kHz o
deslocamento no tempo é d = 0.006s, o tempo de evolucao adiabatica é de T ~20ms.
Onde a mudanc¢a do Hamiltoniano no tempo nao afeta a forma do estado.

Estado inicial Parte Real de rho, Final

Fonte: O autor
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Figura 5.9: Grafico dos elementos da Matriz Densidade, para o estado (5.92) com os
valores de J=215Hz, n—1, ¢ = 2.1073, o valor da frequéncia do pulso inicial é 25kHz o
deslocamento no tempo é d = 0.006s, o tempo de evolucao adiabatica ¢ de T ~20ms.
Onde a mudanc¢a do Hamiltoniano no tempo nao afeta a forma do estado.

Estado inicial Parte Real de rho, Final

Fonte: O autor

As figuras (5.8) e (5.9) ilustram que os estado representados nas equagoes (5.91) e
(5.92) nao sao afetados pelo pulso, isso ja era de se esperar pelo fato de que estes estados
nao apresentarem uma dependéncia da fung¢ao f(7,n).

Como foi visto na se¢do 5.1, para que fosse concluido o algoritmo de Grover, era
necessario aplicar a porta CNOT e Hadamard ao sistema, concluindo assim o algoritmo
de Grover. Para todos os estados finais a aplicacao das portas sao ilustradas na fig-
uras(5.10,.5.11,5.12,5.13)

Figura 5.10: Aplicagdo da porta CNOT e Hadamard ao estado (5.89), apds a evolucdo do
sistema.

Estado inicial
. Parte Real de rho, Final Aplicagdo da porta Crot e Hadamard Final

Fonte: O autor
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Figura 5.11: Aplicagdo da porta CNOT e Hadamard ao estado (5.90), apds a evolucao do
sistema.

Estado inicial Parte Real de rho, Final

Aplicagdo da porta Cnot & Hadamard Final

Fonte: O autor

Figura 5.12: Aplicagdo da porta CNOT e Hadamard ao estado (5.91), apds a evolucdo do
sistema.

Estado inicial Pare Real de tho, Final Aplicagdo da porta Cnot e Hadamard Final

2

Fonte: O autor

Figura 5.13: Aplicagdo da porta CNOT e Hadamard ao estado (5.92), apds a evolucdo do
sistema.

Estado inicial Parte Real de tho, Final Aplicagdo da porta Chot e Hadamard Final

Fonte: O autor
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5.6 Distancia

Outro método util para observar a eficiéncia das computacoes em obter o estado dese-
jado é o conceito de distancia (1). As normas de distancia tem como objetivo responder
de forma quantitativa questoes como: se estados tém informacoes semelhantes e se a in-
formagao do sistema é preservada durante a sua evolucao. Existem duas formas de quan-
tificar isso, usando as normas de distancia, que sao denominadas de estatica e dinamica.
A estatica quantifica o quao proximos dois estados quanticos estao e a dinamica, mostra
como é preservada a informacao quantica durante o processo evolugao.

A comunidade de computacao e informacao quantica usa muito dessas ferramentas

matematicas. A que sera utilizada é a distancia de traco (1)

5(7) = gtr(lo(r) ~ poall), (5.143)

onde ppy € a matriz densidade do estado de Bell, que é o estado desejado ap6s a evolucao
do sistema. Assim, pode-se usar desta ideia para avaliar o quao eficiente é o uso da
computacao quantica adiabatica e nao adiabética. Neste caso, é apresentado apenas para

o estado representado pela equagao (5.89)

Jr — \/J2772 +4f%(7)
2f(7)y/my

em que m; é o fator de normalizacao. O uso desse estado é dado pelo fato de que ele

[¥1) = (100) +|11)) — (101) + |10)),

N

evolui para o estado de Bell desejado.
A equagao (5.143) é utilizada para fazer uma simulagdo computacional, tanto para o
caso da computacao adiabética quanto para a computagao nao adiabatica. De modo que,

verifica-se a eficiéncia dos processos em obter o resultado do algoritmo.
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Figura 5.14: Representacao da distancia entre os estados durante o tempo de evolucao
para computacdo adiabatica e ndo adiabatica. A figura (a) representa a evolugao adia-
batica para v=25kHz e ¢ = 2.1073. A figura (b) representa a evolugdo nio adiabatica
para n=1, J=215Hz, ¢ = 2.1073 e a frequéncia inicial na qual o pulso é aplicado é de
25kHz e o deslocamento de tempo d = 0.006s. O tempo de evolucao adiabatica é de
aproximadamente 28ms.

Distancia Distancia
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Fonte: O autor

A figura (5.14) (a) mostra que através da evolugao adiabética do sistema, ¢ possivel
obter o estado de Bell em 7 = 1. A figura (b) ilustra a evolugao do sistema via invariantes
dinamicos. Em que é possivel observar que o sistema chega ao estado de Bell um pouco

antes de 7 = 1. Resultando em um pequeno ganho na eficiéncia em obter o resultado.

Figura 5.15: Figura mostra a distancia entre os estados usando processo de evolucao nao
adiabatica para n=2, J=215Hz, ¢ = 2.1073 e a frequéncia inicial na qual o pulso é aplicado
é de 25kHz e o deslocamento de tempo d = 0.001s. O tempo de evolucao adiabéatica é de
aproximadamente 28ms

Distancia
n7

06+
0&¢
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03r
02r
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Fonte: O autor

A figura (5.15) ilustra o processo via Invariante para n = 2, observa-se que para
n = 2, o processo deveria chegar ao estado desejado mais rapidamente do que paran = 1.

Entretanto, o sistema nao chega exatamente ao estado de Bell desejado, embora fique
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muito proximo deste. Isso ocorre devido a escolha do tempo de evolucao adiabatica do
sistema. Mostrou-se na figura (5.5), que a funcdo f(7,n) apresenta uma discrepancia
em sua curva para diferentes valores de n ao diminuir-se o tempo de evolucao adiabatica.
Neste sentido, fixou-se o valor de n = 1, para testar a eficiéncia do Invariante para tempos

menores que 28ms.

Figura 5.16: Grafico da distancia para a curva adiabatica e nao adiabatica. Para a curva
adiabatica tem-se v=25kHz, ¢ = 1/2.10%, e o tempo de evolucio adiabética de 4ms. A
curva ndo adiabatica tem-se n—1, J=215Hz, e = /2.10~% e a frequéncia inicial na qual o
pulso é aplicado ¢ de 25kHz e o deslocamento de tempo d = 0.006s, e o tempo de evolucao
é de 4ms.
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Fonte: O autor

A figura (5.16) apresenta a evolugao do sistema para a computagao quantica adiabética
e nao adiabética, e tempo de evolucao é de 4ms, observa-se que a computacao adiabatica é
capaz de obter o resultado desejado, para este tempo de evolucao do sistema. Entretanto,
verifica-se que mesmo para o Invariante com n = 1 a dindmica nao resulta no estado
desejado.

Como a fung¢ao f(1,n) foi discretizada para a realizacao da simula¢do computacional,
deve-se verificar o niimero de passos necessarios para realizar a evolu¢ao completa do
sistema, neste caso, faz-se o teste da discretizacao da func¢ao para um tempo de evolucao

de 28ms, a qual o Invariante foi capas de obter o estado desejado.
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Figura 5.17: Cuvas de distancia para a funcio f(7,n) discretizada no tempo, com n—1,
e o tempo de evolucao ¢ de T" = 28ms o valor da frequéncia inicial na qual o pulso é
aplicado é de 25kHz e o deslocamento de tempo d=0.006s.
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Fonte: O autor

Observou-se através das figuras apresentadas em (5.17), que o ntimero de passos apli-
cados a funcao, influencia no resultado final do sistema. De modo que se a quantidade de
passos for pequena o objetivo nao é concluido. A partir de 100 passos ja é possivel obter
o estado desejado para a realizacao do algoritmo de busca.

Neste capitulo, apresentou-se os conceitos para a realizacao da computacao quantica
adiabatica e nao adiabatica, como um maneira alternativa de obter o resultado do algo-
ritmo de busca desenvolvido por Grover. Observou-se que essas duas formas de realizar
computacao, mostram-se bastante promissoras, mesmo com alguns problemas apresenta-
dos na computacao quantica nao adiabatica. A qual, ndo apresentou-se capaz de realiza a
dinamica desejada para curtos intervalos de tempo. Desta forma, a computacao adiabatica
mostrou-se capaz de realizar o protocolo em um menor intervalo de tempo. Entretanto,
isso s6 ocorreu para a funcao do Hamiltoniano escolhido neste trabalho.

Fungoes para outros Hamiltonianos, como do trabalho (7), ndo apresenta este tipo de
problema. Neste caso, o processo para realizacao de computagao quantica nao adiabatica,
pode ser realizada para curtos intervalos de tempo. A dificuldade estd na obtencao do
Hamiltoniano utilizado no trabalho. Este Hamiltoniano possui um acoplamento dos spins
na direcao x, enquanto o pulso de radio frequéncia é aplicado na direcao de z. Para
obter este tipo de Hamiltoniano em um sistema de Ressonancia Magnética Nuclear, é

necessario uma sequéncia de pulsos e este Hamiltoniano s6 vai estar presente no sistema
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por um dado intervalo de tempo, no qual o protocolo devera ser aplicado, o que acarreta
em mais dificuldades ao procedimento experimental.

O uso dos Invariantes Dinamicos para a realizagao da computacao quantica nao adia-
batica, apresenta-se como uma ferramenta eficiente para a realizacao de protocolos com-
putacao quantica. Como apresentou-se no capitulo 4, os algoritmos quanticos sao mais
eficientes que os algoritmos classicos, e o desenvolvimento de ferramentas para resolvé-los

de forma mais eficiente, traz uma maior motivagao para seus estudos.
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Conclusao Geral

O teorema adiabédtico mostra-se como uma ferramenta importante nas éareas de
computacao e informacao quantica. Com ele foi possivel realizar processos dinamicos
com Hamiltonianos dependentes do tempo, de modo que, o sistema manteve-se no estado
fundamental do Hamiltoniano durante a evolugao. Este tipo de fenomeno foi usado com
o intuito de realizar algoritmos de computacao quantica.

A utilizacao dos invariantes dinamicos para a realizacao dos processos de computacao
quantica nao adiabatica, também mostrou-se bastante promissor. Possibilitando seguir
um caminho no qual realiza-se a dinamica desejada de modo mais eficiente que o processo
adiabatico.

Contudo, a escolha do Hamiltoniano para a implementagao do sistema junto da escolha
do invariante, gera uma funcao que é responsavel pela dindmica do sistema. Esta funcao
apresenta alguns problemas no processo de computacao quantica nao adiabatica, uma vez
que quando diminui-se o tempo para a evolucao do sistema, a fungao que depende desse
parametro, apresenta um comportamento que nao é capaz de seguir a dinamica desejada,
nao concluindo o algoritmo de busca.

Dessa maneira, o processo de computacao quantica adiabatica consegue realizar o
protocolo em um menor tempo. Este tipo de problema apresentado, leva as questoes de
realizacao experimental. Em sistemas quanticos que envolvem spins, a escala de tempo
¢ da ordem de micro segundo até milissegundos e, para fins experimentais, se nao for
possivel realizar a dinamica com essa ordem de tempo, entao sua veracidade nao podera

ser testada.

5.7 Perspectivas Futuras

Uma perspectiva futura para o trabalho, é a realizacao experimental do protocolo de
computacao quantica nao adiabatica, a qual ainda nao foi realizada.

Outra ideia que pode ser destacada, é o uso dos Invariantes Dinamicos para obter
transigoes de fases quantica em uma cadeia de spin de Heisenberg (10). Contudo, a
obtencao para o Invariante deste sistema mostra-se bastante complexa e fica em aberto

para quem desejar se aventurar nessa busca.
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