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Resumo

Nesta dissertação, estudam-se propriedades fı́sicas de um sistema aberto, composto por dois

modos bosônicos interagentes (osciladores harmônicos quânticos) de frequências distintas, com o

acoplamento explicitamente dependente do tempo. Assume-se cada um dos modos bosônicos sob

efeito de reservatórios térmicos e analisa-se a dinâmica de suas propriedades quânticas. Em se

tratando de sistemas quadráticos e estados iniciais Gaussianos, determina-se a evolução tempo-

ral das propriedades dos modos acoplados a partir da evolução temporal dos momentos de se-

gunda ordem não simetrizados na formulação de sistemas quadráticos de evolução não unitária.

As propriedades dinâmicas são determinadas solucionando-se sistemas de equações diferenciais

para os segundos momentos não simetrizados. Sendo sistemas de equações diferenciais com co-

eficientes dependentes do tempo, no limite do acoplamento fraco, aplica-se o Método das Escalas

Múltiplas para a construção e a resolução das equações diferenciais, determinando-se suas soluções

em séries perturbativas em um parâmetro adequado, associado às ordens de grandeza dos acopla-

mentos. Dessa maneira, analisa-se a dinâmica da medida de compressão e da pureza para os casos

da amplificação e conversão paramétrica para diferentes valores de parâmetros de estados iniciais.

Neste contexto, considera-se também o problema da medida quantitativa do emaranhamento, ana-

lisando seu comportamento para diferentes conjuntos de parâmetros do sistema e configurações de

estados iniciais Gaussianos.

Palavras-chave: Emaranhamento, dissipação, compressão, equações diferenciais, método das es-

calas múltiplas.
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Abstract

In this dissertation, we study the physical properties of an open system, composed of two inter-

acting bosonic modes (quantum harmonic oscillators) of different frequencies, with a explicitly time

dependent coupling. It is assumed that each of the bosonic modes is under the effect of a thermal

reservoir and the dynamics of their quantum properties is studied. In the case of quadratic systems

and Gaussian initial states, the quantum properties of the coupled modes evolve in time accord-

ing to the time evolution of the non-symmetrized second order moment which is described in the

framework of the non-unitary evolution of quantum quadratic systems. The dynamical properties

are determined by solving systems of differential equations for the second moments. These sys-

tems of differential equations have time-dependent coefficients and in the limit of weak coupling,

the Method of Multiple Scales for constructing and solving differential equations is applied. This

approach determines the differential equations solutions in a perturbative series of an appropriate

parameter associated with orders of magnitude of the couplings. In this way it is obtained a de-

scription of the temporal behavior of the squeezing and the purity for each mode in the particular

cases of parametric amplification and conversion. In this context, it is also considered the problem

of the quantitative measure of entanglement, analyzing its dynamical behavior for different values

of the system parameters and Gaussian initial states configurations.

Keywords: Entanglement, dissipation, squeezing, differential equations, method of multiple scales.
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um e dois respectivamente na ausência de reservatório (β = 0). As curvas verde e laranja representam

o modo um e dois respectivamente (β = 0, 2). Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas

são construı́das com φ = 0, r1 = 0, 95, r2 = 0, 45, ϑ1 = 0.5, ϑ2 = 1, 4 e ν = 2. . . . . . . . . . . . . . . 57

5.6 Comportamento do coeficiente Y1(z) = S1(0)/S1(τ) para diferentes valores de r1. A curva azul re-

presenta o caso de r1 = 1, 9, para a curva vermelha, r1 = 1 e para a curva verde, r1 = 0, 5. Os pontos

representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 1, φ = 0, r2 = 0, 45, ϑ1 = 0.5,

ϑ2 = 1, 4 e ν = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.7 Comportamento da pureza Pk(τ). A curva azul representa o modo um (P1(0)=0,29) enquanto a curva

verde o modo dois (P2(0)=0,55). Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das

com β = 0, φ = 0, r1 = 0, 35, r2 = 1, 1, ϑ1 = 1, 7, ϑ2 = 0, 9 e ν = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.8 Comportamento da pureza P1(τ) para diferentes valores de β. A curva azul representa o caso de β = 0,

para a curva laranja, β = 0, 02 e para a curva vermelha, β = 0, 04. Os pontos representam as soluções

numéricas. As curvas são construı́das com φ = 0, r1 = 0, 35 r2 = 1, 1, ϑ1 = 1, 4, ϑ2 = 0, 9 e ν = 2. . . . 63

5.9 Comportamento da pureza Pk(τ). As curvas verde e azul representam o modo 1 (P1(0)=0,5) enquanto

as linhas vermelha e laranja o modo 2 (P2(0)=0,67). Os pontos representam as soluções numéricas. Com

as condições iniciais sendo β = 0, 01, φ = 0, r1 = 0, r2 = 1, 5, ϑ1 = 1, ϑ2 = 0, 75 e ν = 1. . . . . . . . . 64

5.10 Comportamento da pureza Pk(τ). A curva azul representa o modo 1 (P1(0)=0,33) enquanto a linha

vermelha o modo 2 (P2(0)=0,55). Os pontos representam as soluções numéricas. Os pontos representam

as soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, φ = 0, r1 = 0, r2 = 1, 1, ϑ1 = 1, 5, ϑ2 = 0, 9. 66

5.11 Comportamento da pureza P1(τ) para diferentes valores de β. A curva azul representa o caso de β = 0,

para a curva verde, β = 0, 1 e para a curva vermelha, β = 0, 2. Os pontos representam as soluções

numéricas. As curvas são construı́das com φ = 0, r1 = 1 r2 = 0, 2, ϑ1 = 0, 75, ϑ2 = 1, 5 e ν = 2. . . . . . 67

6.1 Comportamento da negatividade logarı́tmica EN (τ) na ausência de dissipação (β = 0) . A curva azul

representa a conversão paramétrica enquanto a linha vermelha representa o caso ressonante com aco-

plamento constante entre os modos. Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são

construı́das com φ = 0, r1 = 0, r2 = 1, 5, ϑ1 = 1, ϑ2 = 0, 75. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

6.2 Comportamento da negatividade logarı́tmica EN (τ) na presença de dissipação (β 6= 0) . A curva azul

representa a conversão paramétrica enquanto a linha vermelha representa o caso ressonante com aco-

plamento constante entre os modos. Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são

construı́das com β = 0, 01, ν = 2, φ = 0, r1 = 0, r2 = 1, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 5. . . . . . . . . . . . . . 76



LISTA DE FIGURAS xiii

6.3 Comportamento da negatividade logarı́tmica EN (τ) para diferentes valores de r1. A curva verde re-

presenta r1 = 1, 5, enquanto a curva azul r1 = 1, 0, a curva vermelha r1 = 0, 5 e a curva laranja r1 = 0.

Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 02, ν = 1, φ = 0,

r2 = 1, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.4 Comportamento da negatividade logarı́tmica EN (τ) para diferentes valores de ν. A curva verde repre-

senta ν = 0, enquanto a curva azul ν = 1 e a curva vermelha ν = 2. Os pontos representam as soluções

numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 02, φ = 0, r1 = 1, 2, r2 = 1, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 3. . . . 79

6.5 Comportamento da negatividade logarı́tmica EN (τ) para diferentes valores de r1. A curva verde re-

presenta r1 = 1, 5, enquanto a curva azul r1 = 1, 0, a curva laranja r1 = 0, 5 e a curva vermelha r1 = 0.

Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 02, ν = 1, φ = 0,

r2 = 1, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.6 Comportamento da negatividade logarı́tmica EN (τ) para diferentes valores de ν. A curva verde repre-

senta ν = 0, enquanto a curva azul ν = 1, a curva laranja ν = 2 e a curva vermelha ν = 3. Os pontos

representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 02, φ = 0, r1 = 1, 2, r2 = 1, 5,

ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.7 Comportamento da negatividade logarı́tmica EN (τ) para diferentes valores de β. A curva verde repre-

senta β = 0, enquanto a curva azul β = 0, 01, a curva laranja β = 0, 02 e a curva vermelha β = 0, 04.

Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com ν = 2, φ = 0, r1 = 1, 5,

r2 = 0, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 0, 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83



1

Capı́tulo 1

Introdução

A teoria quântica teve origem pela descoberta de Planck sobre a lei de radiação de corpo ne-

gro. Com o surgimento da mecânica quântica, dentre os postulados estabelecidos, Schrödinger foi

quem primeiramente descreveu, devido ao prı́ncipio da superposição de sistemas fı́sicos compos-

tos, uma nova propriedade quântica, denominada emaranhamento, do inglês entanglement. Esta

propriedade, que não possui análogo clássico, abriu novas possibilidades de pesquisa com siste-

mas fı́sicos originando novos avanços cientı́ficos. Nas duas últimas décadas do século XX deu-

se inı́cio a um novo campo de trabalho da fı́sica quântica, denominado teoria de informação e

computação quântica [1]. Inclui o desenvolvimento de processos pertinentes à computação e à

comunicação quânticas necessárias para a implementação de protocolos de transmissão. Alguns

tópicos de grande importância dizem respeito aos problemas do chamado teletransporte de estados

quânticos [2], do controle coerente de um sub-sistema individualmente e da medida quantitativa

do emaranhamento ou correlações quânticas [3], como recursos para manipulação de informação

quântica. Nestes sistemas, é interessante entender os processos de controle de transferência de pro-

priedades de um dado sistema quântico para outro, para diferentes configurações de parâmetros

do sistema e condições iniciais.

Nos últimos anos, o desenvolvimento e aprimoramento para a possibilidade de implementação

fı́sica de computadores quânticos, despertaram um grande interesse nos problemas associados a

este tema. Dessa forma, a grande expectativa é que os computadores quânticos, ainda num estágio

inicial de desenvolvimento, venham a contribuir para um novo desenvolvimento tecnológico. No

entanto, uma das barreiras para a construção do computador quântico é a ação do meio ambiente

que produz perdas, não somente no aspecto energético, mas também no aspecto informacional,

produzindo a deterioração da informação nas etapas de processamento e transmissão. Por traz
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disso tudo está o efeito denominado decoerência [4] e, portanto, o estudo sistemático do controle

da decoerência em sistemas quânticos passa a ser um tema fundamental e decisivo no avanço do

desenvolvimento tecnológico.

Surge então a questão de como podemos controlar os parâmetros de um sistema quântico no

sentido de minimizar os efeitos do ambiente sobre o sistema, ou considerando diferentes tipos de

reservatórios no processo de troca ou transferência de informação, e nas propriedades associadas

as correlações de natureza quântica em diferentes configurações de acoplamento. Recentemente,

foi abordado este problema para dois modos bosônicos idênticos [5] considerando acoplamento

bi-linear do tipo RWA (aproximação de onda girante). Neste caso foram analisados efeitos de reser-

vatórios térmicos distintos, de caracterı́sticas idênticas, considerando diferentes valores de tempe-

ratura, onde foi possı́vel resolver as equações diferenciais envolvidas no problema de forma exata.

No sentido de generalizar os resultados obtidos em trabalhos anteriores, pretende-se neste trabalho

considerar um sistema de dois modos não idênticos (freqüências distintas) interagentes por meio de

acoplamento explicitamente dependente do tempo (funções do tipo senoidais) e ambos os modos

sob ação de reservatórios idênticos, mas distintos entre si.

Com o aprimoramento e utilização de métodos matemáticos assintóticos e com o auxı́lio de

processos computacionais nos últimos anos, novos avanços em pesquisas cientı́ficas foram aprimo-

radas, sendo na Fı́sica, amplamente empregada os recursos computacionais. Em muitos casos, no

processo de resolução de problemas fı́sicos, a solução desejada se deve a resoluções de equações

diferenciais. Porém, em alguns casos, nem sempre é possı́vel obter soluções exatas. Nesse sentido,

pode-se fazer uso de métodos matemáticos para se obter soluções muito próximas das soluções

exatas, de forma que essas soluções aproximadas dispõem de uma grande riqueza de informações,

auxiliando na compreensão fı́sica do problema. Ainda que aproximadas, tais soluções analı́ticas já

são capazes de fornecer grande parte das caracterı́sticas do problema envolvido, muitas vezes não

perceptı́veis em resultados numéricos obtidos.

Neste trabalho, aborda-se o método das escalas múltiplas para tratar de equações diferenciais,

que inicialmente foram introduzidas em problemas na mecânica clássica. Neste tratamento ma-

temático, onde os modelos fı́sicos são descritos por equações diferenciais não lineares ou lineares, o

método das escalas múltiplas é aplicado como um processo matemático perturbativo para se obter

uma solução aproximada. Este método, não é apenas restrito na mecânica clássica, mas pode-se es-

tender sua utilização para tratar de problemas em sistemas perturbativos na mecânica quântica [6]

como será tratado nesta dissertação.
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A dissertação está organizada como segue. No capı́tulo 2 são revisadas algumas propriedades

fı́sicas importantes para a realização desta dissertação. Considera-se, no capı́tulo 3, o tratamento

matemático para o sistema fı́sico dos modos bosônicos acoplados via acoplamento dependente

do tempo sob efeitos de reservatórios distintos, permitindo a determinação da equação mestra e

dos elementos da matriz dos segundos momentos para este sistema. No capı́tulo 4, apresenta-se

o método das escalas múltiplas para tratar de equações diferenciais. Como aplicação do método,

ilustra-se uma equação diferencial não linear presente na fı́sica clássica e em seguida descreve-

se o procedimento do método para o tratamento dos sistemas de equações diferenciais com co-

eficientes dependentes do tempo a fim de se obter as soluções em correção de ordem zero. No

capı́tulo 5, analisa-se a dinâmica do coeficiente de compressão e também da pureza dos modos

acoplados para diferentes condições iniciais de estados Gaussianos e diferentes parâmetros dos re-

servatórios nos casos da conversão e amplificação paramétrica. No capı́tulo 6, foi considerado a

medida de emaranhamento via negatividade logarı́tmica para os modos acoplados na presença de

reservatórios térmicos, cujas soluções analı́ticas obtidas até correção de ordem zero são comparadas

com as soluções numéricas. No capı́tulo 6, são apresentadas as conclusões e as perspectivas futuras

para este trabalho.
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Capı́tulo 2

Oscilador Harmônico

O oscilador harmônico, descrito sob o ponto de vista clássico e quântico, é um modelo im-

portante no desenvolvimento para tratar de diversos sistemas fı́sicos na área de Fı́sica da Matéria

Condensada. Além disso, no campo da Fı́sica Matemática, sistemas compostos por osciladores

harmônicos ou modos bosônicos assumem a posição de protótipos para o estudo e desenvolvimento

de métodos matemáticos assintóticos, aplicados no contexto da Teoria de Perturbação, em espe-

cial, nos sistemas descritos por equações diferenciais ordinárias acopladas. Os métodos da Média

Temporal e das Escalas Múltiplas são exemplos de técnicas no contexto da teoria de perturbação

e podem ser aplicados a diferentes sistemas clássicos ou quânticos, e em especial, na Teoria de

Informação Quântica para sistemas de variáveis contı́nuas no campo de sistemas interagentes no

limite do acoplamento fraco. Neste capı́tulo, revisa-se alguns conceitos básicos, relevantes para o

desenvolvimento desta dissertação, descrevendo aspectos fı́sicos e matemáticos que serão aplica-

dos nos capı́tulos posteriores. Analisa-se um modelo simples e bastante utilizado em diversas áreas

da fı́sica: o oscilador harmônico clássico e posteriormente, no contexto da Mecânica Quântica, o

correspondente oscilador hârmonico quântico com alguns de seus estados quânticos particulares,

amplamente empregados no contexto da óptica quântica.

2.1 Oscilador Harmônico

Um dos sistemas de grande simplicidade e muito utilizado em diversas áreas de estudo da

fı́sica é o modelo do oscilador harmônico simples. Este modelo pode ser aplicado no estudo das

vibrações de átomos de uma molécula, em torno de uma dada posição de equilı́brio e o modelo di-

daticamente simples constituı́do do sistema massa-mola. Também é aplicado no estudo do campo
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eletromagnético e suas propriedades. Quando se trata por exemplo de uma cavidade, existe um

número infinito de modos estacionários, e o campo resultante no interior da cavidade, pode ser ex-

pandido em uma composição linear das soluções correspondentes a cada um desses modos [7]. A

partir das equações de Maxwell, deduz-se que cada coeficiente da expansão obedece uma equação

diferencial idêntica a do oscilador harmônico. Dessa forma, pode-se concluir que o campo eletro-

magnético é formado por um conjunto infinito de osciladores harmônicos independentes e no pro-

cesso de quantização do campo eletromagnético obtém-se osciladores harmônicos quânticos como

resultado da quantização do campo eletromagnético [8].

O oscilador harmônico clássico unidimensional corresponde a um sistema Lagrangeano com

N = 1 grau de liberdade. O movimento do mesmo evolui no tempo sob a ação de um potencial

dependente de x na forma

V (x) =
1
2
kx2, (2.1)

onde k é uma constante caracterı́stica do sistema. Sob essas condições, de acordo com a formulação

lagrangeana, a equação que governa o movimento desse sistema é dada por

m
d2x

dt2
= −dV

dx
= −kx,

m
d2x

dt2
+ kx = 0, (2.2)

cuja solução geral pode ser escrita na forma [9]

x(t) = A cos(ωt+ φ), (2.3)

com ω =
√
k/m sendo a frequência de oscilação do sistema, A a amplitude de oscilação e φ uma

fase arbitrária. Tanto A quanto φ dependem da condição inicial do sistema, definida pelos valores

da posição e velocidade no instante inicial, x(0) e ẋ(0), respectivamente. O oscilador harmônico

clássico, na ausência de forças dissipativas, é um sistema conservativo, cuja energia mecânica se

mantém constante no tempo e é dada por

E = T + V =
p2

2m
+

1
2
mω2x2. (2.4)

Associada a essa equação da energia do oscilador harmônico, é possı́vel escrevê-la de forma similar

a equação diferencial obtida em (2.2), de modo que o valor da energia do sistema está determinado

pelas condições iniciais dos valores de x(0) e ẋ(0).
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Considerando este sistema no contexto da Mecânica Quântica, o processo de quantização canônica

do oscilador harmônico implica as coordenadas x e p serem substituı́das pelos observáveis X̂ e P̂ ,

que satisfazem a relação de comutação [10]

[X̂, P̂ ] = i~1, (2.5)

onde 1 é o operador identidade. Neste sentido, a hamiltoniana clássica é substituı́da pelo operador

Hamiltoniano do oscilador quantizado, escrito na forma

Ĥ =
P̂ 2

2m
+

1
2
mω2X̂2, (2.6)

entendido agora como uma entidade que atua em um espaço de estados quânticos. Pode-se, neste

sentido, introduzir operadores que permitem uma descrição alternativa para a dinâmica do oscila-

dor harmônico e a adição desses operadores permite facilitar a busca pelos autovalores e autove-

tores de Ĥ . Esses operadores recebem o nome de operador de criação (â†) e operador de aniquilação

(â) e são definidos pela transformação de coordenadas

â† =
√
mω

2~
X̂ + i

√
1

2mω~
P̂ , (2.7)

â =
√
mω

2~
X̂ − i

√
1

2mω~
P̂ . (2.8)

Além disso, de acordo com (2.5), os operadores â e â† satisfazem a relação

[â, â†] = 1, (2.9)

caracterı́stica da estatı́stica de partı́culas bosônicas. Nas novas coordenadas â e â† o operador ha-

miltoniano (2.6) se escreve na forma

Ĥ = ~ω
(
â†â+

1
2
1

)
. (2.10)

O problema básico da descrição das propriedades do oscilador harmônico quântico reduz-se a

solução do problema de autovalores de Ĥ associado diretamente aos autovalores e autovetores

de â†â. Este aspecto do problema é o ponto de partida para considerar-se a classe de estados perti-

nentes ao oscilador harmônico simples.

2.2 Estados do Campo Quantizado

Dentre os vários tipos de estados para o campo eletromagnético de radiação, alguns são im-

portantes para a óptica quântica e propriedades fı́sicas distintas podem ser associadas a cada um
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deles. Nesta seção, aborda-se alguns desses estados, considerando uma breve análise de suas pro-

priedades necessárias ao desenvolvimento do trabalho da dissertação.

Os autoestados do oscilador harmônico quântico, descrito pelo operador Hamiltoniano Ĥ em

(2.10) são escritos como |n〉 e são chamados de estados de número ou de Fock. Esses vetores de es-

tados são definidos para valores de n inteiros positivos (n ≥ 0) [10] e formam uma base ortonormal

satisfazendo a relação de completeza

〈m |n〉 = δm,n, (2.11)
∞∑
n=0

|n〉〈n| = 1, (2.12)

A atuação dos operadores â† e â no vetor de estado |n〉 é definida de acordo com as relações [10]

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 , (2.13)

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , (2.14)

e o operador â†â é definido como o operador número, denotado por n̂, e os estados de Fock são seus

autoestados, uma vez que, a partir da relações (2.13) e (2.14) tem-se

n̂ |n〉 = n |n〉 . (2.15)

Desta forma, os autovalores de Ĥ são determinados como

En = ~ω(1/2 + n).

A partir do estado de vácuo |0〉 com n = 0, sujeito à condição â |0〉 = 0, o vetor |n〉 pode ser

obtido por n aplicações sucessivas do operador de criação â† no estado de vácuo |0〉 , de acordo com

a equação

|n〉 =
(â†)n√
n!
|0〉 , (2.16)

onde o termo
√
n!, no denominador em (2.16) é igual ao fator de normalização do estado |n〉 .

Dentre os tipos de estados existentes, há um tipo de estado do oscilador cujas propriedades

podem ser consideradas próximas a de um estado que admite uma descrição clássica, no sentido

que suas propriedades são consistentes com as soluções das equações do eletromagnetismo, como

por exemplo o campo elétrico dado por ~E~k,α(~r, t) = ~E0sen(~k·~r−ωt+δ). Considerando a quantização

do campo eletromagnético [7], o vetor potencial ~A(~r, t) pode ser escrito na forma

~A(~r, t) =
1√
V

∑
~k

2∑
α=1

~εα(~k)c

√
2π~
ωk

[
âα(~k)ei~k·~r−iωt + â†(~k)e−i~k·~r+iωt

]
, (2.17)
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onde o campo em (2.17), está confinado em um cubo de volume V , com ~εα(~k) sendo o vetor de

polarização da onda, um vetor unitário dependente da direção de propagação ~k. Deste modo,

quando se determina o campo eletromagnético pela expressão ~E(~r, t) = −(1/c)∂ ~A(~r, t)/∂t, utili-

zando (2.17), pode-se determinar o valor esperado de ~E(~r, t) para os estados de Fock inicialmente,

〈n| ~E~k,α(~r, t)|n〉, obtendo-se um valor igual a zero devido as relações (2.13) e (2.14). Porém nos es-

tados coerentes, esse valor é não nulo e possui um valor igual do campo elétrico ~E(~r, t) descrito

classicamente, 〈α| ~E~k,α(~r, t)|α〉 = ~E0sen(~k · ~r − ωt + δ) . Esses estados são denominados estados

coerentes. Esses estados são definidos como sendo autoestados do operador de aniquilição â do

oscilador harmônico,

â |α〉 = α |α〉 , (2.18)

onde α é um número complexo. Note que â não é hermitiano e â e â† não comutam de forma

que ao escrever o adjunto de (2.18), tem-se 〈α| â† = α∗ 〈α|. Sendo os estados de Fock {|n〉} uma

base do espaço de estados do oscilador harmônico quântico, os estados coerentes |α〉 podem serem

expandidos nessa base de acordo com

|α〉 =
∞∑
n=0

cn |n〉 , (2.19)

cujos coeficientes cn são obtidos a partir da expressão (2.18) combinada com (2.19). Assim, o estado

|α〉 , normalizado assume a forma

|α〉 = e−|α|/2
∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 . (2.20)

Através da relação (2.16), o estado |α〉 pode ainda ser escrito na forma

|α〉 = e−|α|/2
∞∑
n=0

αn√
n!

(â†)n√
n!
|0〉

= e−|α|/2eαâ
† |0〉 . (2.21)

Notando que e−α
∗â |0〉 = |0〉 , a equação (2.21) pode ser reescrita como

|α〉 = D̂(α) |0〉 , (2.22)

onde D̂(α) = e−|α|/2eαâ
†
e−α

∗â é chamado de operador de deslocamento ou operador de Glauber [8].

Através da relação de Baker-Campbell-Haussdorf [11],

eÂ+B̂ = e−1/2[Â,B̂]eÂeB̂, (2.23)
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se [Â, [Â, B̂]] = [B̂, [Â, B̂]] = 0, o operador D̂(α) é então reescrito na forma D̂(α) = eαâ
†−α∗â. Esse

operador D̂(α) é um operador unitário e possui as seguintes propriedades:

D̂†(α) = D̂(−α) = D̂−1(α), (2.24)

D̂†(α)D̂(α) = 1. (2.25)

Além dessas relações obtidas, ao considerar dois operadores quaisquer Â e B̂ que não comutam,

uma outra propriedade do operador deslocamento D̂(α) pode ser obtida através da relação a seguir

[11],

eεÂB̂e−εÂ = B + ε[Â, B̂] +
ε2

2!
[Â, [Â, B̂]] + · · · , (2.26)

onde ε é uma constante. Dessa forma, ao utilizar a relação (2.26), tem-se relações algébricas para a

ação do operador D̂(α) sobre os operadores bosônicos â e â†, dadas por

D̂†(α)âD̂(α) = â+ α, (2.27)

D̂†(α)â†D̂(α) = â† + α∗. (2.28)

Observe, que diferentemente dos estados da base de Fock, os estados coerentes distintos não são

ortogonais, uma vez que

〈α|β〉 = e−1/2(|α|2+|β|2)
∑
n,m

α∗nβm√
n!m!

〈n|m〉

= e(−
1
2
|α|2+α∗β− 1

2
|β|2). (2.29)

Para o caso |α − β| � 1, então esses estados podem ser tratados como estados aproximadamente

ortogonais. Esses estados coerentes |α〉 possuem uma base chamada super completa, definindo esta

relação de completeza na forma

1
π

∫
d2α|α〉〈α| = 1, (2.30)

onde d2α = dRe(α)dIm(α).

Os estados comprimidos1 pertencem a uma classe de estados de mı́nima incerteza [12]. Suponha

dois operadores hermitianos Â e B̂ de tal forma que satisfaçam a relação de comutação

[Â, B̂] = iĈ, (2.31)

1do inglês squeezed states.
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de acordo com a relação de incerteza de Heisenberg, o produto das incertezas dos operadores Â e

B̂ é dado por

∆Â∆B̂ ≥ 1
2
|〈Ĉ〉|, (2.32)

onde os termos ∆Â e ∆B̂ são definidos por

∆Â =
√
〈Â2〉 − 〈Â〉2, (2.33)

∆B̂ =
√
〈B̂2〉 − 〈B̂〉2. (2.34)

O estado do sistema é chamado de estado comprimido se a incerteza em Â ou B̂, satisfazem a

relação (
∆Â

)2
<

1
2
|〈Ĉ〉|, ou

(
∆B̂

)2
<

1
2
|〈Ĉ〉|. (2.35)

Além disso, pode ocorrer o caso de ∆Â∆B̂ = |〈Ĉ〉|/2. Como exemplo, utilizando as relações (2.7) e

(2.8) do oscilador harmônico, pode-se escrever

X̂ =

√
~

2mω
(â+ â†), (2.36)

P̂ = i

√
mω~

2
(â† − â), (2.37)

e calcular, para estados coerentes |α〉 as incertezas, obtendo

∆X̂∆P̂ =
~
2
, (2.38)

que é a incerteza mı́nima permitida pelo princı́pio de Heisenberg. Considere agora o operador

aniquilação, escrito como parte real e imaginária da forma

â =
X̂1 + iX̂2

2
, (2.39)

onde X̂1 e X̂2 são chamados de operadores de quadratura, posição e momento adimensionais res-

pectivamente. Com o resultado (2.9) podemos encontrar [X̂1, X̂2] = 2i e portanto

∆X̂1∆X̂2 ≥ 1. (2.40)

O sinal de igual define a famı́lia de mı́nima incerteza. Para este caso, note que há uma infinidade

de estados que satisfazem ∆X̂1∆X̂2 = 1, um caso particular é quando ∆X̂1 = ∆X̂2 = 1, que são os

estados coerentes. No caso onde ∆X̂1 < 1 ou ∆X̂2 < 1 de forma que ∆X̂1∆X̂2 = 1 seja mantido,
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dizemos que esses são estados comprimidos de mı́nima incerteza. De maneira similar ao que foi

ilustrado nas propriedades dos estados coerentes, algumas propriedades dos estados comprimidos

são apresentadas a seguir. Esses estados podem ser gerados pelo operador unitário de compressão

Ŝ(r) [8, 12], definido na forma

Ŝ(r) = e(
1
2
r∗â2− 1

2
râ†2), (2.41)

cuja atuação no estado de vácuo |0〉 resulta no chamado estado vácuo comprimido,

|r〉 = Ŝ(r)|0〉, (2.42)

sendo o parâmetro r = reiθ um número complexo arbitrário com r ≥ 0 e 0 ≤ θ < 2π. Além

desse estado comprimido, há também o estado vácuo comprimido deslocado, resultado da ação

dos operadores Ŝ(r) e D̂(α) no estado de vácuo |0〉, determinado segundo a equação

|α, r〉 = D̂(α)Ŝ(r)|0〉. (2.43)

Através da relação de (2.26), as seguintes relações são obtidas ao utilizar o operador Ŝ(r) com-

binadas com os operadores â e â†,

Ŝ†(r)âŜ(r) = â cosh(r)− â†eiθ sinh(r), (2.44)

Ŝ†(r)â†Ŝ(r) = â† cosh(r)− âe−iθ sinh(r). (2.45)

Quando se estuda mecânica quântica, muitas vezes depara-se com duas situações para os es-

tados do sistema: os estados puros e os estados mistos. Estados puros implicam um conheci-

mento exato sobre o estado |Ψ〉 do sistema. Mas em alguns casos, isso nem sempre ocorre, e temos

então o chamado estado misto, onde não se conhece exatamente o estado do sistema, mas sim uma

composição de estados de acordo com uma distribuição de probabilidade pi associada com os esta-

dos |ψi〉 possı́veis. Um exemplo desse estado misto é o estado térmico, onde pode-se considerar um

corpo negro modelado por uma cavidade contendo radiação térmica em equilı́brio térmico com as

paredes da cavidade. No equilı́brio térmico a uma temperatura T , a probabilidade Pn de que um

modo do campo esteja excitado com n fótons é dado pelo fator de Boltzmann [13],

Pn =
e−(En/kBT )∑
n e
−(En/kBT )

. (2.46)

Essa distribuição, na mecânica quântica, está associada ao operador densidade ρ̂th dado na forma

ρ̂th =
e−(Ĥ/kBT )

Tr{e−(Ĥ/kBT )}
, (2.47)
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O operador Ĥ = ~ω
(
â†â+ 1

21
)

diagonalizável na base {|n〉} implica, para o traço na equação de

ρ̂th, a forma

Tr{e−(Ĥ/kBT )} =
∞∑
n=0

〈n|e−(Ĥ/kBT )|n〉

=
∞∑
n=0

e−(En/kBT ) ≡ Z, (2.48)

que define Z como a função partição do sistema com En = ~ω (n+ 1/2), que são os autovalores do

operador Ĥ . A partir do estado ρ̂th, o número médio de fótons pode ser obtido através da relação

n̄ = 〈n̂〉 = Tr{n̂ρ̂th} =
∞∑
n=0

〈n|n̂e
−(Ĥ/kBT )

Z
|n〉

=
∑∞

n=0

(
ne−(En/kBT )

)
Z

=
1

e~ω/kBT − 1
. (2.49)

Note que o valor de n̄ depende explicitamente da temperatura T da cavidade e uma mudança na

temperatura T implica a alteração do seu valor; há uma correspondência unı́voca entre o número

médio de fótons do estado da cavidade e a temperatura das paredes da cavidade. O operador

densidade ρ̂th pode ainda ser escrito na base de Fock {|n〉}. Pela relação de completeza na base de

Fock,
∑
|n〉〈n| = 1, pode-se reescrever ρ̂th na forma

ρ̂th =
1

n̄+ 1

∞∑
n=0

[
n̄

1 + n̄

]n
|n〉〈n| , (2.50)

onde n̄ é expresso em (2.49). Pela propriedade do operador densidade, o traço de ρ̂th deve ser igual

a 1. Dessa forma, tem-se que

Tr(ρ̂th) =
∞∑
m=0

〈m|
(

1
n̄+ 1

) ∞∑
n=0

[
n̄

1 + n̄

]n
|n〉〈n|m〉. (2.51)

De acordo com a relação 〈n|m〉 = δn,m, o traço de ρ̂th torna-se

Tr(ρ̂th) =
(

1
n̄+ 1

) ∞∑
n=0

[
n̄

1 + n̄

]n
, (2.52)

com o auxı́lio da equação (2.49), obtém-se que

e−~ω/kBT =
n̄

1 + n̄
. (2.53)
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Deste modo, o traço de ρ̂th é então reescrito na forma

Tr(ρ̂th) =
(

1
n̄+ 1

) ∞∑
n=0

[
n̄

1 + n̄

]n
= (1− e−~ω/kBT )

∞∑
n=0

e−n~ω/kBT

= (1− e−~ω/kBT )
(

1
1− e−~ω/kBT

)
= 1. (2.54)

No contexto da troca de informação quântica em sistemas de variáveis contı́nuas os estados

Gaussianos são de grande importância prática para o estudo da dinâmica em sistemas descritos

por operadores Hamiltonianos quadráticos. Estados iniciais Gaussianos evoluem sob a ação de

operadores Hamiltonianos quadráticos como um estado Gaussiano. Desse modo, todas as suas

propriedades podem serem determinadas a partir dos primeiros e segundos momentos associados

as variáveis do sistema.

No caso de estados iniciais Gaussianos devemos considerar uma parametrização inicial de acordo

com as propriedades de interesse no estudo da dinâmica do sistema. Neste trabalho, considera-se o

caso de dois modos do campo eletromagnético quantizados, de forma que o estado inicial de cada

modo é um estado térmico comprimido. Pode se denotar para o modo um um estado inicial térmico

denotado por ρ̂(1)
th , de acordo com (2.50) e descrito na forma

ρ̂
(1)
th =

1
n̄1 + 1

∞∑
n1=0

[
n̄1

1 + n̄1

]n1

|n1〉〈n1| . (2.55)

Atribuindo valores de compressão para o estado do modo bosônico um, tornando-o um estado

térmico comprimido, o operador densidade inicial do correspondente modo é determinado a partir

da operação

ρ̂(1) = Ŝ(r1)ρ̂(1)
th Ŝ

†(r1), (2.56)

onde Ŝ(r1) é dado em (2.41). A conjugação hermitiana Ŝ†(r1) é obtida ao fazer Ŝ(−r1) [8], e este

operador possui a propriedade Ŝ†(r1)Ŝ(r1) = Ŝ−1(r1)Ŝ(r1) = Ŝ(−r1)Ŝ(r1) = 1. No interesse de

determinar os segundos momentos dos estados iniciais Gaussianos dos modos um e dois, considera-
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se inicialmente para o modo um o seguinte termo

〈â†1â1〉 = Tr
[
â†1â1ρ̂

(1)
]

=
∞∑

m1=0

〈m1|â†1â1ρ̂
(1)|m1〉,

=
∞∑

m1=0

〈m1|â†1â1Ŝ(r1)ρ̂(1)
th Ŝ

†(r1)|m1〉

=
∞∑

m1=0

〈m1|â†1â1Ŝ(r1)

[(
1

n̄1 + 1

) ∞∑
n1=0

(
n̄1

1 + n̄1

)n1

|n1〉〈n1|

]
Ŝ†(r1)|m1〉

=
∞∑

m1=0

∞∑
n1=0

(
1

n̄1 + 1

)(
n̄1

1 + n̄1

)n1

〈m1|â†1â1Ŝ(r1) |n1〉〈n1| Ŝ†(r1)|m1〉

=
∞∑

n1=0

(
1

n̄1 + 1

)(
n̄1

1 + n̄1

)n1

〈n1| Ŝ†(r1)

( ∞∑
m1=0

|m1〉〈m1|

)
â†1â1Ŝ(r1) |n1〉

=
∞∑

n1=0

(
1

n̄1 + 1

)(
n̄1

1 + n̄1

)n1

〈n1| Ŝ†(r1)â†1â1Ŝ(r1) |n1〉 . (2.57)

Pelas relações do operador Ŝ(r1) e Ŝ†(r1), obtidas em (2.44) e (2.45), respectivamente, tem-se que

〈n1| Ŝ†(r1)â†1â1Ŝ(r1) |n1〉 = 〈n1| â†1â1 |n1〉 cosh2 r1 − 〈n1| â†21 |n1〉 eiθ cosh r1 sinh r1

− 〈n1| â2
1 |n1〉 e−iθ sinh r1 cosh r1 + 〈n1| â1â

†
1 |n1〉 sinh2 r1. (2.58)

A partir das relações do operador â†1 e â1 obtidas em (2.13) (2.14), obtém-se

〈n1| Ŝ†(r1)â†1â1Ŝ(r1) |n1〉 = n1(cosh2 r1 + sinh2 r1) + sinh2 r1, (2.59)

e aplicando as identidades hiperbólicas

sinh2 x =
1
2

cosh 2x− 1
2
, cosh2 x =

1
2

cosh 2x+
1
2
,

o valor de 〈â†1â1〉 dado em (2.57) assume a forma

〈â†1â1〉 =
∞∑

n1=0

(
1

n̄1 + 1

)(
n̄1

1 + n̄1

)n1
[(

2n1 + 1
2

)
cosh 2r1 −

1
2

]
. (2.60)

Como
∑∞

n1=0

(
1

n̄1+1

)(
n̄1

1+n̄1

)n1

= 1 de acordo com o resultado em (2.54), o valor do somatório

em (2.60) determina o valor médio da função nos colchetes da mesma maneira que foi determinado

em (2.49), porém, determinado na representação na base de Fock {|n1〉}. Portanto,

〈â†1â1〉 =
(

2n̄1 + 1
2

)
cosh 2r1 −

1
2
. (2.61)
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De maneira similar ao procedimento para se obter 〈â†1â1〉, outro termo que pode ser obtido é

〈â2
1〉. Esse termo, é facilmente determinado, a partir do operador densidade inicial do modo um

dado em (2.56) e das relações em (2.44)-(2.45). Dessa forma, tem-se

〈â2
1〉 = Tr[ρ̂(1)â2

1] = −
∞∑

n1=0

(
1

n̄1 + 1

)(
n̄1

1 + n̄1

)n1

〈n1| â1â
†
1 + â†1â1 |n1〉 eiθ sinh r1 cosh r1, (2.62)

pelas relações (2.13) e (2.14). A identidade hiberbólica 2 sinhx coshx = sinh(2x) implica, então, que

〈
â2

1

〉
= −

∞∑
n1=0

(
1

n̄1 + 1

)(
n̄1

1 + n̄1

)n1
[(

2n1 + 1
2

)
eiθ sinh 2r1

]
= −

(
2n̄1 + 1

2

)
sinh 2r1e

iθ. (2.63)

Definindo o seguinte termo,

ϑ1 =
2n̄1 + 1

2
, (2.64)

os estados iniciais para o primeiro modo um, com θ = 0, podem então ser parametrizados na forma,

〈â†1â1〉 = ϑ1 cosh(2r1)− 1
2
, (2.65)

〈â2
1〉 = −ϑ1 sinh(2r1), (2.66)

com os parâmetro r1 e ϑ1 associados às propriedades de compressão da quadratura e pureza do

sistema, respectivamente. Para outros termos ainda do modo um, 〈â1â
†
1〉 e 〈â†21 〉, são calculados da

mesma maneira e são escritos por

〈â1â
†
1〉 = 〈â†1â1〉+ 1 = ϑ1 cosh(2r1) +

1
2
, (2.67)

〈â†21 〉 = −ϑ1 sinh(2r1). (2.68)

Para o sistema composto por dois modos do campo eletromagnético quantizados, inicialmente

sem interação, os cálculos envolvidos para a determinação dos estados iniciais se faz de maneira

similar ao ilustrado para o modo bosônico 1. Como estado inicial para o sistema de dois modos,

considera-se o operador densidade inicial térmico na forma

ρ̂th =

(
1

n̄1 + 1

∞∑
n1=0

[
n̄1

1 + n̄1

]n1

|n1〉〈n1|

)
⊗

(
1

n̄2 + 1

∞∑
n2=0

[
n̄2

1 + n̄2

]n2

|n2〉〈n2|

)
, (2.69)

de modo compacto, pode-se reescrever a expressão acima na forma

ρ̂th =
2⊗
i=1

(
1

n̄i + 1

) ∞∑
ni=0

[
n̄i

1 + n̄i

]ni

|ni〉〈ni| . (2.70)
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Ao considerar agora o estado comprimido térmico, o operador densidade inicial dos dois oscila-

dores é escrito então por

ρ̂s = Ŝ(r2)Ŝ(r1)ρ̂thŜ†(r1)Ŝ†(r2), (2.71)

onde Ŝ(rk) é dado em (2.41). Efetuando cálculos similares aos apresentados para o modo bosônico

um apenas, os estados iniciais para os dois modos bosônicos interagentes em t = 0, estão determi-

nados por 〈â†kâk〉, 〈â
2
k〉, 〈âkâ

†
k〉 e 〈â†2k 〉, onde k = 1, 2. Desta forma pode-se então parametrizar os

estados iniciais Gaussianos, conforme apresentado em [14, 15], na forma

〈â†kâk〉 = ϑk cosh(2rk)−
1
2
, 〈âkâ†k〉 = ϑk cosh(2rk) +

1
2
, (2.72)

〈â2
k〉 = 〈â†2k 〉 = −ϑk sinh(2rk), (2.73)

onde os parâmetros ϑk determinam a pureza inicial de cada modo k dado por Pk = (2ϑk)−1, obser-

vada a condição ϑk ≥ 1/2. Os parâmetros rk fornecem o grau de compressão de quadratura inicial

de cada um dos modos k = 1, 2.

Dessa forma, para funções Gaussianas, mediante transformações de coordenadas apropriadas,

pode-se fazer com que os primeiros momentos sejam nulos, e com isso, resta obter apenas os se-

gundos momentos. O interesse está então, em obter os segundos momentos, uma vez que ele

contém todas as informações para calcular propriedades estatı́sticas e fı́sicas do problema em in-

teresse deste trabalho. Com as condições iniciais determinadas pelas parametrizações dos estados

Gaussianos, e com diferentes valores que podem serem atribuı́dos nos estados iniciais, caracte-

rizando diferentes estados quânticos discutidos neste capı́tulo, resta então determinar a equação

diferencial da dinâmica do sistema fı́sico, o qual será tratado no próximo capı́tulo.
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Capı́tulo 3

Tratamento Analı́tico em Sistemas

Quânticos Dissipativos

Sistemas constituı́dos por osciladores harmônicos quânticos interagentes por meio de poten-

ciais quadráticos, nos quais se observa ausência de interações quânticas com as suas vizinhanças,

são sistemas fechados com evolução unitária. As propriedades associadas à descrição da dinâmica

quântica podem ser desenvolvidas na formulação dos invariantes quânticos ou integrais do movi-

mento [16]. Além disso, quando se considera a dinâmica de sistemas representados por operadores

Hamiltonianos quadráticos, para o caso de estados iniciais Gaussianos, todas as propriedades de

interesse desse sistema podem ser descritas a partir da evolução temporal dos primeiros e segun-

dos momentos associados às variáveis dinâmicas. Porém, quando adiciona-se nesses sistemas efei-

tos dissipativos, como reservatórios térmicos por exemplo, a evolução não se faz mais de forma

unitária e deve-se então abrir mão dos métodos dos invariantes quânticos ou integrais do movi-

mento. Então, é preciso considerar a dinâmica do sistema sob o ponto de vista da formulação da

equação mestra. Neste capı́tulo, considera-se o estudo da equação mestra para o sistema quântico

representado por dois modos do campo eletromagnético, modelados por osciladores harmônicos

quânticos, com frequências distintas ω1 e ω2, sob efeito de processos dissipativos onde os oscila-

dores interagem entre si por meio de um acoplamento dependente do tempo.

3.1 Osciladores Acoplados Dissipativos

Nesta seção, inicia-se com o tratamento matemático para descrever o problema da dinâmica de

osciladores quânticos sob efeitos de processos dissipativos. Por meio deste tratamento matemático
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no contexto da teoria quântica, obtém-se a equação diferencial para a descrição da dinâmica do

sistema a partir da equação de Liouville: determina-se a equação diferencial para o operador den-

sidade reduzido do sistema de interesse, tomando-se o traço sob as variáveis dos graus de liber-

dade das vizinhanças do sistema. No interesse de analisar efeitos de reservatórios (vizinhanças

do sistema) sobre os osciladores harmônicos, o sistema proposto neste trabalho consiste de modos

bosônicos com frequências distintas ω1 e ω2, interagindo por meio de um acoplamento dependente

do tempo. Cada um dos k−ésimos modos está acoplado a seu respectivo reservatório térmico de

temperatura Tk e os reservatórios não interagem entre si - distintos e independentes. A análise das

propriedades fı́sicas de modos bosônicos acoplados para o caso de acoplamento independente do

tempo na aproximação de onda girante (RWA), está discutido em [5]. A proposta deste trabalho

é uma extensão simplificada daquele estudo, considerando os casos particulares de acoplamento

dependente do tempo do tipo considerado em [17]. Na ausência de reservatórios, com dois mo-

dos acoplados por meio do acoplamento bilinear dependente do tempo geral nas componentes de

quadratura, é descrito pelo operador Hamiltoniano na forma [17]

Ĥ =
~ω1

2
(p̂2

1 + x̂2
1) +

~ω2

2
(p̂2

2 + x̂2
2) + ~ω̃ (Υ1(t)p̂1p̂2 + Υ2(t)p̂1x̂2 + Υ3(t)x̂1p̂2 + Υ4(t)x̂1x̂2) , (3.1)

onde os operadores x̂k e p̂k são os operadores correspondentes às variáveis das componentes de

quadratura adimensionais, os parâmetros de acoplamentos Υj(t) podem ser funções arbitrárias no

tempo e a constante ω̃ =
√
ω1ω2. Estes operadores podem ser expressos em termos dos operadores

de criação â†k e aniquilação âk (operadores bosônicos) de acordo com as relações

âk =
1√
2

(x̂k + ip̂k), â†k =
1√
2

(x̂k − ip̂k). (3.2)

Reescrevendo o operador Hamiltoniano (3.1) em termos dos operadores â†k e âk, implica em

Ĥ =
~ω̃
2

[
(Υ4(t)−Υ1(t) + iΥ2(t) + iΥ3(t)) â†1â

†
2 + (Υ4(t) + Υ1(t) + iΥ2(t)− iΥ3(t)) â†1â2

+ (Υ4(t) + Υ1(t)− iΥ2(t) + iΥ3(t)) â1â
†
2 + (Υ4(t)−Υ1(t)− iΥ2(t)− iΥ3(t)) â1â2

]
+ ~ω1

(
â†1â1 +

1

2

)
+ ~ω2

(
â†2â2 +

1

2

)
, (3.3)

que a partir das definições para os parâmetros Υ±(t) e Γ±(t), nas formas

Υ4(t)±Υ1(t) = Υ±(t), (3.4)

Υ3(t)±Υ2(t) = Γ±(t), (3.5)
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resulta o operador Hamiltoniano reescrito em termos dos operadores de modos bosônicos na forma

Ĥ = ~ω1

(
â†1â1 +

1

2

)
+ ~ω2

(
â†2â2 +

1

2

)
+
[
(Υ+(t)− iΓ−(t)) â†1â2 + (Υ+(t) + iΓ−(t)) â1â

†
2

+ (Υ−(t) + iΓ+(t)) â†1â
†
2 + (Υ−(t)− iΓ+(t)) â1â2

]
, (3.6)

que, em termos das funções µ(t) e ζ(t) dadas por

µ(t) = Υ+(t) + iΓ−(t) (3.7)

ζ(t) = Υ−(t)− iΓ+(t), (3.8)

resulta o operador Hamiltoniano na forma

Ĥ = ~ω1

(
â†1â1 +

1

2

)
+ ~ω2

(
â†2â2 +

1

2

)
+
[
µ∗(t)â†1â2 + µ(t)â1â

†
2 + ζ∗(t)â†1â

†
2 + ζ(t)â1â2

]
. (3.9)

Como o objetivo deste trabalho consiste em uma extensão dos resultados discutidos em [17],

levando-se agora em conta os efeitos da dissipação, os acoplamentos a serem considerados são

funções periódicas no tempo da forma

ζ(t) = µ(t) = λeiφ cos(ηt), (3.10)

onde λ e φ são constantes e η = ω1 ± ω2. O operador Hamiltoniano para a descrição deste sistema

fı́sico, composto pelos dois osciladores harmônicos (modos bosônicos) de frequências distintas aco-

plados entre si por meio de um acoplamento depende e periódico no tempo, com cada oscilador

acoplado ao seu respectivo reservatório Rj de temperatura Tj é escrito na forma (com ~ = 1),

Ĥ(t) =
2∑

k=1

ωkâ
†
kâk +

2,∞∑
k,j

ω̃k,j b̂
†
k,j b̂k,j +

2,∞∑
k,j

gk,j

(
âk b̂
†
k,j + â†k b̂k,j

)
+ ζ(t)â1â2 + ζ∗(t)â†1â

†
2 + µ(t)â1â

†
2 + µ∗(t)â†1â2. (3.11)

O primeiro termo de Ĥ descreve os dois osciladores harmônicos independentes, com frequências

ω1 e ω2. O segundo termo em Ĥ se refere aos reservatórios térmicos, representados por um conjunto

infinito de osciladores harmônicos quânticos independentes entre si de frequência ω̃k,j . Esses ope-

radores bosônicos b̂k,j e b̂†k,j são os operadores de aniquilação e criação respectivamente dos modos

dos reservatórios e satisfazem a relação de comutação,

[b̂k′,j′ , b̂
†
k,j ] = δk′,kδj′,j . (3.12)
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O terceiro termo do operador Hamiltoniano total descreve a interação do tipo RWA de cada um dos

modos bosônicos quânticos com seu respectivo reservatório, denotado por ĤRS ,

ĤRS =
2,∞∑
k,j

gk,j

(
âk b̂
†
k,j + â†k b̂k,j

)
, (3.13)

onde gk,j é uma constante de acoplamento entre o oscilador harmônico k com o j-ésimo oscilador

do reservatório Rj . Note ainda que [âk, b̂
†
k,j ] = [â†k, b̂

†
k,j ] = [â†k, b̂k,j ] = [âk, b̂k,j ] = 0. O termo restante

de Ĥ é o Hamiltoniano descrevendo a interação entre os modos bosônicos, denotado por Ĥ12(t):

Ĥ12(t) = ζ(t)â1â2 + ζ∗(t)â†1â
†
2 + µ(t)â1â

†
2 + µ∗(t)â†1â2, (3.14)

com ζ(t) e µ(t) dadas em (3.10) sendo funções periódicas no tempo. Dessa forma, o hamiltoniano

pode ser expresso na forma

Ĥ(t) = Ĥ0 + ĤRS + Ĥ12(t). (3.15)

com Ĥ0, representando a parte livre de interação, dado por

Ĥ0 =
2∑

k=1

ωkâ
†
kâk +

2,∞∑
k,j

ω̃k,j b̂
†
k,j b̂k,j . (3.16)

Uma vez descrito a forma do operador Hamiltoniano do sistema fı́sico total, composto pelos modos

acoplados e reservatórios, na seção seguinte estuda-se o formalismo da equação mestra, que permite

a descrição da dinâmica quântica dos modos acoplados sob o efeito do reservatório.

3.2 Equação Mestra de Sistemas Dissipativos

Em problemas de mecânica quântica, a evolução do vetor de estado |Ψ(t)〉 que representa um

sistema fı́sico se dá pela equação de Schrödinger [10], embora, em muitas situações este tipo de

tratamento matemático via equação de Schrödinger não se faz de maneira simples, principalmente

considerando-se o operador do tipo dado em (3.15) com infinitos graus de liberdade. A alternativa

para se tratar este problema, é então considerar a formulação da equação de Liouville [11] para o

operador densidade ρ̂(t). Através do Hamiltoniano dado em (3.11), pode-se então encontrar uma

equação de evolução temporal, chamada de equação mestra, considerando somente o operador

densidade reduzido para o sistema de interesse ρ̂s, ou seja, o operador que descreve a evolução

temporal dos modos bosônicos acoplados, 1 e 2. O objetivo deste trabalho é analisar os efeitos
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dos reservatórios sobre as dinâmica dos modos acoplados, considerando algumas aproximações no

limite dos acoplamentos fracos.

O operador densidade, contém todas as informações estatı́sticas do sistema e para a obtenção

da dinâmica do sistema, aplica-se a formulação da equação de Liouville [11] dada por

i
dρ̂(t)
dt

=
[
Ĥ(t), ρ(t)

]
, (3.17)

onde Ĥ(t) é dado em (3.11) e ρ̂(t) é o operador densidade do sistema total. Para os cálculos envol-

vidos na dinâmica do sistema, pode-se construir do operador densidade e o hamiltoniano Ĥ(t) na

representação de interação [7]. Nessa representação o operador densidade é descrito por

σ̂(t) = eiĤ0tρ̂(t)e−iĤ0t, (3.18)

onde Ĥ0 é dado em (3.16). Derivando a expressão (3.18) em relação a t,

i
dσ̂(t)
dt

= i
d

dt

(
eiĤ0tρ̂(t)e−iĤ0t

)
= −Ĥ0e

iĤ0tρ̂(t)e−iĤ0t + eiĤ0tρ̂(t)e−iĤ0tĤ0 + eiĤ0ti
dρ̂(t)
dt

e−iĤ0t

=
[
σ̂(t), Ĥ0

]
+ eiĤ0t

[
Ĥ(t), ρ(t)

]
e−iĤ0t

=
[
Ĥ(I)(t), σ̂(t)

]
, (3.19)

onde Ĥ(I)(t) representa o hamiltoniano total na representação de interação [18] e pode ser escrito

na forma

Ĥ(I)(t) = Ĥ
(I)
RS(t) + Ĥ

(I)
12 (t). (3.20)

Para o hamiltoniano Ĥ
(I)
RS(t), que contém tanto operadores dos modos bosônicos quanto dos

reservatórios na representação de interação, define-se um novo operador chamado Ĝk(t), contendo

apenas variáveis dos reservatórios, e escreve-se em uma forma mais compacta

Ĥ
(I)
RS(t) =

2∑
k=1

â†kĜk(t) + âkĜ
†
k(t), (3.21)

onde Ĝk(t) é definido por

Ĝk(t) =
∞∑
j=1

gk,j b̂k,je
i(ωk−ω̃k,j)t, (3.22)

e atua apenas no espaço de estados dos reservatórios. O operador Hamiltoniano que representa o

acoplamento entre os modos bosônicos na representação de interação é escrito como

Ĥ
(I)
12 (t) = ζ(t)â1â2e

−i(ω1+ω2)t + ζ∗(t)â†1â
†
2e
i(ω1+ω2)t + µ(t)â1â

†
2e
i(ω2−ω1)t + µ∗(t)â†1â2e

−i(ω2−ω1)t.
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Com os termos do hamiltoniano (3.20) escritos na representação de interação, ao substituir (3.20)

em (3.19), tem-se a seguinte expressão

i
dσ̂(t)
dt

=
[
Ĥ

(I)
RS(t) + Ĥ

(I)
12 (t), σ̂(t)

]
, (3.23)

integrando esta equação com a finalidade de obter o operador densidade σ̂(t), resulta em

σ̂(t) = σ̂(0) +
1
i

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t′) + Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]
dt′. (3.24)

Através da expressão do operador densidade obtido na integração, ao se substituir (3.24) no comuta-

dor do lado direito de (3.23), encontra-se a seguinte equação diferencial para o operador densidade

dσ̂(t)
dt

= −i
[
Ĥ

(I)
RS(t) + Ĥ

(I)
12 (t), σ̂(0)

]
−
∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t) + Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′) + Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′.

Desde que as propriedades de interesse referem-se as propriedades estatı́sticas do sistema composto

pelos modos acoplados, toma-se o traço sobre as variáveis dos reservatórios de modo a obter σ̂s(t).

Dessa maneira, tem-se

dσ̂s(t)
dt

= −iTrR1R2

[
Ĥ

(I)
RS(t) + Ĥ

(I)
12 (t), σ̂(0)

]
−

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t) + Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′) + Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′ (3.25)

onde σ̂s(t) ≡ TrR1R2 (σ̂(t)). Para o instante inicial, t = 0, considera-se que não há correlações entre

sistema e reservatórios de modo que ao realizar o traço sob as variáveis dos reservatórios esse termo

se anula,

TrR1R2

[
Ĥ

(I)
RS(t), σ̂(0)

]
= 0. (3.26)

Além disso, Ĥ(I)
12 (t) não contém variáveis dos reservatórios e para o instante incial t = 0, o operador

densidade total do sistema σ̂ pode ser escrito da forma σ̂(0) = σ̂s(0)⊗σ̂R(0) = σ̂s(0)⊗σ̂R1(0)⊗σ̂R2(0),

de modo que o traço sobre o comutador se reduz a

TrR1R2

[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂(0)

]
=
[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂s(0)

]
. (3.27)

Após estas considerações e detalhes operacionais descritos no apêndice A, obtém-se a equação mes-

tra na forma padrão na representação de interação, dada por

dσ̂s(t)
dt

= −i
[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂s(t)

]
−

2∑
k=1

{
γk (1 + n̄k)

(
â†kâkσ̂s(t) + σ̂s(t)â

†
kâk − 2âkσ̂s(t)â

†
k

)
+

γkn̄k

(
âkâ
†
kσ̂s(t) + σ̂s(t)âkâ

†
k − 2â†kσ̂s(t)âk

)
+ i∆ωk

[
â†kâk, σ̂s(t)

]}
. (3.28)
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Note que esta equação é apropriada para uma descrição aproximada dos efeitos do reservatório

sobre a dinâmica dos modos bosônicos. É válida no limite dos acoplamentos fracos e para reser-

vatórios Markovianos, de forma que os resultados descritos por esta equação só tem validade sob

estas considerações. Faz-se agora o procedimento da transição da representação de interação para

a representação de Schrödinger. O operador densidade do sistema reduzido na representação de

Schrödinger denotado por ρ̂s, o qual é definido por ρ̂s = TrR1R2(ρ̂), pode então ser obtido através

da relação (3.18), de forma que

ρ̂s(t) = e−iĤ0tσ̂s(t)eiĤ0t, (3.29)

derivando ainda a equação (3.29) em relação a t,

dρ̂s(t)
dt

= −iĤ0e
−iĤ0tσ̂s(t)eiĤ0t + ie−iĤ0tσ̂s(t)eiĤ0tĤ0 + e−iĤ0tdσ̂s(t)

dt
eiĤ0t

= −i[Ĥ0, ρ̂s] + e−iĤ0tdσ̂s(t)
dt

eiĤ0t. (3.30)

O último termo de (3.30) pode ser calculado através da expressão obtida explicitamente em (3.28),

com a utilização da relação (2.26) e da propriedade
(

exp (iĤ0t) exp (−iĤ0t) = 1
)

. Portanto, a equação

para ρs(t) se torna

dρ̂s(t)
dt

= −i[Ĥ0, ρ̂s]− i
[
Ĥ12(t), ρ̂s(t)

]
−

2∑
k=1

{
γk (1 + n̄k)

(
â†kâkρ̂s(t) + ρ̂s(t)â

†
kâk − 2âkρ̂s(t)â

†
k

)
+

γkn̄k

(
âkâ
†
kρ̂s(t) + ρ̂s(t)âkâ

†
k − 2â†kρ̂s(t)âk

)
+ i∆ωk

[
â†kâk, ρ̂s(t)

]}
, (3.31)

para os hamiltonianos Ĥ0 e Ĥ12(t), suas expressões são dadas em (3.16) e (3.14), respectivamente,

de forma que a equação pode ser reescrita

dρ̂s(t)
dt

= −i
[
ζ(t)â1â2 + ζ∗(t)â†1â

†
2 + µ(t)â1â

†
2 + µ∗(t)â†1â2, ρ̂s(t)

]
−

2∑
k=1

{
i (ωk + ∆ωk)

[
â†kâk, ρ̂s(t)

]
+

γk (1 + n̄k)
(
â†kâkρ̂s(t) + ρ̂s(t)â

†
kâk − 2âkρ̂s(t)â

†
k

)
+ γkn̄k

(
âkâ
†
kρ̂s(t)+ ρ̂s(t)âkâ

†
k −

2â†kρ̂s(t)âk
)}

. (3.32)

O termo ∆ωk em nosso estudo não é relevante, uma vez que ele apenas desloca a frequência ωk

do modo, podendo assim ser incorporada a frequência ωk e renomeamos essa soma de tal forma

que escrevemos então nossa equação mestra da forma

dρ̂s(t)
dt

= −i
[
ζ(t)â1â2 + ζ∗(t)â†1â

†
2 + µ(t)â1â

†
2 + µ∗(t)â†1â2, ρ̂s(t)

]
−

2∑
k=1

{
iωk

[
â†kâk, ρ̂s(t)

]
+

γk (1 + n̄k)
(
â†kâkρ̂s(t) + ρ̂s(t)â

†
kâk − 2âkρ̂s(t)â

†
k

)
+ γkn̄k

(
âkâ
†
kρ̂s(t)+ ρ̂s(t)âkâ

†
k −

2â†kρ̂s(t)âk
)}

, (3.33)
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na representação de Schrödinger, com n̄k e γk o número médio de fótons e constante de acopla-

mento, respectivamente, associada ao k−ésimo reservatório Rk. Salientamos que o número médio

de fótons depende da temperatura do reservatório, conforme demonstrado no apêndice A. Então,

a partir desta equação pode-se resolvê-la considerando os acoplamentos periódicos no tempo ou

mesmo casos mais gerais de acoplamentos arbitrários, desde que respeitando o limite de acopla-

mento fraco. Note que esta equação é aplicável para qualquer consideração de estado inicial do sis-

tema. No entanto, este primeiro estudo do problema limitou-se a estados iniciais Gaussianos para

os modos bosônicos em situações especiais de parâmetros de acoplamento e reservatório, que per-

mitiu uma considerável simplificação no procedimento de solução. Este aspecto será considerado

na seções seguintes onde discute-se os método matemáticos aplicados na construção das soluções

analı́ticas aproximadas para o problema de interesse.

3.3 Evolução Temporal dos Segundos Momentos

É conhecido que os estados Gaussianos são caracterizados completamente pelos seus primeiros

e segundos momentos dos operadores bosônicos. Nesta seção, apresenta-se o método para deter-

minar a evolução temporal dos segundos momentos associados a evolução temporal de estados

Gaussianos. Considerando o operador Hamiltoniano quadrático em (3.11), na situação de estados

iniciais Gaussianos para os modos acoplados, pode-se de modo alternativo a resolução do opera-

dor densidade, determinar a evolução temporal das propriedades dos modos acoplados a partir da

evolução temporal dos momentos de segunda ordem, evitando-se resolver a equação mestra obtida

em (3.33), uma equação para operadores. Porém, nesta formulação, para a construção dos segun-

dos momentos, tem-se como ponto de partida, a equação mestra, a partir da qual se estabelece um

sistema de equações diferenciais para os segundos momentos, definidos como funções escalares do

tempo. Para encontrar, então, os segundos momentos consistindo de combinações dos operadores

â†k e âk, representa-se esses momentos na forma de uma matriz M(t). Essa matriz contêm todas

as informações estatı́sticas necessárias para a descrição fı́sica das propriedades do sistema, e as

equações diferenciais envolvidas para obter os elementos da matriz M(t), são equações diferenciais

envolvendo apenas funções a números reais e não mais operadores conforme em (3.33).

Para o caso considerado pelo hamiltoniano (3.11), introduz-se as variáveis de operadores bosônicos

na notação compacta ẑ1 = â1, ẑ2 = â2, ẑ3 = â†1 e ẑ4 = â†2, de tal forma que os componentes deste
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vetor ẑ = (â1, â2, â
†
1, â
†
2), satisfaçam a relação de comutação

[ẑm, ẑn] = Ξmn = −Ξnm. (3.34)

Esses elementos Ξmn, formam uma matriz Ξ de ordem 2N representada por

Ξ =

 0 1

−1 0

 , (3.35)

para o caso em que com N=2, as matrizes 0 e 1 são as matrizes nulas e identidade, respectivamente

de ordem 2. É possı́vel também obter as relações de transformação sobre conjugação hermitiana

sobre o vetor ẑ a partir da matriz S definida por

S =

 0 1

1 0

 , ẑ† = Sẑ, S∗S = 1, Ξ† = S ΞST, (3.36)

onde ST representa a matriz transposta de S. A equação mestra (3.33) envolvendo combinações

quadráticas de â†k e âk é uma caso particular da forma geral [16]

dρ̂s(t)
dt

= ẑLẑρ̂s + ρ̂sẑRẑ + ẑKρ̂sẑ. (3.37)

O operador densidade, representando um estado fı́sico do sistema é um operador Hermitiano, ρ̂s =

ρ̂†s, e esta propriedade implica as seguintes relações para matrizes L, R e K:

L = STR†S, R = STL†S, K = STK†S. (3.38)

Em adição, a propriedade Tr(ρ̂s) = 1 implica em

L + R + KT = 0. (3.39)

As propriedades do operador densidade estão então bem definidas para as matrizes L, R e K por

meio das relações acima. Estas matrizes encerram em si a informação contida na equação mestra do

sistema de interesse. Comparando a forma da equação mestra padrão em (3.33) com a forma geral

em (3.37), obtém-se a forma explı́cita para as matrizes L e R, dadas por

L =



0 − i
2ζ(t)∗ − iω1

2 − γ1ν1 − i
2µ(t)∗

− i
2ζ(t)∗ 0 − i

2µ(t) − iω2
2 − γ2ν2

− iω1
2 − γ1(ν1 + 1) − i

2µ(t) 0 − i
2ζ(t)

− i
2µ(t)∗ − iω2

2 − γ2(ν2 + 2) − i
2ζ(t) 0


, (3.40)
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R =



0 i
2ζ(t)∗ iω1

2 − γ1ν1
i
2µ(t)∗

i
2ζ(t)∗ 0 i

2µ(t) iω2
2 − γ2ν2

iω1
2 − γ1(ν1 + 1) i

2µ(t) 0 i
2ζ(t)

i
2µ(t)∗ iω2

2 − γ2(ν2 + 2) i
2ζ(t) 0


, (3.41)

cujos elementos contém os parâmetros associados a propriedades de cada um dos modos, do aco-

plamento entre eles e de seus respectivos reservatórios. A matriz K está dada por

K =



0 0 2γ1(ν1 + 1) 0

0 0 0 2γ2(ν2 + 1)

2γ1ν1 0 0 0

2γ2ν2 0 0


, (3.42)

e seus elementos contêm parâmetros referentes à dissipação somente. Note que adotou-se para o

número médio de fótons de cada um dos reservatórios Rk o sı́mbolo νk,

n̄k = νk. (3.43)

A matriz M(t) constituı́da por elementos de segundos momentos está definida segundo a equação

Mmn = Tr(ρ̂sẑmẑn) cuja forma explı́cita é dada por

M(t) =



〈â1â1〉 〈â1â2〉 〈â1â
†
1〉 〈â1â

†
2〉

〈â2â1〉 〈â2â2〉 〈â2â
†
1〉 〈â2â

†
2〉

〈â†1â1〉 〈â†1â2〉 〈â†1â
†
1〉 〈â

†
1â
†
2〉

〈â†2â1〉 〈â†2â2〉 〈a†2a
†
1〉 〈â

†
2â
†
2〉


=



M11 M12 M13 M14

M21 M22 M23 M24

M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44


. (3.44)

A partir deste ponto considera-se a formulação desenvolvida em [16] para tratar sistema des-

critos por operadores Hamiltonianos quadráticos sujeitos a dissipação, isto é, cuja evolução é não

unitária. Para sistemas com equações mestra na forma (3.37), os elementos da matriz M(t) satisfa-

zem um conjunto de equações diferenciais ordinárias. Utilizando a relação Mmn = Tr(ρ̂sẑmẑn), e a
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equação (3.37),

Ṁmn =Tr
(

˙̂ρsẑmẑn
)
,

=
∑
k,l

Tr (ẑkLklẑlρ̂sẑmẑn) +
∑
k,l

Tr (ρ̂sẑkRklẑlẑmẑn) +
∑
k,l

Tr (ẑkKklρ̂sẑlẑmẑn) ,

=
∑
k,l

LklTr (ρ̂sẑmẑnẑkẑl) +
∑
k,l

RklTr (ρ̂sẑkẑlẑmẑn) +
∑
k,l

KklTr (ρ̂sẑlẑmẑnẑk) , (3.45)

pela relação (3.34), pode-se determinar a seguinte expressão,

ẑkẑlẑmẑn = ẑkΞlmẑn + ẑkẑmẑlẑn

= Ξlmẑkẑn + Ξlnẑkẑm + Ξkmẑnẑl + ẑmẑkẑnẑl

= Ξlmẑkẑn + Ξlnẑkẑm + Ξkmẑnẑl + Ξknẑmẑl + ẑmẑnẑkẑl, (3.46)

e também para o termo

ẑlẑmẑnẑk = Ξlmẑnẑk + ẑmẑlẑnẑk

= Ξlmẑnẑk + Ξlnẑmẑk + Ξlkẑmẑn + ẑmẑnẑkẑl. (3.47)

Dessa forma, com essas duas relações acima determinadas, retornando para a equação (3.45),

após algumas simplificações, têm-se a seguinte expressão

Ṁmn =
∑
k,l

RklΞlmMkn +
∑
k,l

RklΞlnMkm +
∑
k,l

RklΞkmMnl+

∑
k,l

RklΞknMml +
∑
k,l

KklΞlmMnk +
∑
k,l

KklΞlnMmk, (3.48)

pela relação Mnk = Ξnk +Mkn,

KklΞlmMnk = KklΞlmΞnk +KklΞlmMkn

= ΞmlKT
lkΞkn − ΞmlKT

lkMkn, (3.49)

sendoKT
lk = Kkl. Desse modo, substituindoMkm = Ξkm+Mmk eMnl = Ξnl+Mln, a equação (3.48)

para Ṁmn se torna

Ṁmn =
∑
k,l

−Ξmk
(
Rkl +RTkl +KT

kl

)
Mln +

∑
k,l

Mmk

(
Rkl +RTkl +KT

kl

)
Ξln +

∑
k,l

ΞmlKT
lkΞkn. (3.50)

Portanto, definindo a relação Aml = −
∑

k Ξmk
(
Rkl +RTkl +KT

kl

)
=
∑

k Ξmk
(
Lkl −RTkl

)
e sendo

ATml = Alm, a equação de Ṁmn se torna

Ṁmn =
∑
l

AmlMln +
∑
l

MmlA
T
ln +

∑
k,l

ΞmlKT
lkΞkn. (3.51)
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Desse modo, pode-se escrever a equação na forma matricial, dada por [16]

dM
dt

= AM + MAT + ΞKTΞ, (3.52)

onde a matriz A é obtida por A = Ξ(L − RT). A condição inicial para os elementos de M(t)

estabelece-se supondo não haver interação entre os modos bosônicos, ou seja, não há nenhuma

correlação entre os operadores â1 (â†1) com os operadores â2 (â†2). Isto implica para M(0) a forma

M(0) =



〈a2
1〉 0 〈a1a

†
1〉 0

0 〈a2
2〉 0 〈a2a

†
2〉

〈a†1a1〉 0 〈a† 2
1 〉 0

0 〈a†2a2〉 0 〈a† 2
2 〉


, (3.53)

onde os elementos de (3.53) foram determinadas no capı́tulo 2 utilizando como condição inicial cada

modo sendo térmico comprimido.

Neste trabalho, trata-se do caso da conversão e amplificação paramétrica, assumindo um tênue

efeito dos mecanismos de dissipação presentes em cada um dos modos do sistema. Em proces-

sos ópticos envolvendo amplificação e conversão paramétrica, no contexto de sistemas dissipa-

tivos [18], as propriedades quânticas de duas microcavidades acopladas interagindo com o am-

biente podem ser estudadas com o auxı́lio do operador Hamiltoniano descrito anteriormente (3.11).

Processos paramétricos foram estudadas inicialmente por Faraday e Lord Rayleigh no século 19

[19–22]. O estudo da dinâmica do modelo no qual atua uma amplificação e conversão paramétricas

como em [19], considera dois modos do campo eletromagnético como entidades fı́sicas indepen-

dentes, modelados por osciladores hârmonicos quânticos ou modos bosônicos associados aos ope-

radores bosônicos âk e â†k. Esses modos podem interagir por meio de um acoplamento, reali-

zado via um meio dielétrico, cujo valor de |ζ| e |µ|, é proporcional a amplitude de modulação da

constante dielétrica; modulada classicamente e sua intensidade oscila harmonicamente no tempo

com frequência η igual a soma ou diferença das frequências naturais ω1 e ω2 de cada um dos mo-

dos separadamente, η = ω1 ± ω2 [23]. O caso da conversão paramétrica é considerar η = ω1 − ω2,

enquanto que na amplificação paramétrica representa considerar η = ω1 + ω2.

3.4 Sistema de Equações na Conversão e Amplificação Paramétrica

Nesta seção, determinam-se os sistemas de equações diferenciais para os segundos momentos

dados em (3.44), associados aos processos de conversão e amplificação paramétrica. Na conversão
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paramétrica, caso em que η = ω2 − ω1, as equações diferenciais para os elementos Mij(t) são

construı́das através da equação (3.52), cujas formas estão dadas no que se segue. A princı́pio o

sistema poderia ser composto de um sistema de dezesseis equações diferenciais acopladas com co-

eficientes dependentes do tempo. Porém, as formas particulares das matrizes R, L e K, dadas em

(3.41), (3.40) e (3.42), respectivamente, associadas aos operadores Hamiltoniano e Liouvilliano na

equação mestra, implicam que as equações estão agrupadas em quatro tipos de blocos, cada um

constituı́do de quatro equações diferenciais acopladas.

Consequentemente, no processo de solução dessas equações, cada bloco pode ser tratado separa-

damente para se obter os elementos de M(t), alterando de bloco para bloco as condições iniciais so-

mente e os correspondentes elementos de matrizes, implicando em uma considerável simplificação

na solução do sistema de equações diferenciais. Portanto, o sistema de equações diferenciais com

coeficientes dependentes do tempo para o primeiro bloco tem a forma

dM11(t)
dt

+ iM12(t)µ(t) + iM21(t)µ(t) + 2(iω1 + γ1)M11(t) = 0, (3.54)

dM12(t)
dt

+ [i(ω1 + ω2) + (γ1 + γ2)]M12(t) + iM22(t)µ(t) + iM11(t)µ(t)∗ = 0, (3.55)

dM21(t)
dt

+ [i(ω1 + ω2) + (γ1 + γ2)]M21(t) + iM11(t)µ(t)∗ + iM22(t)µ(t) = 0, (3.56)

dM22(t)
dt

+ iM21(t)µ(t)∗ + iM12(t)µ(t)∗ + 2(iω2 + γ2)M22(t) = 0. (3.57)

Para o segundo bloco, tem-se o seguinte sistema de equações

dM13(t)
dt

+ 2γ1M13(t) + iM23(t)µ(t)− iM14(t)µ(t)∗ − 2γ1(ν1 + 1) = 0, (3.58)

dM14(t)
dt

+ [i(ω1 − ω2) + (γ1 + γ2)]M14(t)− iM13(t)µ(t) + iM24(t)µ(t) = 0, (3.59)

dM23(t)
dt

+ [i(ω2 − ω1) + (γ1 + γ2)]M23(t) + iM13(t)µ(t)∗ − iM24(t)µ(t)∗ = 0, (3.60)

dM24(t)
dt

+ 2γ2M24(t)− iM23(t)µ(t) + iM14(t)µ(t)∗ − 2γ2(ν2 + 1) = 0. (3.61)

Como uma simplificação adicional, obtida as soluções do primeiro e segundo blocos, as soluções

dos seguintes podem ser determinadas diretamente das soluções dos anteriores com o auxı́lio das

seguintes relações, válidas para t ≥ 0,

Mij(t)−Mji(t) =

 0, i+ j ı́mpar,

1, i+ j par (i < j)
(3.62)
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e a partir da igualdades

M11(t) = M∗33(t), (3.63)

M12(t) = M∗34(t), (3.64)

M14(t) = M∗23(t), (3.65)

M22(t) = M∗44(t), (3.66)

obtidas de acordo com as definições dos elementos Mi,j(t) dadas em (3.44).

No caso da amplificação paramétrica, caso onde η = ω2 + ω1 em (3.11) de modo similar ao

desenvolvido para o caso da conversão paramétrica, da equação (3.52) é possı́vel construir o sistema

de equações diferenciais para os elementos da matriz M(t), e assim, como no caso da conversão

paramétrica, as equações são agrupadas em quatro blocos de equações diferenciais acopladas. Os

blocos construı́dos na conversão paramétrica são diferentes dos blocos construı́dos na conversão

paramétrica. Porém, o procedimento de resolução é similar. As condições iniciais são as mesmas

aplicadas à conversão paramétrica, segundo as equações (2.72) e (2.73) para a matriz M(0) dada em

(3.53). O primeiro bloco de equações diferenciais assume a forma

dM11(t)
dt

+ iM41(t)ζ(t) + iM14(t)ζ(t) + 2(iω1 + γ1)M11(t) = 0, (3.67)

dM14(t)
dt

+ [i(ω1 − ω2) + (γ1 + γ2)]M14(t) + iM44(t)ζ(t)− iM11(t)ζ(t)∗ = 0, (3.68)

dM41(t)
dt

+ [i(ω1 − ω2) + (γ1 + γ2)]M41(t) + iM44(t)ζ(t)− iM11(t)ζ(t)∗ = 0, (3.69)

dM44(t)
dt

− iM41(t)ζ(t)∗ − iM14ζ(t)∗ − 2(iω2 − γ2)M44(t) = 0, (3.70)

enquanto o segundo se escreve como

dM12(t)
dt

+ [i(ω1 + ω2) + (γ1 + γ2)]M12(t) + iM13(t)ζ(t) + iM42(t)ζ(t) = 0, (3.71)

dM13(t)
dt

+ 2γ1M13(t) + iM43(t)ζ(t)− iM12(t)ζ(t)∗ − 2γ1(ν1 + 1) = 0, (3.72)

dM42(t)
dt

+ 2γ2M42(t) + iM43(t)ζ(t)− iM12(t)ζ(t)∗ − 2γ2ν2 = 0, (3.73)

dM43(t)
dt

− [i(ω1 + ω2)− (γ1 + γ2)]M43(t)− iM13(t)ζ(t)∗ − iM42(t)ζ(t)∗ = 0. (3.74)

Os blocos seguintes podem ser obtidos pela relação, para t ≥ 0

Mij(t)−Mji(t) =

 0, i+ j for impar

1, i+ j for par (i < j)
(3.75)
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e pelas relações

M11(t) = M∗33(t), (3.76)

M12(t) = M∗34(t), (3.77)

M14(t) = M∗23(t), (3.78)

M22(t) = M∗44(t). (3.79)

Observando as equações diferenciais obtidas, tratam-se de um sistema de primeira ordem com

coeficientes dependentes do tempo. Tal situação é abordada de acordo com os métodos assintóticos,

em particular o método das escalas múltiplas [24], onde as soluções são obtidos por meio de uma

série perturbativa sobre um parâmetro ε � 1, convenientemente estabelecido de acordo com as

condições fı́sicas correspondente ao sistema. Para resolver essas equações diferenciais e obter as

soluções aproximadas, aborda-se no próximo capı́tulo o método utilizado para resolver estes siste-

mas de equações diferenciais na conversão e amplificação paramétrica.
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Capı́tulo 4

Método das Escalas Múltiplas

A construção de soluções para a descrição exata da dinâmica de sistemas clássicos e quânticos

em fı́sica teórica é de extrema importância para uma análise completa e precisa das propriedades

fı́sicas destes sistemas. As equações diferenciais associadas a estes sistemas, exceto em algumas

situações particulares, não possuem soluções exatas que possam ser obtidas por métodos diretos.

Isto, em geral, deve-se ao fato destas equações apresentarem coeficientes não constantes no tempo

ou ainda fatores não lineares nas funções a serem determinadas, dificultando a construção de uma

solução exata na forma analı́tica. Neste contexto, os métodos computacionais desempenham um pa-

pel importante e crescente no desenvolvimento da pesquisa cientı́fica, especialmente em fı́sica, para

tratar de equações diferenciais nas quais não há solução exata. Um fato importante sobre métodos

aproximativos é que eles podem reforçar e aprimorar a nossa intuição, levando a uma melhor com-

preensão do problema fı́sico considerado. Muitas vezes, o papel de métodos aproximativos é ainda

maior, no sentido de fornecer uma melhor visualização dos diferentes comportamentos do sistema

fı́sico tratado.

Neste sentido, em algumas situações onde os termos não lineares ou coeficientes não constantes

no tempo estão presentes de forma perturbativa, pode-se aplicar alguns métodos assintóticos para

a se obter uma solução das equações diferenciais, resultando em soluções em séries de potência

em um parâmetros adequadamente estabelecido, chamado aqui ε. Existem diversos métodos as-

sintóticos, mas os de grande aplicabilidade em problemas no contexto dos osciladores harmônicos

clássico e quântico são os métodos das escalas múltiplas e o método da média temporal [24]. Neste

trabalho, concentra-se em aplicações do método especı́fico, chamado de método das escalas múltiplas,

desenvolvido na mecânica clássica para tratar de equações não-lineares, considerando o termo não

linear de pequena intensidade. Este método, porém não é restrito ao universo clássico, podendo ser
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aplicado também em outros problemas, como as equações de Heisenberg, bem como na equação de

Schrödinger. Uma razão pela qual o método de escalas múltiplas pode ser eficiente no contexto da

mecânica quântica é que muitas vezes, os hamiltonianos, compostos por diferentes termos, contém

termos que os fatores numéricos de energia ou de frequência são muito menores do que compa-

rado a outros fatores do hamiltoniano, como no caso da mecânica clássica, onde há termos que são

proporcionais a um parâmetro de pequeno valor, sendo possı́vel a aplicação do método. Portanto,

a evolução do sistema pode ser distinguida por diversas escalas de tempo por diferentes termos

presentes no hamiltoniano.

O método das escalas múltiplas é um poderoso e importante método perturbativo, desenvolvido

para tratar de sistemas fı́sicos nos quais se estabelece um parâmetro ε, de intensidade pequena (ε�

1), de modo que as interações (lineares ou não lineares) podem ser tratadas nos domı́nios da teoria

de perturbação [24, 25]. A idéia central do método das escalas múltiplas é exibir as caracterı́sticas

fı́sicas das interações entre os diferentes graus de liberdade do sistema, em diferentes escalas de

tempo - o tempo t é substituı́do pelas escalas de tempo Tn = εnt de modo que para ε � 1, podem

ser tratadas como variáveis independentes. Nesse método as equações diferencias originais do

sistema, compondo sistemas de equações acopladas, são mapeadas em equações diferencais para

cada uma das ordens do parâmetro ε, de modo que as soluções de ordens anteriores são os termos

não homogêneos nas equações diferencias das ordens posteriores. As soluções são obtidas por meio

da eliminação dos termos seculares em cada uma das ordens - soluções que divergem rapidamente

no tempo, não são em geral de interesse fı́sico. Este aspecto é importante para fixar as “constantes

arbitrárias” em cada uma das ordens do parâmetro ε.

4.1 O método das Escalas Múltiplas

O método das escalas múltiplas consiste em reescrever as soluções das equações diferenciais

como funções das variáveis independentes Tn (escalas múltiplas) e não mais em termos de apenas

uma única variável t. Dessa forma, escreve-se as derivadas de primeira e segunda ordem em relação

a t em séries de potências de ε na forma

d

dt
=
dT0

dt

∂

∂T0
+
dT1

dt

∂

∂T1
+
∞∑
n=2

∂Tn
dt

∂

∂Tn
= D0 + εD1 +O(ε2), (4.1)

d2

dt2
= D2

0 + 2εD0D1 + ε2
(
D2

1 + 2D0D2

)
+O(ε3), (4.2)
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onde para as novas escalas de tempo Tn, foi utilizado a seguinte notação para as derivadas:

Dn =
∂

∂Tn
.

A generalização para ordens superiores dn/dtn é um processo direto. Deste modo, a solução pro-

posta no método das escalas múltiplas é construir uma solução, por exemplo x(t), da seguinte forma

x(t) = ε0x0(T0, T1, T2, · · · ) + ε1x1(T0, T1, T2, · · · ) + ε2x2(T0, T1, T2, · · · ) + · · · . (4.3)

Para ilustrar como se aplica este método para o tratamento matemático das equações diferenciais,

utiliza-se inicialmente um caso de equação diferencial não linear presente na mecânica clássica, a

equação conhecida como equação de Duffing [26]:

d2x

dt2
+ x+ εαx3 = 0. (4.4)

Esta equação sendo não-linear devido ao termo x3, com α sendo uma constante e ε um parâmetro

perturbativo. Para obter a solução x(t) pelo método das escalas múltiplas, primeiramente utiliza-

mos a solução proposta pelo método dado em (4.3) e juntamente com o auxı́lio das derivadas de

primeira e segunda ordem dadas em (4.1) e (4.2) a equação diferencial (4.4) é agora reescrita para

diferentes ordens de ε, obtendo-se equações diferenciais para essas diversas ordens. Desta maneira,

as equações são reescritas nas formas

ε0 D2
0x0 + x0 = 0, (4.5)

ε1 D2
0x1 + x1 = −2D0D1x0 − αx3

0, (4.6)

ε2 D2
0x2 + x2 = −2D0D1x1 −D2

1x0 − 2D0D2x0 − 3αx2
0x1, (4.7)

e assim por diante para ordens superiores. Dessa forma, para a primeira equação diferencial na

escala de tempo T0 dada em (4.5), determina-se a solução x0:

x0(T0, T1, T2, · · · ) = A(T1, T2, · · · ) cos(T0) +B(T1, T2, · · · )sen(T0), (4.8)

onde os coeficientes A e B dependem das outras estalas de tempo (T1, T2, · · · ). Esta dependência

nas escalas de tempo dos coeficientes deve ser mantida até a ordem desejada na solução para o

parâmetro ε. Uma caracterı́stica do método das escalas múltiplas, é que ao fixar a ordem desejada,

εm, sempre será necessário, considerar escalas de tempo {T1, T2, · · · , Tm+1}. Dessa forma, neste

exemplo considerado, vamos fixar a solução x(t) até a ordem ε0. Com isso, as escalas de tempo

serão consideradas até T1 como foi dito anteriormente. Portanto, os coeficientes A e B dados em
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(4.8) serão considerados como dependentes apenas da escala de tempo T1; A(T1, T2, · · · )→ A(T1) e

B(T1, T2, · · · ) → B(T1). Assim, pela solução obtida em ordem zero dada em (4.8), substituindo em

(4.6), temos a seguinte expressão

D2
0x1 + x1 = −2D0D1

[
A(T1) cos(T0) +B(T1)sen(T0)

]
− α

[
A(T1) cos(T0) +B(T1)sen(T0)

]3
,

simplificando os termos dessa equação diferencial, de maneira a se obter a seguinte expressão

D2
0x1 + x1 =

3
4
αA(T1)B2(T1) cos(3T0)− 1

4
αA3(T1) cos(3T0) +

1
4
αB3(T1)sen(3T0)

− 3
4
αA2(T1)B(T1)sen(3T0)−

[3
4
αA3(T1) +

3
4
αA(T1)B2(T1) + 2D1B(T1)

]
cos(T0)

−
[3

4
αA2(T1)B(T1) +

3
4
αB3(T1)− 2D1A(T1)

]
sen(T0). (4.9)

Para a resolução desta equação diferencial, primeiramente deve-se notar a presença de dois termos

interessantes presentes nela, que são os termos contidos nos colchetes. Neste exemplo considerado

e para outros sistemas fı́sicos similares, a equação diferencial (4.4) é do tipo que não há agentes

externos atuando no sistema fı́sico considerado. O caso onde há forças externas atuando no sistema

pode ser incluı́do nas equações diferenciais, mas não é o caso deste exemplo em questão. Contudo,

pela equação diferencial em (4.9), os termos em colchetes são ditos termos “seculares”, são termos

para t ≥ 0, geram soluções que divergem no tempo; seria similar ao caso conhecido como res-

sonância na fı́sica clássica, situação encontrada em um oscilador harmônico simples de frequência

ω0 sob ação de uma força externa do tipo Fsen(ω1t) de modo que a frequência aplicada ω1 possui

frequência igual a frequência natural do oscilador harmônico (ω1 = ω0). para este caso simples, a

equação diferencial do movimento para a posição y(t) é dada por

d2y

dt2
+ ω2

0y = F cos(ω1t), (4.10)

em que a solução da equação homogênea de (4.10) é dada por

yh(t) = a1 cos(ω0t) + a2sen(ω0t), (4.11)

sendo a1 e a2 constantes arbitrárias. Para a solução particular de (4.10), e considerando o caso

(ω1 = ω0), a solução yp(t) pode ser escrita a forma

yp(t) = a3t cos(ω0t) + a4tsen(ω0t), (4.12)

com a3 e a4 constantes e pode-se ainda rescreever essa solução particular na forma

yp(t) =
F

2ω0
t sen(ω0t). (4.13)
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Pela solução obtida em (4.13), nota-se que a medida que o tempo aumenta, a posição y(t) aumenta

também proporcionalmente a t; as amplitudes de oscilações (caso sem dissipação) crescem rapida-

mente no tempo, produzindo soluções não limitadas que podem divergir rapidamente no tempo.

Este tipo de situação não deve ocorrer no caso considerado da equação de Duffing (4.4), pois não a

ação de uma força externa no sistema. Neste sentido, não havendo a presença desse termo ilustrado

em (4.10), ao aplicar o método das escalas múltiplas, esses termos, ditos “seculares”, devem serem

eliminados para se obter soluções regulares, em qualquer escala de tempo Tn considerada. Esses

termos “seculares” aparecem no método das escalas múltiplas apenas no sentido matemático. Por-

tanto na equação (4.9), os termos em colchetes são os termos seculares, pois o fator multiplicativo

cos(T0) e sen(T0) possuem a mesma frequência de oscilação da equação homogênea para equação

de x1 de modo que esses termos devem serem eliminados. Assim, igualando-se a zero os termos,

temos as seguintes expressões

2D1B(T1) +
3
4
αA3(T1) +

3
4
αA(T1)B2(T1) = 0, (4.14)

2D1A(T1)− 3
4
αB3(T1)− 3

4
αB(T1)A2(T1) = 0, (4.15)

que podem ainda serem reescritas nas formas

2D1B(T1) = −3
4
αA(T1)

(
A2(T1) +B2(T1)

)
, (4.16)

2D1A(T1) = +
3
4
αB(T1)

(
B2(T1) +A2(T1)

)
. (4.17)

Essas duas equações podem serem combinadas de modo a se obter

2B(T1)D1B(T1) + 2A(T1)D1A(T1) = 0. (4.18)

Nesta equação, é possı́vel identificar que

D1

(
B2(T1) +A2(T1)

)
= 0, (4.19)

ou seja, a somaB2(T1)+A2(T1) não depende da escala de tempo T1, de forma que é possı́vel escrever

a seguinte relação

B2(T1) +A2(T1) = K, (4.20)
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onde K é uma constante que depende das condições iniciais do sistema. Assim, as equações (4.18)

e (4.19) são reescritas nas formas

2D1A(T1)− 3
4
B(T1)K2α = 0, (4.21)

2D1B(T1) +
3
4
A(T1)K2α = 0. (4.22)

Dessa forma, as soluções de (4.21) e (4.22) são dadas por

A(T1) = b1 cos
(3

8
KαT1

)
+ b2sen

(3
8
KαT1

)
, (4.23)

B(T1) = −b1sen
(3

8
KαT1

)
+ b2 cos

(3
8
KαT1

)
, (4.24)

em que b1 e b2 dependem das condições iniciais. Como ilustração deste exemplo, vamos supor que

as condições iniciais sejam x(0) = a0, a0 sendo a amplitude de oscilação e considerar a velocidade

inicial sendo zero, ẋ(0) = 0. Desta maneira, utilizando as condições iniciais, é possı́vel determinar

a solução até correção de ordem ε0. A solução obtida é dada por

x(t) = a0 cos
(
t+

3αa2
0εt

8

)
. (4.25)

Como comparação ainda com o método das escalas múltiplas neste exemplo, vamos considerar

uma outra maneira de se obter a solução x(t) pela solução em série de potência em ε da forma

x(t) =
∞∑
k=0

εkxk(t), (4.26)

utilizando as mesmas condições iniciais impostas no método das escalas múltiplas, x(0) = a0 e

ẋ(0) = 0, substituindo a solução (4.26) na equação de Duffing (4.4), coleta-se para cada ordem do

parâmetro ε, as equações diferenciais associadas a cada ordem de ε, dadas por

d2x0

dt2
+ x0 = 0, (4.27)

d2x1

dt2
+ x1 = −αx3

0, (4.28)

e assim por diante para ordens superiores. Pela equação (4.27), a sua solução, utilizando já as

condições iniciais, é dada na forma

x0(t) = a0 cos(t). (4.29)
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Para a equação (4.28), substituindo a solução obtida em (4.29) na equação (4.28), temos a seguinte

equação

d2x1

dt2
+ x1 = −αa3

0

(
1
4

cos(3t) +
3
4

cos(t)
)
, (4.30)

cuja solução, já utilizando as condições iniciais neste exemplo, é dada por

x1(t) = − 1
32
αa3

0 cos(t)− 3
8
αa3

0

(
− 1

12
cos(3t) + tsen(t)

)
. (4.31)

Note que nesta solução obtida em x1(t), há um termo que é proporcional a t dado por tsen(t).

Portanto a solução solução x(t) é dada por

x(t) = a0 cos(t) + ε

[
− 1

32
αa3

0 cos(t)− 3
8
αa3

0

(
− 1

12
cos(3t) + tsen(t)

)]
. (4.32)

Nessas condições, considerando a0 = 1, ε = 0, 1 e α = 4 é construı́do o gráfico das soluções do

método das escalas múltiplas até correção de ordem zero dada em (4.25) e a solução em série de

potência em ε dada em (4.32), juntamente com a solução numérica da equação de Duffing (4.4) e

também com a solução cos(t), pois para α = 0, seria o caso sem termos não lineares, com solução

exata x = cos(t) utilizando as condições iniciais deste exemplo. Esta comparação é feita na figura

(4.1), onde a solução obtida no método das escalas múltiplas, indicada pela curva vermelha, fica

muito próxima da solução numérica (ponto) da equação de Duffing. Já a solução obtida em série de

potência de ε, indicada pela curva verde, devido ao termo proporcional a tsen(t), faz com que sua

amplitude de oscilação aumente no tempo, como foi dito anteriormente para o caso em que há uma

força externa com frequência próxima da frequência natural de oscilação, sendo que esta solução

diverge rapidamente da solução numérica. Outro fato ainda sobre o fator ε, é que a medida que ε

decresce, maior será o tempo t em que a solução do método das escalas múltiplas ficará próxima da

solução numérica.
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Figura 4.1: Comparação da solução exata (ponto) da equação de Duffing, com soluções aproximadas; método das

escalas múltiplas (curva vermelha), série de potência (verde) e solução para o caso α = 0 (azul). As condições iniciais são

x(0) = 1 e ẋ(0) = 0.

4.2 Aplicação do Método

Neste primeiro estudo da conversão e amplificação paramétrica, no intuito de simplificar as

soluções dos sistemas de equações diferenciais, considera-se o caso mais simétrico no qual a dissipação

pode acontecer, admitindo para os parâmetros de reservatórios as igualdades γ1 = γ2 = γ e

ν1 = ν2 = ν. Obviamente, poderia-se considerar situações mais gerais, onde as temperaturas dos

reservatórios Tk e as constantes de acoplamento γk são tomadas distintas. No entanto, esta arbi-

trariedade nos parâmetros dos reservatórios implicam em uma complexidade maior no processo

de solução das equações diferenciais pelo método das escalas múltiplas, e como o objetivo deste

trabalho, no que diz respeito a soluções da dinâmica do sistema, é a construção de soluções na sua

forma analı́tica para a descrição das propriedades do mesmo, fez-se a opção para a construção das

soluções na suas formas mais simples. Casos mais gerais estão sendo considerados e a construção

de soluções analı́ticas com um maior grau de arbitrariedade estão em andamento.

Associadas aos processos da conversão e amplificação paramétrica, para ilustrar a aplicação do
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método das escalas múltiplas neste trabalho, considera-se o primeiro bloco de equações diferenciais

na conversão paramétrica. No sistema de equações da conversão paramétrica, dado pelas equações

(3.54)-(3.57), as soluções Mij(t) são escritas em potências do parâmetro ε de acordo com

Mij(t) = ε0M
(0)
ij (T0, T1, T2, · · · ) + ε1M

(1)
ij (T0, T1, T2, · · · ) + ε2M

(2)
ij (T0, T1, T2, · · · ) +O(ε3), (4.33)

onde O(ε3) são termos de ordem igual ou superior a ε3. Este tipo de solução escrita em (4.33) pode

ser aplicada em qualquer um dos blocos contendo as equações diferencias, para ambos os problemas

da conversão e amplificação paramétricas. Nas equações diferenciais, a amplitude de acoplamento

entre os osciladores λ e as constantes de amortecimento γk agem no sistema em mesma ordem de

grandeza, o que equivale a mesma potência do parâmetro ε; γk → εγk e λ → ελ, sujeita a condição

γk < ρ. Situações distintas podem ser consideradas, onde as intensidades de acoplamentos podem

ser tratadas em ordens diferentes (γk → εmγk, λ → εnλ, m 6= n), mas que não está nos propósitos

desta dissertação.

Para o primeiro bloco, descrito pelas equações diferenciais (3.54)-(3.57) para o caso da conversão

paramétrica, as equações diferenciais assumem a forma

dM11(t)
dt

+ iελeiφ [M12(t) +M21(t)] cos [(ω2 − ω1)t] + 2(iω1 + εγ1)M11(t) = 0, (4.34)

dM12(t)
dt

+ [i(ω1 + ω2) + ε(γ1 + γ2)]M12(t) + iελeiφ [M22(t) +M11(t)] cos [(ω2 − ω1)t] = 0, (4.35)

dM21(t)
dt

+ [i(ω1 + ω2) + ε(γ1 + γ2)]M21(t) + iελeiφ [M11(t) +M22(t)] cos [(ω2 − ω1)t] = 0, (4.36)

dM22(t)
dt

+ iελeiφ [M21(t) +M12(t)] cos [(ω2 − ω1)t] + 2(iω2 + εγ2)M22(t) = 0. (4.37)

Substituindo as relações (4.1) e (4.33) nas equações diferenciais que compõem o primeiro bloco,

agrupa-se, em cada uma das equações acima, os termos proporcionais às diferentes potências de ε,

isto é, os termos proporcionais a ε0, ε1 e assim por diante. Até primeira ordem em ε1, os sistemas de

equações diferenciais são dados por:

Para ε0 tem-se:
∂M

(0)
11 (T0, T1, T2)

∂T0
+ 2iω1M

(0)
11 (T0, T1, T2) = 0, (4.38)

∂M
(0)
12 (T0, T1, T2)

∂T0
+ i(ω1 + ω2)M (0)

12 (T0, T1, T2) = 0, (4.39)

∂M
(0)
21 (T0, T1, T2)

∂T0
+ i(ω1 + ω2)M (0)

21 (T0, T1, T2) = 0, (4.40)

∂M
(0)
22 (T0, T1, T2)

∂T0
+ 2iω2M

(0)
22 (T0, T1, T2) = 0. (4.41)
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Para ε1 tem-se:

∂M
(1)
11 (T0, T1, T2)

∂T0
+ 2iω1M

(1)
11 (T0, T1, T2) +

∂M
(0)
11 (T0, T1, T2)

∂T1
+ 2β1λM

(0)
11 (T0, T1, T2) +

iϕ
1
2

cos [(ω2 − ω1)t]
(
M

(0)
21 (T0, T1, T2) +M

(0)
12 (T0, T1, T2)

)
= 0, (4.42)

∂M
(1)
12 (T0, T1, T2)

∂T0
+ i(ω1 + ω2)M (1)

12 (T0, T1, T2) +
∂M

(0)
12 (T0, T1, T2)

∂T1
+ λ(β1 + β2)×

M
(0)
12 (T0, T1, T2) + i

1
2

cos [(ω2 − ω1)t]
(
ϕM

(0)
22 (T0, T1, T2) + ϕ∗M

(0)
11 (T0, T1, T2)

)
= 0, (4.43)

∂M
(1)
21 (T0, T1, T2)

∂T0
+ i(ω1 + ω2)M (1)

21 (T0, T1, T2) +
∂M

(0)
21 (T0, T1, T2)

∂T1
+ λ(β1 + β2)×

M
(0)
12 (T0, T1, T2) + i

1
2

cos [(ω2 − ω1)t]
(
ϕM

(0)
22 (T0, T1, T2) + ϕ∗M

(0)
11 (T0, T1, T2)

)
= 0, (4.44)

∂M
(1)
22 (T0, T1, T2)

∂T0
+ 2iω2M

(1)
22 (T0, T1, T2) +

∂M
(0)
22 (T0, T1, T2)

∂T1
+ 2β2λM

(0)
22 (T0, T1, T2) +

iϕ∗
1
2

cos [(ω2 − ω1)t]
(
M

(0)
21 (T0, T1, T2) +M

(0)
12 (T0, T1, T2)

)
= 0, (4.45)

onde foram utilizados as seguintes definições

ϕ = eiφ, (4.46)

γk = βkλ, (4.47)

de modo que βk é a razão da constante de acoplamento do oscilador com seu respectivo reservatório

pela amplitude de acoplamento entre os osciladores. Inicialmente, para a resolução das equações

diferenciais em ordem zero ε0, dadas em (4.38)-(4.41), verifica-se que as equações diferenciais estão

desacopladas na escala de tempo T0, simplificando de forma considerável os cálculos. Com isso,

cada equação pode ser resolvida isoladamente e suas soluções são dadas na forma

M
(0)
11 (T0, T1, T2) = A(T1, T2)e−2iω1T0 , (4.48)

M
(0)
12 (T0, T1, T2) = B(T1, T2)e−i(ω1+ω2)T0 , (4.49)

M
(0)
21 (T0, T1, T2) = C(T1, T2)e−i(ω1+ω2)T0 , (4.50)

M
(0)
22 (T0, T1, T2) = D(T1, T2)e−2iω2T0 . (4.51)

Note que as funções A(T1, T2), B(T1, T2), C(T1, T2) e D(T1, T2) podem depender de quantas escalas

de tempos {Tn, n ≥ 1} forem necessárias, limitada pela precisão de interesse na solução a ser
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determinada. Isto é, para as soluções em série de potências até uma dada ordem m no parâmetro

ε, são consideradas as escalas de tempo {T1, T2, ..., Tm+1}. Além disso, embora a solução de ordem

zero em ε defina as equações diferenciais desacopladas na escala de tempo T0, as outras escalas

de tempo {Tn, n ≥ 1} incluem o acoplamento entre os diferentes graus de liberdade do problema

original na escala de tempo t. O método das escalas múltiplas “fatora” a dinâmica do sistema -

interação entre os diferentes graus de liberdade - em diferentes escalas de tempo Tn. Neste sentido,

as soluções de ordem zero, contêm as escalas de tempo T0, o chamado tempo livre ou de “oscilações

rápidas”, e a escala de tempo T1, chamada de escala de tempo lento, sendo esta, a que contém as

propriedades relativas ao acoplamento, pelo menos em primeira ordem de ε. Para se determinar

as dependências das funções para a solução de ordem zero em ε, considera-se então as seguintes

dependências A(T1, T2) → A(T1), B(T1, T2) → B(T1), C(T1, T2) → C(T1) e D(T1, T2) → D(T1),

adequadas a ordem considerada. Considera-se agora as equações diferenciais na variável T0, em

correção em ordem ε1. Aplica-se as soluções de ordem zero ao termo não homogêneo presente

nestas equações, de modo as equações diferenciais para M (1)
ij , assumem as formas

∂M
(1)
11 (T0, T1)
∂T0

+ 2iω1M
(1)
11 (T0, T1) +

[
dA(T1)
dT1

+
iϕ

2
(B(T1) + C(T1)) + 2β1λA(T1)

]
e−2iω1T0 +(

iϕ

2
(B(T1) + C(T1))

)
e−2iω2T0 = 0, (4.52)

∂M
(1)
12 (T0, T1)
∂T0

+ i(ω1 + ω2)M (1)
12 (T0, T1) +

iϕ∗

2
A(T1)ei(ω2−3ω1)T0 +

iϕ

2
D(T1)ei(ω1−3ω2)T0 +[

dB(T1)
dT1

+
i

2
(ϕD(T1) + ϕ∗A(T1)) + λB(T1)(β1 + β2)

]
e−i(ω1+ω2)T0 = 0, (4.53)

∂M
(1)
21 (T0, T1)
∂T0

+ i(ω1 + ω2)M (1)
21 (T0, T1) +

iϕ∗

2
A(T1)ei(ω2−3ω1)T0 +

iϕ

2
D(T1)ei(ω1−3ω2)T0 +[

dC(T1)
dT1

+
i

2
(ϕD(T1) + ϕ∗A(T1)) + λC(T1)(β1 + β2)

]
e−i(ω1+ω2)T0 = 0, (4.54)

∂M
(1)
22 (T0, T1)
∂T0

+ 2iω2M
(1)
22 (T0, T1) +

[
dD(T1)
dT1

+
iϕ∗

2
(B(T1) + C(T1)) + 2β2λD(T1)

]
e−2iω2T0 +(

iϕ∗

2
(B(T1) + C(T1))

)
e−2iω1T0 = 0. (4.55)

Estudando a forma destas equações, que permitem determinar as correções de primeira ordem para

a solução M (1)
i,j (T0, T1), observa-se nas equações a presença de termos “ressonantes”. Na equação

(4.52), o termo em colchete se comporta como um agente externo sobre a função M (1)
11 (T0, T1) osci-

lante na escala de tempo T0, cuja frequência se iguala àquela multiplicando o termo linear em M
(1)
i,j ,
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em (4.52). Esta situação é análoga àquela encontrada em um oscilador harmônico simples sob ação

de uma força senoidal de mesma frequência do oscilador harmônico, conhecida como condição de

ressonância, ilustrado anteriormente. As amplitudes de oscilações crescem rapidamente no tempo,

produzindo solução não limitadas que podem divergir rapidamente no tempo. Obviamente neste

problema, sendo tratado do ponto de vista fı́sico, não há tal agente externo atuando. Esse termo

em colchete em (4.52), representa o termo secular na equação para M (1)
11 . Restringindo-se a classe

de soluções oscilantes e regulares, na escala de tempo T0, torna-se necessário eliminar os termos

seculares para se obterem as soluções adequadas ao problema. De acordo com as expressões identi-

ficadas entre colchetes, nota-se que há apenas as funções {A(T1), B(T1), C(T1), D(T1)} e derivadas

destas funções nas variáveis T1. De maneira análoga, procedendo o mesmo raciocı́nio para as outras

equações diferenciais (4.53), (4.54) e (4.55) eliminam-se os termos seculares e obtém-se um sistema

de equações constituı́das pelos coeficientes das soluções de ordem zero {A(T1), B(T1), C(T1), D(T1)},

dados na forma

dA(T1)
dT1

+
iϕ

2
(B(T1) + C(T1)) + 2β1λA(T1) = 0, (4.56)

dB(T1)
dT1

+
i

2
(ϕD(T1) + ϕ∗A(T1)) + λB(T1)(β1 + β2) = 0, (4.57)

dC(T1)
dT1

+
i

2
(ϕD(T1) + ϕ∗A(T1)) + λC(T1)(β1 + β2) = 0, (4.58)

dD(T1)
dT1

+
iϕ∗

2
(B(T1) + C(T1)) + 2β2λD(T1) = 0. (4.59)

Aplicando-se os métodos matemáticos usuais, resolve-se esse sistema de equações diferencias para

as condições iniciais consideradas em (2.72) e (2.73). Assim pode-se construir as soluçõesM (0)
ij (T0, T1),

lembrando que T0 = t e T1 = εt de tal forma que se denota as soluções simplesmente por Mij(t, τ),

onde τ = λT1. Para o caso particular onde β1 = β2 = β, as soluções para o primeiro bloco são

portanto, escritas na forma

M11(t) = e−2βτ
[
V1 cos2

(τ
2

)
− V2sen2

(τ
2

)
e−2iφ

]
e−2iω1t, (4.60)

M12(t) = −ie−2βτ
[(
V1e

iφ + V2e
−iφ
)

sen
(τ

2

)
cos
(τ

2

)]
e−i(ω1+ω2)t, (4.61)

M21(t) = −ie−2βτ
[(
V1e

iφ + V2e
−iφ
)

sen
(τ

2

)
cos
(τ

2

)]
e−i(ω1+ω2)t, (4.62)

M22(t) = e−2βτ
[
V2 cos2

(τ
2

)
− V1sen2

(τ
2

)
e2iφ

]
e−2iω2t, (4.63)
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onde Vk = −ϑksenh(2rk) e τ = ελt. Para a resolução blocos restantes na conversão paramétrica e

também para a resolução das equações dos blocos na amplificação paramétrica, realiza-se de forma

similar ao procedimento aplicado nesta seção. O procedimento de se obter a correção de ordem

zero é a mesma, o que muda são as formas das equações diferenciais, associadas a cada bloco de

equações.

Portanto, na condição de dissipação simétrica, γ1 = γ2 = γ e ν1 = ν2 = ν, as soluções Mij(t) na

conversão paramétrica, são então escritas na seguinte forma

M11(t, τ) = M∗33(t, τ) = e−2βτ
[
V1 cos2

(τ
2

)
− V2sen2

(τ
2

)
e−2iφ

]
e−2iω1t, (4.64)

M12(t, τ) = M∗34(t, τ) = −ie−2βτ
[(
V1e

iφ + V2e
−iφ
)

sen
(τ

2

)
cos
(τ

2

)]
e−i(ω1+ω2)t, (4.65)

M13(t, τ) = e−2βτ

[
R1 cos2

(τ
2

)
+R2sen2

(τ
2

)
+

1
2

(2ν + 1) (e2βτ − 1)
]

+
1
2
, (4.66)

M24(t, τ) = e−2βτ

[
R1sen2

(τ
2

)
+R2 cos2

(τ
2

)
+

1
2

(2ν + 1) (e2βτ − 1)
]

+
1
2
, (4.67)

M14(t, τ) = M∗23(t, τ) = ie−2βτ
[
(R1 −R2)e−iφsen

(τ
2

)
cos
(τ

2

)]
ei(ω2−ω1)t, (4.68)

M22(t, τ) = M∗44(t, τ) = e−2βτ
[
V2 cos2

(τ
2

)
− V1sen2

(τ
2

)
e2iφ

]
e−2iω2t, (4.69)

onde os parâmetros de estados iniciais Vk e Rk são definidos na forma

Vk = −ϑksenh2rk, Rk = ϑk cosh 2rk, (4.70)

com duas escalas de tempo: t relativa as oscilações livres do sistema e τ = λεt ≡ λT1, correspon-

dente a escala de tempo lento, proporcional a intensidade de acoplamento entre os modos. Note que

no limite do acoplamento fraco, quando ελ � 1, as escalas de tempo t e τ podem ser aproximada-

mente tratadas como variáveis independentes, em acordo com os requisitos do método das escalas

múltiplas. O parâmetro de acoplamento com reservatório é descrito nas soluções pelo parâmetro

β = γ/λ, razão entre as intensidades de acoplamento do reservatório γ e constante de acoplamento

entre os modos.

Da mesma maneira, na amplificação paramétrica, as soluções analı́ticas para os elementos da
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matriz Mij(t, τ), são dadas pelas expressões

M11(t, τ) = M∗
33(t, τ) = e−2βτ

[
V1 cosh2

(τ
2

)
− V2senh2

(τ
2

)
e2iφ

]
e−2iω1t, (4.71)

M12(t, τ) = M∗
34(t, τ) =

[
i

[
F+(τ)e−2βτ − 1

]
(1 + 2ν)β

4β2 − 1
eiφ− 1

2
isenh(τ)e−2βτ (R1 +R2)eiφ

]
e−i(ω1+ω2)t, (4.72)

M13(t, τ) = −1
2

2β(1 + 2ν)F+(τ)e−2βτ + 1− 8β2(1 + 2ν)
4β2 − 1

+
[
R1 cosh2

(τ
2

)
+R2senh2

(τ
2

)]
e−2βτ , (4.73)

M24(t, τ) = −1
2

2β(1 + 2ν)F+(τ)e−2βτ + 1− 8β2(1 + 2ν)
4β2 − 1

+
[
R1senh2

(τ
2

)
+R2 cosh2

(τ
2

)]
e−2βτ , (4.74)

M14(t, τ) = M∗
23(t, τ) =

1
2
ie−2βτ

[
V1e

−iφ − V2e
iφ
]

senh(τ)e−i(ω1−ω2)t, (4.75)

M22(t, τ) = M∗
44(t, τ) = e−2βτ

[
−V1senh2

(τ
2

)
e2iφ + V2 cosh2

(τ
2

)]
e−2iω2t, (4.76)

com os parâmetros definidos na forma

Vk = −ϑksenh2rk, τ = λT1 ≡ λεt, β = γ/λ, Rk = ϑk cosh 2rk, F+(τ) = 2β cosh(τ) + senh(τ). (4.77)

Note que as soluções analı́ticas Mij(t, τ) para ambos os casos de conversão e amplificação pa-

ramétrica, são soluções obtidas na aproximação de ordem zero do parâmetro de acoplamento fraco

ε. Isto é, as soluções obtidas são da forma Mij(t, τ) = M
(0)
ij (t, τ) + O(ε) com as funções M (0)

ij (t, τ)

determinadas pelos procedimentos definidos no método das escalas múltiplas. Soluções analı́ticas

deste tipo não são adequadas para a descrição da dinâmica do sistema a tempos infinitos. Porém,

nos limites fı́sicos considerados, onde tantos os modos quanto os reservatórios estão sujeito a aco-

plamentos fracos, e quanto menor o valor de ε atribuı́do, maior será a precisão das soluções, para

descrever as propriedades fı́sicas envolvidas. Uma descrição dinâmica mais exata exige a construção

das soluções em ordens maiores do parâmetro ε, uma tarefa que exige trabalho considerável e está

além dos objetivos deste trabalho. Aqui se estuda apenas os efeitos tênues dos reservatórios na

dinâmica do sistema. Além disso, uma segunda tarefa na tentativa de averiguar o grau de pre-

cisão das soluções obtidas, consiste na construção de soluções em primeira ordem do parâmetro

ε, gerando as soluções da forma Mij(t, τ) = M
(0)
ij (t, τ) + M

(1)
ij (t, τ)ε + O(ε2), a ser considerada em

estudos futuros.
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Capı́tulo 5

Conversão e Amplificação Paramétrica

sob Efeito de Dissipação

Neste capı́tulo, considera-se o estudo da ação da dissipação sobre a dinâmica dos modos aco-

plados na conversão e amplificação paramétrica, para uma descrição qualitativa dos efeitos de

dissipação nas propriedades de cada um dos modos. Trata-se de uma extensão dos resultados ante-

riores [17] obtidos para o caso de um sistema ideal (ausência de reservatórios) na qual foi analisado

as propriedades fı́sicas dos modos acoplados e propriedades associadas às correlações quânticas,

para o caso mais geral de um acoplamento bilinear ressonante no limite do acoplamento fraco.

Neste estudo foram considerados acoplamentos dependentes do tempo correspondentes aos pro-

cessos de amplificação e conversão paramétricas. No caso de conversão paramétrica, observou-

se que estados iniciais coerentes permaneceram descorrelacionados todo o tempo da interação

para quaisquer valores arbitrários das amplitudes das constantes de acoplamento. Além disso, na

situação de amplificação paramétrica, observou-se não existir, para qualquer acoplamento bilinear,

a possibilidade de comprimir um estado inicial coerente de qualquer um dos modos do sistema

ou, ainda, produzir um aumento na compressão de um estado inicial comprimido. Outro resultado

anterior [5] considerado, foi a presença de reservatórios mas sob o acoplamento constante entre os

modos do campo eletromagnético. Neste caso, verificou-se que há possibilidade de transferência de

compressão entre os modos, sujeita a dependência dos parâmetros dos estados iniciais dos modos

e dos reservatórios. De modo geral, não só na análise de transferência de compressão como na me-

dida de pureza, a adição de reservatórios faz com que essa possibilidade de troca seja diminuı́da,

quanto maior for o valor da temperatura dos reservatórios. Neste sentido, a motivação neste
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capı́tulo é considerar os efeitos da dissipação para este modelo de modos acoplados na condição

de amplificação e conversão paramétrica, ilustrando as modificações que ocorrem na dinâmica do

sistema devido a presença de reservatórios.

5.1 Transferência de Compressão

Para se definir uma medida da compressão dos modos em um sistema de variáveis contı́nuas,

considera-se procedimentos envolvendo os valores relativos de variâncias das componentes de qua-

dratura x̂ e p̂. Sendo o valor da energia de flutuação do vácuo quântica E e do invariante de incerteza

dados em termos de σx e σp pelas equações

E =
1
2

(σx + σp) , (5.1)

D = σxσp − σ2
xp, (5.2)

com σxp definido por

σxp =
1
2
〈xp+ px〉+ 〈x〉〈p〉,

e

σ± = E ±
√
E2 −D =

D
E ∓
√
E2 −D

.

Portanto, define-se o coeficiente invariante de compressão S como a razão entre o valor mı́nimo

σ− e o valor da variância adimensional do vácuo igual a 1/2. Desta forma, para o sistema de dois

modos bosônicos, cada qual acoplado ao seu respectivo reservatório, pode-se analisar os efeitos dos

reservatórios sobre a transferência compressão1 entre os modos através do coeficientes invariantes de

compressão. Em termos das variáveis bosônicas, os invariantes de compressão, são determinados de

acordo com [5]

Sk(τ) = 1 + 2〈â†kâk〉(τ)− 2
∣∣〈â2

k〉(τ)
∣∣ , (5.3)

diretamente a partir dos elementos da matriz M(t). Esse coeficiente, nos fornece por exemplo que

para Sk(t) = 1 o estado do oscilador k se encontra num estado coerente enquanto para Sk(t) <

1 o estado está comprimido. Para o instante inicial t = 0, combinando (2.72), (2.73) em (5.3), o

coeficiente inicial Sk(0) é escrito por

Sk(0) = 2ϑke(−2rk). (5.4)

1do inglês squeezing.
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com ϑk ≥ 1/2 e rk ≥ 0. Por exemplo, no caso de um estado puro onde tem-se ϑk = 1/2, o valor

do coeficiente de compressão do correspondente modo, Sk = exp (−2rk), depende exclusivamente

do valor de rk como uma função monótona decrescente em rk. Valores grandes de rk implicam em

valores de Sk menores que 1, valor limite separando um estado puro comprimido de um estado

puro coerente. No entanto, um estado inicial misto com ϑk > 1/2 implica em um valor maior de

Sk em relação ao valor correspondente para um o estado puro fixando o valor de rk. Note que os

valores limites (ϑk, rk) definindo um estado inicial Gaussiano com propriedades não clássicas estão

estabelecidos pela equação 2ϑke(−2rk) = 1.

5.1.1 Conversão Paramétrica Dissipativa

De acordo com as soluções dadas por (4.64)-(4.69), o coeficiente de compressão é obtido substituindo-

se as soluções dos elementos da matriz M(t) na equação (5.3). Assim, a forma funcional dos coefi-

cientes de compressão para o primeiro e segundo modos na conversão paramétrica são expressas

por

S1(τ, β) = e−2βτ
[
S1(τ) + (2ν + 1) (e2βτ − 1)

]
, (5.5)

S2(τ, β) = e−2βτ
[
S2(τ) + (2ν + 1) (e2βτ − 1)

]
, (5.6)

onde Sk(τ), k = 1, 2, corresponde ao coeficiente de compressão na ausência das variáveis dos reser-

vatórios, dadas por

S1(τ) = 2
[
R1 cos2

(τ
2

)
+R2sen2

(τ
2

)
−
∣∣∣V1 cos2

(τ
2

)
− V2sen2

(τ
2

)
e−2iφ

∣∣∣] , (5.7)

S2(τ) = 2
[
R1sen2

(τ
2

)
+R2 cos2

(τ
2

)
−
∣∣∣V2 cos2

(τ
2

)
− V1sen2

(τ
2

)
e2iφ

∣∣∣] . (5.8)

No interesse de analisar a condição de transferência de compressão entre os modos, considera-se

inicialmente o caso em que o modo um se encontra em um estado não comprimido com S1(0, β) > 1,

enquanto o modo dois em um estado comprimido com S2(0, β) < 1. Isto implica que

S1(0, β) = S1(0) = 2ϑ1e
−2r1 > 1, (5.9)

S2(0, β) = S2(0) = 2ϑ2e
−2r2 < 1. (5.10)

Na ausência de reservatórios, quando β = 0, as expressões de Sk(τ, 0) são escritas por

S1(τ, 0) = 2R1 cos2
(τ

2

)
+R2sen2

(τ
2

)
− 2

∣∣∣V1 cos2
(τ

2

)
− V2sen2

(τ
2

)
e−2iφ

∣∣∣ (5.11)

S2(τ, 0) = 2R1sen2
(τ

2

)
+R2 cos2

(τ
2

)
− 2

∣∣∣V2 cos2
(τ

2

)
− V1sen2

(τ
2

)
e2iφ

∣∣∣ . (5.12)
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Neste caso, nota-se que a troca de compressão entre os modos ocorre em um determinado tempo,

denominado τ = τt. Nesse instante de tempo o modo um, inicialmente não comprimido, assume o

valor da compressão do modo dois:

S1(τt, 0) = S2(0, 0), (5.13)

Por outro lado, no mesmo instante de tempo τt, o modo dois assume o valor de compressão inicial

do modo um, conforme

S2(τt, 0) = S1(0, 0). (5.14)

De acordo com as expressões de S1(τ, 0) e S2(τ, 0), determina-se que o modo dois assume valores

iniciais de compressão nos instantes de tempo

τt = 2
(
n+

1
2

)
π, n = 0, 1, 2, · · · . (5.15)

com fidelidade máxima. Quando adicionam-se os efeitos dos reservatórios β 6= 0, as expressões

(5.5) e (5.6) em τ = τt são reescritas nas formas

S1(τt, β) = e−2βτt
[
S1(τt) + (2ν + 1) (e2βτt − 1)

]
, (5.16)

S2(τt, β) = e−2βτt
[
S2(τt) + (2ν + 1) (e2βτt − 1)

]
. (5.17)

Desde que S1(τt) = S2(0) e S2(τt) = S1(0), pode-se escrever os valores dos coeficientes Sk(t, τ)

como

S1(τt, β) = e−2βτt
[
S2(0) + (2ν + 1) (e2βτt − 1)

]
, (5.18)

S2(τt, β) = e−2βτt
[
S1(0) + (2ν + 1) (e2βτt − 1)

]
, (5.19)

que em termos dos parâmetros dos estados iniciais para as definições de S1(0) e S2(0), implicam em

S1(τt, β) = e−2βτt
[
2ϑ2e

−2r2 + (2ν + 1) (e2βτt − 1)
]
, (5.20)

S2(τt, β) = e−2βτt
[
2ϑ1e

−2r1 + (2ν + 1) (e2βτt − 1)
]
. (5.21)

Como no instante τt tem-se S1(τt) = S2(0) e S2(τt) = S1(0), a equação (5.20) mostra que pode haver

ou não transferência de compressão do modo dois para o modo um, a depender do valor de ν e β.

Impondo que haja transferência de compressão a partir do modo dois, isto é, que num dado instante

τt ocorra S1(τt, β) < 1, obtém-se a desigualdade

2ϑ2e
−2(r2+βτt) + (2ν + 1) (1− e−2βτt) < 1, (5.22)
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que implica na relação que define um limite superior para τt em termos de parâmetros de estados

iniciais e reservatório, na forma

τt <
1

2β
ln
(

2ν + 1− S2(0)
2ν

)
. (5.23)

Combinando as equações (5.15) e (5.23) define-se o valor limite superior do parâmetro n de acordo

com

n <
1

4πβ
ln
(

2ν + 1− S2(0)
2ν

)
− 1

2
, (5.24)

associado ao número de vezes em que o sistema pode transferir compressão do modo dois para

o modo um. No caso de β → 0 (ausência da dissipação), n < ∞, ou seja, o modo dois transfere

compressão para o modo um infinitas vezes. Portanto, para o valor de n encontrado que satisfaça

a inequação (5.24), pode-se determinar o número de vezes que ocorre transferência de compressão

entre os modos. Note que para n = 0, já ocorre uma transferência, pois τt = 2(0 + 1/2)π = π. Em

termos de n define-se um número l = (n + 1). Como a solução para n na inequação (5.24) pode

resultar em um número não inteiro, para o valor do número de vezes em que há transferência de

compressão do modo dois para o modo um, define-se o menor inteiro correspondente a l, represen-

tado por [l].

Uma situação com a ausência de dissipação, β = 0, é ilustrado na figura (5.1). Assume-se o modo

um e o modo dois em estados iniciais Gaussianos não-comprimido e comprimido, respectivamente,

com S1(0, 0) > 1 e S2(0, 0) < 1. Nesta situação, a compressão do modo um assume o valor S1(τ, 0) <

1 infinitas vezes, confirmado pela relação (5.24), que implica l = n + 1 < ∞. Nesta figura, foi

incluı́do a solução numérica, indicada por pontos em ambos os modos um e dois. Nota-se que a

solução obtida pelo método das escalas múltiplas em correção de ordem zero já fornece soluções

muito próximas das soluções numéricas. Para realizar essa comparação das soluções analı́ticas com

as soluções numéricas, optou-se por construir todos os gráficos na escala de tempo τ = ελt e não em

t. Uma vez que as soluções analı́ticas já estão escritas nas escala de tempo τ , fez-se uma mudança

de escala de tempo (t → τ ) nas equações diferenciais da conversão paramétrica para se obter as

soluções numéricas na escala de tempo τ .
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Figura 5.1: Comportamento do coeficiente de compressão Sk(τ, β) na ausência de reservatório (β=0). A curva azul

representa o modo um (S1(0, 0)>1) enquanto a linha vermelha o modo dois (S2(0, 0)<1), com as condições iniciais sendo

φ = 0, r1 = 0, 45, r2 = 1, 2, ϑ1 = 1, 4, ϑ2 = 0, 7. Os pontos representam as soluções numéricas. A linha preta representa

o estado coerente.

Ainda se tratando na ausência de reservatórios, mas no caso em que o acoplamento entre os

modos (λ) não é pequeno e passa a ter valores maiores, a solução numérica se torna bem diferente

quando comparada com a solução analı́tica obtida pelo método das escalas múltiplas, como mostra

a figura (5.2). Neste caso, a solução analı́tica falha em representar o sistema fı́sico, uma vez que o

método é restrito para casos onde os valores de acoplamentos atribuı́dos são de pequenas intensi-

dades, quando comparado com o acoplamento do modo com seu respectivo reservatório (γ). Esta

condição para o método das escalas múltiplas ser utilizado e possuir resultados em acordo com a

solução numérica não é restrito apenas o coeficiente de compressão na conversão paramétrica, mas

é válido no coeficiente de compressão na amplificação paramétrica e também na medida de pureza

e emaranhamento na conversão e amplificação paramétrica.
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Figura 5.2: Comportamento do coeficiente de compressão Sk(τ, β) na ausência de reservatório (β=0). A curva azul

representa o modo um (S1(0, 0)>1) enquanto a linha vermelha o modo dois (S2(0, 0)<1), com as condições iniciais sendo

φ = 0, r1 = 0, 45, r2 = 1, 2, ϑ1 = 1, 4, ϑ2 = 0, 7. Os pontos representam as soluções numéricas. A linha preta representa

o estado coerente.

Considerando os efeitos dos reservatórios (β 6= 0), de acordo com a expressão (5.24) e para o

sistema em estados iniciais nos quais um dos modos esteja em estado comprimido e outro não,

haverá um número finito de vezes em que o modo comprimido irá transferir compressão. Este caso

está ilustrado na figura (5.3). Tomando estados iniciais com S1(0, 0) > 1 e S2(0, 0) < 1, vê-se pela

curva verde que o modo um recebe compressão do modo dois (curva laranja) em τ = τt. Além disso,

o número de vezes que ocorre a transferência de compressão é verificado pela expressão (5.24), onde

n < 0, 772 implicando em l < 1, 772; número inteiro [l] = 1 determina o valor do número de vezes

da transferência de compressão.

Na figura (5.3) compara-se a dinâmica de transferência de compressão do caso da conversão

paramétrica (linhas verde e laranja), com aquela para o caso das soluções obtidas quando se tem os

modos estritamente ressonantes, ω1 = ω2, e acoplamento constante no tempo, que corresponde as
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curvas azul e vermelha. Os resultados obtidos para o caso do acoplamento independente do tempo

permite soluções analı́ticas exatas para as matrizes M(t) e estão discutidas em [5]. Na presença dos

reservatórios com temperaturas não nulas, ν 6= 0, ambos com mesmo número médio de fótons, o

número de vezes que há transferência de compressão é o dobro comparado com o número corres-

pondente a conversão paramétrica. Enquanto sob acoplamento constante, há duas transferências

do modo dois para o modo um, nos instantes τt = π/2 e τt = 3π/2, na conversão paramétrica houve

somente uma transferência. Para tempos posteriores a τ = 3π/2, não há mais a possibilidade de

transferência de compressão entre os modos, tanto para o acoplamento constante quanto para a

conversão paramétrica. Os pontos indicados na figura, representam as soluções numéricas para

ambos os casos analisados; caso de frequências idênticas e acoplamento constante [5], que possui

solução exata do problema e o caso da conversão paramétrica.

Figura 5.3: Comportamento do coeficiente de compressão Sk(τ, β). As curvas verde e azul representam o modo

um (S1(0, 0)>1) enquanto as linhas vermelha e laranja o modo dois (S2(0, 0)<1). Os pontos representam as soluções

numéricas. Com as condições iniciais sendo β = 0, 02, φ = 0, r1 = 0, 6, r2 = 0, 7, ϑ1 = 2, ϑ2 = 0, 5 e ν = 1. A linha preta

representa o estado coerente.
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A figura (5.4) ilustra o comportamento do coeficiente de compressão do modo um, para di-

ferentes valores de temperatura dos reservatórios, correspondentes a diferentes valores de ν. A

medida que aumentamos ν, o que corresponde ao aumento das temperaturas dos reservatórios, o

modo um inicialmente comprimido, transfere compressão para o modo dois, não comprimido in-

icialmente, um número finito de vezes, e esse número diminui com o aumento de ν, similar ao que

ocorre para o caso de acoplamento constante, conforme discutido em [5].

Figura 5.4: Comportamento do coeficiente de compressão Sk(τ, β) para diferentes valores de ν. As curvas verde,

vermelha e azul representam o modo um, (S1(0, 0)<1). Para a curva verde, ν = 0 enquanto para curva vermelha, ν = 1 e

para a curva azul ν = 2. Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 02, φ = 0,

r1 = 1, 2, r2 = 0, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 3. A linha preta representa o estado coerente.

Quando os osciladores são acoplados aos reservatórios com temperaturas diferentes de zero,

ν 6= 0, os reservatórios agem de tal forma que, o número de vezes que ocorre transferência de com-

pressão entre os modos seja reduzido, de forma mais pronunciada, quanto maior foi o valor de ν

considerado. Esta análise preliminar do caso mais simples com mesmo número médio de fótons em

ambos reservatórios, que acarreta considerável simplificação no método matemático considerado,
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pode ser estendida em considerar um estudo mais completo do problema na conversão paramétrica.

O caso de maior interesse fı́sico, é quando β1 6= β2. As soluções das matrizes M(t) nos casos de

conversão e amplificação paramétrica ficam mais trabalhosas de serem simplificadas. Porém, com

estas soluções, é possı́vel obter uma descrição mais geral dos aspectos da dinâmica de transferência

da compressão, considerando valores arbitrários da temperatura dos reservatórios e diferentes tipos

de estados iniciais Gaussianos. Em todas as curvas analisadas, as soluções analı́tica em correção de

ordem zero ficam muito próximas das soluções numéricas, indicadas pelos pontos. As soluções ob-

tidas na conversão paramétrica são válidas para pequenos instantes inciais de tempo, dependentes

do fator de acoplamento λ utilizado e de β.

5.1.2 Amplificação Paramétrica Dissipativa

Nesta seção ilustra-se e discute-se, de forma qualitativa, a evolução temporal do valor da com-

pressão de cada um dos modos interagentes sob a ação dos reservatórios, para diferentes classes de

valores de estados iniciais Gaussianos. No caso da amplificação paramétrica, as soluções dos ele-

mentos de matriz Mij(t), obtidos em (4.71)-(4.76), implicam para o coeficiente de compressão para

ambos os modos as seguintes formas

S1(τ) = 1− 2β(1 + 2ν)F+(τ)e−2βτ − 1− 8β2ν

4β2 − 1
+ 2

[
R1 cosh2

(τ
2

)
+R2 senh2

(τ
2

)]
e−2βτ

−e−2βτ
[
4V 2

1 cosh4
(τ

2

)
− 2V1V2 cos(2φ) senh2 (τ) + 4V 2

2 senh4
(τ

2

)]1/2
, (5.25)

S2(τ) = 1− 2β(1 + 2ν)F+e
−2βτ − 1− 8β2ν

4β2 − 1
+ 2

[
R2 cosh2

(τ
2

)
+R1 senh2

(τ
2

)]
e−2βτ

−e−2βτ
[
4V 2

1 senh4
(τ

2

)
− 2V1V2 cos(2φ) senh2 (τ) + 4V 2

2 cosh4
(τ

2

)]1/2
. (5.26)

que são funções regulares para o valor de β = 1/2. As formas funcionais dos coeficientes de com-

pressão na amplificação paramétrica indicam claramente a impossibilidade de ocorrência da trans-

ferência de compressão de um modo para outro, conforme foi observado no processo da conversão

paramétrica. No processo de amplificação paramétrica os valores dos coeficientes de compressão

Sk(τ) aumentam no decorrer do tempo para o caso de sistema isolado (ausência de reservatório),

de forma a não haver possibilidade de se aprimorar a compressão dos modos interagentes. A

amplificação paramétrica por si só deteriora a natureza não clássica dos estados iniciais de cada

um dos modos do sistema, em oposição ao caso da conversão paramétrica. Neste sentido, o mesmo

efeito presente na amplificação paramétrica deve ser esperado no caso um sistema aberto, com a
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ação dos reservatórios térmicos, porém de forma mais acentuada. É útil definir um coeficiente a

partir da razão entre o valor inicial do coeficiente Sk(0) e valor do coeficiente no instante de tempo

τ , denotado por Yk(τ) = Sk(0)/Sk(τ), k = 1, 2. Este coeficiente permite comparar valores das

compressões associadas a um dado modo, para diferentes classes de valores de parâmetros de es-

tados iniciais. A figura (5.5) ilustra o comportamento do coeficiente Yk(τ) para diferentes valores

do parâmetro β. O valor β = 0 implica na ausência dos reservatórios, enquanto β = 0, 2 corres-

ponde a presença dos reservatórios, atuando de forma fraca, à temperatura diferente de zero com

um número médio de fótons ν = 2. Nesta figura o modo dois encontra-se inicialmente em um es-

tado misto não comprimido S2(β, 0) > 1, enquanto o modo um em um estado puro comprimido

S1(β, 0) < 1. Levando em conta que os modos estão interagindo e observando as curvas verde e

azul, conclui-se que, nos primeiros instantes da interação, o modo mais comprimido (S(τ) < 1)

“evolui em uma taxa temporal maior” para um estado de menor compressão (S(τ) > 1) - o coe-

ficiente S1(τ) cresce rapidamente no tempo - comparado ao modo dois. Isto é válido para os dois

casos de β = 0 e β = 0, 2, mas frisando que a presença do reservatório implica em uma perda

de compressão mais acentuada no tempo. Para realizar a comparação das soluções analı́ticas com

as soluções numéricas na amplificação paramétrica, optou-se da mesma forma que na conversão

paramétrica, em construir todos os gráficos na escala de tempo τ = ελt. Dessa forma, fazendo a

transformação de escala (t→ τ ) nas equações diferenciais, foi possı́vel obter as soluções numéricas

na escala de tempo τ como indicado na figura (5.5).
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Figura 5.5: Comportamento do coeficiente Yk(z) = Sk(0)/Sk(τ). As curvas azul e vermelha representam o modo

um e dois respectivamente na ausência de reservatório (β = 0). As curvas verde e laranja representam o modo um e

dois respectivamente (β = 0, 2). Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com φ = 0,

r1 = 0, 95, r2 = 0, 45, ϑ1 = 0.5, ϑ2 = 1, 4 e ν = 2.

Na figura (5.6) compara-se o valor de Y1(τ) para diferentes valores do coeficiente de compressão

de quadratura r1 do estado inicial do modo um, mantendo-se os outros parâmetros fixos. Assume-

se para o estado inicial do modo dois um estado misto não comprimido e leva-se em conta o efeito

dos reservatórios Rk com o mesmo número médio de fótons, diferente de zero. Nessas condições,

foi observado que o aumento do coeficiente r1 faz com que o coeficiente de compressão S1(τ, β)

cresca mais rapidamente comparado as curvas com coeficientes r1 menores - note a curva azul; o

coeficiente Y1 diminui a uma taxa maior no decorrer do tempo, o que implica um crescimento mais

rápido para S1.
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Figura 5.6: Comportamento do coeficiente Y1(z) = S1(0)/S1(τ) para diferentes valores de r1. A curva azul representa

o caso de r1 = 1, 9, para a curva vermelha, r1 = 1 e para a curva verde, r1 = 0, 5. Os pontos representam as soluções

numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 1, φ = 0, r2 = 0, 45, ϑ1 = 0.5, ϑ2 = 1, 4 e ν = 2.

De forma similar ao estudo do efeito dos reservatórios na transferência de compressão entre

modos na conversão paramétrica e do aumento do coeficiente de compressão na amplificação pa-

ramétrica, não possibilitando a transferência de compressão de um modo para outro, fez-se uma

análise qualitativa do efeito dos reservatórios sobre o valor da pureza de cada um dos modos,

conforme descrito na próxima seção.

5.2 Pureza dos Modos

Os estados iniciais Gaussianos para cada um dos modos do sistema interagente podem ser pre-

parados nos chamados “estados puros ou mistos” de maneira que a pureza do estado é uma pro-

priedade inerente ao estado quântico do sistema como um todo e também de cada um dos modos

em separados. O valor de P12 = Tr ρ̂2
12 determina o valor da pureza total do sistema e de modo si-
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milar Pk = Tr (ρ̂k)2, k = 1, 2 (traço do quadrado do operador densidade reduzido) determinam os

valores da pureza de cada um dos modos. No processo de interação entre os modos e da interação

dos modos com seus respectivos reservatórios tem-se os valores da pureza alterados no decorrer

do tempo. Esta dinâmica da pureza de cada um dos modos depende da natureza das interações

consideradas. Neste sentido, a partir das soluções analı́ticas Mij(t, τ) obtidas para cada um dos

processos de conversão e amplificação paramétrica é possı́vel realizar uma descrição qualitativa do

comportamento dinâmico da pureza no sistema.

O chamado estado misto, também denominado mistura estatı́stica é caracterizado por haver

uma probabilidade clássica pi de que o estado seja ρ̂i(t), de forma que o operador densidade corres-

pondente ρ̂(t) é descrito por uma soma na forma ρ̂(t) =
∑

i piρ̂i(t). Outra possibilidade é quando se

tem o chamando estado puro, onde tem-se total conhecimento sobre a forma do estado do sistema

(ou subsistema), perfeitamente definido por um vetor no espaço de Hilbert, |Ψ(t)〉; o correspondente

operador densidade tem sua forma dada por ρ̂(t) = |Ψ(t)〉〈Ψ(t)|.

Caso ρ̂2
k = ρ̂k, pela propriedade do operador densidade de que Tr(ρ̂k) = 1, tem-se seu o valor

Pk = 1, tratando-se de uma valor que caracteriza um estado puro, ao passo Pk < 1 caracteriza um

estado misto para o k-ésimo sistema.

Em se tratando do caso de estados iniciais Gaussianos em sistemas Hamiltonianos quadráticos,

os valores das purezas do sistema como um todo ou de cada uma das partes do sistema são ob-

tidos a partir de formas funcionais nas soluções da matriz M(t) ou nas formas simetrizadas das

covariâncias definidas pela relação

qij ≡
1
2
〈q̂iq̂j + q̂j q̂i〉 . (5.27)

Nesta notação a forma q̂i é uma componente do vetor q = (x̂1, p̂1, x̂2, p̂2) e a escolha da ordem dos

termos desse vetor q é facultativa, podendo-se trabalhar com q′ = (x̂1, x̂2, p̂1, p̂2). Note apenas que

uma vez escolhida, deve-se sempre mantê-la. Os operadores x̂i e p̂i são definidos como operadores

adimensionais, uma vez que X̂i e P̂i escritos em (2.36) e (2.37) possuem dimensão, pode-se escrever

então

x̂i =
√
mωi

~
X̂i, (5.28)

p̂i =
√

1
m~ωi

P̂i, (5.29)
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ou na forma dos operadores âi e â†i ,

x̂i =
1√
2

(
âi + â†i

)
, (5.30)

p̂i =
1√
2 i

(
âi − â†i

)
. (5.31)

A matriz de covariância simetrizada é representada na forma matricial por

Q =



q11 q12 q13 q14

q21 q22 q23 q24

q31 q32 q33 q34

q41 q42 q43 q44


, (5.32)

cujos elementos podem ser facilmente obtidos a partir dos elementos da matriz M(t). Essa matriz

Q pode ser escrita na forma bloco de matrizes como

Q =

 Q11 Q12

Q21 Q22

 . (5.33)

Nesta notação simetrizada, o valor da pureza de cada um dos modos é determinada diretamente a

partir dos determinantes dos blocos Qkk, k = 1, 2 de acordo com a equação [14]

Pk(t) =
1√

4 detQkk
(5.34)

Note que no instante inicial t = 0, quando os modos estão desacoplados o valor da pureza é dado

por Pk(0) = (2ϑk)−1 em acordo com a parametrização definida anteriormente para o estado inicial

Gaussiano.

5.2.1 Conversão Paramétrica

No caso de conversão paramétrica, considera-se os elementos da matriz de covariância Q de-

terminados a partir das soluções da matriz M(t) dadas em (4.64)-(4.69) para se obter a descrição da

evolução temporal da pureza Pk de cada um dos modos. A matrizQ é escrita em termos dos blocos

de matrizes (5.33), cujas formas funcionais de seus elementos determinam as funções nas variáveis

temporais t e τ para os coeficientes P1(t, τ) e P2(t, τ). Esta tarefa implica no cálculo dos determi-

nantes de Q11 e Q22 respectivamente. Após as operações algébricas adequadas, para a conversão

paramétrica, tem-se os determinantes de Q11 e Q22 dados na forma

det(Q11) = e−4βτ
(
ϑ2

1 cos4
(τ

2

)
+ ϑ2

2sen4
(τ

2

))
+

1
2
e−4βτ sen2 (τ) (cos(2φ)V1V2 +R1R2)−

e−4βτ
(

sen2
(τ

2

)
R2 + cos2

(τ
2

)
R1

)
(1− e2βτ )(1 + 2ν) +

(1 + 2ν)2(e−2βτ − 1)2

4
, (5.35)
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det(Q22) = e−4βτ
(
ϑ2

1sen4
(τ

2

)
+ ϑ2

2 cos4
(τ

2

))
+

1
2
e−4βτ sen2 (τ) (cos(2φ)V1V2 +R1R2)−

e−4βτ
(

sen2
(τ

2

)
R1 + cos2

(τ
2

)
R2

)
(1− e2βτ )(1 + 2ν) +

(1 + 2ν)2(e−2βτ − 1)2

4
. (5.36)

Nas formas funcionais (5.35) e (5.36) dos determinantes, a partir dos quais se obtém a pureza de

cada um dos modos, a dependência no tempo das oscilações livres t não é dada explicitamente. No

entanto, ela está implı́cita na dependência em βτ = γt; desligando-se a interação entre os modos,

a pureza de cada um deles passa a ser alterada unicamente devido ao acoplamento com o seu

respectivo reservatório. Somente se β = 0 a pureza de cada um dos modos, na ausência de interação

entre eles, torna-se um invariante do sistema, no sentido de

d

dt
Pk(t, τ) = D0Pk(t, τ) + εD1Pk(t, τ) = 0. (5.37)

A partir dos coeficientes P1(τ) e P2(τ), pode-se ilustrar graficamente a situação de transferência de

pureza entre os modos na ausência de reservatórios. Na figura (5.7), considera-se o caso da troca

de pureza entre os modos com β = 0. Pode-se observar uma troca periódica na transferência de

pureza entre P1(τ) e P2(τ) para tempos τt = 2(n + 1/2)π, com n = 0, 1, 2, · · · . Na ausência de

reservatórios, o valor inicial atribuı́do a cada modo Pk(0) se repete periodicamente nos instantes de

troca e recorrência.
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Figura 5.7: Comportamento da pureza Pk(τ). A curva azul representa o modo um (P1(0)=0,29) enquanto a curva

verde o modo dois (P2(0)=0,55). Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0,

φ = 0, r1 = 0, 35, r2 = 1, 1, ϑ1 = 1, 7, ϑ2 = 0, 9 e ν = 0.

Na figura (5.8) ilustra-se o comportamento da pureza no primeiro modo para diferentes valores

de β. Nessas condições, considera-se ambos os modos com valores de pureza distintos para os seus

estados iniciais mistos caracterizados por Pk(τ) < 1. A curva azul indica a ausência de reservatório,

e ela assume exatamente o valor da pureza do modo dois no tempo τ = π. Ao considerar agora

os reservatórios à mesma temperatura, os valores máximos das amplitudes da pureza diminuem

no decorrer do tempo (observe em τ = π). A curva laranja indica o valor da pureza do modo um,

porém com uma amplitude menor quando comparada com a curva azul. Na curva vermelha, o

valor do parâmetro β é maior ainda comparado ao da curva amarela; isto implica em um valor de

amplitude menor decorrido o mesmo intervalo de tempo.
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Figura 5.8: Comportamento da pureza P1(τ) para diferentes valores de β. A curva azul representa o caso de β = 0,

para a curva laranja, β = 0, 02 e para a curva vermelha, β = 0, 04. Os pontos representam as soluções numéricas. As

curvas são construı́das com φ = 0, r1 = 0, 35 r2 = 1, 1, ϑ1 = 1, 4, ϑ2 = 0, 9 e ν = 2.

Na figura (5.9) foi construı́do o gráfico da pureza de ambos os modos, resultado comparado

ao já obtido em [5]. As curvas verde e vermelha representam a pureza do modo um e dois, res-

pectivamente, conforme consideradas em [5]. Já as curvas azul e laranja representam a pureza dos

modos um e dois, respectivamente, determinadas a partir das relações (5.35) e (5.36). Nota-se que

na conversão paramétrica, o processo de transferência de pureza entre os modos ocorre num tempo

maior comparado ao caso onde há um acoplamento constante no tempo (curvas verde e laranja).

No caso de acoplamento constante a transferência ocorre na metade do tempo necessário para o

mesmo ocorrer na conversão paramétrica. Este resultado é similar ao que ocorre na transferência de

compressão. Em ambos os casos de acoplamento constante e conversão paramétrica, transfere-se

compressão e pureza. Porém, no perı́odo de transferência obtido para o caso de conversão pa-

ramétrica, cuja intensidade de acoplamento varia segundo uma forma trigonométrica no tempo, o

valor médio da intensidade do acoplamento é a metade do valor daquele obtido no caso de indepen-
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dente do tempo, fazendo o valor efeito menor e dobrando o tempo necessário para a transferência

de propriedades dos modos. Na ausência de reservatório, o custo de transferência na conversão

paramétrica é apenas no aumento do intervalo de transferência. No entanto, considerando-se a

presença dos reservatórios, o custo é maior; quanto mais se demora para transferir mais pronun-

ciado será o efeito do reservatório nos valores das propriedades quânticas de cada um dos modos

no processo de transferência.

Figura 5.9: Comportamento da pureza Pk(τ). As curvas verde e azul representam o modo 1 (P1(0)=0,5) enquanto

as linhas vermelha e laranja o modo 2 (P2(0)=0,67). Os pontos representam as soluções numéricas. Com as condições

iniciais sendo β = 0, 01, φ = 0, r1 = 0, r2 = 1, 5, ϑ1 = 1, ϑ2 = 0, 75 e ν = 1.

5.2.2 Amplificacão Paramétrica

No caso da amplificação paramétrica a evolução temporal da pureza Pk(t) para cada um dos

modos é determinada a partir dos elementos da matriz de covariâncias Q, obtidos de forma si-

milar ao caso da conversão paramétrica, porém considerando as soluções da matriz M(t) dadas

em (4.71)-(4.76). Então a partir dos elementos matriz Q na forma de blocos (5.33), determina-se as
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formas funcionais de P1(t) e P2(t), a partir dos determinantes de Q11 e Q22 respectivamente. Na

amplificação paramétrica, as formas funcionais dos determinantes de Q11 e Q22 são dadas por

det(Q11) =
1
2
e−4βτ senh2(τ) (cos(2φ)V1V2 +R1R2) + e−4βτ

(
senh4

(τ
2

)
ϑ2

2 + cosh4
(τ

2

)
ϑ2

1

)
−

(F+(τ)e−2βτ − 2β)(R1 cosh2
(
τ
2

)
+R2senh2

(
τ
2

)
)(1 + 2ν)βe−2βτ

4β2 − 1
+

β2(1 + 2ν)2(F+(τ)e−2βτ − 2β)2

(4β2 − 1)2
, (5.38)

det(Q22) =
1
2
e−4βτ senh2(τ) (cos(2φ)V1V2 +R1R2) + e−4βτ

(
cosh4

(τ
2

)
ϑ2

2 + senh4
(τ

2

)
ϑ2

1

)
−

(F+(τ)e−2βτ − 2β)(R1senh2
(
τ
2

)
+R2 cosh2

(
τ
2

)
)(1 + 2ν)βe−2βτ

4β2 − 1
+

β2(1 + 2ν)2(F+(τ)e−2βτ − 2β)2

(4β2 − 1)2
, (5.39)

com

Vk = −ϑksenh(2rk), τ = ερt, β = γ/λ, Rk = ϑk cosh(2rk),

F±(τ) = 2β cosh(τ)± senh(τ), G±(τ) = 2βsenh(τ)± senh(τ). (5.40)

Esses determinantes são funções regulares do parâmetro β não sendo o valor β = 1/2 um ponto

singular nas expressões (5.38)-(5.39). A partir destes resultados pode-se ilustrar a dinâmica da pu-

reza de cada um dos modos acoplados sob efeito de reservatório. Na figura (5.10) é ilustrado a

pureza P1(τ) e P2(τ) na ausência de reservatórios (β = 0), em ambos os modos considerando in-

icialmente estados mistos com Pk(τ) < 1. No caso da amplificação paramétrica nota-se a ausência

do processo de transferência de pureza entre os modos tanto na evolução unitária quanto na não

unitária (presença dos reservatórios). Isto está explı́cito na natureza da dependência temporal em

τ nos determinantes (5.38)-(5.39) devido a presença de funções hiperbólicas que não são funções

periódicas em τ . Estas não são funções periódicas no tempo, diferentemente do que se observa mo

processo de conversão paramétrica, e independente de β ser nulo ou não, respeitando β < 1/2, a

pureza em ambos os modo tem seu valor sempre decrescido no decorrer do tempo. Este resultado

pode ser obtido analiticamente considerando a série de potências dos coeficientes Pk. A derivada

primeira é um valor negativo no instante t = 0 e τ = 0, produzindo um decréscimo do valor inicial

da pureza dos modos. Este valor é acentuado com a presença do reservatório, independente que

quanto se possa intensificar os valores dos parâmetro de compressão rk dos estados iniciais. Nas

figuras (5.10) e (5.11) ilustra-se brevemente o comportamento de casos particulares para a dinâmica
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da pureza dos modos acoplados. Ambos os modos, inicialmente em estados Gaussianos mistos com

P1(0) > P2(0) evoluem para valores assintóticos de pureza pequenos; a amplificação paramétrica

não protege, em correção de ordem zero, a pureza dos modos tanto na ausência [5] quanto na

presença de reservatórios.

Figura 5.10: Comportamento da pureza Pk(τ). A curva azul representa o modo 1 (P1(0)=0,33) enquanto a linha

vermelha o modo 2 (P2(0)=0,55). Os pontos representam as soluções numéricas. Os pontos representam as soluções

numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, φ = 0, r1 = 0, r2 = 1, 1, ϑ1 = 1, 5, ϑ2 = 0, 9.

Na figura (5.11) é ilustrado o comportamento da pureza do modo um P1(τ) para diferentes

valores atribuı́dos ao parâmetro β. As diferentes curvas ilustram comportamentos dinâmicos nos

quais o estado do modo um evolui para um estado misto para diferentes valores de intensidade

de acoplamento do modo com o reservatório. Quanto mais intenso o valor do parâmetro β mais

rapidamente o estado evolui para um estado misto nos instantes imediatos após os modos serem

acoplados.
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Figura 5.11: Comportamento da pureza P1(τ) para diferentes valores de β. A curva azul representa o caso de β = 0,

para a curva verde, β = 0, 1 e para a curva vermelha, β = 0, 2. Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas

são construı́das com φ = 0, r1 = 1 r2 = 0, 2, ϑ1 = 0, 75, ϑ2 = 1, 5 e ν = 2.

Deve-se ter em conta que estes resultados estão limitados as correções de ordem zero no parâmetro

ε, onde somente termos de acoplamento do tipo contragirantes contribuem de forma efetiva na

amplificação paramétrica. As correções de ordem superiores em ε levam em conta necessariamente

todos os tipos de acoplamento e precisam ser consideradas para que se possa ter uma descrição mais

precisa dos efeitos do acoplamento dependente do tempo, o que poderia, ainda no limite do aco-

plamento fraco, acarretar comportamentos diferentes dos observados na correção de ordem zero.

Em ordens superiores de ε, as etapas do desenvolvimento do método das escalas múltiplas indicam

que há necessariamente uma ”ação efetiva”dos termos do tipo RWA e CRWA no Hamiltoniano de

interação.
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Capı́tulo 6

Efeito da Dissipação nas Propriedades das

Correlações Quânticas

O emaranhamento é uma propriedade existente em sistemas quânticos que desempenha um

papel de grande importância nas aplicações da computação quântica e no estudo da teoria da

informação quântica [1]. O emaranhamento de sistemas quânticos que pode ser usado para im-

plementar tarefas, as quais, na ausência de emaranhamento, seriam impossı́veis de ser realiza-

das ou ainda de maneira a aumentar a performace de alguma tarefa realizada. Quando dois ou

mais subsistemas quânticos interagem entre si durante um determinado intervalo de tempo, o es-

tado final de um dos subsistemas pode depender dos estados finais dos outros subsistemas. Neste

sentido, diz-se que os subsistemas estão em um estado total emaranhado. Nos últimos anos, um

grande esforço cientı́fico foi desenvolvido na compreensão das propriedades fı́sicas do emaranha-

mento. Um tipo muito importante com aplicações experimentais é o emaranhamento de sistemas

de variáveis contı́nuas [27–29]. Embora ainda não exista uma teoria completa sobre o emaranha-

mento, muitos avanços têm sido feitos na compreensão dessa estranha propriedade da Mecânica

Quântica. Neste capı́tulo, faz-se uma análise da dinâmica do emaranhamento entre dois modos

acoplados sob efeitos da dissipação devido a presença de reservatórios térmicos. A dissipação em

sistemas quânticos acoplados implica necessariamente na perda de coerência quântica, processo

conhecido por decoerência. Esta perda de coerência afeta as correlações de natureza quântica pre-

sentes no sistema o que pode provocar a diminuição dos valores máximos alcançados nas medidas

de emaranhamento bem como provocar alterações consideráveis na evolução da dinâmica do ema-

ranhamento, em comparação ao caso livre dos mecanismos de dissipação. O modo como o valor
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do emaranhamento entre as partes do sistema se deteriora depende da natureza do acoplamento

presente no sistema, da natureza dos estados iniciais e dos parâmetros dos reservatórios atuando

com os seus mecanismos dissipativos.

No estudo dos mecanismos envolvidos no processo de emaranhamento entre partes de um sis-

tema quântico, desprovidos de um análogo clássico, surge então a seguinte questão: como identi-

ficar a presença de emaranhamento no sistema? Para esta questão pode-se então de forma simples

definir o significado do conceito de emaranhamento.

6.1 Definição de Emaranhamento

Na análise da pureza P dos modos acoplados, tanto na conversão quanto na amplificação pa-

ramétrica, há dois tipos de estados que foram abordados, os estados puros e estados mistos. Pri-

meiramente tratando-se de estados puros, pode-se definir emaranhamento para esses estados da

seguinte forma. Seja um sistema quântico composto de N subsistemas de maneira que o correspon-

dente espaço de Hilbert é dado porH =
⊗N

i=1Hi, ondeHi é o espaço de Hilbert de cada subsistema.

Se |Ψ〉 ∈ H é o estado quântico deste sistema, então ele não corresponde a um estado emaranhado

se, e somente se, pode-se escrevê-lo como |Ψ〉 =
⊗N

i=1 |ψ〉i , onde |ψ〉i ∈ Hi. Exemplificando este

caso, considere um sistema constituı́do por duas partes, chamado de bipartite, |ψ〉 = |Φ〉A ⊗ |Φ〉B .

Alguns exemplos desses estados não emaranhados são dados na forma:

|ψ〉 = |1〉A ⊗ |0〉B = |10〉, (6.1)

|φ〉 =
1√
2

(|1〉A + |0〉A)⊗ 1√
2

(|0〉B − |1〉B) , (6.2)

Para o caso em que os estados puros estão emaranhados e não podem ser descritos na forma fa-

torável |Ψ〉 =
⊗N

i=1 |ψ〉i tem-se os seguintes exemplos [30]:

|φ±〉 =
1√
2

(|00〉 ± |11〉) ; |ψ±〉 =
1√
2

(|01〉 ± |10〉) . (6.3)

Por outro lado, existem outros tipos de estados, conhecidos como estados mistos e para tais estados

a definição de emaranhamento aplicada a estados puros não pode ser considerada. Dessa forma,

escreve-se de maneira mais ampla a definição de emaranhamento para o caso de estados mistos.

Considere, por exemplo, um sistema quântico composto de dois subsistemas definido no espaço de

HilbertH = HA⊗HB , tal queHi é o espaço de Hilbert associado a cada subsistema de modo que o

estado total do sistema está representado por um operador densidade ρ̂. Diz-se que ρ̂ corresponde
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ao estado de um sistema desemaranhado se, e somente se, ρ̂ pode ser escrito, como uma soma de

produtos diretos da seguinte forma

ρ̂ =
∑
j

pj ρ̂
A
j ⊗ ρ̂Bj , (6.4)

onde pj > 0,
∑

j pj = 1. Como exemplo de estado misto desemaranhado, tem-se

ρ̂ =
1
2

(|00〉〈00|+ |11〉〈11|) , (6.5)

com a forma separável dada por

ρ̂ =
1
2

(|0〉〈0|)A ⊗ (|0〉〈0|)B +
1
2

(|1〉〈1|)A ⊗ (|1〉〈1|)B, (6.6)

onde se identifica p1 = p2 = 1/2, ρ̂A1 = ρ̂B1 = |0〉〈0| e ρ̂A2 = ρ̂B2 = |1〉〈1|. De maneira oposta, para o

caso de um estado misto emaranhado tem-se como exemplo [31] a forma

ρ̂ =
1
3
|00〉〈00|+ 1

3
|01〉〈01|+ 1

3
|11〉〈11|+ 1

4
|11〉〈00|+ 1

4
|00〉〈11|. (6.7)

Pela expressão (6.4), pode-se ainda estender essa definição para um sistema composto de N subsis-

temas, de forma a reescrever (6.4) da forma [32]

ρ̂ =
∑
j

pj

N⊗
i=1

ρ̂ ij =
∑
j

pj
(
ρ̂ 1
j ⊗ ρ̂ 2

j ⊗ · · · ⊗ ρ̂Nj
)
, (6.8)

onde pj > 0,
∑

j pj = 1.

O emaranhamento pode ser quantificado em sistemas de variáveis discreta e contı́nua. O sis-

tema em estudo nesta dissertação envolve modos interagentes por meio de acoplamentos descritos

pelos processos de conversão e amplificação paramétricas. Torna-se interessante, então, determinar

a quantidade de emaranhamento presente em um dado sistema, e estudar de forma qualitativa ou

quantitativa a sua evolução temporal para diferentes conjuntos de parâmetros de estados iniciais,

considerando a presença ou ausência de reservatórios. Em se tratando de um sistema de variáveis

contı́nuas, considera-se no estudo da dinâmica do emaranhamento a negatividade logarı́tmica como

medida apropriada para este propósito. Outras considerações mais amplas a respeito de medidas

de emaranhamento, suas definições e aplicações em sistemas de variáveis contı́nuas [27, 29] serão

deixadas para estudos futuros onde pretende-se abordar a dinâmica de emaranhamento em siste-

mas de variáveis contı́nuas sujeitos a excitações paramétricas.
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6.2 Emaranhamento na Conversão e Amplificação Paramétrica

O emaranhamento pode ser determinado pela matriz das covariâncias para um sistema bipar-

tite. Entretanto, além da caracterização e quantificação de emaranhamendo de variáveis contı́nuas

em dois modos, multi-modos de estados Gaussianos são de grande assunto no campo de informação

quântica e também como a quantidade de emaranhamento contido num certo estado, está direta-

mente ligada a quantidade para transmissão de informação e comunicação, como tarefas de tele-

transporte [29]. A medida de emaranhamento para estados Gaussianos considerados na amplificação

e conversão paramétrica pode ser determinada por meio da negatividade logarı́tmica denotada por

EN . É necessário então entender como se determina o valor da medida de emaranhamento por

meio da negatividade para um sistema quântico bipartido. Representando N (ρ̂) como a negativi-

dade de um estado quântico ρ̂, suponha por exemplo um sistema geral constituı́do de duas partes

(A e B) descrito por ρ̂ pertencente ao espaço de Hilbert H = HA ⊗HB . Denota-se ρ̂TA resultado da

transposição parcial do operador ρ̂ em relação ao subsistema A. Considerando {|iA〉} e {|jB〉} bases

do espaço de HilbertHA eHB , respectivamente, pode-se escrever então que

〈iA, jB|ρ̂TA |kA, lB〉 = 〈kA, jB|ρ̂|iA, lB〉, (6.9)

onde adota-se a notação |iA, jB〉 = |iA〉 ⊗ |jB〉. Uma vez que ρ̂ representa um estado fı́sico, isto é,

ρ̂ é positivo semi-definido, ou seja, seus autovalores são positivos, ρ̂ deve ser hermitiano (ρ̂† = ρ̂),

e o traço de ρ̂ deve ser igual a 1 (Tr(ρ̂) = 1). Considerando um operador Â qualquer definido no

espaço de Hilbert, sua a norma é definida por ||Â||1 = Tr(
√
Â†Â). Então, a norma de ρ̂ torna-se

||ρ̂||1 = Tr(ρ̂) = 1, que é a soma dos autovalores de ρ̂; sendo ρ̂ um estado fı́sico normalizado de um

sistema quântico, essa soma precisa valer 1. Quando efetua-se a transposição parcial no subsistema

A, obtém-se o operador ρ̂TA (ou sua correspondente matriz) e ao calcular seus autovalores, pode

ocorrer de alguns autovalores assumirem valores negativos. Quando isso acontece é o indicativo de

que o sistema encontra-se em um estado emaranhado [33]. Dessa forma a negatividade é definida

por [34] como

N (ρ̂) =

∣∣∣∣ρ̂TA
∣∣∣∣

1
− 1

2
. (6.10)

Este resultado representa ao valor absoluto da soma dos autovalores negativos de ρ̂TA (|
∑

i λi|).

Para verificar se o sistema está ou não em um estado total emaranhado, basta checar se há autova-

lores negativos. Note que para estados separáveis, ou seja, desemaranhados, deve-se ter ||ρ̂TA ||1 = 1
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e, portanto, N (ρ̂) = 0. Desse modo, esta medida quantifica o emaranhamento pelo quanto o opera-

dor ρ̂TA deixa de representar um sistema fı́sico ao conter elementos negativos na matriz correspon-

dente a ρ̂TA . Outro cálculo que pode ser realizado para quantificar emaranhamento é a negatividade

logarı́tmica cuja medida é definida em [29], dada na forma

EN ≡ log ||ρ̂TA ||1. (6.11)

Como as análises do sistema em estudo são realizadas para estados iniciais Gaussianos em um

sistema de Hamiltoniano quadrático, pode-se tratar o problema da conversão e amplificação pa-

ramétricas, a partir de formas funcionais bem definidas sobre os elementos da matriz das covariâncias

simetrizadas Q. A relação dos elementos qij com os elementos da matriz M = Tr(ρ̂sẑmẑn), obtidos

em correção de ordem zero na conversão e amplificação paramétricas pode ser facilmente deter-

minada pela relação (5.27). Com isto, pode-se determinar a negatividade logarı́tmica a partir dos

elementos da matriz de covariâncias Q. Sendo Q̃ a matriz que representa a transposta parcial de Q,

a negatividade logarı́tmica é obtida por [35]

EN (τ) =
2∑
i=1

max{0,− log2(2ν̃i(τ))}, (6.12)

onde ν̃i(τ) são os autovalores simpléticos da matriz Q̃. A matriz das covariâncias carrega toda a

informação a respeito da dinâmica do sistema e consequentemente a dinâmica do emaranhamento

contido nos modos bosônicos acoplados. Para o sistema em estudo, a matriz Q é de ordem 4,

descrito por bloco de matrizes Qij de ordem 2. Explicitamente, matriz Q tem a sua forma geral

dada por

Q =

 Q11 Q12

Q21 Q22

 . (6.13)

com Q12 = QT
21. Note que os elementos dos blocos fora da diagonal são os elementos que efeti-

vamente contribuem para determinar a existência de correlações entre os modos interagentes. Os

autovalores de Q são escritos da forma [29, 36]

2ν2
±(τ) = ∆(Q)±

√
∆2(Q)− 4 det(Q), (6.14)

onde ∆(Q) = det(Q11) + det(Q22) + 2 det(Q12). Quando se considera a operação de transposição

parcial, os autovalores da matriz Q̃ são encontrados trocando-se o sinal do det(Q12), resultando em

ν̃±(τ) =

√√√√∆(Q̃)±
√

∆2(Q̃)− 4 det(Q)

2
, (6.15)
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com ∆(Q̃) = det(Q11)+det(Q22)−2 det(Q12). Na conversão e amplificação paramétricas, os termos

que constituem os autovalores dado em (6.15) são determinados a partir dos elementos da matriz

das covariâncias simetrizadas Q(c,a). Na conversão paramétrica, os determinantes de Q(c)
11 e Q(c)

22

foram obtidos anteriormente em (5.35) e (5.36), respectivamente. Além deles, para se obter ∆(Q̃(c)),

é preciso determinar det(Q(c)
12 ). Dessa modo, após operações algébricas adequadas não descritas de

modo explı́cito nesta dissertação, as formas analı́ticas dos termos det(Q(c)
12 ) e ∆(Q̃(c)) são dadas por

det(Q(c)
12 ) =

1
4

sen2 (τ) e−4βτ
[
(ϑ2

1 + ϑ2
2)− 2 (cos(2φ)V1V2 +R1R2)

]
, (6.16)

∆(Q̃(c)) = e−4βτ
{

cos2(τ)(ϑ2
1 + ϑ2

2)− (1 + 2ν)(1− e2βτ )(R1 +R2)

+2sen2 (τ) (cos(2φ)V1V2 +R1R2) +
(1 + 2ν)2(1− e2βτ )2

2

}
. (6.17)

Note que no instante inicial τ = 0 o termo (6.16) iguala-se a zero, devido ao fator multiplicativo

sen2 (τ), o que corresponde a condição inicial na qual se considera o estado inicial Gaussiano se-

parável. Além disso, a presença do fator multiplicativo exp (−4βτ) indica explicitamente o enfra-

quecimento das correlações quânticas existentes entre os modos interagentes no decorrer do tempo,

o que implica no decréscimo do valor da medida de emaranhamento entre os modos, que assinto-

ticamente deve ir a zero. Na sequência, as formas analı́ticas para os autovalores ν̃±(τ) podem ser

determinadas a partir dos resultados em (6.17) e do determinante det(Q(c)), obtido na forma

det(Q(c)) = e−8βτ

{
ϑ2

1ϑ
2
2 − (1− e2βτ )

[
ϑ2

1R2 +R1ϑ
2
2

]
(1 + 2ν) +

(1 + 2ν)4(1− e2βτ )4

16
+

(1 + 2ν)2(1− e2βτ )2
(
ϑ2

2 + 4R1R2 + ϑ2
1

)
4

− (1 + 2ν)3(1− e2βτ )3(R1 +R2)
4

}
.(6.18)

De maneira similar, para a amplificação paramétrica, as expressões analı́ticas para os autovalores

em (6.15) são determinados a partir de ∆(Q̃(a)) e det(Q(a)). Para o fator ∆(Q̃(a)), os determinantes

de Q(a)
11 e Q(a)

22 são dados em (5.38) e (5.39), respectivamente, enquanto para det(Q(a)
12 ) tem-se

det(Q(a)
12 ) = −1

4
senh2(τ)e−4βτ (ϑ2

1 + ϑ2
2 + 2(cos(2φ)V1V2 +R1R2)) + (1 + 2ν)(R1 +R2)senh(τ)×

(−1 + e−2βτG+(τ))βe−2βτ

4β2 − 1
− β2(1 + 2ν)2(−1 + e−2βτG+(τ))2

(4β2 − 1)2
. (6.19)

Após simplificações adequadas, obtém-se o fator ∆(Q̃(a)) da amplificação paramétrica na forma

∆(Q̃(a)) = e−4βτ cosh2(τ)
(
ϑ2

1 + ϑ2
2

)
+ 2e−4βτ senh2(τ)(cos(2φ)V1V2 +R1R2)− 2βe−2βτ (1 + 2ν)×[

e−2βτ senh(τ)G+(τ) + F+(τ)
(
e−2βτ cosh(τ)− 1

)]
(R1 +R2)

4β2 − 1
+ 4β2e−2βτ (1 + 2ν)2 ×

(2βF+(τ) + G+(τ))
(
e−2βτ cosh(τ)− 1

)
(4β2 − 1)2

+
2β2(4β2 + 1)(1− e−4βτ )(1 + 2ν)2

(4β2 − 1)2
. (6.20)
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Portanto, as formas analı́ticas dos autovalores ν̃±(τ) são determinadas a partir de ∆(Q̃(a)) e da

expressão para o determinante det(Q(a)), dado por

det(Q(a)) = e−8βτϑ2
1ϑ

2
2 +

4(1 + 2ν)2e−4βτβ2
[
(e−2βτ − cosh(τ))2 − senh2(τ)

]
(ϑ2

1 +R1R2 + ϑ2
2)

(4β2 − 1)
+

2βe−6βτ (−2βe−2βτ + F−(τ))(1 + 2ν)(ϑ2
1R2 + ϑ2

2R1)
(4β2 − 1)

+ (1 + 2ν)2e−4βτβ2(G−(τ) + e−2βτ )2

×
(
ϑ2

1 + 2R1R2 + 2 cos(2φ)V1V2 + ϑ2
2

)
(4β2 − 1)2

−
(1 + 2ν)4

[
(e−2βτ − cosh(τ))2 − senh2(τ)

]2
β4

(4β2 − 1)4
+

2e−2βτ
[
(e−2βτ − cosh(τ))2 − senh2(τ)

]
β3(−2e−2βτβ + F−(τ))(R1 +R2)(1 + 2ν)3

(4β2 − 1)2
, (6.21)

onde para a amplificação paramétrica foram aplicadas as seguintes definições

Vk = −ϑksenh(2rk), τ = ερt, β = γ/λ, Rk = ϑk cosh(2rk),

F±(τ) = 2β cosh(τ)± senh(τ), G±(τ) = 2βsenh(τ)± cosh(τ). (6.22)

A partir dos resultados analı́ticos anteriores pode-se descrever do ponto de vista qualitativo e quan-

titativo a dinâmica de emaranhamento de modos bosônicos acoplados na condição de conversão

e amplificação paramétricas considerando diferentes configurações de estados iniciais Gaussianos

(ϑk, rk) e valores de parâmetros do reservatório β, ν. Em adição, no caso da conversão paramétrica

pode-se comparar os resultados referentes a dinâmica de emaranhamento com os obtidos no limite

dos modos acoplados ressonantes ω1 → ω2 e τ → 2τ quando o acoplamento entre os modos inde-

pende do tempo. A figura (6.1) mostra o comportamento da dinâmica do emaranhamento para o

caso da conversão paramétrica e acoplamento independente quando em ambos os casos há ausência

de dissipação (β = 0). A curva azul corresponde ao emaranhamento da conversão paramétrica com

o modo um inicialmente preparado em um estado misto r1 = 0 e S1(0) = 2 e o modo dois em

um estado misto comprimido S2(0) = 0, 074. A curva vermelha refere-se ao mesmo conjunto de

parâmetros iniciais, porém na condição ressonante (ω1 = ω2) com acoplamento independente do

tempo. No caso de acoplamento constante, observa-se a ocorrência de dois instantes de valores

máximos de emaranhamento no mesmo intervalo de tempo ∆τ ≈ π no qual o sistema permanece

a maior parte do tempo em um estado emaranhado; os valores máximos da amplitude de emaran-

hamento para ambos os casos são iguais. Note que no intervalo de tempo ∆τ ≈ π (curva azul) o

sistema permanece em um estado emaranhando; o valor do emaranhamento é zero nas vizinhanças

do ponto τ = π e pode-se verificar numericamente que esta largura é maior quanto menor for o

valor dos coeficientes rk dos estados iniciais - a compressão do estado inicial favorece o emaran-

hamento na conversão paramétrica. No caso de estados coerentes o emaranhamento tem seu valor
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zero em todo o intervalo ∆τ = π. Este comportamento é recorrente no decorrer da evolução tem-

poral do sistema na situação de ausência dos resertatórios. Neste caso a evolução do sistema é

unitária e além disso, a dinâmica de emaranhamento na conversão paramétrica é equivalente a de

um sistema ressonante com acoplamento constante λ0 com valor igual ao dobro do valor máximo

de λ(t) = λ cos[(ω1 − ω2)t].

Figura 6.1: Comportamento da negatividade logarı́tmica EN (τ) na ausência de dissipação (β = 0) . A curva azul

representa a conversão paramétrica enquanto a linha vermelha representa o caso ressonante com acoplamento constante

entre os modos. Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com φ = 0, r1 = 0, r2 = 1, 5,

ϑ1 = 1, ϑ2 = 0, 75.

A figura (6.2) ilustra o gráfico da negatividade logarı́tmica para os casos da conversão pa-

ramétrica e acoplamento constante entre os modos. Considerou-se os efeitos de dissipação (β 6= 0)

e com temperatura dos reservatórios sendo iguais e diferentes de zero determinada pelo número

médio de fótons ν. Na presença dos reservatórios a amplitude máxima de valor de emaranha-

mento em ambos os casos diminui no decorrer da evolução temporal do sistema, ocorrendo um

decréscimo monótono no decorrer do tempo. Quanto maiores os valores de β e da temperatura dos
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reservatórios ν, mais rapidamente a amplitude do emaranhamento diminui tendendo ao valor zero.

Além disso, no caso de acoplamento constante entre os modos, a condição de estados emaranhados

ocorre duas vezes mais do que quando se considera a conversão paramétrica.

Figura 6.2: Comportamento da negatividade logarı́tmica EN (τ) na presença de dissipação (β 6= 0) . A curva azul

representa a conversão paramétrica enquanto a linha vermelha representa o caso ressonante com acoplamento constante

entre os modos. Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 01, ν = 2, φ = 0,

r1 = 0, r2 = 1, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 5.

Este fato tem uma implicação interessante nos resultados referentes a temperaturas crı́ticas de

emaranhamento descritos em [5] no caso de um acoplamento independente do tempo e com es-

tados iniciais Gaussianos com ϑ1 ≈ ϑ2 � 1. Naquele modelo determina-se um valor crı́tico da

temperatura do reservatório Tc expressa em termos do número médio de fótons νc, acima da qual

a transição para estado emaranhado no instante τ é impossı́vel para qualquer valor do parâmetros

de compressão de quadratura rk, fixos os valores de β: determina-se um limite absoluto dos valores

admissı́veis do número médio de fótons do reservatório térmico, que permite o emaranhamento

pelo menos para algum estado inicial fatorado (altamente comprimido). O emaranhamento nunca
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é possı́vel (para estados iniciais fatorados) para o dado valor de β, se ν > ν0(β), com

ν0(β) =

√
2 + β2 − β

4β
' 0, 35

β
. (6.23)

Resultado similar também pode ser obtido no caso da conversão paramétrica, a partir de modificações

nos valores obtidos em [5]. A temperatura crı́tica de emaranhamento da conversão paramétrica é

determinada de forma imediata aplicando-se transformações de escala no parâmetro de acopla-

mento de reservatório β e na escala de tempo τ correspondentes ao sistema com acoplamento

constante. Então, substituindo-se β → 2β e τ → τ/2 resulta em uma temperatura crı́tica da

conversão paramétrica na forma

ν
(c)
0 (β) =

1
2
ν0(β) (6.24)

tendo seu valor sido reduzido a metade do valor anterior. Na figura (6.3), foi construı́do o gráfico

da negatividade logarı́tmica para diferentes valores de compressão do modo um (r1) na conversão

paramétrica, fixando os valores de outros parâmetros do sistema. De acordo com curva verde (r1 =

1, 5) (maior valor de compressão dos mostrados na figura) o emaranhamento máximo alcançado as-

sume um maior valor; quanto maior a compressão r1 maior será o valor de emaranhamento máximo

atingido. Porém, na presença de reservatório, esse máximo alcançado diminui com o passar do

tempo τ . Além disso, para valores maiores de compressão r1, o emaranhamento dos modos ocorre

em um intervalo de tempo maior do que comparado com a curva laranja por exemplo (r1 = 0), que

possui menor compressão do modo um.
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Figura 6.3: Comportamento da negatividade logarı́tmicaEN (τ) para diferentes valores de r1. A curva verde representa

r1 = 1, 5, enquanto a curva azul r1 = 1, 0, a curva vermelha r1 = 0, 5 e a curva laranja r1 = 0. Os pontos representam as

soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 02, ν = 1, φ = 0, r2 = 1, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 3.

Na figura (6.4), foi construı́do o gráfico da negatividade logarı́tmica para diferentes valores de

temperatura dos reservatórios associados a variável ν. A medida que se aumenta a temperatura

dos reservatórios, a amplitude máxima de emaranhamento diminui para os mesmos valores dos

parâmetros iniciais aplicados. Pela curva verde, considera-se os reservatórios em temperaruta nula,

e o emaranhamento sobrevive de forma periódica por um tempo superior ao das demais curvas,

como por exemplo ao da vermelha na qual ν = 2.
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Figura 6.4: Comportamento da negatividade logarı́tmicaEN (τ) para diferentes valores de ν. A curva verde representa

ν = 0, enquanto a curva azul ν = 1 e a curva vermelha ν = 2. Os pontos representam as soluções numéricas. As curvas

são construı́das com β = 0, 02, φ = 0, r1 = 1, 2, r2 = 1, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 3.

No caso da amplificação paramétrica nota-se uma considerável diferença na dinâmica de ema-

ranhamento em relação aquela descrita na conversão paramétrica. Não há possibilidade alguma

do sistema partindo de um estado inicialmente desemaranhado, depois de assumir estados com

emaranhamento não nulo, vir a tornar-se em condição similar à descrita na conversão paramétrica

(em correção de ordem zero). A ilustração deste fato pode ser vista na figura (6.5) onde tem-se o

gráfico da negatividade logarı́tmica para diferentes valores de compressão r1 do modo um em um

estado inicial puro (ϑ1 = 1/2), considerando um estado inicial misto comprimido para o modo dois

(r2 = 1, 5 , ϑ2 = 1, 3 > 1/2). Na conversão paramétrica o valor do emaranhamento varia no tempo

de forma periódica, diminuindo o seu valor máximo devido a presença de reservatório ao passo

que na amplificação paramétrica não se observa um comportamento periódico. Na ausência da

dissipação o valor do emaranhamento não é limitado superiormente enquanto que na presença da

dissipação tende a um valor assintótico, determinado apenas pelas propriedades dos reservatórios
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β e ν, na forma

ν̃−(τ � 1)→ 2β(2ν + 1)
2β + 1

(6.25)

que implicam para negatividade logarı́timica o valor

EN (τ � 1) = max
{

0,− log2

(
2β(2ν + 1)

2β + 1

)}
. (6.26)

É importante ressaltar que os resultados analı́ticos obtidos são limitados as correções de ordem

zero, de modo que esses resultados são válidos com boa precisão somente no limite de acoplamen-

tos fracos, tanto entre os modos como dos modos com seus respectivos reservatórios. A partir do

resultado (6.26) observa-se que existe um valor crı́tico de temperatura de reservatório νac dado por

νac (β) =
1

4β
. (6.27)

Considerando um valor fixo de β, para valores de temperatura de reservatório ν maiores que

νac (β) não há possibilidade de emaranhamento dos modos acoplados para quaisquer valores de

parâmetros de estado iniciais. Para valores assintóticos de emaranhamento não nulos, quanto

maiores os valores de rk dos estados iniciais, o emaranhamento tende ao valor assintótico a uma

taxa maior nos instantes iniciais da dinâmica do sistema. O sistema percorre estados de maior valor

de emaranhamento, conforme a curva verde com r1 = 1, 5: antes de atingir o estado de emaranha-

mento assintótico o sistema “evoluiu” ocupando estados de maiores valor de emaranhamento.
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Figura 6.5: Comportamento da negatividade logarı́tmicaEN (τ) para diferentes valores de r1. A curva verde representa

r1 = 1, 5, enquanto a curva azul r1 = 1, 0, a curva laranja r1 = 0, 5 e a curva vermelha r1 = 0. Os pontos representam as

soluções numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 02, ν = 1, φ = 0, r2 = 1, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 3.

Isso é um fato esperado, uma vez que estados iniciais com grandes valores rk favorecem os va-

lores maiores para o emaranhamento, embora o valor assintótico seja o mesmo, independente do

valor de parâmetros de estado inicial. Em correção de ordem zero para amplificação paramétrica,

regula-se a quantidade de emaranhamento no sistema ajustando-se os valores de parâmetros de

reservatório. Na figura (6.6) é construı́do o gráfico da negatividade logarı́tmica para diferentes va-

lores de temperaturas dos reservatórios definidos pelo valor do número médio de fótons ν. Quanto

maior o valor da temperatura do reservatório menor o valor da medida de emaranhamento as-

sintótico presente no sistema conforme previsto pelo resultado da equação (6.26).
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Figura 6.6: Comportamento da negatividade logarı́tmicaEN (τ) para diferentes valores de ν. A curva verde representa

ν = 0, enquanto a curva azul ν = 1, a curva laranja ν = 2 e a curva vermelha ν = 3. Os pontos representam as soluções

numéricas. As curvas são construı́das com β = 0, 02, φ = 0, r1 = 1, 2, r2 = 1, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 1, 3.

Na figura (6.7) é construı́do o grafico da negatividade logarı́tmica para valores distintos de β.

Nota-se claramente que quanto menor o valor de β, menos pronunciado são os efeitos dos reser-

vatórios em cada um dos modos, maior é o valor de emaranhamento “assintótico” atingido para

um dado instante de tempo τ longo, porém finito.
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Figura 6.7: Comportamento da negatividade logarı́tmicaEN (τ) para diferentes valores de β. A curva verde representa

β = 0, enquanto a curva azul β = 0, 01, a curva laranja β = 0, 02 e a curva vermelha β = 0, 04. Os pontos representam as

soluções numéricas. As curvas são construı́das com ν = 2, φ = 0, r1 = 1, 5, r2 = 0, 5, ϑ1 = 0, 5, ϑ2 = 0, 5.

Resultados mais gerais para a dinâmica de emaranhamento assintótico no caso da amplificação

paramétrica poderiam ser obtidos considerando-se diferentes valores de intensidades de acopla-

mentos de cada um dos modos com seus respectivos reservatórios, β1 6= β2. Resultados prelimi-

nares para as soluções de Matriz M(a) indicam a existência de um máximo local de emaranhamento

antes de se atingir o valor assintótico que parece depender um balanço entre os valores de β1 e β2.

Estes resultados ainda não são conclusivos e desenvolvimentos analı́ticos estão sendo concluı́dos.
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Capı́tulo 7

Conclusões e Perspectivas Futuras

Neste trabalho foi considerado um sistema composto por dois modos bosônicos do campo ele-

tromagnético com frequências distintas, em contato com o ambiente, representado por reservatórios

térmicos e modelados matematicamente por um conjunto de osciladores harmônicos a uma tem-

peratura T . Neste sistema os modos do campo eletromagnético interagem entre si por meio de

acoplamentos dependentes do tempo associados a dois processos: a amplificação e conversão pa-

ramétricas. Inicialmente, para a evolução temporal do sistema proposto, considerou-se o trata-

mento matemático via equação mestra, obtendo-se uma equação mestra aproximada de acordo com

as considerações iniciais de limite do acoplamento fraco e aproximação de Born-Markov. Consi-

derando os estados iniciais do sistema Gaussianos, descreveu-se a dinâmica do sistema em uma

formulação alternativa. Ao invés de se resolver a equação mestra para o sistema de dois modos,

determinou-se um sistema de equações diferenciais descrevendo a evolução temporal dos segun-

dos momentos correspondentes aos operadores ẑ = (â1, â2, â
†
1, â
†
2), representados na forma matri-

cial Mmn(t) = Tr(ρ̂sẑmẑn). As soluções dos elementos da matriz M(t), foram obtidas aplicando-

se o Método das Escalas Múltiplas, limitadas a correções de ordem zero. Essas soluções obtidas

demonstraram estar em bom acordo com as soluções numéricas, para o estudo das propriedades

fı́sicas deste trabalho. Deve-se lembrar que estas soluções analı́ticas obtidas pelo método das esca-

las múltiplas, são limitas a instantes iniciais de tempo, e sujeitas as condições de acoplamento fraco

entre os reservatórios. A partir destas soluções, determinaram-se expressões analı́ticas para os co-

eficiente de compressão e pureza de ambos os modos na amplificação e conversão paramétrica.

Assim foi possı́vel analisar os efeitos dos reservatórios nestas propriedades quânticas dos modos

bosônicos acoplados para diferentes parâmetros de estados iniciais (ϑk, rk) e reservatórios (β, ν)

com a restrição ν1 = ν2 = ν e β1 = β2 = β.
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No caso da conversão paramétrica, na ausência de reservatórios, verificou-se que há trans-

ferência de compressão entre os modos infinitas vezes mantendo-se constante o valor máximo atin-

gido pelos coeficientes Sk, k = 1, 2. Além disso, o número de vezes em que há transferência de

compressão entre os modos na conversão paramétrica é a metade do número correspondente ao

caso de acoplamento constante em um dado intervalo de tempo ∆τ . Isto também se verificou na

presença dos reservatórios (β 6= 0). Resultado similar foi observado no estudo da dinâmica da pu-

reza dos modos Pk, k = 1, 2. No caso da amplificação paramétrica as soluções M(t), obtidas até

correção de ordem zero, são funções analı́ticas do tipo hiperbólicas, não permitindo ocorrer troca

de compressão entre os modos, independente dos parâmetros de estados iniciais considerados ou

dos valores atribuı́dos aos parâmetros dos reservatórios (β, ν). Resultado similar foi observado na

evolução temporal da pureza de ambos os modos, ou seja, a impossibilidade de troca de pureza.

Neste sistema, além do estudo da dinâmica da compressão Sk e da pureza Pk, foi analisado os

efeitos dos reservatórios nas propriedades de emaranhamento dos modos acoplados, descrito pela

negatividade logarı́tmica. Na conversão paramétrica verificou-se que na ausência de dissipação

(β = 0), ocorre uma periodicidade no valor do emaranhamento. Além disso, seu valor máximo

atingido será maior quanto maior os valores atribuı́dos a compressão de quadratura rk dos estados

iniciais. Comparando a dinâmica de emaranhamento da conversão paramétrica e do caso resso-

nante com acoplamento constante, observou-se no mesmo intervalo de tempo ∆τ = π ocorrer dois

instantes de valores máximos de emaranhamento para o acoplamento constante enquanto apenas

um na conversão paramétrica. Adicionando-se os efeitos dos reservatórios, observou-se que o valor

máximo de emaranhamento diminui com a evolução temporal do sistema; quanto maior o valor de

(β, ν), mais rapidamente a amplitude do emaranhamento diminui no decorrer do tempo, tendendo

ao valor zero. Diferentemente dos resultados obtidos na conversão paramétrica, na amplificação

paramétrica não se observa um comportamento periódico na dinâmica de emaranhamento. O valor

do emaranhamento cresce monotonicamente tendendo a um valor assintótico constante, determi-

nado pelos parâmetros de reservatório (β, ν). Quanto maior for o valor atribuı́dos aos parâmetros

(β, ν), menor será o valor assintótico atingido pelo emaranhamento, para valores fixo de (ϑk, rk).

Além disso, ao fixar os parâmetros do reservatório (β, ν) e variar os valores de rk dos estados in-

iciais, observou-se que para valores maiores de rk, o emaranhamento tende ao valor assintótico a

uma taxa maior do que para valores menores de rk os instantes iniciais da dinâmica do sistema,

percorrendo estados de maior valor de emaranhamento.

Como perspectivas futuras, pode-se estabelecer uma análise mais detalhada deste problema
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considerando a construção da equação mestra fora do limite do acoplamento fraco. Outro aspecto

do problema a ser abordado seria determinar as soluções para M(t) considerando os reservatórios

distintos sujeito as condições ν1 6= ν2 e β1 6= β2, isto é, temperaturas diferentes para cada re-

servatório e intensidades de acoplamento de modos com seu respectivo reservatório diferentes.

Análises preliminares dessa situação foram realizadas, obtendo expressões matemáticas dos ele-

mentos de M(t), ainda em processo de simplificação. Outras situações além dessas citadas podem

ser consideradas, como o caso de haver três modos acoplados, onde o modo central não está aco-

plado a nenhum reservatório térmico e os modos nas extremidades estão acoplados a reservatórios

independentes cada um a uma temperatura Tk.
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Apêndice A

Simplificações da Equação Mestra

Considerando a equação para o operador σ̂s(t) dada em (3.25) com as simplificações realizadas

em (3.26) e (3.27), tem-se para a equação em σ̂s(t) a forma

dσ̂s(t)
dt

= −i
[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂s(0)

]
− TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t) + Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′) + Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′. (A.1)

De acordo com o resultado em (A.1), o termo contendo o cálculo do traço sobre o comutador duplo,

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t) + Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′) + Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′, (A.2)

pode ser reescrito na forma

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′), σ̂(t′)

]]
dt′ + TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′ +

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′), σ̂(t′)

]]
dt′ + TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′. (A.3)

Com o objetivo de simplificar essas expressões, considera-se que a intensidade do acoplamento

entre os modos bosônicos (osciladores) e seus respectivos reservatórios, denotado por γk, seja su-

ficientemente fraca quando comparada à intensidade do acoplamento entre os modos bosônico;

isto é que se denomina o limite de acoplamento fraco [37]. Nesta aproximação, o operador densi-

dade associado ao estado quântico dos reservatórios, σ̂R(t), não é alterado de forma significativa

na evolução temporal do sistema, de maneira a considerar σ̂R(t) ≈ σ̂R(0). Desse modo, o operador

total do sistema σ̂(t) pode ser escrito na forma aproximada como

σ̂(t) ≈ σ̂s(t)⊗ σ̂R(0). (A.4)

O operador densidade, σ̂R(0), correspondente aos reseratórios térmicos, pode ser escrito como

σ̂R(0) = σ̂R1(0) ⊗ σ̂R2(0) uma vez que os reservatórios térmicos R1 e R2 são tratados como sendo
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idênticos mas indepentendes entre si, atuando em espaços vetoriais distintos. Esses operadores

densidades que descrevem os reservatórios, são estados associados à um conjunto infinito de osci-

ladores harmônicos independentes entre si, sendo expressos [18] na forma

σ̂Rk
(0) =

∏
j exp

(
−ω̃k,j b̂†k,j b̂k,j/kBT

)
TrRk

{∏
j exp

(
−ω̃k,j b̂†k,j b̂k,j/kBT

)} , k = 1, 2. (A.5)

Antes das simplificações para o comutador duplo em (A.1), pode-se encontrar alguns resultados

interessantes, úteis no processo de simplificação do comutador. Primeiramente para o termo

TrRk

(
b̂†k,j σ̂rk(0)

)
, com a definição de (A.5), tem-se

TrRk

(
b̂†k,j σ̂rk(0)

)
= TrRk

b̂†k,j
∏
j′ exp

(
−ω̃k′,j′ b̂†k′,j′ b̂k′,j′/kBT

)
TrRk′

{∏
j′ exp

(
−ω̃k′,j′ b̂†k′,j′ b̂k′,j′/kBT

)}


=

∑
{nk′,j′}

〈{
nk′,j′

}∣∣ b̂†k,j∏j′ exp
(
−ω̃k′,j′ b̂†k′,j′ b̂k′,j′/kBT

) ∣∣{nk′,j′}〉
TrRk′

{∏
j′ exp

(
−ω̃k′,j′ b̂†k′,j′ b̂k′,j′/kBT

)} , (A.6)

no qual se aplica a seguinte notação:

∣∣{nk′,j′}〉 =
∣∣nk′,1〉⊗ ∣∣nk′,2〉⊗ · · · ⊗ ∣∣nk′,j′〉⊗ · · · = ∣∣nk′,1 , nk′,2 , · · · , nk′,j′ , · · · 〉 , (A.7)

com ∑
{nk′,j′}

=
∑
nk′,1

∑
nk′,2

· · ·
∑
nk′,j′

· · · . (A.8)

Assim de (A.6) e após algumas operações de simplificação matemáticas, resulta o termo

TrRk

(
b̂†k,j σ̂rk(0)

)
=
∑
{nk′,j′}

∏
j′

e(−ω̃k′,j′nk′,j′/kBT) ×

〈
nk′,1 , nk′,2 , · · · , nk′,j′ , · · ·

∣∣ b̂†k,j ∣∣nk′,1 , nk′,2 , · · · , nk′,j′ , · · · 〉
TrRk′

{∏
j′ exp

(
−ω̃k′,j′ b̂†k′,j′ b̂k′,j′/kBT

)} .

Porém, note que

〈{
nk′,j′

}∣∣ b̂†k,j ∣∣{nk′,j′}〉= 〈nk′,1 , nk′,2 , · · · , nk′,j , · · · ∣∣ nk′,1 , nk′,2 , · · · , nk′,j + 1, · · ·
〉√

nk′,j + 1δk′,k

= 0. (A.9)

Portanto

TrRk

(
b̂†k,j σ̂Rk

(0)
)

= 0. (A.10)
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O cálculo para TrRk

(
b̂k,j σ̂Rk

(0)
)

se dá de forma similiar e o resultado para o traço é

TrRk

(
b̂k,j σ̂Rk

(0)
)

= 0. (A.11)

Para o caso onde houver o traço de TrRk

(
b̂†k,j b̂k,j σ̂Rk

(0)
)

, tem-se

TrRk

(
b̂†k,j b̂k,j σ̂Rk

(0)
)

=

∑
{nk′,j′}

〈{
nk′,j′

}∣∣ b̂†k,j b̂k,j∏j′ exp
(
−ω̃k′,j′ b̂†k′,j′ b̂k′,j′/kBT

) ∣∣{nk′,j′}〉
TrRk′

{∏
j′ exp

(
−ω̃k′,j′ b̂†k′,j′ b̂k′,j′/kBT

)}
=

∑
{nk′,j′}

∏
j′ exp

(
−ω̃k′,j′nk′,j′/kBT

) 〈{
nk′,j′

}∣∣ b̂†k,j b̂k,j ∣∣{nk′,j′}〉
TrRk′

{∏
j′ exp

(
−ω̃k′,j′ b̂†k′,j′ b̂k′,j′/kBT

)}
=

∑
{nk′,j′}

∏
j′
{

exp
(
−ω̃k′,j′nk′,j′/kBT

)
nk′,j δk′,k

}
TrRk′

{∏
j′ exp

(
−ω̃k′,j′ b̂†k′,j′ b̂k′,j′/kBT

)} = n̄(ω̃k,j , T ), (A.12)

onde

n̄(ω̃k,j , T ) =
1

exp (ω̃k,j/kBT )− 1
. (A.13)

De maneira similar, para o traço de TrRk

(
b̂k,j b̂

†
k,j σ̂rk(0)

)
, encontra-se

TrRk

(
b̂k,j b̂

†
k,j σ̂rk(0)

)
= n̄(ω̃k,j , T ) + 1. (A.14)

Com o auxı́lio desses resultados acima e retornando para o primeiro termo de (A.3), observa-se que

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′), σ̂(t′)

]]
dt′ = TrR1R2

∫ t

0

{
Ĥ

(I)
RS(t)Ĥ(I)

RS(t′)σ̂(t′)− Ĥ(I)
RS(t′)σ̂(t′)Ĥ(I)

RS(t)−

Ĥ
(I)
RS(t)σ̂(t′)Ĥ(I)

RS(t′) + σ̂(t′)Ĥ(I)
RS(t′)Ĥ(I)

RS(t)
}
dt′. (A.15)

Para a simplificação de (A.15), há quatro termos envolvidos no argumento da integral e o processo

de simplificação aplicado a cada um deles se realiza de forma similar. Deste modo, o primeiro termo

de (A.15), com a definição de Ĥ(I)
RS(t) dado em (3.21) e σ̂(t′) dado em (A.4), torna-se∫ t

0
TrR1R2

{
Ĥ

(I)
RS(t)Ĥ(I)

RS(t′)σ̂(t′)
}
dt′ =

∫ t

0
TrR1R2

(
2∑

k=1

â†kĜk(t) + âkĜ
†
k(t)

)(
2∑

k=1

â†kĜk(t
′)+

âk Ĝ
†
k(t
′)
)(

σ̂s(t′)σ̂R1(0)σ̂R2(0)
)
dt′. (A.16)

Pela definição de Ĝk(t) em (3.22) e com as relações obtidas acima, relacionadas à operação de traço

sobre as variáveis dos reservatórios, dadas em (A.10), (A.11), (A.12) e (A.14), obtém-se o seguinte

resultado ∫ t

0
TrR1R2

{
Ĥ

(I)
RS(t)Ĥ(I)

RS(t′)σ̂(t′)
}
dt′ =

2∑
k=1

∫ t

0

[
â†kâkσ̂s(t

′)
〈
Ĝk(t)Ĝ

†
k(t
′)
〉
Rk

+

âkâ
†
kσ̂s(t

′)
〈
Ĝ†k(t)Ĝk(t

′)
〉
Rk

]
dt′, (A.17)
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onde 〈Ok〉Rk
= TrRk

(Ok σ̂Rk
(0)), com〈

Ĝk(t)Ĝ
†
k(t
′)
〉
Rk

=
∑
j

|gk,j |2 ei(ωk−ω̃k,j)(t−t′)
(
n̄(ω̃k,j , T ) + 1

)
, (A.18)〈

Ĝ†k(t)Ĝk(t
′)
〉
Rk

=
∑
j

|gk,j |2 e−i(ωk−ω̃k,j)(t−t′)n̄(ω̃k,j , T ), (A.19)〈
Ĝ†k(t)Ĝ

†
k(t
′)
〉
Rk

= 0, (A.20)〈
Ĝk(t)Ĝk(t′)

〉
Rk

= 0. (A.21)

Aqui deve-se observar um resultado interessante. Não só para o cálculo de (A.17), mas para outros

termos de (A.3), nota-se que não há termos “cruzados ”, ou seja, termos que aparecem operadores

do primeiro oscilador multiplicando com operadores do segundo oscilador, como por exemplo

â†1â2σ̂s(t′) ao realizar o traço sobre as variáveis dos reservatórios. Isso se deve ao fato dos ope-

radores Ĝk(t) e Ĝ†k(t) conterem apenas termos lineares de b̂†k,j e b̂k,j e quando se realiza o traço,

esses termos se anulam. Note ainda que〈
Ĝk(t′)Ĝ

†
k(t)

〉
Rk

=
〈
Ĝk(t)Ĝ

†
k(t
′)
〉∗
Rk

, (A.22)〈
Ĝ†k(t

′)Ĝk(t)
〉
Rk

=
〈
Ĝ†k(t)Ĝk(t

′)
〉∗
Rk

. (A.23)

No modelo de reservatório térmico considerado pode-se tomar o limite contı́nuo da soma em
∑

j

tornando-a uma integral e introduzindo uma densidade de estadosD(ω̃k) em queD(ω̃k)dω̃k fornece

o número de modos num intervalo entre ω̃k e ω̃k + dω̃k, assim

∑
j

→
∫
D(ω̃k)dω̃k, (A.24)

e introduzindo a variável τ = t− t′, o termo de (A.17) se torna∫ t

0
TrR1R2

{
Ĥ

(I)
RS(t)Ĥ(I)

RS(t′)σ̂(t′)
}
dt′ =

2∑
k=1

∫ t

0

∫ [
âkâ
†
kσ̂s(t− τ) |gk(ω̃k)|2D(ω̃k)e−i(ωk−ω̃k)τ n̄(ω̃k, T )

+ â†kâkσ̂s(t− τ) |gk(ω̃k)|2D(ω̃k)ei(ωk−ω̃k)τ
(
n̄(ω̃k, T ) + 1

)]
dω̃k dτ.

Considera-se o sistema interagindo com o reservatório na aproximação de Markov [37]. Nessa

aproximação, o cálculo da integral acima é simplificado pelo fato dos reservatórios serem muito

grandes quando comparado ao sistema e mantidos no equilı́brio térmico, os reservatórios não irão

guardar por muito tempo informações relativas ao sistema, assumindo-se que as correlações tem-

porais dos reservatórios decaiam muito mais rápido que as correlações do sistema. Deste modo,
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pode-se aplicar σ̂s(t − τ) → σ̂s(t) e estender a integral em τ para t → ∞. Assim, aplicando o

resultado

lim
t→∞

∫ t

0
e±iΩτdτ = πδ(Ω)± iP

(
1
Ω

)
, (A.25)

onde P representa o valor principal de Cauchy, definido por [38]

P
∫ b

−a
f(Ω)dΩ = lim

ε→0

{∫ −ε
−a

f(Ω)dΩ +
∫ b

ε
f(Ω)dΩ

}
, (A.26)

resulta que∫ t

0
TrR1R2

{
Ĥ

(I)
RS(t)Ĥ(I)

RS(t′)σ̂(t′)
}
dt′ =

2∑
k=1

∫ {
â†kâkσ̂s(t) |gk(ω̃k)|

2D(ω̃k)
[
πδ(ωk − ω̃k)

+iP
(

1
ωk − ω̃k

)](
n̄(ω̃k, T ) + 1

)
+ âkâ

†
kσ̂s(t) |gk(ω̃k)|

2D(ω̃k)×[
πδ(ωk − ω̃k)− iP

(
1

ωk − ω̃k

)]
n̄(ω̃k, T )

}
dω̃k,

e após efetuar-se as integrais, tem-se finalmente que∫ t

0
TrR1R2

{
Ĥ

(I)
RS(t)Ĥ(I)

RS(t′)σ̂(t′)
}
dt′ =

2∑
k=1

{
â†kâkσ̂s(t)

(
γk − i∆ωk

)(
n̄k + 1

)
+

âkâ
†
kσ̂s(t)

(
γk + i∆ωk

)
n̄k

}
, (A.27)

onde

γk = πD(ωk) |g(ωk)|2 (A.28)

∆ωk = −P
∫ ∞

0

D(ω̃k) |gk(ω̃k)|2

ωk − ω̃k
dω̃k, (A.29)

e n̄k = (exp (ωk/kBT )− 1)−1. De maneira análoga para obtenção de (A.27), os termos restantes de

(A.15) são realizados da mesma maneira e após este procedimento, obtém-se o primeiro termo de

(A.3) escrito por

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′), σ̂(t′)

]]
dt′ =

2∑
k=1

{
γk (1 + n̄k)

(
â†kâkσ̂s(t) + σ̂s(t)â

†
kâk − 2âkσ̂s(t)â

†
k

)
+

γkn̄k

(
âkâ
†
kσ̂s(t) + σ̂s(t)âkâ

†
k − 2â†kσ̂s(t)âk

)
−

i∆ωk
[
â†kâk, σ̂s(t)

]}
. (A.30)

Para o segundo e terceiro fatores de (A.3), expressos por

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′, TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′), σ̂(t′)

]]
dt′, (A.31)
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na simplificação dessas expressões, o termo Ĥ(I)
RS(t) (ou Ĥ

(I)
RS(t′)) definido em (3.21), aparece uma

única vez no comutador duplo, e esse termo contém apenas termos lineares de b̂†k,j e b̂k,j de ma-

neira que ao realizar o traço sobre as variáveis dos reservatórios esses termos se anulam devido aos

resultados obtidos em (A.10) e (A.11). Portanto

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′ = TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′), σ̂(t′)

]]
dt′ = 0. (A.32)

Para o quarto fator de (A.3), Ĥ(I)
12 (t) definido em (3.14) não contém variáveis referentes aos reser-

vatórios de tal modo que

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′ =

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂s(t′)

]]
dt′, (A.33)

onde σ̂s(t) ≡ TrR1R2 (σ̂(t)). Portanto, com os resultados dos termos de (A.2) obtidos em (A.30),

(A.32) e (A.33), pode-se então escrever (A.2) da seguinte forma

TrR1R2

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
RS(t) + Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
RS(t′) + Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂(t′)

]]
dt′ =

2∑
k=1

{
γk (1 + n̄k)×(

â†kâkσ̂s(t) + σ̂s(t)â
†
kâk − 2âkσ̂s(t)â

†
k

)
+ γkn̄k

(
âkâ
†
kσ̂s(t) + σ̂s(t)âkâ

†
k − 2â†kσ̂s(t)âk

)
−

i∆ωk
[
â†kâk, σ̂s(t)

]}
+
∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂s(t′)

]]
dt′.

Com este resultado obtido para o traço sobre as variáveis dos reservatórios, ao retornar para a

equação de σ̂s(t) dada em (A.1), tem-se a seguinte expressão

dσ̂s(t)
dt

= −i
[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂s(0)

]
−

2∑
k=1

{
γk (1 + n̄k)

(
â†kâkσ̂s(t) + σ̂s(t)â

†
kâk − 2âkσ̂s(t)â

†
k

)
+

γkn̄k

(
âkâ
†
kσ̂s(t) + σ̂s(t)âkâ

†
k − 2â†kσ̂s(t)âk

)
+ i∆ωk

[
â†kâk, σ̂s(t)

]}
−∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂s(t′)

]]
dt′. (A.34)

Em (A.34), pode-se ainda simplicar dois termos, são eles

−i
[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂s(0)

]
−
∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂s(t′)

]]
dt′. (A.35)

Para o processo de simplificação, pode-se notar que na ausência de reservatórios (γk = 0), na

representação de interação, a equação diferencial para o operador densidade, neste caso denomi-

nado σ̂′(t), é dada por

i
dσ̂′(t)
dt

=
[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂′(t)

]
, (A.36)
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onde σ̂′(t) é o operador densidade do sistema total, que nesse caso é composto por dois osciladores

harmônicos sem reservatórios. Ao realizar-se a integração de (A.36), resulta em

σ̂′(t) = σ̂′(0)− i
∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂′(t′)

]
dt′. (A.37)

Dessa maneira, a menos de correções de segunda ordem em ε, o comutador de Ĥ(I)
12 (t) com σ̂′(t) em

(A.37) se torna[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂′(t)

]
=
[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂′(0)

]
− i
[
Ĥ

(I)
12 (t),

∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂′(t′)

]
dt′
]
, (A.38)

multiplicando ambos os lados por −i, pode-se escrever

−i
[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂′(t)

]
= −i

[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂′(0)

]
−
∫ t

0

[
Ĥ

(I)
12 (t),

[
Ĥ

(I)
12 (t′), σ̂′(t′)

]
dt′
]
. (A.39)

Note que o termo da direita de (A.39) é o mesmo termo que aparece em (A.35), de forma que pode-se

então substituir esses dois termos pelo termo da esquerda de (A.39) em (A.34). Portanto, a equação

para σ̂s(t) se torna

dσ̂s(t)
dt

= −i
[
Ĥ

(I)
12 (t), σ̂s(t)

]
−

2∑
k=1

{
γk (1 + n̄k)

(
â†kâkσ̂s(t) + σ̂s(t)â

†
kâk − 2âkσ̂s(t)â

†
k

)
+

γkn̄k

(
âkâ
†
kσ̂s(t) + σ̂s(t)âkâ

†
k − 2â†kσ̂s(t)âk

)
+ i∆ωk

[
â†kâk, σ̂s(t)

]}
, (A.40)

a equação mestra em uma forma aproximada, suficiente para a descrição dos efeitos da dissipação

em modos acoplados nos processos de conversão e amplificação paramétricas, válida somente nos

limites de acoplamento fraco entre modos e dos modos com os seus respectivos reservatórios.


