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Resumo

Nesta dissertagdo, estudam-se propriedades fisicas de um sistema aberto, composto por dois
modos bosonicos interagentes (osciladores harmoénicos quanticos) de frequéncias distintas, com o
acoplamento explicitamente dependente do tempo. Assume-se cada um dos modos bosoénicos sob
efeito de reservatérios térmicos e analisa-se a dindmica de suas propriedades quanticas. Em se
tratando de sistemas quadréticos e estados iniciais Gaussianos, determina-se a evolugdo tempo-
ral das propriedades dos modos acoplados a partir da evolucdo temporal dos momentos de se-
gunda ordem ndo simetrizados na formulagdo de sistemas quadréticos de evolu¢do ndo unitaria.
As propriedades dindmicas sdo determinadas solucionando-se sistemas de equagdes diferenciais
para os segundos momentos ndo simetrizados. Sendo sistemas de equagdes diferenciais com co-
eficientes dependentes do tempo, no limite do acoplamento fraco, aplica-se 0 Método das Escalas
Muiltiplas para a construgdo e a resolugdo das equagdes diferenciais, determinando-se suas solugoes
em séries perturbativas em um pardmetro adequado, associado as ordens de grandeza dos acopla-
mentos. Dessa maneira, analisa-se a dindmica da medida de compressdo e da pureza para os casos
da amplificagdo e conversdo paramétrica para diferentes valores de pardmetros de estados iniciais.
Neste contexto, considera-se também o problema da medida quantitativa do emaranhamento, ana-
lisando seu comportamento para diferentes conjuntos de parametros do sistema e configuragdes de

estados iniciais Gaussianos.

Palavras-chave: Emaranhamento, dissipa¢do, compressdo, equagdes diferenciais, método das es-

calas multiplas.
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Abstract

In this dissertation, we study the physical properties of an open system, composed of two inter-
acting bosonic modes (quantum harmonic oscillators) of different frequencies, with a explicitly time
dependent coupling. It is assumed that each of the bosonic modes is under the effect of a thermal
reservoir and the dynamics of their quantum properties is studied. In the case of quadratic systems
and Gaussian initial states, the quantum properties of the coupled modes evolve in time accord-
ing to the time evolution of the non-symmetrized second order moment which is described in the
framework of the non-unitary evolution of quantum quadratic systems. The dynamical properties
are determined by solving systems of differential equations for the second moments. These sys-
tems of differential equations have time-dependent coefficients and in the limit of weak coupling,
the Method of Multiple Scales for constructing and solving differential equations is applied. This
approach determines the differential equations solutions in a perturbative series of an appropriate
parameter associated with orders of magnitude of the couplings. In this way it is obtained a de-
scription of the temporal behavior of the squeezing and the purity for each mode in the particular
cases of parametric amplification and conversion. In this context, it is also considered the problem
of the quantitative measure of entanglement, analyzing its dynamical behavior for different values

of the system parameters and Gaussian initial states configurations.

Keywords: Entanglement, dissipation, squeezing, differential equations, method of multiple scales.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria quantica teve origem pela descoberta de Planck sobre a lei de radiacdo de corpo ne-
gro. Com o surgimento da mecdnica qudntica, dentre os postulados estabelecidos, Schrodinger foi
quem primeiramente descreveu, devido ao principio da superposicdo de sistemas fisicos compos-
tos, uma nova propriedade quantica, denominada emaranhamento, do inglés entanglement. Esta
propriedade, que ndo possui andlogo cldssico, abriu novas possibilidades de pesquisa com siste-
mas fisicos originando novos avangos cientificos. Nas duas tltimas décadas do século XX deu-
se inicio a um novo campo de trabalho da fisica quantica, denominado teoria de informagao e
computagdo quantica [1]. Inclui o desenvolvimento de processos pertinentes a computagdo e a
comunicagdo qudanticas necessarias para a implementacdo de protocolos de transmissdo. Alguns
topicos de grande importancia dizem respeito aos problemas do chamado teletransporte de estados
quanticos [2], do controle coerente de um sub-sistema individualmente e da medida quantitativa
do emaranhamento ou correla¢des quanticas [3], como recursos para manipulagdo de informagao
quantica. Nestes sistemas, é interessante entender os processos de controle de transferéncia de pro-
priedades de um dado sistema quéntico para outro, para diferentes configuragdes de pardmetros
do sistema e condicdes iniciais.

Nos tltimos anos, o desenvolvimento e aprimoramento para a possibilidade de implementagdo
fisica de computadores quénticos, despertaram um grande interesse nos problemas associados a
este tema. Dessa forma, a grande expectativa é que os computadores quanticos, ainda num estégio
inicial de desenvolvimento, venham a contribuir para um novo desenvolvimento tecnolégico. No
entanto, uma das barreiras para a construcdo do computador quantico é a agdo do meio ambiente
que produz perdas, ndo somente no aspecto energético, mas também no aspecto informacional,

produzindo a deterioracdo da informagdo nas etapas de processamento e transmissdo. Por traz
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disso tudo esta o efeito denominado decoeréncia [4] e, portanto, o estudo sistematico do controle
da decoeréncia em sistemas quénticos passa a ser um tema fundamental e decisivo no avango do
desenvolvimento tecnolégico.

Surge entdo a questdo de como podemos controlar os pardmetros de um sistema quantico no
sentido de minimizar os efeitos do ambiente sobre o sistema, ou considerando diferentes tipos de
reservatorios no processo de troca ou transferéncia de informagdo, e nas propriedades associadas
as correlagdes de natureza quantica em diferentes configuragdes de acoplamento. Recentemente,
foi abordado este problema para dois modos bosonicos idénticos [5] considerando acoplamento
bi-linear do tipo RWA (aproximagdo de onda girante). Neste caso foram analisados efeitos de reser-
vatorios térmicos distintos, de caracteristicas idénticas, considerando diferentes valores de tempe-
ratura, onde foi possivel resolver as equagdes diferenciais envolvidas no problema de forma exata.
No sentido de generalizar os resultados obtidos em trabalhos anteriores, pretende-se neste trabalho
considerar um sistema de dois modos nado idénticos (freqiiéncias distintas) interagentes por meio de
acoplamento explicitamente dependente do tempo (fungdes do tipo senoidais) e ambos os modos
sob acgdo de reservatoérios idénticos, mas distintos entre si.

Com o aprimoramento e utilizagdo de métodos matemadticos assintéticos e com o auxilio de
processos computacionais nos tltimos anos, novos avangos em pesquisas cientificas foram aprimo-
radas, sendo na Fisica, amplamente empregada os recursos computacionais. Em muitos casos, no
processo de resolugdo de problemas fisicos, a solugdo desejada se deve a resolugdes de equagdes
diferenciais. Porém, em alguns casos, nem sempre é possivel obter solu¢des exatas. Nesse sentido,
pode-se fazer uso de métodos matematicos para se obter solu¢des muito préximas das solugdes
exatas, de forma que essas solugdes aproximadas dispdem de uma grande riqueza de informacdes,
auxiliando na compreensao fisica do problema. Ainda que aproximadas, tais solu¢des analiticas ja
sdo capazes de fornecer grande parte das caracteristicas do problema envolvido, muitas vezes nao
perceptiveis em resultados numéricos obtidos.

Neste trabalho, aborda-se o método das escalas multiplas para tratar de equagdes diferenciais,
que inicialmente foram introduzidas em problemas na mecénica cldssica. Neste tratamento ma-
tematico, onde os modelos fisicos sdo descritos por equagdes diferenciais ndo lineares ou lineares, o
método das escalas multiplas é aplicado como um processo matematico perturbativo para se obter
uma solucdo aproximada. Este método, ndo é apenas restrito na mecanica classica, mas pode-se es-
tender sua utilizagdo para tratar de problemas em sistemas perturbativos na mecanica quéntica [6]

como serd tratado nesta dissertacao.
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A dissertacdo estd organizada como segue. No capitulo 2 sdo revisadas algumas propriedades
fisicas importantes para a realizacdo desta dissertacdo. Considera-se, no capitulo 3, o tratamento
matemadtico para o sistema fisico dos modos bosonicos acoplados via acoplamento dependente
do tempo sob efeitos de reservatérios distintos, permitindo a determinagdo da equagdo mestra e
dos elementos da matriz dos segundos momentos para este sistema. No capitulo 4, apresenta-se
o método das escalas multiplas para tratar de equagdes diferenciais. Como aplicacdo do método,
ilustra-se uma equacgdo diferencial ndo linear presente na fisica cldssica e em seguida descreve-
se 0 procedimento do método para o tratamento dos sistemas de equagdes diferenciais com co-
eficientes dependentes do tempo a fim de se obter as solugdes em correcdo de ordem zero. No
capitulo 5, analisa-se a dindmica do coeficiente de compressdo e também da pureza dos modos
acoplados para diferentes condigdes iniciais de estados Gaussianos e diferentes pardmetros dos re-
servatorios nos casos da conversdo e amplificagdo paramétrica. No capitulo 6, foi considerado a
medida de emaranhamento via negatividade logaritmica para os modos acoplados na presenca de
reservatorios térmicos, cujas solugdes analiticas obtidas até corre¢do de ordem zero sdo comparadas
com as solugdes numéricas. No capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes e as perspectivas futuras

para este trabalho.



Capitulo 2

Oscilador Harmonico

O oscilador harmonico, descrito sob o ponto de vista classico e quantico, é um modelo im-
portante no desenvolvimento para tratar de diversos sistemas fisicos na drea de Fisica da Matéria
Condensada. Além disso, no campo da Fisica Matematica, sistemas compostos por osciladores
harmoénicos ou modos bosdnicos assumem a posi¢do de protétipos para o estudo e desenvolvimento
de métodos matemdticos assintéticos, aplicados no contexto da Teoria de Perturbagdo, em espe-
cial, nos sistemas descritos por equagdes diferenciais ordindrias acopladas. Os métodos da Média
Temporal e das Escalas Multiplas sdo exemplos de técnicas no contexto da teoria de perturbacgdo
e podem ser aplicados a diferentes sistemas cldssicos ou quanticos, e em especial, na Teoria de
Informagdo Quantica para sistemas de varidveis continuas no campo de sistemas interagentes no
limite do acoplamento fraco. Neste capitulo, revisa-se alguns conceitos basicos, relevantes para o
desenvolvimento desta dissertacdo, descrevendo aspectos fisicos e matematicos que serdo aplica-
dos nos capitulos posteriores. Analisa-se um modelo simples e bastante utilizado em diversas 4reas
da fisica: o oscilador harmonico cldssico e posteriormente, no contexto da Mecanica Quantica, o
correspondente oscilador harmonico quantico com alguns de seus estados quanticos particulares,

amplamente empregados no contexto da ptica quantica.

2.1 Oscilador Harmonico

Um dos sistemas de grande simplicidade e muito utilizado em diversas dreas de estudo da
fisica é o modelo do oscilador harmonico simples. Este modelo pode ser aplicado no estudo das
vibragdes de 4&tomos de uma molécula, em torno de uma dada posigdo de equilibrio e o modelo di-

daticamente simples constituido do sistema massa-mola. Também é aplicado no estudo do campo
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eletromagnético e suas propriedades. Quando se trata por exemplo de uma cavidade, existe um
nuamero infinito de modos estaciondrios, e o campo resultante no interior da cavidade, pode ser ex-
pandido em uma composicgdo linear das solugdes correspondentes a cada um desses modos [7]. A
partir das equagdes de Maxwell, deduz-se que cada coeficiente da expansdo obedece uma equagdo
diferencial idéntica a do oscilador harmonico. Dessa forma, pode-se concluir que o campo eletro-
magnético é formado por um conjunto infinito de osciladores harmoénicos independentes e no pro-
cesso de quantizagdo do campo eletromagnético obtém-se osciladores harmonicos quanticos como
resultado da quantizacdo do campo eletromagnético [8].

O oscilador harmonico classico unidimensional corresponde a um sistema Lagrangeano com
N = 1 grau de liberdade. O movimento do mesmo evolui no tempo sob a acdo de um potencial

dependente de x na forma
L
V(z) = 51@':6 ) (2.1)

onde k é uma constante caracteristica do sistema. Sob essas condicoes, de acordo com a formulagao

lagrangeana, a equacdo que governa o movimento desse sistema é dada por

e dv_
Mar T T de T
2z
cuja solugdo geral pode ser escrita na forma [9]
x(t) = Acos(wt + ¢), (2.3)

com w = y/k/m sendo a frequéncia de oscilagdo do sistema, A a amplitude de oscilagdo e ¢ uma
fase arbitrdria. Tanto A quanto ¢ dependem da condigdo inicial do sistema, definida pelos valores
da posicao e velocidade no instante inicial, z(0) e #(0), respectivamente. O oscilador harmdnico
classico, na auséncia de forgas dissipativas, € um sistema conservativo, cuja energia mecdnica se
mantém constante no tempo e é dada por

P 1
E=T+V = + —mw?z?. (2.4)
2m 2

Associada a essa equagdo da energia do oscilador harmonico, é possivel escrevé-la de forma similar
a equagdo diferencial obtida em (2.2), de modo que o valor da energia do sistema est4 determinado

pelas condigoes iniciais dos valores de x(0) e &(0).
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Considerando este sistema no contexto da Mecéanica Quantica, o processo de quantizagdo candnica
do oscilador harmoénico implica as coordenadas x e p serem substituidas pelos observaveis X e P,

que satisfazem a relacdo de comutagdo [10]
(X, P] =ihl, (2.5)

onde 1 é o operador identidade. Neste sentido, a hamiltoniana cldssica é substituida pelo operador

Hamiltoniano do oscilador quantizado, escrito na forma
3 L 2g2
H=—+-mw*X*, (2.6)

entendido agora como uma entidade que atua em um espago de estados quanticos. Pode-se, neste
sentido, introduzir operadores que permitem uma descrigdo alternativa para a dindmica do oscila-
dor harmonico e a adi¢do desses operadores permite facilitar a busca pelos autovalores e autove-
tores de H. Esses operadores recebem o nome de operador de criagio (a') e operador de aniquilagao

(@) e sdo definidos pela transformagdo de coordenadas

mw 4 . 1
7
2h 2mwh

L mw g . 1
a-,/th—z oL (2.8)

Além disso, de acordo com (2.5), os operadores a e a' satisfazem a relacdo

P, (2.7)

~

la,a] =1, (29)

caracteristica da estatistica de particulas bosénicas. Nas novas coordenadas a e a' o operador ha-

miltoniano (2.6) se escreve na forma
- 1
H = hw (a*a +5 11) . (2.10)

O problema bésico da descricdo das propriedades do oscilador harménico quantico reduz-se a
solucdo do problema de autovalores de H associado diretamente aos autovalores e autovetores
de a'a. Este aspecto do problema é o ponto de partida para considerar-se a classe de estados perti-

nentes ao oscilador harmoénico simples.

2.2 Estados do Campo Quantizado

Dentre os vérios tipos de estados para o campo eletromagnético de radiagdo, alguns sdo im-

portantes para a Optica quantica e propriedades fisicas distintas podem ser associadas a cada um
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deles. Nesta se¢do, aborda-se alguns desses estados, considerando uma breve andlise de suas pro-
priedades necessarias ao desenvolvimento do trabalho da dissertagao.

Os autoestados do oscilador harménico quantico, descrito pelo operador Hamiltoniano H em
(2.10) sdo escritos como |n) e sdo chamados de estados de nimero ou de Fock. Esses vetores de es-
tados sdo definidos para valores de 7 inteiros positivos (n > 0) [10] e formam uma base ortonormal

satisfazendo a relagdo de completeza

(mn) = dmn, (2.11)
> n)n| =1, (2.12)
n=0
A atuagio dos operadores a' e @ no vetor de estado |n) é definida de acordo com as relagdes [10]
alln) =vn+1ln+1), (2.13)
aln) =+/njn—1), (2.14)

e o operador ' é definido como o operador nimero, denotado por 7, e os estados de Fock sdo seus

autoestados, uma vez que, a partir da relagdes (2.13) e (2.14) tem-se

nin)y =njn) . (2.15)
Desta forma, os autovalores de H sdo determinados como

E, = hw(1/2+n).

A partir do estado de vacuo |0) com n = 0, sujeito a condi¢do a|0) = 0, o vetor [n) pode ser
obtido por n aplicagdes sucessivas do operador de criagio @' no estado de vacuo |0), de acordo com
a equagao
(ah”
Vn!

onde o termo v/n!, no denominador em (2.16) é igual ao fator de normalizac¢do do estado |n).

In) = 0, (2.16)

Dentre os tipos de estados existentes, hd um tipo de estado do oscilador cujas propriedades
podem ser consideradas préximas a de um estado que admite uma descri¢do cldssica, no sentido
que suas propriedades sdo consistentes com as solugdes das equagdes do eletromagnetismo, como
por exemplo o campo elétrico dado por Eﬂ,;’a(F, t) = Egsen(k-7—wt+0). Considerando a quantizacdo
do campo eletromagnético [7], o vetor potencial A(7,t) pode ser escrito na forma

. 1 . |2 o e
A ) = =" alk)e f,f (aa (R)e ™7t o af (Rt (2.17)
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—

onde o campo em (2.17), esta confinado em um cubo de volume V, com &,(k) sendo o vetor de
polarizacdo da onda, um vetor unitdrio dependente da direcdo de propagagdo k. Deste modo,
quando se determina o campo eletromagnético pela expressdo E(7,t) = —(1/c)dA(7,t)/dt, utili-
zando (2.17), pode-se determinar o valor esperado de E(7t) para os estados de Fock inicialmente,
(n|E’E7a(F, t)|n), obtendo-se um valor igual a zero devido as relagdes (2.13) e (2.14). Porém nos es-
tados coerentes, esse valor é ndo nulo e possui um valor igual do campo elétrico E(,t) descrito
classicamente, <a|ﬁg’a(f', t)|o) = Egsen(k - ¥ — wt + 0) . Esses estados sdo denominados estados
coerentes. Esses estados sdo definidos como sendo autoestados do operador de aniquilicdo a do

oscilador harmonico,
ala) = ala), (2.18)

onde o é um ntimero complexo. Note que @ néo é hermitiano e @ e a' ndo comutam de forma
que ao escrever o adjunto de (2.18), tem-se (a|a! = a* (a|. Sendo os estados de Fock {|n)} uma
base do espago de estados do oscilador harmdnico qudntico, os estados coerentes |a) podem serem

expandidos nessa base de acordo com

o)

@) = enln) (2.19)

n=0
cujos coeficientes c¢,, sdo obtidos a partir da expressdo (2.18) combinada com (2.19). Assim, o estado

|a), normalizado assume a forma

la) = elol/2 Z a—' In) . (2.20)
= vn!

Através da relagdo (2.16), o estado |a) pode ainda ser escrito na forma

_ala (@)
ja) = ¢! /27;)m N 10)

= e~ lal/2g0a" 0y 2.21)
Notando que e~ |0) = |0), a equagéo (2.21) pode ser reescrita como
o) = D(e) |0}, (2.22)

onde D () = e~ lol/2¢04" ¢—a"a ¢ chamado de operador de deslocamento ou operador de Glauber [8].

Através da relagdo de Baker-Campbell-Haussdorf [11],

oA+B _ —1/2[A,B] 6A637 (2.23)
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e [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0, o operador D(c) é entdo reescrito na forma D(a) = eed!—a"d Fgge
operador D(a) é um operador unitario e possui as seguintes propriedades:

N

Di(a) = D(—a) = D™ a), (2.24)

D (a)D(a) = 1. (2.25)

Além dessas relagdes obtidas, ao considerar dois operadores quaisquer A e B que ndo comutam,
uma outra propriedade do operador deslocamento D(a) pode ser obtida através da relagdo a seguir
[11],

52

eABe~A = B + e[A, B] + 51

onde ¢ é uma constante. Dessa forma, ao utilizar a relacdo (2.26), tem-se rela¢des algébricas para a

agio do operador D(«a) sobre os operadores bosonicos a e af, dadas por

Di(a)aD(a) = a+ a, (2.27)

Di()a'D(a) = al + o*. (2.28)

Observe, que diferentemente dos estados da base de Fock, os estados coerentes distintos ndo sdo

ortogonais, uma vez que

(a|f) = e~ 1/20al+15? )Zo&ﬁ (njm)
nm

— o(—zlolP+ar5-316) (2.29)

Para o caso | — | > 1, entdo esses estados podem ser tratados como estados aproximadamente
ortogonais. Esses estados coerentes |a) possuem uma base chamada super completa, definindo esta

relagdo de completeza na forma

» [ @alayal 1. (2.30)

onde d%2a = dRe(a)dIm(a).
Os estados comprimidos! pertencem a uma classe de estados de minima incerteza [12]. Suponha

dois operadores hermitianos A e B de tal forma que satisfagam a relacdo de comutagdo

[A,B] = iC, (2.31)

'do inglés squeezed states.
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de acordo com a relagdo de incerteza de Heisenberg, o produto das incertezas dos operadores A e

B é dado por
AAAB > %|<é>|, (2.32)
onde os termos AA e AB sio definidos por
AA = \/(A2) — (A)2, (2.33)
AB =\/(B?) — (B)2. (2.34)

O estado do sistema é chamado de estado comprimido se a incerteza em A ou B, satisfazem a

relacdo
(AA)2 < %y@\, ou (AB>2 < %\<é>|. (2.35)

Além disso, pode ocorrer o caso de AAAB = |(C)|/2. Como exemplo, utilizando as relacdes (2.7) e

(2.8) do oscilador harmonico, pode-se escrever

\ h
_ ~ A-I-

X 5 (a+a"), (2.36)

P=i m;h(eﬁ —a), (2.37)

e calcular, para estados coerentes |«) as incertezas, obtendo

AXAP = g (2.38)

que € a incerteza minima permitida pelo principio de Heisenberg. Considere agora o operador

aniquilagdo, escrito como parte real e imaginaria da forma

iQ= @ (2.39)

onde X; e X5 sdo chamados de operadores de quadratura, posi¢do e momento adimensionais res-

pectivamente. Com o resultado (2.9) podemos encontrar (X1, Xo] =2ie portanto
AX|AX, > 1. (2.40)

O sinal de igual define a familia de minima incerteza. Para este caso, note que ha uma infinidade
de estados que satisfazem AX;AX5 = 1, um caso particular é quando AX] = AXs =1, que sdo os

estados coerentes. No caso onde AX; < 1 ou AXs < 1 de forma que AX1AXy =1 seja mantido,
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dizemos que esses sdo estados comprimidos de minima incerteza. De maneira similar ao que foi
ilustrado nas propriedades dos estados coerentes, algumas propriedades dos estados comprimidos
sdo apresentadas a seguir. Esses estados podem ser gerados pelo operador unitdrio de compressao

N

S(r) [8,12], definido na forma
S(r) = el @?=3ra?), (2.41)
cuja atuagdo no estado de vacuo |0) resulta no chamado estado vacuo comprimido,

|r) = S(r)|0), (242)

sendo o parametro r = re’ um ndamero complexo arbitrdrio com r > 0e 0 < 0 < 27. Além
desse estado comprimido, hd também o estado vacuo comprimido deslocado, resultado da agado

dos operadores S(r) e D() no estado de vécuo |0), determinado segundo a equagao
lov, ) = D(a)S(r)]0). (2.43)

Através da relacdo de (2.26), as seguintes relacdes sdo obtidas ao utilizar o operador S(r) com-

binadas com os operadores e a',

A~

ST(r)aS(r) = acosh(r) — ale® sinh(r), (2.44)

ST(r)atS(r) = a' cosh(r) — ae~® sinh(r). (2.45)

Quando se estuda mecanica quantica, muitas vezes depara-se com duas situagdes para os es-
tados do sistema: os estados puros e os estados mistos. Estados puros implicam um conheci-
mento exato sobre o estado |¥) do sistema. Mas em alguns casos, isso nem sempre ocorre, e temos
entdo o chamado estado misto, onde ndo se conhece exatamente o estado do sistema, mas sim uma
composicdo de estados de acordo com uma distribui¢do de probabilidade p; associada com os esta-
dos |1;) possiveis. Um exemplo desse estado misto é o estado térmico, onde pode-se considerar um
corpo negro modelado por uma cavidade contendo radiagdo térmica em equilibrio térmico com as
paredes da cavidade. No equilibrio térmico a uma temperatura 7', a probabilidade P, de que um
modo do campo esteja excitado com n fétons é dado pelo fator de Boltzmann [13],

e_(En/kBT)

P, = S e~ (BufksT)’ (2.46)

Essa distribui¢do, na mecdnica quantica, estd associada ao operador densidade p;;, dado na forma

6_(ﬁ/kBT)

_ A 7 (2.47)
Tr{e—(H/kBT)}

Pth
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O operador H = hw (a'a+ 1) diagonalizavel na base {|n)} implica, para o trago na equacéo de
Dth, a forma

Tr{e~H/kT)y = Z<n|e—(ﬁ/kBT)|n>

n=0
oo

= e En/knl) = 7 (2.48)

n=0
que define Z como a fungdo parti¢do do sistema com E,, = hw (n + 1/2), que sdo os autovalores do

operador H. A partir do estado j;,, 0 nimero médio de f6tons pode ser obtido através da relacio

i ~(H/kpT)
_ . . €
n=(n) = Te{apm} = Z(n\nT]m
n=0
> oneg (e~ (En/keT))
Z
= 71 2.49

Note que o valor de n depende explicitamente da temperatura 7' da cavidade e uma mudanca na
temperatura 7' implica a alteragdo do seu valor; ha uma correspondéncia univoca entre o niimero
médio de fétons do estado da cavidade e a temperatura das paredes da cavidade. O operador
densidade p;, pode ainda ser escrito na base de Fock {|n)}. Pela relacdo de completeza na base de

Fock, >~ |n)(n| = 1, pode-se reescrever p;, na forma

N T I
pth—nﬂg[lm] In)(n|, (2.50)

onde 7 é expresso em (2.49). Pela propriedade do operador densidade, o trago de p;, deve ser igual

a 1. Dessa forma, tem-se que

W) =3 ol (57) X [ g @)

m=0 n=0

De acordo com a relagdo (n|m) = d,, m, 0 trago de py, torna-se

Tr(pen) = (n—1|—1> i [1 _72 n]n (2.52)

n=0

com o auxilio da equagéo (2.49), obtém-se que

etw/keT — 1 (2.53)
1+n

+
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Deste modo, o trago de py, é entdo reescrito na forma

SN 1 = U SR Ty . —nhw/kpT
Tr(pth)_<ﬁ+1>z[1+ﬁ] =(-e )2 e

n=0 n=0

_ —hw/kpT 1
_(1*6 /ks )<1_€ﬁw/kBT

= 1. (2.54)

No contexto da troca de informagdo quantica em sistemas de varidveis continuas os estados
Gaussianos sdo de grande importancia pratica para o estudo da dindmica em sistemas descritos
por operadores Hamiltonianos quadraticos. Estados iniciais Gaussianos evoluem sob a acado de
operadores Hamiltonianos quadraticos como um estado Gaussiano. Desse modo, todas as suas
propriedades podem serem determinadas a partir dos primeiros e segundos momentos associados
as varidveis do sistema.

No caso de estados iniciais Gaussianos devemos considerar uma parametrizacao inicial de acordo
com as propriedades de interesse no estudo da dindmica do sistema. Neste trabalho, considera-se o
caso de dois modos do campo eletromagnético quantizados, de forma que o estado inicial de cada
modo é um estado térmico comprimido. Pode se denotar para o modo uwm um estado inicial térmico

)

denotado por ﬁg,ll , de acordo com (2.50) e descrito na forma

w1 o[ )55
W= X ] el 255

Atribuindo valores de compressdo para o estado do modo bosoénico um, tornando-o um estado
térmico comprimido, o operador densidade inicial do correspondente modo é determinado a partir

da operagao
) = S(ra)py S (). (2.56)

onde S (r1) é dado em (2.41). A conjugagdo hermitiana ST(rl) ¢ obtida ao fazer S (—r1) [8], e este
operador possui a propriedade St(r)S(r1) = S~1(r1)S(r1) = S(—r1)S(r1) = 1. No interesse de

determinar os segundos momentos dos estados iniciais Gaussianos dos modos um e dois, considera-
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se inicialmente para o modo um o seguinte termo

(a

=t
Q>
—
~
I
=
L
>
——t
Q>
—
>
—
—
—
[E—

|
(e
—~
3
—
=y
= —t
j=N
—
>

=
3
—
>

m1=0
B [e%s) ) 1 [e%e) 7_7,1 n1 g
- m20<m1a1a15(“) <m n 1> mzzo <1 +m> \n1><n1\] ST (r)lma)

=3 S () (5) omladansten) o) o 87

m1=0n1=0

- nio <n11+ 1> <1 Zln1>n1 (n1] S7(r) < i !m1><m1|> alayS(r) na)

m1=0

=Y (59) (7)) o Steatansien ) 25)

np+1 1+m

Pelas relagdes do operador S(r1) e ST(r1), obtidas em (2.44) e (2.45), respectivamente, tem-se que

(nq] ,SA'T(rl)A]idls’(rl) In1) = (ni] d{&l [n1) cosh? 1 — (nq] d? In1) e coshry sinhry

— (nq|a?|ng e~ sinh ricoshr; + (ng &1&T ny) sinh? ry. (2.58)

1 1

A partir das relagdes do operador dJ{ e a1 obtidas em (2.13) (2.14), obtém-se
(n1| ST(r1) AJ{&l S(r1) |n1) = ny(cosh? ry + sinh?r1) + sinh? ry, (2.59)

e aplicando as identidades hiperbdlicas
1 1 1 1

sinh? z = 3 cosh 2z — 5 cosh? z = 3 cosh 2z + >

o valor de <€LJ{€L1> dado em (2.57) assume a forma

o0

1 n Mo+ 1 1
ala,) = ! ! hor — = | . 2.60
{ay01) nZo<m+1> <1+n1> K 2 >COS " 2} (2.60)

_ ni
Como > _, (ﬁ) (12—}11) = 1 de acordo com o resultado em (2.54), o valor do somatério

em (2.60) determina o valor médio da fungdo nos colchetes da mesma maneira que foi determinado

em (2.49), porém, determinado na representac¢do na base de Fock {|n;) }. Portanto,

271 + 1 1
@hg—("?_>mmmrd. (2.61)
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De maneira similar ao procedimento para se obter <d];&1>, outro termo que pode ser obtido é

(a2). Esse termo, é facilmente determinado, a partir do operador densidade inicial do modo um

dado em (2.56) e das relagdes em (2.44)-(2.45). Dessa forma, tem-se

[o.¢] — n
1 ! ,
(@) =Te[pWad) = - Y <ﬁ1 - 1) (1 fm) (n1] @yl + alay |ny) e sinhry coshry,  (2.62)

pelas relagoes (2.13) e (2.14). A identidade hiberbdlica 2 sinh = cosh x = sinh(2z) implica, entdo, que

R 1 n "L ong 4+ 1Y 2n + 1 .
A2\ o 1 1 0 - — _ 1 : 0
(a1) = Zo (nl n 1> (1 n nl) [( 5 ) e smh2r1] < 5 ) sinh 2re". (2.63)

Definindo o seguinte termo,

U = : (2.64)

os estados iniciais para o primeiro modo um, com ¢ = 0, podem entdo ser parametrizados na forma,

1
(ala,) = ¥ cosh(2r)) — 3 (2.65)

(a3) = —1; sinh(2ry), (2.66)

com os pardmetro r; e 11 associados as propriedades de compressdo da quadratura e pureza do
sistema, respectivamente. Para outros termos ainda do modo um, (a; dJ{) e (d?), sdo calculados da

mesma maneira e sdo escritos por

1
(@ral) = (ala)) +1 =0, cosh(2r) + 5 (2.67)

(al?) = —09; sinh(2r). (2.68)

Para o sistema composto por dois modos do campo eletromagnético quantizados, inicialmente
sem interagdo, os calculos envolvidos para a determinagdo dos estados iniciais se faz de maneira
similar ao ilustrado para o modo bosonico 1. Como estado inicial para o sistema de dois modos,

considera-se o operador densidade inicial térmico na forma

5 1 = n ™ 1 > ng "
B 2.69
Pth <n1+1§0 [1+n1] |n1><n1|> ® <n2+17§0 [1+n2] |n2)(na| | , (2.69)

de modo compacto, pode-se reescrever a expressao acima na forma

2 o) — n;
ﬁth:@(mil) ZO [1171] ) il @70
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Ao considerar agora o estado comprimido térmico, o operador densidade inicial dos dois oscila-

dores é escrito entdo por
ps = 5(r2)S(r1) St (r1) S (ra), (2.71)

onde S(ry) é dado em (2.41). Efetuando célculos similares aos apresentados para o modo bosénico
um apenas, os estados iniciais para os dois modos bosonicos interagentes em ¢ = 0, estdo determi-
nados por <&1T<:&k>' (a2), <&kd2> e <&22), onde k = 1,2. Desta forma pode-se entdo parametrizar os

estados iniciais Gaussianos, conforme apresentado em [14,15], na forma

1 1
(alLag) = Oy cosh(2ry,) — 5 (agal) = 9y cosh(2ry,) + 5 (2.72)
(a2) = (a]?) = —0),sinh(2ry,), (2.73)

onde os pardmetros 5, determinam a pureza inicial de cada modo k dado por Py, = (20;) !, obser-
vada a condigdo 5, > 1/2. Os parametros 7, fornecem o grau de compressdo de quadratura inicial
de cada um dos modos k£ =1, 2.

Dessa forma, para fungdes Gaussianas, mediante transformacdes de coordenadas apropriadas,
pode-se fazer com que os primeiros momentos sejam nulos, e com isso, resta obter apenas os se-
gundos momentos. O interesse estd entdo, em obter os segundos momentos, uma vez que ele
contém todas as informagdes para calcular propriedades estatisticas e fisicas do problema em in-
teresse deste trabalho. Com as condig¢des iniciais determinadas pelas parametrizagdes dos estados
Gaussianos, e com diferentes valores que podem serem atribuidos nos estados iniciais, caracte-
rizando diferentes estados quanticos discutidos neste capitulo, resta entdo determinar a equagao

diferencial da dindmica do sistema fisico, o qual serd tratado no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Tratamento Analitico em Sistemas

Quanticos Dissipativos

Sistemas constituidos por osciladores harménicos quénticos interagentes por meio de poten-
ciais quadraticos, nos quais se observa auséncia de interagdes quédnticas com as suas vizinhangas,
sdo sistemas fechados com evolugdo unitdria. As propriedades associadas a descricdo da dindmica
quantica podem ser desenvolvidas na formulagdo dos invariantes quénticos ou integrais do movi-
mento [16]. Além disso, quando se considera a dindmica de sistemas representados por operadores
Hamiltonianos quadraticos, para o caso de estados iniciais Gaussianos, todas as propriedades de
interesse desse sistema podem ser descritas a partir da evolugdo temporal dos primeiros e segun-
dos momentos associados as varidveis dindmicas. Porém, quando adiciona-se nesses sistemas efei-
tos dissipativos, como reservatdrios térmicos por exemplo, a evolugdo ndo se faz mais de forma
unitaria e deve-se entdo abrir mdo dos métodos dos invariantes quanticos ou integrais do movi-
mento. Entdo, é preciso considerar a dindmica do sistema sob o ponto de vista da formulagdo da
equacdo mestra. Neste capitulo, considera-se o estudo da equagdo mestra para o sistema quéntico
representado por dois modos do campo eletromagnético, modelados por osciladores harmoénicos
quanticos, com frequéncias distintas w; e wy, sob efeito de processos dissipativos onde os oscila-

dores interagem entre si por meio de um acoplamento dependente do tempo.

3.1 Osciladores Acoplados Dissipativos

Nesta secdo, inicia-se com o tratamento matematico para descrever o problema da dindmica de

osciladores quanticos sob efeitos de processos dissipativos. Por meio deste tratamento matemaético
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no contexto da teoria quantica, obtém-se a equagdo diferencial para a descri¢do da dinadmica do
sistema a partir da equagdo de Liouville: determina-se a equagdo diferencial para o operador den-
sidade reduzido do sistema de interesse, tomando-se o trago sob as varidveis dos graus de liber-
dade das vizinhangas do sistema. No interesse de analisar efeitos de reservatoérios (vizinhancas
do sistema) sobre os osciladores harmonicos, o sistema proposto neste trabalho consiste de modos
bosdnicos com frequéncias distintas w; e wy, interagindo por meio de um acoplamento dependente
do tempo. Cada um dos k—ésimos modos estd acoplado a seu respectivo reservatdrio térmico de
temperatura T}, e os reservatoérios ndo interagem entre si - distintos e independentes. A analise das
propriedades fisicas de modos bosonicos acoplados para o caso de acoplamento independente do
tempo na aproximagdo de onda girante (RWA), estd discutido em [5]. A proposta deste trabalho
¢ uma extensdo simplificada daquele estudo, considerando os casos particulares de acoplamento
dependente do tempo do tipo considerado em [17]. Na auséncia de reservatérios, com dois mo-
dos acoplados por meio do acoplamento bilinear dependente do tempo geral nas componentes de
quadratura, é descrito pelo operador Hamiltoniano na forma [17]

N hw huws
H="@+it)+ 2

5 5 (pz + 22) + I (Y1 ()p1pa + Ta(t)prae + T3(t)Z1ps + Ya(t)d1d2), (3.1)

onde os operadores &, e p;, sdo os operadores correspondentes as varidveis das componentes de
quadratura adimensionais, os parametros de acoplamentos Y ;(t) podem ser funcdes arbitrarias no

tempo e a constante & = /wiws. Estes operadores podem ser expressos em termos dos operadores

de criagdo &L e aniquilagdo a;, (operadores bosonicos) de acordo com as relagdes

i = %m i), af = \}im; — i), (3:2)

Reescrevendo o operador Hamiltoniano (3.1) em termos dos operadores dL e ay, implica em

7= @ [(Ta(t) = T () +02(t) + T5(8)) alad + (Ya(t) + Ta(t) + iT2(t) — iT3(t)) ala
o (Ca(t) + Yu(8) = iTo(t) +0T5(t)) @ral + (Ta(t) = Ta(t) — iT2(t) — iT5(t) @ aQ]

1 1
4+ hwy <a1a1 + 2) + hws (a2a2 + 2> (3.3)
que a partir das defini¢des para os parametros T (¢) e I'1(¢), nas formas

Ta(t) £ T1(t) = T(t), (34)
T3(t) = Ta(t) =Tx(¢), (3.5)
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resulta o operador Hamiltoniano reescrito em termos dos operadores de modos bosonicos na forma
H = hw (am + ]21> + hws (a;az + ]21> + [(n(t) —il_(t)) alag + (Yo (t) 4+ iT_(t)) a1}
+ (o) + i) aab + (T (1) = Dy (1) i (3.6)
que, em termos das fungdes 1(t) e ((¢) dadas por

pu(t) =Ty () + 4T (2) (3.7)

C(t) = Y_(t) — L. (1), (3.8)
resulta o operador Hamiltoniano na forma
1 i . st ..
H = hw, (alal + > + hws < 502 + 2) + Lu*(t)a];ag + ,u(t)ala; +¢ (t)aiag + C(t)alag] . (39

Como o objetivo deste trabalho consiste em uma extensdo dos resultados discutidos em [17],
levando-se agora em conta os efeitos da dissipacdo, os acoplamentos a serem considerados sdo

fungdes periddicas no tempo da forma

C(t) = pult) = Ae' cos(nt), (3.10)

onde \ e ¢ sdo constantes e n = w; & wp. O operador Hamiltoniano para a descri¢do deste sistema
fisico, composto pelos dois osciladores harménicos (modos bosonicos) de frequéncias distintas aco-
plados entre si por meio de um acoplamento depende e periédico no tempo, com cada oscilador

acoplado ao seu respectivo reservatério R; de temperatura 7} é escrito na forma (com & = 1),

2 2,00
Zwka’f + Zwkﬂbk]ka + ngj (akb .+ akka)
= k.j k.j
+ C(Wavaz + ¢ (t)alal + p(t)aal + p* (t)alas. (3.11)

O primeiro termo de H descreve os dois osciladores harménicos independentes, com frequéncias
w1 e wy. O segundo termo em H se refere aos reservatorios térmicos, representados por um conjunto
infinito de osciladores harmonicos quanticos independentes entre si de frequéncia @y, ;. Esses ope-
radores bosonicos Bk,j e IA)}; ; 5a0 os operadores de aniquilagdo e criagao respectivamente dos modos

dos reservatorios e satisfazem a relacdo de comutacéo,

(b 7. b, ;] = O 1 5. (3.12)
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O terceiro termo do operador Hamiltoniano total descreve a interagdo do tipo RWA de cada um dos

modos bosdnicos quanticos com seu respectivo reservatério, denotado por Hrg,

2,00
Hrs =S gr; (&kb,t:’j n a;bk,j) , (3.13)
k,j

onde g, ; € uma constante de acoplamento entre o oscilador harmonico k£ com o j-ésimo oscilador
do reservatério R;. Note ainda que [ay, IA)Z]] = [&L, lA),T”] = [dz, l;k’j] = [ak, lA)k,j] = 0. O termo restante

de H é o Hamiltoniano descrevendo a interacdo entre os modos bosénicos, denotado por H 12(%):
Hio(t) = C(H)aras + C*(H)alal + p(t)aral + p(t)alas, (3.14)

com ((t) e p(t) dadas em (3.10) sendo fung¢des periddicas no tempo. Dessa forma, o hamiltoniano

pode ser expresso na forma
H(t) = Hy + Hps + Hya(t). (3.15)

com Hy, representando a parte livre de interacdo, dado por

2 2,00
Hy =" wrajar + Y o sbf bes. (3.16)
k=1 k.j

Uma vez descrito a forma do operador Hamiltoniano do sistema fisico total, composto pelos modos
acoplados e reservatorios, na se¢do seguinte estuda-se o formalismo da equagdo mestra, que permite

a descrigdo da dindmica quéntica dos modos acoplados sob o efeito do reservatério.

3.2 Equacao Mestra de Sistemas Dissipativos

Em problemas de mecanica quantica, a evolugdo do vetor de estado |¥(¢)) que representa um
sistema fisico se déd pela equagdo de Schrodinger [10], embora, em muitas situagdes este tipo de
tratamento matematico via equacdo de Schrodinger ndo se faz de maneira simples, principalmente
considerando-se o operador do tipo dado em (3.15) com infinitos graus de liberdade. A alternativa
para se tratar este problema, é entdo considerar a formulagdo da equagdo de Liouville [11] para o
operador densidade p(t). Através do Hamiltoniano dado em (3.11), pode-se entdo encontrar uma
equacdo de evolugdo temporal, chamada de equagdo mestra, considerando somente o operador
densidade reduzido para o sistema de interesse p;, ou seja, o operador que descreve a evolugado

temporal dos modos bosdnicos acoplados, 1 e 2. O objetivo deste trabalho é analisar os efeitos
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dos reservatorios sobre as dindmica dos modos acoplados, considerando algumas aproximagdes no
limite dos acoplamentos fracos.
O operador densidade, contém todas as informacdes estatisticas do sistema e para a obtengdo

da dindmica do sistema, aplica-se a formulagdo da equagdo de Liouville [11] dada por

idi)g) - [H(t),p(t)] , (3.17)

onde H (t) é dado em (3.11) e ji(t) é o operador densidade do sistema total. Para os calculos envol-
vidos na dinamica do sistema, pode-se construir do operador densidade e o hamiltoniano H(t) na
representacdo de interagdo [7]. Nessa representagdo o operador densidade é descrito por

G(t) = etlot j(p)e=itot, (3.18)

onde Hj é dado em (3.16). Derivando a expressao (3.18) em relagdo a ¢,

dé’(t) oz d 'i]:[()t ~ —’iI:I()t
el (e p(t)e )
A iBlot Acey o —ifot | iFot Ao\ —iFot £ ifot, W) izt
= —Hpe""p(t)e 70" + "0 (t)e O  Hy + e*70 i e 0
= [6(0). o) + ot [ (1), p(t)] !
= [, 5] . (3.19)

onde HU)(t) representa o hamiltoniano total na representagdo de interacdo [18] e pode ser escrito

na forma

2D (1) = Hyg(t) + 1}y (1), (3.20)

Para o hamiltoniano ﬁ}({g(t), que contém tanto operadores dos modos bosonicos quanto dos

reservatorios na representagao de interagdo, define-se um novo operador chamado G(t), contendo

apenas varidveis dos reservatorios, e escreve-se em uma forma mais compacta

2
Higa(t) = Y afGu(t) + anGl(2), (3.21)
k=1
onde G},(t) é definido por
Grl(t) = grjbr e’ mat, (3.22)
j=1

e atua apenas no espaco de estados dos reservatorios. O operador Hamiltoniano que representa o

acoplamento entre os modos bosdnicos na representagdo de interagdo é escrito como

HD (1) = ¢()arage @2t 4 ¢c*()alabe 2! 4 u(t)ayabe @20 4 p* ()alage 2wt
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Com os termos do hamiltoniano (3.20) escritos na representagdo de interagdo, ao substituir (3.20)

em (3.19), tem-se a seguinte expressao

idilit) = [ﬁg;@) +aY (t),(}(t)} , (3.23)

integrando esta equagdo com a finalidade de obter o operador densidade & (t), resulta em

5(t) = 6(0) + - /0 t [Hgg@f) + HD @, &(t’)} dt’. (3.24)

1
Através da expressdo do operador densidade obtido na integragao, ao se substituir (3.24) no comuta-
dor do lado direito de (3.23), encontra-se a seguinte equagao diferencial para o operador densidade

) — i [0 + #80.00)] - [ [A80 + B0, [0 + B @).00)]Jar.

Desde que as propriedades de interesse referem-se as propriedades estatisticas do sistema composto
pelos modos acoplados, toma-se o trago sobre as varidveis dos reservatérios de modo a obter 6,(¢).
Dessa maneira, tem-se

dés(t)
dt

T, [ [0 + B0 0. [0 + B0 62

onde 64(t) = Trg,R, (6(t)). Para o instante inicial, ¢ = 0, considera-se que ndo ha correla¢des entre
sistema e reservatorios de modo que ao realizar o trago sob as varidveis dos reservatorios esse termo

se anula,
TrRlRQ ﬁ}({g(t)a &(0) =0. (3.26)

Além disso, H g) (t) ndo contém varidveis dos reservatérios e para o instante incial ¢ = 0, o operador
densidade total do sistema ¢ pode ser escrito da forma (0) = 65(0)®6r(0) = 65(0)R6 R, (0)R R, (0),

de modo que o trago sobre o comutador se reduz a
Trrer, | A5 (8),6(0)| = [ (1).6,0)] . (3.27)

Ap0s estas consideragdes e detalhes operacionais descritos no apéndice A, obtém-se a equagdo mes-

tra na forma padrado na representagdo de interacdo, dada por

5 2
da; t(t) —i [ 0), 640 - kz (o (1 70) (s (e) + u(0)afar — 20x.(1)aL) +
+

VkTik (akal&s(t) Go(t)aal — QaL&s(t)ak) +iAwy [&L&k,&s(t)} } (3.28)
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Note que esta equagdo é apropriada para uma descri¢do aproximada dos efeitos do reservatério
sobre a dinamica dos modos bosonicos. E valida no limite dos acoplamentos fracos e para reser-
vatorios Markovianos, de forma que os resultados descritos por esta equagdo s6 tem validade sob
estas consideragdes. Faz-se agora o procedimento da transi¢do da representagdo de interagdo para
a representacdo de Schrodinger. O operador densidade do sistema reduzido na representacdo de
Schrodinger denotado por fs, o qual é definido por ps = Trgr,r,(p), pode entdo ser obtido através

da relagdo (3.18), de forma que
ps(t) = e~ ot (1)etHhot, (3.29)

derivando ainda a equacgao (3.29) em relagdo a ¢,

dﬁdsit) — _iHge— ot (1)t ot 4 jemiflotg (1) oiflot fr 4 e—z'HOtd@i;(t)emOt
~ o~ dF(t) 5
—i[Ho, ps] + elHOt"dst()elHot. (3.30)

O dltimo termo de (3.30) pode ser calculado através da expressdo obtida explicitamente em (3.28),
com a utilizagdo da relagdo (2.26) e da propriedade (exp (iHot) exp (—iHot) = ]l) . Portanto, a equagdo

para p4(t) se torna

dpst(t) = _i[ﬁ0>ﬁs] —1 [IA{H(t)’:as(t)] -

1M

{on (14 70) (afanpa(t) + po(Dialar — 2aps(0)a]) +
k=1

iy (akal p () + po(Dinal, - 20l ps(Dir ) + iy |ahar, ps(0)] } (3.31)

para os hamiltonianos Hye H 12(t), suas expressoes sao dadas em (3.16) e (3.14), respectivamente,

de forma que a equagdo pode ser reescrita

dps NS s . iy 5 = St
pdt(t> — [C(t)alaQ + ¢*()alad + p(t)aral + pr(tala } _ ; { wi, + Awy,) [a;ak, ps(t)] +
Vi (1 + k) (azakps( ) + ps(t)aan — 2anps(t)a ) + YTk ( ki ps(t)+ ps(t)aral —
2! s (t)dk) } : (3.32)

O termo Awjy, em nosso estudo nédo é relevante, uma vez que ele apenas desloca a frequéncia wy,
do modo, podendo assim ser incorporada a frequéncia wy e renomeamos essa soma de tal forma

que escrevemos entdo nossa equacdo mestra da forma

D 2
d,o;t(t) _ [C(t)alaz +cr)alal + p)aral + p*(t)alas, ,as(t)} -y {iwk [d,ﬁ,&k, ﬁs(t)} "

k
Ve (1 + 7ig) (a/];akps( )+ pa(t)afar — Qdkﬁs(t)&l) + i, ((aaps(t)+ pa(t)anal, —

2&2@(1&)@) } , (3.33)
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na representagdo de Schrodinger, com 7y e v, o nimero médio de fétons e constante de acopla-
mento, respectivamente, associada ao k—ésimo reservatério Ry. Salientamos que o ntimero médio
de fétons depende da temperatura do reservatério, conforme demonstrado no apéndice A. Entdo,
a partir desta equagdo pode-se resolvé-la considerando os acoplamentos periédicos no tempo ou
mesmo casos mais gerais de acoplamentos arbitrarios, desde que respeitando o limite de acopla-
mento fraco. Note que esta equagdo é aplicdvel para qualquer consideracdo de estado inicial do sis-
tema. No entanto, este primeiro estudo do problema limitou-se a estados iniciais Gaussianos para
os modos bosodnicos em situagdes especiais de parametros de acoplamento e reservatério, que per-
mitiu uma consideravel simplificacdo no procedimento de solugdo. Este aspecto serd considerado
na se¢des seguintes onde discute-se os método matematicos aplicados na construgdo das solugoes

analiticas aproximadas para o problema de interesse.

3.3 Evolucao Temporal dos Segundos Momentos

E conhecido que os estados Gaussianos sio caracterizados completamente pelos seus primeiros
e segundos momentos dos operadores bosonicos. Nesta secdo, apresenta-se o método para deter-
minar a evolugdo temporal dos segundos momentos associados a evolucdo temporal de estados
Gaussianos. Considerando o operador Hamiltoniano quadréatico em (3.11), na situacdo de estados
iniciais Gaussianos para os modos acoplados, pode-se de modo alternativo a resolugdo do opera-
dor densidade, determinar a evolugao temporal das propriedades dos modos acoplados a partir da
evolugdo temporal dos momentos de segunda ordem, evitando-se resolver a equagdo mestra obtida
em (3.33), uma equacgdo para operadores. Porém, nesta formulacdo, para a construgdo dos segun-
dos momentos, tem-se como ponto de partida, a equagdo mestra, a partir da qual se estabelece um
sistema de equagdes diferenciais para os segundos momentos, definidos como fungdes escalares do
tempo. Para encontrar, entdo, os segundos momentos consistindo de combinag¢des dos operadores
&L e ay, representa-se esses momentos na forma de uma matriz M(¢). Essa matriz contém todas
as informac0es estatisticas necessdrias para a descrigdo fisica das propriedades do sistema, e as
equagdes diferenciais envolvidas para obter os elementos da matriz M(t), sdo equagdes diferenciais
envolvendo apenas fungdes a niimeros reais e ndo mais operadores conforme em (3.33).

Para o caso considerado pelo hamiltoniano (3.11), introduz-se as varidveis de operadores bosonicos

na nota¢do compacta 2; = a1, 22 = ag, 23 = dl ezZy = &;, de tal forma que os componentes deste
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vetor z = (a1, g, ELL d;), satisfacam a rela¢do de comutagédo
[ém, én] = Zmn = —Znm- (334)
Esses elementos =,,,,, formam uma matriz = de ordem 2N representada por

0 1

(1]
I

) (3.35)
-1 0

para o caso em que com N=2, as matrizes O e 1 sdo as matrizes nulas e identidade, respectivamente
de ordem 2. E possivel também obter as relagdes de transformagdo sobre conjugagdo hermitiana

sobre o vetor Z a partir da matriz S definida por

S = , 2t = sz, S*S =1, =t =g=sT, (3.36)
10

onde ST representa a matriz transposta de S. A equagdo mestra (3.33) envolvendo combinagées

quadraticas de d,TC e aj é uma caso particular da forma geral [16]

dps(t)
dt

= 212ps + ps2RE + 2K p,2. (3.37)

O operador densidade, representando um estado fisico do sistema é um operador Hermitiano, ps =

pl, e esta propriedade implica as seguintes relagdes para matrizes L, R e K:

L =STR'S, R=STL'S, K =STK'S. (3.38)
Em adigdo, a propriedade Tr(p,) = 1 implica em
L+R+KT'=o0. (3.39)

As propriedades do operador densidade estdo entdo bem definidas para as matrizes L, R e K por
meio das relagdes acima. Estas matrizes encerram em si a informagao contida na equagdo mestra do
sistema de interesse. Comparando a forma da equagdo mestra padrdo em (3.33) com a forma geral

em (3.37), obtém-se a forma explicita para as matrizes L e R, dadas por

[ 0 —5¢(1)* L () _
—5¢(t)* 0 —gu(t) R ey
L , (3.40)
—EL (1 4 1) —Lu(t) 0 —5¢(1)
i —Lu(t)* 82— +2) -5 0 1
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| 0 5C(6) B )|
ity 0 sut) e
. , (3.41)
S-mln+1) sh(t) 0 2¢(t)
I ON B2 (e +2) 5 0 1

cujos elementos contém os pardmetros associados a propriedades de cada um dos modos, do aco-

plamento entre eles e de seus respectivos reservatérios. A matriz K estd dada por

0 0  2y(n+1) 0
0 0 0 299 (v + 1)
K= , (3.42)
2’}/1V1 0 0 0
2v919 0 0

e seus elementos contém parametros referentes a dissipagdo somente. Note que adotou-se para o

numero médio de fétons de cada um dos reservatdrios Rj, o simbolo v,
Nng = V. (3.43)

A matriz M(t) constituida por elementos de segundos momentos esta definida segundo a equacao

Mpn = Tr(ps2m2n) cuja forma explicita é dada por

(@a) (anas) (@a}) (@aab) My, My Mg My
(ndn) (a2a2) (426]) (anal) My May Mg Moy

MO = (alar) (alas) (alal) (afal) B Mz My Mss Mgy .
(abar) (abas) (alal) (alal) My Mya Myg My

A partir deste ponto considera-se a formulacdo desenvolvida em [16] para tratar sistema des-

critos por operadores Hamiltonianos quadraticos sujeitos a dissipagdo, isto é, cuja evolugdo é nao

unitdria. Para sistemas com equag¢des mestra na forma (3.37), os elementos da matriz M(t) satisfa-

zem um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias. Utilizando a relagao M,,, = Tr(psZm2n), € a
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equacao (3.37),
an =Tr (ﬁsém2n> ;

= Tr (& Lifipsimin) + > Tr (ps2eRidiZmzn) + > Tr (2 Kpipsfiimbn)

k,l k,l k,l
= LiTr (pimin2ed) + 3 RuTr (psiniiimin) + Y KuTr (pefiZminZi),  (3.45)
k,l k,l k,l

pela relacdo (3.34), pode-se determinar a seguinte expressao,
ZkZ12mEn = ZkEimZn + ZkEZmZiZn
e também para o termo
= EminZk + SinZmZk + ZikZmin + Zmin izl (3.47)

Dessa forma, com essas duas rela¢des acima determinadas, retornando para a equagédo (3.45),

apo6s algumas simplificacdes, tém-se a seguinte expressao

Mpn = RS Min + > RiuZin Mg + Y RigSgom M+

ol kol kol
> RuBrn My + Y KnSimMok + Y Ky Zim M, (3.48)
kil ol ol

pela relagdo M, = E,1 + Mpp,
KpZim My = KpZEimZak + KpZEiym My,
= i KBk — Emi K Mign, (3:49)
sendo K g,; = Kj;. Desse modo, substituindo My, = Egy, + Mk € My = Ep + My, a equagdo (3.48)

para M,,, se torna

M = ~Epi (Rt + Rl + Ky) My + > My (Rig + Ry + Kf3) Ein + Y Ei K Zn. (3.50)
kol kol ol

Portanto, definindo a relacdo A,y = — ), Sk (R + R, + K) = X4 Emk (L — RE)) e sendo

T ~ )
A = Aim, a equacado de M,,, se torna

l l k,l
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Desse modo, pode-se escrever a equagdo na forma matricial, dada por [16]

dM
= AM + MAT + 2K'E, (3.52)

onde a matriz A é obtida por A = Z(L — RT). A condigdo inicial para os elementos de M(t)
estabelece-se supondo ndo haver interacdo entre os modos bosonicos, ou seja, ndo hd nenhuma

correlagdo entre os operadores a; (dJ{) com os operadores as (d;). Isto implica para M(0) a forma

(ai) 0 (ama]) 0

0 (@) 0  (axal)
MO) =] o : (3.53)
(ajar) 0 (@® 0

0 {abas) 0  (a}?

onde os elementos de (3.53) foram determinadas no capitulo 2 utilizando como condigao inicial cada
modo sendo térmico comprimido.

Neste trabalho, trata-se do caso da conversdo e amplificagdo paramétrica, assumindo um ténue
efeito dos mecanismos de dissipagdo presentes em cada um dos modos do sistema. Em proces-
sos Opticos envolvendo amplificagdo e conversdo paramétrica, no contexto de sistemas dissipa-
tivos [18], as propriedades quénticas de duas microcavidades acopladas interagindo com o am-
biente podem ser estudadas com o auxilio do operador Hamiltoniano descrito anteriormente (3.11).
Processos paramétricos foram estudadas inicialmente por Faraday e Lord Rayleigh no século 19
[19-22]. O estudo da dindmica do modelo no qual atua uma amplificagdo e conversdo paramétricas
como em [19], considera dois modos do campo eletromagnético como entidades fisicas indepen-
dentes, modelados por osciladores hdrmonicos quanticos ou modos bosdnicos associados aos ope-
radores bosonicos ay, e dl. Esses modos podem interagir por meio de um acoplamento, reali-
zado via um meio dielétrico, cujo valor de |(| e |u|, é proporcional a amplitude de modulac¢do da
constante dielétrica; modulada classicamente e sua intensidade oscila harmonicamente no tempo
com frequéncia 7 igual a soma ou diferenga das frequéncias naturais w; e wo de cada um dos mo-
dos separadamente, = w; £ wa [23]. O caso da conversdo paramétrica é considerar n = w; — wo,

enquanto que na amplificacdo paramétrica representa considerar n = w; + wo.

3.4 Sistema de Equac¢des na Conversao e Amplificacao Paramétrica

Nesta se¢do, determinam-se os sistemas de equagdes diferenciais para os segundos momentos

dados em (3.44), associados aos processos de conversdo e amplificagdo paramétrica. Na conversao
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paramétrica, caso em que n = wp — wi, as equagdes diferenciais para os elementos M;; (t) sdo
construidas através da equagdo (3.52), cujas formas estdo dadas no que se segue. A principio o
sistema poderia ser composto de um sistema de dezesseis equagdes diferenciais acopladas com co-
eficientes dependentes do tempo. Porém, as formas particulares das matrizes R, L e K, dadas em
(3.41), (3.40) e (3.42), respectivamente, associadas aos operadores Hamiltoniano e Liouvilliano na
equagdo mestra, implicam que as equacdes estdo agrupadas em quatro tipos de blocos, cada um
constituido de quatro equagdes diferenciais acopladas.

Consequentemente, no processo de solucdo dessas equagdes, cada bloco pode ser tratado separa-
damente para se obter os elementos de M(t), alterando de bloco para bloco as condi¢des iniciais so-
mente e os correspondentes elementos de matrizes, implicando em uma consideravel simplificagdo
na solugdo do sistema de equagdes diferenciais. Portanto, o sistema de equagdes diferenciais com

coeficientes dependentes do tempo para o primeiro bloco tem a forma

dM;i;(t)

o iMu(O)u(t) + Mo (Dp(t) + 2(iwr + )M () = 0, (3.54)
dM; 2 [i(w1 +w2) + (71 +72)|Mi2(t) + iMoo (t)u(t) + iMia (Hu(t)* =0,  (3.55)
dM;; ®) [i(w1 + wa) + (71 + 72)]May () + iMy1 () u(t)* + iMag(t)u(t) =0,  (3.56)
dM;; O, iMooy (8)pu(t)* + i M2 (8) () + 2(iwa + 72) Moo (t) = 0. (3.57)

Para o segundo bloco, tem-se o seguinte sistema de equagdes

d]\gf(t) + 291 Mys(t) + iMos (£ u(t) — iMia () (t)* — 271 (1 + 1) = 0, (3.58)
dMC}f O, [i(w1 —w2) + (71 + 72)]M1a(t) — iMyz(t)u(t) + iMos(t)u(t) = 0, (3.59)
d]\%’ 9 + [i(wa — w1) + (71 + 72)] Mag(t) + iMis () pu(t)* — iMas(t)p(t)* =0,  (3.60)
d]\%(t) 299 Man () — i Mas (E)(t) + iMaa (H)()* — 2va(vs + 1) = 0. 361)

Como uma simplificacdo adicional, obtida as solugdes do primeiro e segundo blocos, as solugdes
dos seguintes podem ser determinadas diretamente das solu¢des dos anteriores com o auxilio das
seguintes relagdes, validas para t > 0,

0, i+ 7 impar,

M;j;(t) — Mji(t) = o o (3.62)
1, i+j par(i < j)
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e a partir da igualdades

My (t) = Mgz(t),
Mia(t) = M3y(t),
Mia(t) = Mys(t),
Moo (t) = Myy(t),

obtidas de acordo com as defini¢oes dos elementos M; ;(t) dadas em (3.44).

(3.63)
(3.64)
(3.65)
(3.66)

No caso da amplificagdo paramétrica, caso onde n = wy + w; em (3.11) de modo similar ao

desenvolvido para o caso da conversao paramétrica, da equacdo (3.52) é possivel construir o sistema

de equagdes diferenciais para os elementos da matriz M(¢), e assim, como no caso da conversao

paramétrica, as equacdes sdo agrupadas em quatro blocos de equagdes diferenciais acopladas. Os

blocos construidos na conversdo paramétrica sdo diferentes dos blocos construidos na conversao

paramétrica. Porém, o procedimento de resolucdo é similar. As condigdes iniciais sdo as mesmas

aplicadas a conversao paramétrica, segundo as equagdes (2.72) e (2.73) para a matriz M(0) dada em

(3.53). O primeiro bloco de equacoes diferenciais assume a forma

i O+ M (6 + i) + 2ien +7)Mr (1) = 0,
) 4 fien — wn) + (1 + 90 Mral6) + Maa(DC(0) — M (1) =
PIBE) | i — wn) + O+ )M (0) + iMaa()C(0) — M (0 =0,
PO ina (11"~ i014C(0)* — 2ies 20 Maal1) = O,

enquanto (6] segundo Se escreve como

dM;(t) F[i(wr + w) + (1 + 72)] Mo () + iMiz(£)C(1) + iMaa(t)C(E) = 0,
dM;(t) 4 291 Ms(£) + iMus (£)C(8) — iMia()C(E)* — 2 (01 +1) = 0,
dJ\%;(t) 4 290 Mao(t) + iMus (£)C(1) — iMio(£)C(8)* — 2yav0 = 0,

d]\%? o [i(w1 + wa) — (71 +72)]Mas(t) — iMi3(t)C(t)* — iMaa(t)C(t)* = 0.

Os blocos seguintes podem ser obtidos pela relagdo, para ¢ > 0

0, ¢ + j forimpar
M;;(t) — Mji(t) = ’ P
1, i+ j forpar (i <j)

(3.67)
(3.68)
(3.69)

(3.70)

(3.71)
(3.72)
(3.73)

(3.74)

(3.75)
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e pelas relagdes

My (t) = My (1), (3.76)
Mis(t) = M2, (1), (3.77)
Mug(t) = Mis(t), (3.78)
Mas(t) = M, (1) (3.79)

Observando as equagdes diferenciais obtidas, tratam-se de um sistema de primeira ordem com
coeficientes dependentes do tempo. Tal situagdo é abordada de acordo com os métodos assintéticos,
em particular o método das escalas multiplas [24], onde as solugdes sdo obtidos por meio de uma
série perturbativa sobre um pardmetro ¢ < 1, convenientemente estabelecido de acordo com as
condigdes fisicas correspondente ao sistema. Para resolver essas equacdes diferenciais e obter as
solugdes aproximadas, aborda-se no préximo capitulo o método utilizado para resolver estes siste-

mas de equagdes diferenciais na conversdo e amplificacdo paramétrica.
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Capitulo 4

Método das Escalas Multiplas

A construgao de solugdes para a descrigdo exata da dindmica de sistemas cldssicos e quanticos
em fisica tedrica é de extrema importancia para uma andlise completa e precisa das propriedades
fisicas destes sistemas. As equagdes diferenciais associadas a estes sistemas, exceto em algumas
situagdes particulares, ndo possuem solugdes exatas que possam ser obtidas por métodos diretos.
Isto, em geral, deve-se ao fato destas equagdes apresentarem coeficientes ndo constantes no tempo
ou ainda fatores nao lineares nas fun¢des a serem determinadas, dificultando a construgdo de uma
solucdo exata na forma analitica. Neste contexto, os métodos computacionais desempenham um pa-
pel importante e crescente no desenvolvimento da pesquisa cientifica, especialmente em fisica, para
tratar de equagdes diferenciais nas quais ndo ha solugdo exata. Um fato importante sobre métodos
aproximativos é que eles podem reforcar e aprimorar a nossa intuigdo, levando a uma melhor com-
preensao do problema fisico considerado. Muitas vezes, o papel de métodos aproximativos é ainda
maior, no sentido de fornecer uma melhor visualizagdo dos diferentes comportamentos do sistema
fisico tratado.

Neste sentido, em algumas situagdes onde os termos ndo lineares ou coeficientes nao constantes
no tempo estdo presentes de forma perturbativa, pode-se aplicar alguns métodos assintéticos para
a se obter uma solugdo das equagdes diferenciais, resultando em solu¢des em séries de poténcia
em um parametros adequadamente estabelecido, chamado aqui e. Existem diversos métodos as-
sintdticos, mas os de grande aplicabilidade em problemas no contexto dos osciladores harmoénicos
classico e quantico sdo os métodos das escalas multiplas e 0 método da média temporal [24]. Neste
trabalho, concentra-se em aplicagdes do método especifico, chamado de método das escalas multiplas,
desenvolvido na mecanica cldssica para tratar de equagdes nao-lineares, considerando o termo nao

linear de pequena intensidade. Este método, porém nao é restrito ao universo classico, podendo ser
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aplicado também em outros problemas, como as equagdes de Heisenberg, bem como na equagdo de
Schrodinger. Uma razdo pela qual o método de escalas multiplas pode ser eficiente no contexto da
mecdnica quantica é que muitas vezes, os hamiltonianos, compostos por diferentes termos, contém
termos que os fatores numéricos de energia ou de frequéncia sdo muito menores do que compa-
rado a outros fatores do hamiltoniano, como no caso da mecanica cldssica, onde ha termos que sdo
proporcionais a um pardmetro de pequeno valor, sendo possivel a aplicagdo do método. Portanto,
a evolucdo do sistema pode ser distinguida por diversas escalas de tempo por diferentes termos
presentes no hamiltoniano.

O método das escalas multiplas é um poderoso e importante método perturbativo, desenvolvido
para tratar de sistemas fisicos nos quais se estabelece um parametro ¢, de intensidade pequena (e <
1), de modo que as interagdes (lineares ou nao lineares) podem ser tratadas nos dominios da teoria
de perturbacdo [24,25]. A idéia central do método das escalas multiplas é exibir as caracteristicas
fisicas das intera¢des entre os diferentes graus de liberdade do sistema, em diferentes escalas de
tempo - o tempo ¢ é substituido pelas escalas de tempo 7, = €t de modo que para ¢ < 1, podem
ser tratadas como varidveis independentes. Nesse método as equagdes diferencias originais do
sistema, compondo sistemas de equagdes acopladas, sdo mapeadas em equagdes diferencais para
cada uma das ordens do parametro ¢, de modo que as solugdes de ordens anteriores sao os termos
ndo homogeéneos nas equagodes diferencias das ordens posteriores. As solugdes sdo obtidas por meio
da eliminagdo dos termos seculares em cada uma das ordens - solu¢des que divergem rapidamente
no tempo, ndo sdo em geral de interesse fisico. Este aspecto é importante para fixar as “constantes

arbitrdrias” em cada uma das ordens do parametro e.

4.1 O método das Escalas Multiplas

O método das escalas mdltiplas consiste em reescrever as solugdes das equagdes diferenciais
como fungdes das varidveis independentes 7;, (escalas multiplas) e ndo mais em termos de apenas
uma tnica varidvel ¢. Dessa forma, escreve-se as derivadas de primeira e segunda ordem em relagao

a t em séries de poténcias de € na forma

d dTy 80 dTy 0 =0T, 0 )
_ T Y _Dy+eD+O 4.1
dt ~ dt 9T, ' dt 0, '~ dt o7, 0+ eD1+O(€), (1)

2

d
i D§ + 2eDyDy + €* (D} 4 2Dy Ds) + O(€?), (4.2)



CAPITULO 4. METODO DAS ESCALAS MULTIPLAS 34

onde para as novas escalas de tempo 7, foi utilizado a seguinte notagdo para as derivadas:

0

D, = —.
"oT,

z

A generalizagdo para ordens superiores d"/dt" é um processo direto. Deste modo, a solugdo pro-

posta no método das escalas multiplas é construir uma solugao, por exemplo z(t), da seguinte forma
2(t) = €ao(To, T1, Ta, -+ ) + € w1 (To, Tr, Ty, - -+ ) + €wa(To, Th, T, -+ ) + -+ (4.3)

Para ilustrar como se aplica este método para o tratamento matemético das equagdes diferenciais,
utiliza-se inicialmente um caso de equagdo diferencial ndo linear presente na mecanica cldssica, a

equacao conhecida como equagao de Duffing [26]:

d2
%f Yot ear® = 0. (4.4)

Esta equacdo sendo nao-linear devido ao termo 3

, com « sendo uma constante e e um parémetro
perturbativo. Para obter a solucdo z(t) pelo método das escalas multiplas, primeiramente utiliza-
mos a solugdo proposta pelo método dado em (4.3) e juntamente com o auxilio das derivadas de
primeira e segunda ordem dadas em (4.1) e (4.2) a equacdo diferencial (4.4) é agora reescrita para
diferentes ordens de ¢, obtendo-se equagdes diferenciais para essas diversas ordens. Desta maneira,

as equagdes sdo reescritas nas formas

e D3xg + x9 = 0, (4.5)
el Dg.%'l +x1 = —2DgD1xo — Ctx?), (4:6)
€2 D(Q)(L'Q +x9 = —2DgD1x1 — D%l’o —2DgDsxgy — 3041'(2).%1, (47)

e assim por diante para ordens superiores. Dessa forma, para a primeira equagdo diferencial na

escala de tempo Ty dada em (4.5), determina-se a solugdo x:
xo(To, Th, To, - -+ ) = A(T1, T3, - - - ) cos(Tp) + B(T1, Ty, - - - )sen(Tp), (4.8)

onde os coeficientes A e B dependem das outras estalas de tempo (74,73, - - -). Esta dependéncia
nas escalas de tempo dos coeficientes deve ser mantida até a ordem desejada na solugdo para o
parametro e. Uma caracteristica do método das escalas multiplas, é que ao fixar a ordem desejada,
€™, sempre serd necessario, considerar escalas de tempo {T3,75,---,T;+1}. Dessa forma, neste
exemplo considerado, vamos fixar a solugdo x(t) até a ordem €. Com isso, as escalas de tempo

serdo consideradas até 77 como foi dito anteriormente. Portanto, os coeficientes A e B dados em
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(4.8) serdo considerados como dependentes apenas da escala de tempo 71; A(T, T3, --) — A(T1) e
B(Ty,Ts,---) — B(T1). Assim, pela solucao obtida em ordem zero dada em (4.8), substituindo em

(4.6), temos a seguinte expressao
3
D3xy +x1 = —2DoD1 | A(T1) cos(Tp) + B(Tl)sen(To)} -« [A(Tl) cos(Tp) + B(Tl)sen(To)] ,
simplificando os termos dessa equagdo diferencial, de maneira a se obter a seguinte expressao

1 1
Dixy +x1 = ZaA(Tl)BQ(Tl) cos(3Tp) — Zouaﬁ'(Tl) cos(3Ty) + ZaB?’(Tl)sen(3:r’o)

3

“QA(T)BY(TY) + 2DlB(T1)] cos(Tp)

- EaAQ(Tl)B(Tl) + ZaB3(T1) - 2D1A(T1)]sen(T0). (4.9)

— %aAZ(TOB(Tl)Sen(?’TO) - EO‘Ag(Tl) T

Para a resolucdo desta equagdo diferencial, primeiramente deve-se notar a presenca de dois termos
interessantes presentes nela, que sdo os termos contidos nos colchetes. Neste exemplo considerado
e para outros sistemas fisicos similares, a equagdo diferencial (4.4) é do tipo que nado ha agentes
externos atuando no sistema fisico considerado. O caso onde ha forcas externas atuando no sistema
pode ser incluido nas equagdes diferenciais, mas ndo é o caso deste exemplo em questdo. Contudo,
pela equacgdo diferencial em (4.9), os termos em colchetes sdo ditos termos “seculares”, sdo termos
para t > 0, geram solugdes que divergem no tempo; seria similar ao caso conhecido como res-
sonancia na fisica cldssica, situacdo encontrada em um oscilador harmoénico simples de frequéncia
wp sob acdo de uma forga externa do tipo Fsen(w;t) de modo que a frequéncia aplicada w; possui
frequéncia igual a frequéncia natural do oscilador harmoénico (w; = wp). para este caso simples, a
equacdo diferencial do movimento para a posigdo y(t) é dada por
2
% + Wiy = F cos(wit), (4.10)

em que a solucdo da equacdo homogénea de (4.10) é dada por
yn(t) = a1 cos(wot) + agsen(wot), (4.11)

sendo a; e ay constantes arbitrdrias. Para a solucdo particular de (4.10), e considerando o caso

(w1 = wp), a solugao y,(t) pode ser escrita a forma
yp(t) = ast cos(wot) + astsen(wot), (4.12)
com a3 e a4 constantes e pode-se ainda rescreever essa solugdo particular na forma

yp(t) = Zi’;:ot sen(wot). (4.13)
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Pela solucao obtida em (4.13), nota-se que a medida que o tempo aumenta, a posi¢ao y(t) aumenta
também proporcionalmente a ¢; as amplitudes de oscilagdes (caso sem dissipagdo) crescem rapida-
mente no tempo, produzindo solugdes ndo limitadas que podem divergir rapidamente no tempo.
Este tipo de situagdo ndo deve ocorrer no caso considerado da equagdo de Duffing (4.4), pois ndo a
acdo de uma forca externa no sistema. Neste sentido, ndo havendo a presenga desse termo ilustrado
em (4.10), ao aplicar o método das escalas multiplas, esses termos, ditos “seculares”, devem serem
eliminados para se obter solugdes regulares, em qualquer escala de tempo 7;, considerada. Esses
termos “seculares” aparecem no método das escalas multiplas apenas no sentido matemaético. Por-
tanto na equacao (4.9), os termos em colchetes sdo os termos seculares, pois o fator multiplicativo
cos(Tp) e sen(Tp) possuem a mesma frequéncia de oscilagdo da equagao homogénea para equagao
de x; de modo que esses termos devem serem eliminados. Assim, igualando-se a zero os termos,

temos as seguintes expressoes

2D, B(T}) + gaAS(Tl) + zaA(Tl)B%Tl) =0, (4.14)

2D A(Ty) — ZOJB?’(Tl) — %aB(Tl)AQ(Tl) =0, (4.15)
que podem ainda serem reescritas nas formas

2D B(Ty) = —%aA(Tl) (A*(Th) + B*(Tv)) (4.16)

2D1A(Ty) = +50B(Ty) (BX(T) + A%(Th). (4.17)
Essas duas equagdes podem serem combinadas de modo a se obter
2B(T1)D1B(T1) + 2A(Ty) D1 A(T}) = 0. (4.18)
Nesta equagdo, é possivel identificar que
Dy (B*(Th) + A*(Tv)) =0, (4.19)

ou seja, asoma B2(T})+A?(T1) ndo depende da escala de tempo T3, de forma que é possivel escrever

a seguinte relagdo

B*(Ty) + A*(T)) = K, (4.20)
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onde K é uma constante que depende das condi¢des iniciais do sistema. Assim, as equagdes (4.18)

e (4.19) sdo reescritas nas formas

3
2D A(Ty) — ZB(Tl)K%z =0, (4.21)

2D, B(T}) + ZA(Tl VK?a = 0. (4.22)
Dessa forma, as solugdes de (4.21) e (4.22) sdo dadas por

A(Ty) = by cos (%KQT1> + bgsen<gKaT1>, (4.23)

3 3
B(T}) = ~bisen( S KaTi) + by cos (SKaTy ), (4.24)

em que b; e by dependem das condicdes iniciais. Como ilustracdo deste exemplo, vamos supor que
as condigdes iniciais sejam z(0) = ag, ap sendo a amplitude de oscilagdo e considerar a velocidade
inicial sendo zero, (0) = 0. Desta maneira, utilizando as condigdes iniciais, é possivel determinar

a solugdo até corregdo de ordem €. A solugdo obtida ¢ dada por

2
x(t) = ag cos (t + 3a68LOEt) . (4.25)

Como comparagdo ainda com o método das escalas multiplas neste exemplo, vamos considerar

uma outra maneira de se obter a solugdo z(t) pela solucao em série de poténcia em e da forma
z(t) =Y Fan(t), (4.26)

utilizando as mesmas condi¢des iniciais impostas no método das escalas multiplas, z(0) = ag e
#(0) = 0, substituindo a solugdo (4.26) na equacao de Duffing (4.4), coleta-se para cada ordem do

parametro €, as equagdes diferenciais associadas a cada ordem de ¢, dadas por

d2

W“;O g =0, (4.27)
&2 f

] (4.28)

e assim por diante para ordens superiores. Pela equacdo (4.27), a sua solucdo, utilizando j4 as

condigdes iniciais, é dada na forma

xo(t) = ag cos(t). (4.29)
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Para a equagdo (4.28), substituindo a solugdo obtida em (4.29) na equagédo (4.28), temos a seguinte
equagao

d%x; 5 (1 3

G2 + 21 = —aajp 1 cos(3t) + 1 cos(t) |, (4.30)
cuja solugdo, ja utilizando as condi¢des iniciais neste exemplo, é dada por

x1(t) = —3%04@3 cos(t) — gaag (—112 cos(3t) + tsen(t)> . (4.31)

Note que nesta solugdo obtida em z;(¢), hd um termo que é proporcional a ¢t dado por tsen(t).
Portanto a solugdo solugédo z(t) é dada por

x(t) = agcos(t) + € —3%04&% cos(t) — gaag (—112 cos(3t) + tsen(t))} . (4.32)

Nessas condicdes, considerando ap = 1, ¢ = 0,1 e o = 4 é construido o gréfico das solug¢des do
método das escalas multiplas até correcdo de ordem zero dada em (4.25) e a solugdo em série de
poténcia em € dada em (4.32), juntamente com a solu¢do numérica da equagdo de Duffing (4.4) e
também com a solugdo cos(t), pois para a = 0, seria 0 caso sem termos nao lineares, com solugao
exata x = cos(t) utilizando as condi¢des iniciais deste exemplo. Esta comparacao € feita na figura
(4.1), onde a solugdo obtida no método das escalas multiplas, indicada pela curva vermelha, fica
muito préxima da solu¢do numérica (ponto) da equagdo de Duffing. J4 a solugdo obtida em série de
poténcia de ¢, indicada pela curva verde, devido ao termo proporcional a tsen(t), faz com que sua
amplitude de oscilagdo aumente no tempo, como foi dito anteriormente para o caso em que hd uma
forca externa com frequéncia préxima da frequéncia natural de oscilagdo, sendo que esta solucao
diverge rapidamente da solu¢do numérica. Outro fato ainda sobre o fator ¢, é que a medida que ¢
decresce, maior sera o tempo ¢ em que a solucdo do método das escalas multiplas ficara préxima da

solugdo numérica.
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x(t) O

~

Figura 4.1: Comparagdo da solugdo exata (ponto) da equacdo de Duffing, com solu¢des aproximadas; método das
escalas multiplas (curva vermelha), série de poténcia (verde) e solucdo para o caso o = 0 (azul). As condigdes iniciais sdo

2(0) = 1 e &(0) = 0.

4.2 Aplicacao do Método

Neste primeiro estudo da conversdo e amplificagdo paramétrica, no intuito de simplificar as
solugdes dos sistemas de equacdes diferenciais, considera-se o caso mais simétrico no qual a dissipagao
pode acontecer, admitindo para os pardmetros de reservatérios as igualdades 73 = 72 = v e
v1 = v = v. Obviamente, poderia-se considerar situa¢gdes mais gerais, onde as temperaturas dos
reservatorios T e as constantes de acoplamento ~y; sdo tomadas distintas. No entanto, esta arbi-
trariedade nos pardmetros dos reservatérios implicam em uma complexidade maior no processo
de solugdo das equagdes diferenciais pelo método das escalas multiplas, e como o objetivo deste
trabalho, no que diz respeito a solu¢des da dindmica do sistema, é a construgdo de solugdes na sua
forma analitica para a descrigdo das propriedades do mesmo, fez-se a opgao para a construgao das
solugdes na suas formas mais simples. Casos mais gerais estdo sendo considerados e a construcao
de solugdes analiticas com um maior grau de arbitrariedade estdo em andamento.

Associadas aos processos da conversdo e amplificagdo paramétrica, para ilustrar a aplicagdo do
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método das escalas multiplas neste trabalho, considera-se o primeiro bloco de equagdes diferenciais
na conversao paramétrica. No sistema de equagdes da conversao paramétrica, dado pelas equagoes

(3.54)-(3.57), as solugdes M;;(t) sdo escritas em poténcias do parametro e de acordo com
M;;(t) = foMl‘(](‘))(TmTlvTQ, )+ ElMZ’(jl)(TOlevT% )+ €2MZ-(J'2)(TO,T17T2, )+ O(), (433)

onde O(€3) sdo termos de ordem igual ou superior a €. Este tipo de solugdo escrita em (4.33) pode
ser aplicada em qualquer um dos blocos contendo as equagdes diferencias, para ambos os problemas
da conversdo e amplificacdo paramétricas. Nas equagdes diferenciais, a amplitude de acoplamento
entre os osciladores A e as constantes de amortecimento 7;, agem no sistema em mesma ordem de
grandeza, o que equivale a mesma poténcia do parametro ¢; v, — €y, e A — €], sujeita a condicdo
Y, < p. Situagdes distintas podem ser consideradas, onde as intensidades de acoplamentos podem
ser tratadas em ordens diferentes (7, — €™y, A — €'\, m # n), mas que ndo estd nos propositos
desta dissertacdo.

Para o primeiro bloco, descrito pelas equagdes diferenciais (3.54)-(3.57) para o caso da conversao

paramétrica, as equagdes diferenciais assumem a forma

dMétl ) 4 Gexct® [Mia(t) + Mar (8)] cos [(wz — w1)f] + 2iwn + ex)) M (1) = 0, (4.34)
nd}: O 4 i+ wa) + eln + 7)) Miat) + iee™® [Mas(t) + My (8)] cos [(wz —wn)f] =0, (435)
dM;tl O 1 fifwr +ws) + (91 + 1)) Mar (8) + ieAei® (M (8) + Mas(D)] cos [(ws — w1)f] =0, (4.36)
IN20) | feet (M (1) + Mya(t)] con [(wa — wn)t] + 2ica + e22) Moa(t) = 01 @)

Substituindo as rela¢des (4.1) e (4.33) nas equagdes diferenciais que compdem o primeiro bloco,

agrupa-se, em cada uma das equagdes acima, os termos proporcionais as diferentes poténcias de e,

0 .1

isto é, 0s termos proporcionais a €’, ¢! e assim por diante. Até primeira ordem em ¢!

, 0s sistemas de
equagdes diferenciais sdo dados por:

Para ¢° tem-se: .
oM (Ty, 1, Ty)

+ 2iw MO (Ty, Th, T) = 0, (4.38)
Ty
oM (1o, T1, Tn) .
1 00 TT2) 4+ o) M) (00, 70, T3) =0, (4.39)
0
oM (1, 11, T
21 (a:?” L) | i(wi + we) M (Ty, Ty, Ty) = 0, (4.40)
0
0
OMpy (T0, 11, T5) iwy MY (Ty, Ty, Ty) = 0. (4.41)

aTy
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Para €l tem-se:

oMY (Ty, Ty, T») oM (Ty, 71, T)
a,I'O 6T1
1

itp cos [(ws — w1 )] <M2((1)) (To, T, Ty) + M (Ty, 11, T2)> —0, (4.42)

+ 2iwy M (Ty, Ty, T) + + 28 MY (Ty, Ty, Ty) +

8M1(;)(T0, Ty,T5) aMl(g) (To, Th, T») N
aT() 8T1

1 .
M3 (To, T1, o) + i3 cos [(wn — w)t] (oM (To, T3, T) + 9" MY (0, 11, T2) ) = 0, (443)

+i(wy + W2)M1(;)(T07 T, Ty) + A(By + B2)x

oM (Ty, Ty, Ty) MY (Ty, Ty, Ty) n
Ty oTy

1
MS(Ty, Ty, Ty) + i cos [(wa — w1 (goM;g) (To, Ty, Ty) + " MO (Ty, T, TQ)) =0, (4.44)

+i(wr + wo) MY (To, T1, To) +

A(B1 + B2)x

OMY) (Ty, Ty, T») oMY (Ty, T1, T)

+ 2wy MO (Ty, Ty, To) + + 28 AM (Ty, Ty, Ty) +

aTo aTl
oL = M (To, Ty, To) + M (To, Th, Tz) ) = 445
U5 cos (w2 — wi)t] ( My’ (To, T, Tz) + Myy (To, T4, T3) 0, (4.45)
onde foram utilizados as seguintes defini¢des
o =e'?, (4.46)
Ve = BrA, (4.47)

de modo que ) é a razdo da constante de acoplamento do oscilador com seu respectivo reservatério
pela amplitude de acoplamento entre os osciladores. Inicialmente, para a resolucdo das equagdes
diferenciais em ordem zero ¢, dadas em (4.38)-(4.41), verifica-se que as equagdes diferenciais estdo
desacopladas na escala de tempo Ty, simplificando de forma considerdvel os célculos. Com isso,

cada equacgdo pode ser resolvida isoladamente e suas solugdes sdo dadas na forma

MO (To, T, Tz) = A(Ty, Tp)e 21T, (4.48)
M (To, T, Tz) = B(Ty, Ty)e " (rten)To, (4.49)
MY (To, Ty, Tz) = C(Ty, Ty)e = rtea)To, (4.50)
M)(Ty, Ty, Tp) = D(Ty, Ty)e 22T, (4.51)

Note que as fung¢des A(Th,1»), B(1T1,12), C(1T1,T>) e D(T1,T>) podem depender de quantas escalas

de tempos {71, n > 1} forem necessdrias, limitada pela precisdo de interesse na solugdo a ser
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determinada. Isto é, para as solu¢des em série de poténcias até uma dada ordem m no parametro
¢, sdo consideradas as escalas de tempo {711, 75, ..., T;n+1}. Além disso, embora a solucdo de ordem
zero em e defina as equagdes diferenciais desacopladas na escala de tempo Tp, as outras escalas
de tempo {T},, n > 1} incluem o acoplamento entre os diferentes graus de liberdade do problema
original na escala de tempo t. O método das escalas mdltiplas “fatora” a dindmica do sistema -
interagdo entre os diferentes graus de liberdade - em diferentes escalas de tempo 7,. Neste sentido,
as solugdes de ordem zero, contém as escalas de tempo T, o chamado tempo livre ou de “oscilagdes
rdpidas”, e a escala de tempo 77, chamada de escala de tempo lento, sendo esta, a que contém as
propriedades relativas ao acoplamento, pelo menos em primeira ordem de e. Para se determinar
as dependéncias das fung¢des para a solugdo de ordem zero em ¢, considera-se entdo as seguintes
dependéncias A(T,T>) — A(Th), B(Th,Tz) — B(T), C(11,T2) — C(Th) e D(T1,T2) — D(Ty),
adequadas a ordem considerada. Considera-se agora as equagdes diferenciais na varidvel 7p, em

1

correcdo em ordem e'. Aplica-se as solu¢des de ordem zero ao termo ndo homogéneo presente

)

N L . a
nestas equagdes, de modo as equagdes diferenciais para M;;’, assumem as formas

oM (Ty, T dA(Ty) i :

O T | iy a1, 11) + | 2200 1 2 (313) 4 0(11)) + 2800 A(T) | 20
a7, ar, 2

(Z;O(B (Th) + C(Tl))> e 22lo =, (4.52)
(1) o , ; .

aMlza(TTO’ 7) +i(wr + wa) My (To, Ty) + zg A(Ty)e!@2=3e)To %D(Tﬂ@l(wl_swm +

0
dB(T}) i ot
[ dé}l) +5(@D(T1) + 9 A(Th)) + AB(T1) (81 + 52)} emlorrento =, (4.53)

M) - .
My (Ty, T . .
M T0: 1) | iy 4+ eom) MO (T, 1) + L‘g A(Ty)elten =3 o 1 —Z;O D(Ty)e!tr=%2)To

aTo

dC(Ty) i .

[ d”EF 2 + %(@D(Tl) + @*A(T1)) + AC(T1) (61 + 52)} e~ el =g, (4.54)
1

oM\ (1, T dD(Ty)  ip* ‘

OMyy (To, 1) + 26w MY (Ty, Th) + [ (1) 99 BTy + C(TY)) + 260AD(T)| -2 o 4
aTo T 2

(“; (B(T}) + C’(Tl))> e 2 o — ), (4.55)

Estudando a forma destas equagdes, que permitem determinar as corre¢des de primeira ordem para
a solucao Mi(;) (To,T1), observa-se nas equagdes a presenca de termos “ressonantes”. Na equagado
(4.52), o termo em colchete se comporta como um agente externo sobre a fungdo Mﬁ)(To, T1) osci-

lante na escala de tempo T, cuja frequéncia se iguala aquela multiplicando o termo linear em M, i(?,
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em (4.52). Esta situacdo é andloga aquela encontrada em um oscilador harmonico simples sob agado
de uma forga senoidal de mesma frequéncia do oscilador harmoénico, conhecida como condicdo de
ressondncia, ilustrado anteriormente. As amplitudes de oscila¢des crescem rapidamente no tempo,
produzindo solugdo ndo limitadas que podem divergir rapidamente no tempo. Obviamente neste
problema, sendo tratado do ponto de vista fisico, ndo ha tal agente externo atuando. Esse termo
em colchete em (4.52), representa o termo secular na equagdo para Mﬁ) Restringindo-se a classe
de solugdes oscilantes e regulares, na escala de tempo 7y, torna-se necessdrio eliminar os termos
seculares para se obterem as solu¢des adequadas ao problema. De acordo com as expressdes identi-
ficadas entre colchetes, nota-se que ha apenas as fung¢des { A(T1), B(T1),C(T1), D(T1)} e derivadas
destas fung¢des nas varidveis 77. De maneira andloga, procedendo o mesmo raciocinio para as outras
equagdes diferenciais (4.53), (4.54) e (4.55) eliminam-se os termos seculares e obtém-se um sistema
de equagdes constituidas pelos coeficientes das solu¢oes de ordem zero { A(11), B(T1),C(T1), D(1T1)},

dados na forma

di‘l(TTl) + (BT + C(T) +260A(T3) = 0, (4.56)

1

L) 4 LeDT) + 9 AT) + ABT (B + ) = 0, (457)

) 4 L@DT) + ¢ AT) + AT (B + ) = 0, (458)

dlZl(TTl) L %(B(Tl) +O(T))) + 26:AD(T}) = 0. (4.59)
1

Aplicando-se os métodos matematicos usuais, resolve-se esse sistema de equagdes diferencias para
as condigdes iniciais consideradas em (2.72) e (2.73). Assim pode-se construir as solugdes M, i(;)) (To, T1),
lembrando que Ty =t e T1 = et de tal forma que se denota as solugdes simplesmente por M;;(t,7),
onde 7 = AT. Para o caso particular onde 31 = (B2 = (3, as solugdes para o primeiro bloco sado

portanto, escritas na forma

My (t) = e 207 [Vl cos? (%) — Vhsen? (g) e_%d’] e 2wt (4.60)

Mis(t) = —ie 267 [(Vlew + Vse “z’) sen (%) cos (%)} e_i(”1+‘*’2)t, (4.61)

My (t) = —ie 287 [(Vlew + Vse Z‘b) sen (g) cos (g)} e_i(“’”‘”?)t, (4.62)
(t)

Moo (t) = e 207 [Vg cos? (%) — Visen? (%) e%ﬂ e~ 2iwat (4.63)
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onde Vj, = —Uisenh(2ry) e 7 = eAt. Para a resolugdo blocos restantes na conversao paramétrica e
também para a resolucdo das equagdes dos blocos na amplificagdo paramétrica, realiza-se de forma
similar ao procedimento aplicado nesta se¢do. O procedimento de se obter a correcdo de ordem
zero é a mesma, o que muda sdo as formas das equagdes diferenciais, associadas a cada bloco de
equagoes.

Portanto, na condi¢do de dissipagdo simétrica, y1 = 72 = 7y e v1 = v» = v, as solugdes M;;(t) na

conversdo paramétrica, sdo entdo escritas na seguinte forma

e _ 26T 2(7T\ 2 (TN —2ip| —2iwit

Mii(t,7) = M3s(t,7) =e [Vl cos <2> Vasen (2) e ] e , (4.64)
— * — _g —28T i¢ —i¢p z z *i(wl +wg)t

Mo (t,7) = My (t, 1) ie [(Vle + Vse ) sen (2) cos (2)} e , (4.65)
_ 267 o (T 2 (T\ L 267 1

Mis(t,7) =e [Rl cos <2> + Rasen < ) + 5 (2v+1) (e 1)} + 5 (4.66)
_ 20T 2 (T 2 (T 1 28T 1

Moy(t,7) =€ [Rlsen <2> + Ra cos ( > + 5 (2v+1) (e 1)} + 5 (4.67)
= * — —267 — —i¢ Z I i(w2—w1)t

Miy(t,7) = Mys(t,7) = ie [(Rl Rs)e "Psen (2) oS (2” e , (4.68)
e _ —2p7 2(7T\ _ 2 (T 2ip]| ,—2iwat

Moo (t,7) = Mj(t,7) =e [Vg cos (2) Visen (2) e } e , (4.69)

onde os parametros de estados iniciais V}, e Ry, sdo definidos na forma
Vk = —ﬁksenhQTk, Rk = ’lgk cosh 27”]“ (470)

com duas escalas de tempo: ¢ relativa as oscilagdes livres do sistema e 7 = A\et = AT, correspon-
dente a escala de tempo lento, proporcional a intensidade de acoplamento entre os modos. Note que
no limite do acoplamento fraco, quando e\ < 1, as escalas de tempo t e 7 podem ser aproximada-
mente tratadas como varidveis independentes, em acordo com os requisitos do método das escalas
multiplas. O parametro de acoplamento com reservatério é descrito nas solugdes pelo parametro
B = v/, razdo entre as intensidades de acoplamento do reservatodrio e constante de acoplamento

entre os modos.

Da mesma maneira, na amplifica¢do paramétrica, as solu¢des analiticas para os elementos da
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matriz M;;(t, 7), sdo dadas pelas expressoes

_ g _ —2pT 12 (T _ vicenh2 (T o2i0] —2iwit
My (t,7) = Mis(t,7) =€ [Vl cosh (2) Vasenh (2) e ] e , (4.71)
F. T 1] (1+2 1 1

Myo(t,7) = M3, (t,7) = |f [F(r)e IE 1 (1+ V)ﬂe“z’f §isenh(7')672BT(R1 + R2>62¢:| e~ iwitw2)t (4 72)
o 12B(1420)F(r)e 2T +1 - 8B%(1 4 2v) o (T 2 (T\] _23r

Mig(t,7) = =3 o n [31 cosh (5) + Rosenh (5)} e207 (4.73)
O 12B(1 4 20)Fy(r)e 2T +1 - 862%(1 4 2v) o (T 2 (T\] _2pr

Moy(t,T) = ~5 1771 + [Rlsenh (5) + Ry cosh (5)} e ,  (4.74)

1 . ) )

Muy(t,7) = Mys(t,7) = 52’6_2’37 [Vie™™ — Voe'?] senh(7)e i wimw2)t (4.75)
= * = —267 | _ 2 I 21 2 z —2iwat

Moo(t,7) = Mj,(t,7) =€ [ Visenh (2) e“*? + V4 cosh (2” e , (4.76)

com os parametros definidos na forma
Vie = —Uksenh2ry, 7 = ATy = Aet, B =~/\, R = cosh2ry, Fi(r)=20Bcosh(r)+senh(r). (4.77)

Note que as solugdes analiticas M;;(t, ) para ambos os casos de conversdo e amplificacdo pa-
ramétrica, sdo solugdes obtidas na aproximacdo de ordem zero do pardmetro de acoplamento fraco
e. Isto é, as solugdes obtidas sdo da forma M;;(t,7) = Mi(;)) (t,7) + O(€e) com as fungdes Mi(;]) (t,7)
determinadas pelos procedimentos definidos no método das escalas multiplas. Solucdes analiticas
deste tipo ndo sdo adequadas para a descri¢do da dindmica do sistema a tempos infinitos. Porém,
nos limites fisicos considerados, onde tantos os modos quanto os reservatérios estdo sujeito a aco-
plamentos fracos, e quanto menor o valor de e atribuido, maior sera a precisdo das solugdes, para
descrever as propriedades fisicas envolvidas. Uma descri¢do dindmica mais exata exige a construgao
das solugdes em ordens maiores do parametro €, uma tarefa que exige trabalho considerével e estd
além dos objetivos deste trabalho. Aqui se estuda apenas os efeitos ténues dos reservatérios na
dindmica do sistema. Além disso, uma segunda tarefa na tentativa de averiguar o grau de pre-
cisdo das solugdes obtidas, consiste na construgdo de solu¢des em primeira ordem do parametro
¢, gerando as solugdes da forma M;;(t, 7) = Mi(jo)(t, T) + Mi(jl)(t, 7)e + O(e?), a ser considerada em

estudos futuros.
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Capitulo 5

Conversao e Amplificacao Paramétrica

sob Efeito de Dissipacao

Neste capitulo, considera-se o estudo da agdo da dissipagdo sobre a dindmica dos modos aco-
plados na conversdo e amplificacdo paramétrica, para uma descricdo qualitativa dos efeitos de
dissipacdo nas propriedades de cada um dos modos. Trata-se de uma extensdo dos resultados ante-
riores [17] obtidos para o caso de um sistema ideal (auséncia de reservatérios) na qual foi analisado
as propriedades fisicas dos modos acoplados e propriedades associadas as correla¢des quanticas,
para o caso mais geral de um acoplamento bilinear ressonante no limite do acoplamento fraco.
Neste estudo foram considerados acoplamentos dependentes do tempo correspondentes aos pro-
cessos de amplificacdo e conversdo paramétricas. No caso de conversdo paramétrica, observou-
se que estados iniciais coerentes permaneceram descorrelacionados todo o tempo da interagdo
para quaisquer valores arbitrdrios das amplitudes das constantes de acoplamento. Além disso, na
situacdo de amplificacdo paramétrica, observou-se ndo existir, para qualquer acoplamento bilinear,
a possibilidade de comprimir um estado inicial coerente de qualquer um dos modos do sistema
ou, ainda, produzir um aumento na compressao de um estado inicial comprimido. Outro resultado
anterior [5] considerado, foi a presenca de reservatérios mas sob o acoplamento constante entre os
modos do campo eletromagnético. Neste caso, verificou-se que hé possibilidade de transferéncia de
compressdo entre os modos, sujeita a dependéncia dos parametros dos estados iniciais dos modos
e dos reservatérios. De modo geral, ndo s6 na andlise de transferéncia de compressdo como na me-
dida de pureza, a adigdo de reservatdrios faz com que essa possibilidade de troca seja diminuida,

quanto maior for o valor da temperatura dos reservatérios. Neste sentido, a motivagdo neste
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capitulo é considerar os efeitos da dissipagdo para este modelo de modos acoplados na condigado
de amplificagdo e conversao paramétrica, ilustrando as modificagdes que ocorrem na dindmica do

sistema devido a presenca de reservatérios.

5.1 Transferéncia de Compressao

Para se definir uma medida da compressdo dos modos em um sistema de varidveis continuas,
considera-se procedimentos envolvendo os valores relativos de varidncias das componentes de qua-
dratura 2 e p. Sendo o valor da energia de flutuagdo do vacuo quéntica £ e do invariante de incerteza

dados em termos de o, e 0, pelas equagdes

1
E = 3 (0x +0p), (5.1)
D = o0.0p— Jgp, (5.2)

com o, definido por

Tap = 5 (ap + pa) + (1) p),

D
N Y —
- EFVET_D

Portanto, define-se o coeficiente invariante de compressdo S como a razdo entre o valor minimo
o_ e o valor da variancia adimensional do védcuo igual a 1/2. Desta forma, para o sistema de dois
modos bosonicos, cada qual acoplado ao seu respectivo reservatério, pode-se analisar os efeitos dos
reservatérios sobre a transferéncia compressao! entre os modos através do coeficientes invariantes de
compressio. Em termos das varidveis bosonicas, os invariantes de compressdo, sio determinados de

acordo com [5]

Sk(r) = 1+ 2(ajar)(r) 2

(@) ()], (5.3)

diretamente a partir dos elementos da matriz M(¢). Esse coeficiente, nos fornece por exemplo que
para S(t) = 1 o estado do oscilador k se encontra num estado coerente enquanto para Si(t) <
1 o estado estd comprimido. Para o instante inicial ¢ = 0, combinando (2.72), (2.73) em (5.3), o

coeficiente inicial S (0) é escrito por

Sk (0) = 20,,e72%). (5.4)

'do inglés squeezing.
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com ¥ > 1/2 er, > 0. Por exemplo, no caso de um estado puro onde tem-se ¥, = 1/2, o valor
do coeficiente de compressdao do correspondente modo, S;, = exp (—2r), depende exclusivamente
do valor de 7, como uma fun¢do monétona decrescente em rj. Valores grandes de rj implicam em
valores de S menores que 1, valor limite separando um estado puro comprimido de um estado
puro coerente. No entanto, um estado inicial misto com ¥ > 1/2 implica em um valor maior de
S, em relagdo ao valor correspondente para um o estado puro fixando o valor de 7. Note que os
valores limites (¥, 1) definindo um estado inicial Gaussiano com propriedades néo clédssicas estdo

estabelecidos pela equagdo 20;e(~2) = 1.

5.1.1 Conversdo Paramétrica Dissipativa

De acordo com as solugdes dadas por (4.64)-(4.69), o coeficiente de compressdo é obtido substituindo-
se as solugdes dos elementos da matriz M(¢) na equagao (5.3). Assim, a forma funcional dos coefi-

cientes de compressdo para o primeiro e segundo modos na conversdo paramétrica sdo expressas

por

Si(r,8) = 727 |S1(7) + (20 + 1) (27~ 1)] (5.5)
Sa(r,8) = e [Sy(r) + (20 +1) (277 - 1), (5.6)

onde S(7), k = 1,2, corresponde ao coeficiente de compressao na auséncia das varidveis dos reser-

vatérios, dadas por

T

Si(r) =2 [Rl cos? (%) + Rosen? (%) — ’Vl cos? (5) — Vasen? (%) o2

So(1) =2 {Rlsen2 (%) + Ry cos? (g) - ’Vg cos? (%) — Visen? (%) (20

] , (5.7)
} . (5.8)

No interesse de analisar a condi¢do de transferéncia de compressdo entre os modos, considera-se
inicialmente o caso em que o modo um se encontra em um estado ndao comprimido com S;(0, 5) > 1,

enquanto o modo dois em um estado comprimido com S3(0, 3) < 1. Isto implica que

81(0,8) = $1(0) = 201" > 1, (5.9)
S5(0, 8) = S(0) = 202e7 22 < 1. (5.10)

Na auséncia de reservatérios, quando 3 = 0, as expressdes de Sy (7, 0) sdo escritas por

S1(7,0) = 2Ry cos? (g) + Rosen? <%) -2 ‘Vl cos? <g> — Vssen? (%) e 2 (5.11)
So(T,0) = 2Rysen’ <g> + Ry cos? (%) -2 ‘Vg cos® <g> — Vysen? (%) 20| . (5.12)
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Neste caso, nota-se que a troca de compressdo entre os modos ocorre em um determinado tempo,
denominado 7 = 7;. Nesse instante de tempo o modo um, inicialmente ndo comprimido, assume o

valor da compressdo do modo dois:
81(7—1570) = 82(070)7 (5.13)

Por outro lado, no mesmo instante de tempo 7, 0 modo dois assume o valor de compressdo inicial

do modo um, conforme
Sa(7¢,0) = 51(0,0). (5.14)

De acordo com as expressdes de Si(7,0) e Sa(7,0), determina-se que o modo dois assume valores

iniciais de compressdo nos instantes de tempo
1
Tt:2<n+2>7r, n=20,1,2,---. (5.15)

com fidelidade maxima. Quando adicionam-se os efeitos dos reservatérios 3 # 0, as expressdes

(5.5) e (5.6) em T = 7 sdo reescritas nas formas
Si(m, §) = e~ 287 [sl(n) 4 (v 1) (€28 - 1)] : (5.16)

Sy, B) = e 27 [Sy(m) + (20 + 1) (¥ — 1)) (5.17)

Desde que Si(7:) = S2(0) e Sa(:) = S1(0), pode-se escrever os valores dos coeficientes Si(t, 7)
como
8171, 8) = €72 |$5(0) + (20 +1) (27 ~ 1) (5.18)

Sa(ri, B) = €7 [$1(0) + (20 +1) (277~ 1)), (5.19)

que em termos dos parametros dos estados iniciais para as defini¢des de S (0) e S2(0), implicam em
Si(ri, ) = e~ 207 [21926—27"2 + (2 + 1) (207 — 1)} , (5.20)

So(s, B) = =207 [21916_2” + (20 + 1) (207 — 1)] . (5.21)

Como no instante 7; tem-se S1(7¢) = S2(0) e Sa2(7) = S1(0), a equagdo (5.20) mostra que pode haver
ou ndo transferéncia de compressdao do modo dois para o modo um, a depender do valor de v e 3.
Impondo que haja transferéncia de compressao a partir do modo dois, isto é, que num dado instante

7, ocorra Sy (7, ) < 1, obtém-se a desigualdade

209e 220 L (2 4 1) (1 — e 27) < 1, (5.22)



CAPITULO 5. CONVERSAO E AMPLIFICACAO PARAMETRICA SOB EFEITO DE DISSIPACAO 50

que implica na relagdo que define um limite superior para 7; em termos de pardmetros de estados

iniciais e reservatorio, na forma

1 2v4+1— SQ(O)
Tt < 23 In (21/) . (5.23)

Combinando as equagdes (5.15) e (5.23) define-se o valor limite superior do pardmetro n de acordo

com

1 2v 41— 55(0) 1
1 - = .
n<47rﬂn( 5 5 (5.24)

associado ao ntiimero de vezes em que o sistema pode transferir compressdo do modo dois para
o modo um. No caso de § — 0 (auséncia da dissipagdo), n < oo, ou seja, 0 modo dois transfere
compressdo para o modo um infinitas vezes. Portanto, para o valor de n encontrado que satisfaga
a inequagdo (5.24), pode-se determinar o nimero de vezes que ocorre transferéncia de compressao
entre os modos. Note que para n = 0, ja ocorre uma transferéncia, pois 7+ = 2(0 + 1/2)7 = 7. Em
termos de n define-se um ntimero | = (n + 1). Como a solugdo para n na inequagdo (5.24) pode
resultar em um niimero néo inteiro, para o valor do nimero de vezes em que ha transferéncia de
compressdao do modo dois para o modo um, define-se o menor inteiro correspondente a [, represen-
tado por [I].

Uma situagdo com a auséncia de dissipagdo, 5 = 0, éilustrado na figura (5.1). Assume-se o modo
um e o modo dois em estados iniciais Gaussianos ndo-comprimido e comprimido, respectivamente,
com S;(0,0) > 1e S2(0,0) < 1. Nesta situagdo, a compressdao do modo um assume o valor S (7,0) <
1 infinitas vezes, confirmado pela relacdo (5.24), que implica [ = n + 1 < oo. Nesta figura, foi
incluido a solugdo numérica, indicada por pontos em ambos 0os modos um e dois. Nota-se que a
solucdo obtida pelo método das escalas multiplas em correcdo de ordem zero ja fornece solugdes
muito préximas das solugdes numéricas. Para realizar essa comparagdo das solugdes analiticas com
as solugdes numéricas, optou-se por construir todos os graficos na escala de tempo 7 = e\t e ndo em
t. Uma vez que as solugdes analiticas ja estdo escritas nas escala de tempo 7, fez-se uma mudanca
de escala de tempo (t — 7) nas equagdes diferenciais da conversdo paramétrica para se obter as

solugdes numéricas na escala de tempo 7.
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Figura 5.1: Comportamento do coeficiente de compressdo Si(7,3) na auséncia de reservatério (3=0). A curva azul
representa o modo um (51 (0, 0)>1) enquanto a linha vermelha o modo dois (52(0, 0)<1), com as condi¢des iniciais sendo

¢=0,m =0,451r2 = 1,2,91 = 1,4, 92 = 0,7. Os pontos representam as solu¢des numeéricas. A linha preta representa

o estado coerente.

Ainda se tratando na auséncia de reservatdrios, mas no caso em que o acoplamento entre os
modos () ndo é pequeno e passa a ter valores maiores, a solu¢do numérica se torna bem diferente
quando comparada com a solucao analitica obtida pelo método das escalas multiplas, como mostra
a figura (5.2). Neste caso, a soluc¢do analitica falha em representar o sistema fisico, uma vez que o
método é restrito para casos onde os valores de acoplamentos atribuidos sdo de pequenas intensi-
dades, quando comparado com o acoplamento do modo com seu respectivo reservatério (y). Esta
condicdo para o método das escalas multiplas ser utilizado e possuir resultados em acordo com a
solucdo numérica ndo é restrito apenas o coeficiente de compressdo na conversdo paramétrica, mas
é valido no coeficiente de compressdo na amplificacdo paramétrica e também na medida de pureza

e emaranhamento na conversdo e amplificacdo paramétrica.
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Figura 5.2: Comportamento do coeficiente de compressdo Sk (7, 3) na auséncia de reservatério (8=0). A curva azul
representa o modo um (51 (0, 0)>1) enquanto a linha vermelha o modo dois (52(0, 0)<1), com as condi¢des iniciais sendo

¢=0,m =0,451r2 = 1,2,91 = 1,4, 92 = 0,7. Os pontos representam as solu¢des numeéricas. A linha preta representa

o estado coerente.

Considerando os efeitos dos reservatérios (3 # 0), de acordo com a expressdo (5.24) e para o
sistema em estados iniciais nos quais um dos modos esteja em estado comprimido e outro néo,
haverd um namero finito de vezes em que o modo comprimido ird transferir compressao. Este caso
estd ilustrado na figura (5.3). Tomando estados iniciais com S7(0,0) > 1 e S2(0,0) < 1, vé-se pela
curva verde que o modo um recebe compressao do modo dois (curva laranja) em 7 = 7. Além disso,
o namero de vezes que ocorre a transferéncia de compressédo é verificado pela expressdo (5.24), onde
n < 0,772 implicando em [ < 1, 772; nimero inteiro [[] = 1 determina o valor do namero de vezes
da transferéncia de compressao.

Na figura (5.3) compara-se a dindmica de transferéncia de compressdo do caso da conversdo
paramétrica (linhas verde e laranja), com aquela para o caso das solugdes obtidas quando se tem os

modos estritamente ressonantes, w; = ws, € acoplamento constante no tempo, que corresponde as
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curvas azul e vermelha. Os resultados obtidos para o caso do acoplamento independente do tempo
permite solugdes analiticas exatas para as matrizes M(¢) e estdo discutidas em [5]. Na presenca dos
reservatérios com temperaturas ndo nulas, v # 0, ambos com mesmo ntiimero médio de fétons, o
nuimero de vezes que ha transferéncia de compressao é o dobro comparado com o ntimero corres-
pondente a conversdo paramétrica. Enquanto sob acoplamento constante, hd duas transferéncias
do modo dois para o modo um, nos instantes 7, = 7/2 e 7; = 37/2, na conversao paramétrica houve
somente uma transferéncia. Para tempos posteriores a 7 = 37/2, ndo hd mais a possibilidade de
transferéncia de compressdo entre os modos, tanto para o acoplamento constante quanto para a
conversdo paramétrica. Os pontos indicados na figura, representam as solu¢des numéricas para
ambos os casos analisados; caso de frequéncias idénticas e acoplamento constante [5], que possui

solucdo exata do problema e o caso da conversao paramétrica.
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Figura 5.3: Comportamento do coeficiente de compressdo Si(7,/3). As curvas verde e azul representam o modo
um (S1(0,0)>1) enquanto as linhas vermelha e laranja o modo dois (S2(0,0)<1). Os pontos representam as solugdes
numéricas. Com as condicdes iniciais sendo = 0,02, ¢ = 0,71 =0,6,72 =0,7,9%1 = 2,92 = 0,5 e v = 1. A linha preta

representa o estado coerente.
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A figura (5.4) ilustra o comportamento do coeficiente de compressdo do modo um, para di-
ferentes valores de temperatura dos reservatoérios, correspondentes a diferentes valores de v. A
medida que aumentamos v, o que corresponde ao aumento das temperaturas dos reservatérios, o
modo um inicialmente comprimido, transfere compressdo para o modo dois, ndo comprimido in-
icialmente, um ntimero finito de vezes, e esse ntimero diminui com o aumento de v, similar ao que

ocorre para o caso de acoplamento constante, conforme discutido em [5].

Compressdo
P

N
I

Figura 5.4: Comportamento do coeficiente de compressdo Sk (7, 3) para diferentes valores de v. As curvas verde,
vermelha e azul representam o modo um, (S1(0, 0)<1). Para a curva verde, v = 0 enquanto para curva vermelha, v = 1 e
para a curva azul v = 2. Os pontos representam as solu¢des numéricas. As curvas sdo construidas com 5 = 0,02, ¢ =0,

r1=1,2,7=0,5391 =0,5,92 = 1, 3. Alinha preta representa o estado coerente.

Quando os osciladores sdo acoplados aos reservatérios com temperaturas diferentes de zero,
v # 0, os reservatdrios agem de tal forma que, o ntimero de vezes que ocorre transferéncia de com-
pressdo entre os modos seja reduzido, de forma mais pronunciada, quanto maior foi o valor de v
considerado. Esta anédlise preliminar do caso mais simples com mesmo ntimero médio de f6tons em

ambos reservatorios, que acarreta consideravel simplificagdo no método matemaético considerado,
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pode ser estendida em considerar um estudo mais completo do problema na conversao paramétrica.
O caso de maior interesse fisico, é quando 31 # (2. As solu¢des das matrizes M(¢) nos casos de
conversdo e amplificagdo paramétrica ficam mais trabalhosas de serem simplificadas. Porém, com
estas solugdes, é possivel obter uma descri¢do mais geral dos aspectos da dindmica de transferéncia
da compressao, considerando valores arbitrarios da temperatura dos reservatorios e diferentes tipos
de estados iniciais Gaussianos. Em todas as curvas analisadas, as solug¢des analitica em corre¢do de
ordem zero ficam muito préximas das solu¢des numéricas, indicadas pelos pontos. As solugdes ob-
tidas na conversdo paramétrica sdo validas para pequenos instantes inciais de tempo, dependentes

do fator de acoplamento A utilizado e de .

5.1.2 Amplificagdo Paramétrica Dissipativa

Nesta secdo ilustra-se e discute-se, de forma qualitativa, a evolugdo temporal do valor da com-
pressdo de cada um dos modos interagentes sob a agdo dos reservatérios, para diferentes classes de
valores de estados iniciais Gaussianos. No caso da amplificagdo paramétrica, as solugdes dos ele-
mentos de matriz M;;(t), obtidos em (4.71)-(4.76), implicam para o coeficiente de compressao para

ambos os modos as seguintes formas

26(1 4 2v) Fy(1)e 287 —1 - 83%v

Si(r)=1- 11 +2 [Rl cosh? (%) + Ry senh? (%)} e 2P
—e 207 [4V12 cosh’ (%) — 2V1 V3 cos(2¢) senh? (1) + 4V senh? (g)} i , (5.25)
Sy(r)=1— 26(1 + 2V)Z+ﬁ€2_jﬁ1 —1-8p% +2 [R2 cosh? (g) Ry senh? (g)} o207
—e 20T [41/12 senh? (g) — 2V, V3 cos(2¢) senh? (1) + 4ViZ cosh? (%)] s . (5.26)

que sdo fungdes regulares para o valor de 5 = 1/2. As formas funcionais dos coeficientes de com-
pressdo na amplificagdo paramétrica indicam claramente a impossibilidade de ocorréncia da trans-
feréncia de compressdo de um modo para outro, conforme foi observado no processo da conversao
paramétrica. No processo de amplificagdo paramétrica os valores dos coeficientes de compressao
Si(7) aumentam no decorrer do tempo para o caso de sistema isolado (auséncia de reservatorio),
de forma a ndo haver possibilidade de se aprimorar a compressdao dos modos interagentes. A
amplificacdo paramétrica por si s6 deteriora a natureza ndo classica dos estados iniciais de cada
um dos modos do sistema, em oposi¢do ao caso da conversdo paramétrica. Neste sentido, o mesmo

efeito presente na amplificacdo paramétrica deve ser esperado no caso um sistema aberto, com a
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acgdo dos reservatérios térmicos, porém de forma mais acentuada. E util definir um coeficiente a
partir da razdo entre o valor inicial do coeficiente Sy (0) e valor do coeficiente no instante de tempo
7, denotado por Vi (1) = Si(0)/Sk(7), k = 1,2. Este coeficiente permite comparar valores das
compressdes associadas a um dado modo, para diferentes classes de valores de pardmetros de es-
tados iniciais. A figura (5.5) ilustra o comportamento do coeficiente ), (7) para diferentes valores
do parametro $. O valor § = 0 implica na auséncia dos reservatérios, enquanto 5 = 0,2 corres-
ponde a presenga dos reservatérios, atuando de forma fraca, a temperatura diferente de zero com
um numero médio de fétons v = 2. Nesta figura o modo dois encontra-se inicialmente em um es-
tado misto ndo comprimido S2(3,0) > 1, enquanto o modo um em um estado puro comprimido
51(8,0) < 1. Levando em conta que os modos estdo interagindo e observando as curvas verde e
azul, conclui-se que, nos primeiros instantes da interagdo, o modo mais comprimido (S(7) < 1)
“evolui em uma taxa temporal maior” para um estado de menor compressao (S(7) > 1) - o coe-
ficiente S;(7) cresce rapidamente no tempo - comparado ao modo dois. Isto é valido para os dois
casos de 3 = 0 e # = 0,2, mas frisando que a presenga do reservatério implica em uma perda
de compressdo mais acentuada no tempo. Para realizar a comparagdo das solugdes analiticas com
as solug¢des numéricas na amplificagdo paramétrica, optou-se da mesma forma que na conversao
paramétrica, em construir todos os gréficos na escala de tempo 7 = eAt. Dessa forma, fazendo a
transformagdo de escala (! — 7) nas equagoes diferenciais, foi possivel obter as solugdes numéricas

na escala de tempo 7 como indicado na figura (5.5).
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Figura 5.5: Comportamento do coeficiente Vi (z) = Sk(0)/Sk(7). As curvas azul e vermelha representam o modo
um e dois respectivamente na auséncia de reservatério (3 = 0). As curvas verde e laranja representam o modo um e
dois respectivamente (3 = 0,2). Os pontos representam as solu¢des numeéricas. As curvas sdo construidas com ¢ = 0,

T1 20,95,7”2:0,45,’191 20.5,’19221,46V=2.

Na figura (5.6) compara-se o valor de Y, (7) para diferentes valores do coeficiente de compressao
de quadratura 7 do estado inicial do modo um, mantendo-se os outros pardmetros fixos. Assume-
se para o estado inicial do modo dois um estado misto ndo comprimido e leva-se em conta o efeito
dos reservatodrios Ry com o mesmo numero médio de fétons, diferente de zero. Nessas condicoes,
foi observado que o aumento do coeficiente r; faz com que o coeficiente de compressao Si (7, 3)
cresca mais rapidamente comparado as curvas com coeficientes 7; menores - note a curva azul; o
coeficiente )y diminui a uma taxa maior no decorrer do tempo, o que implica um crescimento mais

répido para S;.
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Figura 5.6: Comportamento do coeficiente Y1 (z) = 81(0)/S:1(7) para diferentes valores de r1. A curva azul representa
ocaso de r; = 1,9, para a curva vermelha, 1 = 1 e para a curva verde, r1 = 0,5. Os pontos representam as solugdes

numéricas. As curvas sdo construidascom 8 =0,1,¢ =0,72 = 0,45,¢1 =0.5,92 = 1,4dev = 2.

De forma similar ao estudo do efeito dos reservatdrios na transferéncia de compressao entre
modos na conversdo paramétrica e do aumento do coeficiente de compressdo na amplificagdo pa-
ramétrica, ndo possibilitando a transferéncia de compressdo de um modo para outro, fez-se uma
andlise qualitativa do efeito dos reservatérios sobre o valor da pureza de cada um dos modos,

conforme descrito na préxima secéo.

5.2 Pureza dos Modos

Os estados iniciais Gaussianos para cada um dos modos do sistema interagente podem ser pre-
parados nos chamados “estados puros ou mistos” de maneira que a pureza do estado é uma pro-
priedade inerente ao estado quéantico do sistema como um todo e também de cada um dos modos

em separados. O valor de P;2 = Tr p?, determina o valor da pureza total do sistema e de modo si-
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milar P, = Tr (px)?, k = 1,2 (traco do quadrado do operador densidade reduzido) determinam os
valores da pureza de cada um dos modos. No processo de interagdo entre os modos e da interacao
dos modos com seus respectivos reservatérios tem-se os valores da pureza alterados no decorrer
do tempo. Esta dindmica da pureza de cada um dos modos depende da natureza das interagdes
consideradas. Neste sentido, a partir das soluc¢des analiticas M;;(t, ) obtidas para cada um dos
processos de conversdo e amplificagdo paramétrica é possivel realizar uma descrigdo qualitativa do
comportamento dindmico da pureza no sistema.

O chamado estado misto, também denominado mistura estatistica é caracterizado por haver
uma probabilidade clédssica p; de que o estado seja p;(t), de forma que o operador densidade corres-
pondente /5(t) é descrito por uma soma na forma p(t) = >, p;p;(t). Outra possibilidade é quando se
tem o chamando estado puro, onde tem-se total conhecimento sobre a forma do estado do sistema
(ou subsistema), perfeitamente definido por um vetor no espago de Hilbert, | ¥(¢)); o correspondente
operador densidade tem sua forma dada por p(t) = |¥(¢))(¥(t)].

Caso p? = py, pela propriedade do operador densidade de que Tr(j;) = 1, tem-se seu o valor
Pr. = 1, tratando-se de uma valor que caracteriza um estado puro, ao passo Py < 1 caracteriza um
estado misto para o k-ésimo sistema.

Em se tratando do caso de estados iniciais Gaussianos em sistemas Hamiltonianos quadraticos,
os valores das purezas do sistema como um todo ou de cada uma das partes do sistema sdo ob-
tidos a partir de formas funcionais nas solugdes da matriz M(¢) ou nas formas simetrizadas das
covaridncias definidas pela relagdo

1, . ..
3 (GiG; + G;di) - (5.27)

qij =
Nesta notagdo a forma ¢; é uma componente do vetor q = (21, p1, &2, p2) e a escolha da ordem dos
termos desse vetor q é facultativa, podendo-se trabalhar com q' = (1, &2, p1, p2). Note apenas que

uma vez escolhida, deve-se sempre manté-la. Os operadores Z; e p; sdo definidos como operadores

adimensionais, uma vez que X; e P; escritos em (2.36) e (2.37) possuem dimensao, pode-se escrever

entao
B = 2 % (5.28)
h
R 1 -
Di = P;, (5.29)
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ou na forma dos operadores a; e &ZT,

= ¢1§ (a n a}) : (5.30)
pi = \/;Z (i —af). (5.31)

A matriz de covariancia simetrizada é representada na forma matricial por

q11 q12 13 qi4

q21 422 423 Q24
Q= s (5.32)
g31 432 Q33 (434

ga1 G422 443 (44

cujos elementos podem ser facilmente obtidos a partir dos elementos da matriz M(¢). Essa matriz

Q pode ser escrita na forma bloco de matrizes como

On Q2
0= . (5.33)
Qo1 Q2

Nesta notagdo simetrizada, o valor da pureza de cada um dos modos é determinada diretamente a

partir dos determinantes dos blocos Qyx, k£ = 1,2 de acordo com a equacéo [14]
1
vVadet Qi

Note que no instante inicial ¢ = 0, quando os modos estdo desacoplados o valor da pureza é dado

Pr(t) = (5.34)

por P;(0) = (29;)~! em acordo com a parametrizagdo definida anteriormente para o estado inicial

Gaussiano.

5.2.1 Conversao Paramétrica

No caso de conversdo paramétrica, considera-se os elementos da matriz de covaridncia O de-
terminados a partir das solu¢des da matriz M(t¢) dadas em (4.64)-(4.69) para se obter a descrigdo da
evolucao temporal da pureza Pj, de cada um dos modos. A matriz Q é escrita em termos dos blocos
de matrizes (5.33), cujas formas funcionais de seus elementos determinam as fun¢des nas varidveis
temporais ¢ e 7 para os coeficientes P (t, ) e Pa(t, 7). Esta tarefa implica no calculo dos determi-
nantes de Q1 e Qg9 respectivamente. Apods as operagdes algébricas adequadas, para a conversao

paramétrica, tem-se os determinantes de Q;; e Q22 dados na forma

det(Q11) = e 487 (19% cos® <g> + ﬁ%sen4 (Z)) + %e“lmsen2 (1) (cos(2¢)V1Va + R1R2) —

2
1+2v)2(e= 2™ —1)2

e 47 (sen2 (g) Ry + cos? (%) R1> (1—e?)(1+2v) + ( 1 , (5.35)
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det(Qqp) = e 497 (19%sen4 <g> + 92 cos* (Z)) + %e‘wTsen2 (1) (cos(2¢)V1Va + R1Ry) —

2
48T (sen2 (%) Ry -+ cos? (g) R2> (1= 7)1+ 20) + 1+ 21/)2(2—2,87 _ 1)2.

(5.36)

Nas formas funcionais (5.35) e (5.36) dos determinantes, a partir dos quais se obtém a pureza de
cada um dos modos, a dependéncia no tempo das oscilagdes livres ¢ ndo é dada explicitamente. No
entanto, ela estd implicita na dependéncia em 37 = ~4t; desligando-se a interacdo entre os modos,
a pureza de cada um deles passa a ser alterada unicamente devido ao acoplamento com o seu
respectivo reservatorio. Somente se 3 = 0 a pureza de cada um dos modos, na auséncia de interagao

entre eles, torna-se um invariante do sistema, no sentido de
d
ﬁPk(t, T) = DoPr(t, 7) + eD1Pi(t,7) = 0. (5.37)

A partir dos coeficientes P;(7) e P2(7), pode-se ilustrar graficamente a situagdo de transferéncia de
pureza entre os modos na auséncia de reservatérios. Na figura (5.7), considera-se o caso da troca
de pureza entre os modos com 5 = 0. Pode-se observar uma troca peridédica na transferéncia de
pureza entre P;(7) e Po(7) para tempos 7 = 2(n + 1/2)m, comn = 0,1,2,---. Na auséncia de
reservatorios, o valor inicial atribuido a cada modo Py (0) se repete periodicamente nos instantes de

troca e recorréncia.
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Figura 5.7: Comportamento da pureza Px(7). A curva azul representa o modo um (P1(0)=0,29) enquanto a curva
verde o modo dois (P2(0)=0,55). Os pontos representam as solugdes numeéricas. As curvas sdo construidas com § = 0,

¢$=0,71=0,35r2=1,1,91 =1,7,92=0,9ev = 0.

Na figura (5.8) ilustra-se o comportamento da pureza no primeiro modo para diferentes valores
de 3. Nessas condicdes, considera-se ambos os modos com valores de pureza distintos para os seus
estados iniciais mistos caracterizados por Py (7) < 1. A curva azul indica a auséncia de reservatorio,
e ela assume exatamente o valor da pureza do modo dois no tempo 7 = m. Ao considerar agora
0s reservatérios a mesma temperatura, os valores maximos das amplitudes da pureza diminuem
no decorrer do tempo (observe em 7 = 7). A curva laranja indica o valor da pureza do modo um,
porém com uma amplitude menor quando comparada com a curva azul. Na curva vermelha, o
valor do pardmetro 3 é maior ainda comparado ao da curva amarela; isto implica em um valor de

amplitude menor decorrido o mesmo intervalo de tempo.
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0.57

0.2

Figura 5.8: Comportamento da pureza P1(7) para diferentes valores de 3. A curva azul representa o caso de 8 = 0,
para a curva laranja, 3 = 0,02 e para a curva vermelha, 5 = 0,04. Os pontos representam as solu¢des numéricas. As

curvas sdo construidascom ¢ = 0,71 =0,35r, =1,1,%1 =1,4,92 =0,9ev = 2.

Na figura (5.9) foi construido o grafico da pureza de ambos os modos, resultado comparado
ao ja obtido em [5]. As curvas verde e vermelha representam a pureza do modo um e dois, res-
pectivamente, conforme consideradas em [5]. J4 as curvas azul e laranja representam a pureza dos
modos um e dois, respectivamente, determinadas a partir das rela¢ées (5.35) e (5.36). Nota-se que
na conversao parameétrica, o processo de transferéncia de pureza entre os modos ocorre num tempo
maior comparado ao caso onde ha um acoplamento constante no tempo (curvas verde e laranja).
No caso de acoplamento constante a transferéncia ocorre na metade do tempo necessario para o
mesmo ocorrer na conversao paramétrica. Este resultado é similar ao que ocorre na transferéncia de
compressdo. Em ambos os casos de acoplamento constante e conversdo paramétrica, transfere-se
compressdo e pureza. Porém, no periodo de transferéncia obtido para o caso de conversdo pa-
ramétrica, cuja intensidade de acoplamento varia segundo uma forma trigonométrica no tempo, o

valor médio da intensidade do acoplamento é a metade do valor daquele obtido no caso de indepen-
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dente do tempo, fazendo o valor efeito menor e dobrando o tempo necessdrio para a transferéncia
de propriedades dos modos. Na auséncia de reservatério, o custo de transferéncia na conversao
paramétrica é apenas no aumento do intervalo de transferéncia. No entanto, considerando-se a
presenca dos reservatérios, o custo é maior; quanto mais se demora para transferir mais pronun-
ciado serd o efeito do reservatério nos valores das propriedades quénticas de cada um dos modos

no processo de transferéncia.

Pureza

Figura 5.9: Comportamento da pureza Pi (7). As curvas verde e azul representam o modo 1 (P:(0)=0,5) enquanto
as linhas vermelha e laranja o modo 2 (P2(0)=0,67). Os pontos representam as solu¢des numéricas. Com as condi¢des

iniciais sendo 3 =0,01,¢$ =0,71 =0,72 = 1,5, %1 =1,92=0,75ev = 1.

5.2.2 Amplificacao Paramétrica

No caso da amplificagdo paramétrica a evolugdo temporal da pureza P (t) para cada um dos
modos é determinada a partir dos elementos da matriz de covariancias Q, obtidos de forma si-
milar ao caso da conversdo paramétrica, porém considerando as solu¢des da matriz M(¢) dadas

em (4.71)-(4.76). Entdo a partir dos elementos matriz Q na forma de blocos (5.33), determina-se as
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formas funcionais de P;(t) e P2(t), a partir dos determinantes de Q11 e Qg2 respectivamente. Na

amplificagdo paramétrica, as formas funcionais dos determinantes de Q11 e Q22 sdo dadas por

det(Q11) = %e‘4ﬁTsenh2(T) (cos(20)ViVa + Ry Ra) + e 07 (senh4 (%) 93 + cosh® (g) 19%) —
(F(1)e %" — 28)(R; cosh? (%) + Rosenh? (2))(1 + 2v)Be=207 N

432 — 1
BA(L+ 20)* (Fo(r)e 77 — 23)?
AR 172 , (5.38)
det(Qa2) = %e‘4ﬁ78enh2(7) (cos(20)V1Va + Ry Ry) + e 4°7 (cosh4 (g) 93 + senh? (g) 19%) -
(Fi(m)e=2" — 28)(Rysenh® (3) + Ry cosh® (§))(1 + 2v)Be =257
11 *
BA(L+ 20)* (Fy(r)e 77 — 23)?
AR 172 , (5.39)
com
Vi = —Osenh(2ry), 7 =e€pt, =/, Ry = vy cosh(2ry),
Fi (1) = 2B cosh(r) £ senh(r), G4 (7) = 20senh(7) £ senh(r7). (5.40)

Esses determinantes sdo fungdes regulares do parametro (3 ndo sendo o valor § = 1/2 um ponto
singular nas expressdes (5.38)-(5.39). A partir destes resultados pode-se ilustrar a dindmica da pu-
reza de cada um dos modos acoplados sob efeito de reservatério. Na figura (5.10) é ilustrado a
pureza P;(7) e P2(7) na auséncia de reservatérios (5 = 0), em ambos os modos considerando in-
icialmente estados mistos com Py (7) < 1. No caso da amplificagdo paramétrica nota-se a auséncia
do processo de transferéncia de pureza entre os modos tanto na evolugdo unitdria quanto na nao
unitdria (presenca dos reservatorios). Isto esta explicito na natureza da dependéncia temporal em
7 nos determinantes (5.38)-(5.39) devido a presenca de fung¢des hiperbélicas que ndo sdo fungdes
periddicas em 7. Estas ndo sdo fungdes periddicas no tempo, diferentemente do que se observa mo
processo de conversdo paramétrica, e independente de 3 ser nulo ou ndo, respeitando § < 1/2, a
pureza em ambos os modo tem seu valor sempre decrescido no decorrer do tempo. Este resultado
pode ser obtido analiticamente considerando a série de poténcias dos coeficientes P;. A derivada
primeira é um valor negativo no instante t = 0 e 7 = 0, produzindo um decréscimo do valor inicial
da pureza dos modos. Este valor é acentuado com a presenca do reservatoério, independente que
quanto se possa intensificar os valores dos pardmetro de compressdo r;, dos estados iniciais. Nas

figuras (5.10) e (5.11) ilustra-se brevemente o comportamento de casos particulares para a dindmica
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da pureza dos modos acoplados. Ambos os modos, inicialmente em estados Gaussianos mistos com
P1(0) > P»(0) evoluem para valores assintéticos de pureza pequenos; a amplificagdo paramétrica
ndo protege, em correcdo de ordem zero, a pureza dos modos tanto na auséncia [5] quanto na

presenca de reservatorios.

0.6

Pureza

0.2+

Figura 5.10: Comportamento da pureza Pi(7). A curva azul representa 0 modo 1 (P1(0)=0,33) enquanto a linha
vermelha o modo 2 (P2(0)=0,55). Os pontos representam as solu¢des numéricas. Os pontos representam as solugdes

numéricas. As curvas sdo construidascom 3 =0,¢=0,71 =0,72 = 1,1,%;1 = 1,5,92 = 0,9.

Na figura (5.11) é ilustrado o comportamento da pureza do modo um P;(7) para diferentes
valores atribuidos ao pardmetro 3. As diferentes curvas ilustram comportamentos dindmicos nos
quais o estado do modo um evolui para um estado misto para diferentes valores de intensidade
de acoplamento do modo com o reservatério. Quanto mais intenso o valor do parametro 3 mais
rapidamente o estado evolui para um estado misto nos instantes imediatos apds os modos serem

acoplados.
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0.2

Figura 5.11: Comportamento da pureza P (7) para diferentes valores de 3. A curva azul representa o caso de 3 = 0,
para a curva verde, 3 = 0, 1 e para a curva vermelha, 5 = 0, 2. Os pontos representam as solu¢des numéricas. As curvas

sdo construidascom ¢ = 0,71 =172 =0,2,9; =0,75, 92 =1,5ev = 2.

Deve-se ter em conta que estes resultados estdo limitados as corre¢des de ordem zero no pardmetro
e, onde somente termos de acoplamento do tipo contragirantes contribuem de forma efetiva na
amplificacdo paramétrica. As corre¢des de ordem superiores em e levam em conta necessariamente
todos os tipos de acoplamento e precisam ser consideradas para que se possa ter uma descrigdo mais
precisa dos efeitos do acoplamento dependente do tempo, o que poderia, ainda no limite do aco-
plamento fraco, acarretar comportamentos diferentes dos observados na correcdo de ordem zero.
Em ordens superiores de ¢, as etapas do desenvolvimento do método das escalas miltiplas indicam
que hé necessariamente uma “agdo efetiva”dos termos do tipo RWA e CRWA no Hamiltoniano de

interagdo.
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Capitulo 6

Efeito da Dissipacao nas Propriedades das

Correlag¢oes Quanticas

O emaranhamento é uma propriedade existente em sistemas quanticos que desempenha um
papel de grande importancia nas aplicagdes da computagdo quantica e no estudo da teoria da
informagdo quantica [1]. O emaranhamento de sistemas quanticos que pode ser usado para im-
plementar tarefas, as quais, na auséncia de emaranhamento, seriam impossiveis de ser realiza-
das ou ainda de maneira a aumentar a performace de alguma tarefa realizada. Quando dois ou
mais subsistemas quanticos interagem entre si durante um determinado intervalo de tempo, o es-
tado final de um dos subsistemas pode depender dos estados finais dos outros subsistemas. Neste
sentido, diz-se que os subsistemas estdo em um estado total emaranhado. Nos tltimos anos, um
grande esforgo cientifico foi desenvolvido na compreensdo das propriedades fisicas do emaranha-
mento. Um tipo muito importante com aplicagdes experimentais é o emaranhamento de sistemas
de varidveis continuas [27-29]. Embora ainda ndo exista uma teoria completa sobre o emaranha-
mento, muitos avangos tém sido feitos na compreensdo dessa estranha propriedade da Mecénica
Quantica. Neste capitulo, faz-se uma andlise da dindmica do emaranhamento entre dois modos
acoplados sob efeitos da dissipagdo devido a presenca de reservatoérios térmicos. A dissipagdo em
sistemas quénticos acoplados implica necessariamente na perda de coeréncia quéntica, processo
conhecido por decoeréncia. Esta perda de coeréncia afeta as correlagdes de natureza quantica pre-
sentes no sistema o que pode provocar a diminuicdo dos valores méaximos alcangados nas medidas
de emaranhamento bem como provocar altera¢des considerdveis na evolugdo da dindmica do ema-

ranhamento, em comparagdo ao caso livre dos mecanismos de dissipagdo. O modo como o valor
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do emaranhamento entre as partes do sistema se deteriora depende da natureza do acoplamento
presente no sistema, da natureza dos estados iniciais e dos parametros dos reservatérios atuando
com os seus mecanismos dissipativos.

No estudo dos mecanismos envolvidos no processo de emaranhamento entre partes de um sis-
tema quantico, desprovidos de um andlogo clédssico, surge entdo a seguinte questdo: como identi-
ficar a presenca de emaranhamento no sistema? Para esta questdo pode-se entdo de forma simples

definir o significado do conceito de emaranhamento.

6.1 Definicao de Emaranhamento

Na anélise da pureza P dos modos acoplados, tanto na conversdo quanto na amplificagdo pa-
ramétrica, hd dois tipos de estados que foram abordados, os estados puros e estados mistos. Pri-
meiramente tratando-se de estados puros, pode-se definir emaranhamento para esses estados da
seguinte forma. Seja um sistema quéntico composto de N subsistemas de maneira que o correspon-
dente espago de Hilbert é dado por H = ®f\;1 'H;, onde H; é o espago de Hilbert de cada subsistema.
Se |¥) € H é o estado quantico deste sistema, entdo ele ndo corresponde a um estado emaranhado
se, e somente se, pode-se escrevé-lo como |¥) = ®£\;1 |4)i, onde |¢); € H;. Exemplificando este
caso, considere um sistema constituido por duas partes, chamado de bipartite, |¢)) = |®)4 ® |P) 5.

Alguns exemplos desses estados ndo emaranhados sao dados na forma:

) = [1)a ®[0)5 = [10), 6.1)
16) = % (14 +[0)4) @ ¢1§ (10)5 — |1)5). 62)

Para o caso em que os estados puros estdo emaranhados e ndo podem ser descritos na forma fa-

toravel |U) = @ | [¢); tem-se os seguintes exemplos [30]:
1 1

V2 V2

Por outro lado, existem outros tipos de estados, conhecidos como estados mistos e para tais estados

67) = —= (100) £[11));  |¢F) = —= (|01) £ [10)). (6.3)

a definicdo de emaranhamento aplicada a estados puros nao pode ser considerada. Dessa forma,
escreve-se de maneira mais ampla a defini¢do de emaranhamento para o caso de estados mistos.
Considere, por exemplo, um sistema quantico composto de dois subsistemas definido no espago de
Hilbert H = H4 ® Hp, tal que H; é o espago de Hilbert associado a cada subsistema de modo que o

estado total do sistema esta representado por um operador densidade p. Diz-se que / corresponde
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ao estado de um sistema desemaranhado se, e somente se, p pode ser escrito, como uma soma de
produtos diretos da seguinte forma
A “A o B
p=> pip} ®p7, (6.4)
J

ondep; >0, ) jpi=1 Como exemplo de estado misto desemaranhado, tem-se

p= = (100){00] + [11)(11]), (6.5)

com a forma separavel dada por

ﬁ=%wW%A®wwa+§mxmA®mxm& 6.6)

onde se identifica p; = py = 1/2, p4 = p% = 0)(0] e p5 = p5 = [1)(1|. De maneira oposta, para o

caso de um estado misto emaranhado tem-se como exemplo [31] a forma
o1 1 1 1 1
p= §|00><OO! + 5\01><01| + §|11>(11| + Z|11><00| + Z|00><11" (6.7)

Pela expressdo (6.4), pode-se ainda estender essa defini¢do para um sistema composto de N subsis-

temas, de forma a reescrever (6.4) da forma [32]
N .
p=> 2 Q= pi(pjopie---apY), (6.8)
j i=1 j

onde p; >0, > ;p; =1

O emaranhamento pode ser quantificado em sistemas de varidveis discreta e continua. O sis-
tema em estudo nesta dissertagdo envolve modos interagentes por meio de acoplamentos descritos
pelos processos de conversado e amplificacdo paramétricas. Torna-se interessante, entdo, determinar
a quantidade de emaranhamento presente em um dado sistema, e estudar de forma qualitativa ou
quantitativa a sua evolugdo temporal para diferentes conjuntos de parametros de estados iniciais,
considerando a presenca ou auséncia de reservatérios. Em se tratando de um sistema de varidveis
continuas, considera-se no estudo da dindmica do emaranhamento a negatividade logaritmica como
medida apropriada para este propésito. Outras consideragdes mais amplas a respeito de medidas
de emaranhamento, suas defini¢des e aplicagdes em sistemas de varidveis continuas [27,29] serdo
deixadas para estudos futuros onde pretende-se abordar a dindmica de emaranhamento em siste-

mas de varidveis continuas sujeitos a excita¢des paramétricas.
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6.2 Emaranhamento na Conversao e Amplificacio Paramétrica

O emaranhamento pode ser determinado pela matriz das covaridncias para um sistema bipar-
tite. Entretanto, além da caracteriza¢do e quantificacdo de emaranhamendo de varidveis continuas
em dois modos, multi-modos de estados Gaussianos sdo de grande assunto no campo de informacgédo
quantica e também como a quantidade de emaranhamento contido num certo estado, esta direta-
mente ligada a quantidade para transmissdo de informagdo e comunicagdo, como tarefas de tele-
transporte [29]. A medida de emaranhamento para estados Gaussianos considerados na amplificagdo
e conversdo paramétrica pode ser determinada por meio da negatividade logaritmica denotada por
Ejr. E necessario entdo entender como se determina o valor da medida de emaranhamento por
meio da negatividade para um sistema quéantico bipartido. Representando N (p) como a negativi-
dade de um estado quantico p, suponha por exemplo um sistema geral constituido de duas partes
(A e B) descrito por p pertencente ao espaco de Hilbert H = H 4 ® Hp. Denota-se p14 resultado da
transposicao parcial do operador p em relagdo ao subsistema A. Considerando {|i4)} e {|jr)} bases

do espago de Hilbert H 4 e H g, respectivamente, pode-se escrever entdo que

(ia, 7B *ka,lB) = (ka,jBlAlia,1B), (6.9)

onde adota-se a notagdo |ia,jp) = |i4a) ® |jp). Uma vez que p representa um estado fisico, isto §,
p é positivo semi-definido, ou seja, seus autovalores sdo positivos, 5 deve ser hermitiano (p! = p),
e o trago de p deve ser igual a 1 (Tr(p) = 1). Considerando um operador A qualquer definido no
espaco de Hilbert, sua a norma é definida por ||A||; = Tr(\/m). Entdo, a norma de / torna-se
l|p|l1 = Tr(p) = 1, que é a soma dos autovalores de p; sendo p um estado fisico normalizado de um
sistema quantico, essa soma precisa valer 1. Quando efetua-se a transposi¢do parcial no subsistema
A, obtém-se o operador pT4 (ou sua correspondente matriz) e ao calcular seus autovalores, pode
ocorrer de alguns autovalores assumirem valores negativos. Quando isso acontece é o indicativo de
que o sistema encontra-se em um estado emaranhado [33]. Dessa forma a negatividade é definida
por [34] como

ﬁTAHl_l
5 .

N(p) = (6.10)

Este resultado representa ao valor absoluto da soma dos autovalores negativos de p™4 (|3, \i).
Para verificar se o sistema estd ou ndo em um estado total emaranhado, basta checar se hi autova-

lores negativos. Note que para estados separdveis, ou seja, desemaranhados, deve-se ter ||pT4||; = 1
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e, portanto, NV(p) = 0. Desse modo, esta medida quantifica o emaranhamento pelo quanto o opera-
dor pT4 deixa de representar um sistema fisico ao conter elementos negativos na matriz correspon-
dentea p4. Outro cdlculo que pode ser realizado para quantificar emaranhamento é a negatividade

logaritmica cuja medida é definida em [29], dada na forma
En =log ||p"] 1. (6.11)

Como as andlises do sistema em estudo sdo realizadas para estados iniciais Gaussianos em um
sistema de Hamiltoniano quadratico, pode-se tratar o problema da conversao e amplificagdo pa-
ramétricas, a partir de formas funcionais bem definidas sobre os elementos da matriz das covariancias
simetrizadas Q. A relagdo dos elementos ¢;; com os elementos da matriz M = Tr(psZm%n ), obtidos
em correcdo de ordem zero na conversdo e amplificagdo paramétricas pode ser facilmente deter-
minada pela relagdo (5.27). Com isto, pode-se determinar a negatividade logaritmica a partir dos
elementos da matriz de covariancias Q. Sendo Q a matriz que representa a transposta parcial de Q,

a negatividade logaritmica é obtida por [35]
2
En(r) = max{0, —logy(254(7))}, (6.12)
i=1

onde #;(7) sdo os autovalores simpléticos da matriz Q. A matriz das covariancias carrega toda a
informacao a respeito da dindmica do sistema e consequentemente a dindmica do emaranhamento
contido nos modos bosonicos acoplados. Para o sistema em estudo, a matriz Q é de ordem 4,
descrito por bloco de matrizes Q;; de ordem 2. Explicitamente, matriz Q tem a sua forma geral

dada por

Q11 Q12
0= . (6.13)
Qa1 Qo

com Qjp = Q4;. Note que os elementos dos blocos fora da diagonal sdo os elementos que efeti-
vamente contribuem para determinar a existéncia de correlagdes entre os modos interagentes. Os

autovalores de Q sdo escritos da forma [29,36]

202 (1) = A(Q) £ VA2(Q) — 4det(Q), (6.14)

onde A(Q) = det(Q11) + det(Qa22) + 2det(Q12). Quando se considera a operacdo de transposicao

parcial, os autovalores da matriz Q sdo encontrados trocando-se o sinal do det(Q12), resultando em

. , (6.15)
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com A(Q) = det(Q11)+det(Q22) —2det(Q12). Na conversdo e amplificacdo paramétricas, os termos
que constituem os autovalores dado em (6.15) sdo determinados a partir dos elementos da matriz
das covariancias simetrizadas Q(“*. Na conversio paramétrica, os determinantes de Qﬁ? e Qég)
foram obtidos anteriormente em (5.35) e (5.36), respectivamente. Além deles, para se obter A(Q),
é preciso determinar det(Qgg)). Dessa modo, ap6s operagdes algébricas adequadas ndo descritas de

modo explicito nesta dissertagdo, as formas analiticas dos termos det(Qgcz)) e A(Q9)) sdo dadas por

det(Q19) = Fsen® (7) ™7 [(03 +95) — 2 (cos(26)ViVa + RaFRy)] (6.16)

A(Q®) = e {cos(r) (93 + ¥3) - (1+ 20) (1 = ) (Ry + Ry)

(14 2v)2(1 — 62ﬂ7—)2}

+2sen? (1) (cos(26)ViVa + R1Ry) + 5

(6.17)

Note que no instante inicial 7 = 0 o termo (6.16) iguala-se a zero, devido ao fator multiplicativo
sen? (1), o que corresponde a condicdo inicial na qual se considera o estado inicial Gaussiano se-
pardvel. Além disso, a presenga do fator multiplicativo exp (—4/7) indica explicitamente o enfra-
quecimento das correlagdes quanticas existentes entre os modos interagentes no decorrer do tempo,
o que implica no decréscimo do valor da medida de emaranhamento entre os modos, que assinto-
ticamente deve ir a zero. Na sequéncia, as formas analiticas para os autovalores 74 (7) podem ser

determinadas a partir dos resultados em (6.17) e do determinante det(Q(®)), obtido na forma

401 _ ,2067\4
det(Q) = &= {19%193 (=) [y + R3] (1 42wy LERR T
(1+ 21/)2(1 — @257)2 (19% + 4R Ry + 19%) - (1+ 21/)3(1 _ 625T)3(R1 + R2)} 619
4 4 . .

De maneira similar, para a amplificagdo paramétrica, as expressdes analiticas para os autovalores
em (6.15) sdo determinados a partir de A(Q(®) e det(Q(%)). Para o fator A(Q(?), os determinantes

de lei) e Qg;) sdo dados em (5.38) e (5.39), respectivamente, enquanto para det(Qg)) tem-se

a 1 _
det(Q\%) = —senh?®(r)e” 7 (0} + 93 +2(cos(26)ViVa + RiRe)) + (1 +20)(Ry + Ry)senh(r) x

(“1+¢27G, (1)Be " F(1+ 21+ 276, (7))
432 — 1 (452 —1)2 '

(6.19)
Apbs simplificacdes adequadas, obtém-se o fator A(Q®) da amplificacdo paramétrica na forma

A(QW) = =457 cosh?(7) (V3 +93) + 2¢~4P7senh? (1) (cos(20) V1 Va + RiRy) — 2627 (1 + 2v) x
[e_QﬁTsenh(T)ng(T) + F4 (1) (€725 cosh(r) — 1)] (R1 + Ro)
432 1
@AFL(r) + (1) (¢ cosh(r) — 1) 262(46% + (1 — ) (1 4+ 20)?
(457~ 12 ! (17— 12 |

+ 4327297 (1 + 20)? x

(6.20)
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Portanto, as formas analiticas dos autovalores 774(7) sio determinadas a partir de A(Q(@) e da
expressdo para o determinante det(Q(*), dado por

4(1 4+ 2v)2e= 40732 [(e?PT — cosh(r))? — senh2(7')] (92 + R1Rg + 92) N

det(Q@) = e~ ®792p92 +

(45% - 1)
—6067(__ —201 2 2
203e ( 20e + F- (T))(l + 21/)(191R2 + 192R1) + (1 + 2V)2€_4’8T,82(g, (7_) + 6—2ﬂ7)2
(45— 1)
y (97 4+ 2R1 Ry + 2 cos(2¢) Vi Vs + 03) B (14 2v)* [(e72°7 — cosh(r))? — SenhQ(T)]2 Iih N
(4p% —1)? (4p% —1)*
2¢=207 [(e727 — cosh(7))? — senh®(7)] 83(—2¢ 72773 + F_(7))(R1 + R2)(1 + 2v)?
a1y , (6.21)
onde para a amplificagdo paramétrica foram aplicadas as seguintes defini¢oes
Vi, = —Oksenh(2ry), 7 =e€pt, B =~/\, Ry = I cosh(2ry),
Fi (1) = 2B cosh(r) £ senh(r), G4 (1) = 20senh(7) =+ cosh(7). (6.22)

A partir dos resultados analiticos anteriores pode-se descrever do ponto de vista qualitativo e quan-
titativo a dindmica de emaranhamento de modos bosonicos acoplados na condi¢do de conversao
e amplificacdo paramétricas considerando diferentes configura¢des de estados iniciais Gaussianos
(9%, ) e valores de pardmetros do reservatério 3, v. Em adigdo, no caso da conversdo paramétrica
pode-se comparar os resultados referentes a dindmica de emaranhamento com os obtidos no limite
dos modos acoplados ressonantes w; — ws e 7 — 27 quando o acoplamento entre os modos inde-
pende do tempo. A figura (6.1) mostra o comportamento da dindmica do emaranhamento para o
caso da conversdo paramétrica e acoplamento independente quando em ambos os casos ha auséncia
de dissipagdo (8 = 0). A curva azul corresponde ao emaranhamento da conversdo paramétrica com
o modo um inicialmente preparado em um estado misto , = 0 e S;(0) = 2 e o modo dois em
um estado misto comprimido S2(0) = 0,074. A curva vermelha refere-se ao mesmo conjunto de
pardmetros iniciais, porém na condicdo ressonante (w; = wz) com acoplamento independente do
tempo. No caso de acoplamento constante, observa-se a ocorréncia de dois instantes de valores
méximos de emaranhamento no mesmo intervalo de tempo A7 ~ 7 no qual o sistema permanece
a maior parte do tempo em um estado emaranhado; os valores méximos da amplitude de emaran-
hamento para ambos os casos sdo iguais. Note que no intervalo de tempo A7 ~ 7 (curva azul) o
sistema permanece em um estado emaranhando; o valor do emaranhamento é zero nas vizinhancas
do ponto 7 = 7 e pode-se verificar numericamente que esta largura é maior quanto menor for o
valor dos coeficientes 7, dos estados iniciais - a compressdo do estado inicial favorece o emaran-

hamento na conversao paramétrica. No caso de estados coerentes o emaranhamento tem seu valor
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zero em todo o intervalo A7 = 7. Este comportamento é recorrente no decorrer da evolugdo tem-
poral do sistema na situacdo de auséncia dos resertatérios. Neste caso a evolugdo do sistema é
unitdria e além disso, a dindmica de emaranhamento na conversdo paramétrica é equivalente a de
um sistema ressonante com acoplamento constante Ao com valor igual ao dobro do valor méximo

de A(t) = Acos[(w1 — wa)t].

1.57

0.5

N

Figura 6.1: Comportamento da negatividade logaritmica Exr(7) na auséncia de dissipagéo (3 = 0) . A curva azul
representa a conversdo paramétrica enquanto a linha vermelha representa o caso ressonante com acoplamento constante
entre os modos. Os pontos representam as solugdes numeéricas. As curvas sdo construidas com ¢ = 0,r; = 0,72 = 1,5,

Y1 =1,92 =0,75.

A figura (6.2) ilustra o grafico da negatividade logaritmica para os casos da conversdo pa-
ramétrica e acoplamento constante entre os modos. Considerou-se os efeitos de dissipagdo (3 # 0)
e com temperatura dos reservatdrios sendo iguais e diferentes de zero determinada pelo ntiimero
médio de fétons v. Na presenca dos reservatérios a amplitude maxima de valor de emaranha-
mento em ambos os casos diminui no decorrer da evolugdo temporal do sistema, ocorrendo um

decréscimo mondétono no decorrer do tempo. Quanto maiores os valores de 3 e da temperatura dos
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reservatorios v, mais rapidamente a amplitude do emaranhamento diminui tendendo ao valor zero.
Além disso, no caso de acoplamento constante entre os modos, a condi¢do de estados emaranhados

ocorre duas vezes mais do que quando se considera a conversdo paramétrica.

1.25-

0.757

0.50

0.257

Figura 6.2: Comportamento da negatividade logaritmica Ex (1) na presenca de dissipacdo (3 # 0) . A curva azul
representa a conversdo paramétrica enquanto a linha vermelha representa o caso ressonante com acoplamento constante
entre os modos. Os pontos representam as solugdes numéricas. As curvas sdo construidas com 5 = 0,01, v =2,¢ =0,

T1 IO,T2=1,5,’L91 2075,192:1,5.

Este fato tem uma implicacdo interessante nos resultados referentes a temperaturas criticas de
emaranhamento descritos em [5] no caso de um acoplamento independente do tempo e com es-
tados iniciais Gaussianos com 91 ~ Y2 > 1. Naquele modelo determina-se um valor critico da
temperatura do reservatério 7, expressa em termos do ntiimero médio de fétons v., acima da qual
a transicdo para estado emaranhado no instante 7 é impossivel para qualquer valor do pardmetros
de compressdo de quadratura ry, fixos os valores de 3: determina-se um limite absoluto dos valores
admissiveis do ntiimero médio de fétons do reservatério térmico, que permite o emaranhamento

pelo menos para algum estado inicial fatorado (altamente comprimido). O emaranhamento nunca
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é possivel (para estados iniciais fatorados) para o dado valor de 3, se v > 1(3), com

2
vo(B) = Y 2+4§ £.Y5 ;’5. 6.23)

Resultado similar também pode ser obtido no caso da conversao paramétrica, a partir de modificacdes

nos valores obtidos em [5]. A temperatura critica de emaranhamento da conversdo paramétrica é
determinada de forma imediata aplicando-se transformacdes de escala no pardmetro de acopla-
mento de reservatério 3 e na escala de tempo 7 correspondentes ao sistema com acoplamento
constante. Entdo, substituindo-se 3 — 20 e 7 — 7/2 resulta em uma temperatura critica da

conversdo paramétrica na forma
¢ 1
v (8) = 30(0) (6.24)

tendo seu valor sido reduzido a metade do valor anterior. Na figura (6.3), foi construido o gréfico
da negatividade logaritmica para diferentes valores de compressdo do modo um (r) na conversao
paramétrica, fixando os valores de outros pardmetros do sistema. De acordo com curva verde (r; =
1,5) (maior valor de compressdo dos mostrados na figura) o emaranhamento méximo alcangado as-
sume um maior valor; quanto maior a compressdo r; maior serd o valor de emaranhamento maximo
atingido. Porém, na presenca de reservatdrio, esse maximo alcangado diminui com o passar do
tempo 7. Além disso, para valores maiores de compressdo 71, 0 emaranhamento dos modos ocorre
em um intervalo de tempo maior do que comparado com a curva laranja por exemplo (r; = 0), que

possui menor compressdo do modo urm.
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Figura 6.3: Comportamento da negatividade logaritmica Ex (1) para diferentes valores de r1. A curva verde representa
r1 = 1,5, enquanto a curva azul 71 = 1,0, a curva vermelha r; = 0,5 e a curva laranja 7 = 0. Os pontos representam as

solug¢des numéricas. As curvas sdo construidas com = 0,02, v =1,¢=0,r, = 1,5,91 =0,5,92 = 1, 3.

Na figura (6.4), foi construido o gréfico da negatividade logaritmica para diferentes valores de
temperatura dos reservatdrios associados a varidvel v. A medida que se aumenta a temperatura
dos reservatorios, a amplitude maxima de emaranhamento diminui para os mesmos valores dos
parametros iniciais aplicados. Pela curva verde, considera-se os reservatérios em temperaruta nula,
e 0 emaranhamento sobrevive de forma periddica por um tempo superior ao das demais curvas,

como por exemplo ao da vermelha na qual v = 2.
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3_

Figura 6.4: Comportamento da negatividade logaritmica Ex-(7) para diferentes valores de v. A curva verde representa
v = 0, enquanto a curva azul v = 1 e a curva vermelha v = 2. Os pontos representam as solu¢des numéricas. As curvas

sdo construidas com 5 =0,02, ¢ =0,r1 = 1,2, 7o = 1,5,91 =0,5,92 =1, 3.

No caso da amplificacdo paramétrica nota-se uma considerédvel diferenca na dindmica de ema-
ranhamento em relacdo aquela descrita na conversdo paramétrica. Ndo hd possibilidade alguma
do sistema partindo de um estado inicialmente desemaranhado, depois de assumir estados com
emaranhamento ndo nulo, vir a tornar-se em condigado similar a descrita na conversdo paramétrica
(em correcdo de ordem zero). A ilustracdo deste fato pode ser vista na figura (6.5) onde tem-se o
grafico da negatividade logaritmica para diferentes valores de compressao r; do modo um em um
estado inicial puro (¢ = 1/2), considerando um estado inicial misto comprimido para o modo dois
(rg = 1,5, Y2 = 1,3 > 1/2). Na conversdo paramétrica o valor do emaranhamento varia no tempo
de forma periédica, diminuindo o seu valor maximo devido a presenca de reservatério ao passo
que na amplificacdo paramétrica ndo se observa um comportamento periédico. Na auséncia da
dissipacdo o valor do emaranhamento ndo é limitado superiormente enquanto que na presenca da

dissipacdo tende a um valor assintético, determinado apenas pelas propriedades dos reservatdrios
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(e v, na forma

. 26(2v +1)
v_(r>1)— 251 1 (6.25)
que implicam para negatividade logaritimica o valor
B 26(2v + 1)
Epn(T> 1) = max {O, —log, <25+1> } : (6.26)

E importante ressaltar que os resultados analiticos obtidos sdo limitados as corre¢des de ordem
zero, de modo que esses resultados sdo vélidos com boa precisdo somente no limite de acoplamen-
tos fracos, tanto entre os modos como dos modos com seus respectivos reservatorios. A partir do

resultado (6.26) observa-se que existe um valor critico de temperatura de reservatério v dado por

1
_@_

Considerando um valor fixo de 3, para valores de temperatura de reservatério » maiores que

ve (B) (6.27)

v2() ndo ha possibilidade de emaranhamento dos modos acoplados para quaisquer valores de
parametros de estado iniciais. Para valores assintéticos de emaranhamento ndo nulos, quanto
maiores os valores de r; dos estados iniciais, o emaranhamento tende ao valor assintético a uma
taxa maior nos instantes iniciais da dinamica do sistema. O sistema percorre estados de maior valor
de emaranhamento, conforme a curva verde com 7 = 1, 5: antes de atingir o estado de emaranha-

mento assintético o sistema “evoluiu” ocupando estados de maiores valor de emaranhamento.
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Figura 6.5: Comportamento da negatividade logaritmica Ex (1) para diferentes valores de r1. A curva verde representa
r1 = 1,5, enquanto a curva azul 71 = 1,0, a curva laranja r; = 0,5 e a curva vermelha 1 = 0. Os pontos representam as

solug¢des numéricas. As curvas sdo construidas com = 0,02, v =1,¢=0,r, = 1,5,91 =0,5,92 =1, 3.

Isso é um fato esperado, uma vez que estados iniciais com grandes valores r; favorecem os va-
lores maiores para o emaranhamento, embora o valor assintético seja o0 mesmo, independente do
valor de pardmetros de estado inicial. Em corre¢do de ordem zero para amplificacdo paramétrica,
regula-se a quantidade de emaranhamento no sistema ajustando-se os valores de pardmetros de
reservatorio. Na figura (6.6) é construido o gréfico da negatividade logaritmica para diferentes va-
lores de temperaturas dos reservatérios definidos pelo valor do ntiimero médio de fétons v. Quanto
maior o valor da temperatura do reservatério menor o valor da medida de emaranhamento as-

sint6tico presente no sistema conforme previsto pelo resultado da equagéo (6.26).
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Figura 6.6: Comportamento da negatividade logaritmica Ex-(7) para diferentes valores de v. A curva verde representa
v = 0, enquanto a curva azul v = 1, a curva laranja v = 2 e a curva vermelha v = 3. Os pontos representam as solugoes

numéricas. As curvas sdo construidascom 8 =0,02,¢ =0, = 1,2, 72 =1,5,¢%1 =0,5,92 = 1,3.

Na figura (6.7) é construido o grafico da negatividade logaritmica para valores distintos de £.
Nota-se claramente que quanto menor o valor de (3, menos pronunciado sdo os efeitos dos reser-
vatérios em cada um dos modos, maior é o valor de emaranhamento “assintético” atingido para

um dado instante de tempo 7 longo, porém finito.
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Figura 6.7: Comportamento da negatividade logaritmica Ex (1) para diferentes valores de 3. A curva verde representa
B = 0, enquanto a curva azul § = 0,01, a curva laranja § = 0,02 e a curva vermelha 3 = 0, 04. Os pontos representam as

solug¢des numéricas. As curvas sdo construidascomv =2, ¢ =0,r1 =1,5,70 =0,5,¢1 = 0,5, 92 =0, 5.

Resultados mais gerais para a dindmica de emaranhamento assintético no caso da amplificagao
paramétrica poderiam ser obtidos considerando-se diferentes valores de intensidades de acopla-
mentos de cada um dos modos com seus respectivos reservatoérios, 31 # (2. Resultados prelimi-
nares para as solug¢des de Matriz M(®) indicam a existéncia de um méximo local de emaranhamento
antes de se atingir o valor assint6tico que parece depender um balango entre os valores de 1 e (2.

Estes resultados ainda ndo sdo conclusivos e desenvolvimentos analiticos estdo sendo concluidos.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Neste trabalho foi considerado um sistema composto por dois modos bosénicos do campo ele-
tromagnético com frequéncias distintas, em contato com o ambiente, representado por reservatdrios
térmicos e modelados matematicamente por um conjunto de osciladores harmoénicos a uma tem-
peratura 7. Neste sistema os modos do campo eletromagnético interagem entre si por meio de
acoplamentos dependentes do tempo associados a dois processos: a amplificacdo e conversao pa-
ramétricas. Inicialmente, para a evolugdo temporal do sistema proposto, considerou-se o trata-
mento matematico via equagdo mestra, obtendo-se uma equagdo mestra aproximada de acordo com
as consideragdes iniciais de limite do acoplamento fraco e aproximacdo de Born-Markov. Consi-
derando os estados iniciais do sistema Gaussianos, descreveu-se a dindmica do sistema em uma
formulacdo alternativa. Ao invés de se resolver a equagdo mestra para o sistema de dois modos,
determinou-se um sistema de equagdes diferenciais descrevendo a evolugdo temporal dos segun-
dos momentos correspondentes aos operadores z = (ay, az, dJ{, d;), representados na forma matri-
cial My, (t) = Tr(pszmzn). As solucdes dos elementos da matriz M(t), foram obtidas aplicando-
se o Método das Escalas Multiplas, limitadas a corre¢des de ordem zero. Essas solugdes obtidas
demonstraram estar em bom acordo com as solu¢des numeéricas, para o estudo das propriedades
fisicas deste trabalho. Deve-se lembrar que estas solugdes analiticas obtidas pelo método das esca-
las multiplas, sdo limitas a instantes iniciais de tempo, e sujeitas as condi¢des de acoplamento fraco
entre os reservatorios. A partir destas solu¢des, determinaram-se expressdes analiticas para os co-
eficiente de compressdo e pureza de ambos os modos na amplificacdo e conversdo paramétrica.
Assim foi possivel analisar os efeitos dos reservatérios nestas propriedades quanticas dos modos
bosdnicos acoplados para diferentes pardmetros de estados iniciais (U, %) e reservatérios (53, v)

com arestriciov; = =vef; = o = .
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No caso da conversdo paramétrica, na auséncia de reservatorios, verificou-se que hda trans-
feréncia de compressao entre os modos infinitas vezes mantendo-se constante o valor méximo atin-
gido pelos coeficientes S;, £ = 1,2. Além disso, o nimero de vezes em que hd transferéncia de
compressdo entre os modos na conversdo paramétrica é a metade do ntimero correspondente ao
caso de acoplamento constante em um dado intervalo de tempo Ar. Isto também se verificou na
presenca dos reservatérios (3 # 0). Resultado similar foi observado no estudo da dindmica da pu-
reza dos modos Py, k = 1,2. No caso da amplificacdo paramétrica as solugdes M(¢), obtidas até
correcao de ordem zero, sdo fungdes analiticas do tipo hiperbdlicas, ndo permitindo ocorrer troca
de compressdo entre os modos, independente dos parametros de estados iniciais considerados ou
dos valores atribuidos aos pardmetros dos reservatérios (3, v). Resultado similar foi observado na
evolucao temporal da pureza de ambos os modos, ou seja, a impossibilidade de troca de pureza.

Neste sistema, além do estudo da dindmica da compressdo Sy e da pureza Py, foi analisado os
efeitos dos reservatorios nas propriedades de emaranhamento dos modos acoplados, descrito pela
negatividade logaritmica. Na conversdo paramétrica verificou-se que na auséncia de dissipacdo
(8 = 0), ocorre uma periodicidade no valor do emaranhamento. Além disso, seu valor maximo
atingido sera maior quanto maior os valores atribuidos a compressao de quadratura r; dos estados
iniciais. Comparando a dindmica de emaranhamento da conversdo paramétrica e do caso resso-
nante com acoplamento constante, observou-se no mesmo intervalo de tempo A7 = 7 ocorrer dois
instantes de valores mdximos de emaranhamento para o acoplamento constante enquanto apenas
um na conversdo paramétrica. Adicionando-se os efeitos dos reservatoérios, observou-se que o valor
méaximo de emaranhamento diminui com a evolugao temporal do sistema; quanto maior o valor de
(B8, v), mais rapidamente a amplitude do emaranhamento diminui no decorrer do tempo, tendendo
ao valor zero. Diferentemente dos resultados obtidos na conversdo paramétrica, na amplificagdo
paramétrica ndo se observa um comportamento periédico na dindmica de emaranhamento. O valor
do emaranhamento cresce monotonicamente tendendo a um valor assintético constante, determi-
nado pelos parametros de reservatério (3, ). Quanto maior for o valor atribuidos aos parametros
(B,v), menor sera o valor assintético atingido pelo emaranhamento, para valores fixo de (9, 7).
Além disso, ao fixar os parametros do reservatério (3, v) e variar os valores de r;, dos estados in-
iciais, observou-se que para valores maiores de 7, 0 emaranhamento tende ao valor assintético a
uma taxa maior do que para valores menores de 7, 0s instantes iniciais da dindmica do sistema,
percorrendo estados de maior valor de emaranhamento.

Como perspectivas futuras, pode-se estabelecer uma anédlise mais detalhada deste problema
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considerando a constru¢do da equagdo mestra fora do limite do acoplamento fraco. Outro aspecto
do problema a ser abordado seria determinar as solugdes para M(t) considerando os reservatérios
distintos sujeito as condig¢des v; # 1o e B # (2, isto é, temperaturas diferentes para cada re-
servatodrio e intensidades de acoplamento de modos com seu respectivo reservatério diferentes.
Analises preliminares dessa situagdo foram realizadas, obtendo expressdes mateméticas dos ele-
mentos de M(¢), ainda em processo de simplificagdo. Outras situagdes além dessas citadas podem
ser consideradas, como o caso de haver trés modos acoplados, onde o modo central ndo estad aco-
plado a nenhum reservatério térmico e os modos nas extremidades estdo acoplados a reservatérios

independentes cada um a uma temperatura 7j,.
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Apéndice A
Simplificacoes da Equacao Mestra

Considerando a equacao para o operador 6,(t) dada em (3.25) com as simplificagdes realizadas
em (3.26) e (3.27), tem-se para a equacgdo em () a forma

dé (1)
dt

t
= =i [ (1), 6,(0)] — Traym, /0 A + R @), | Hg@) + AR @).6)]|dr. (A
De acordo com o resultado em (A.1), o termo contendo o calculo do trago sobre o comutador duplo,
t
T, [ [0+ B @) [0 + B (0).6)] o, (A2)
pode ser reescrito na forma
t
T, [ [0, [0, 0]t + T, [ [0, A0 0,00 +
t
Trr;n, /0 A @), (AR, 0] |d + Trar, / a3 @), [ @), 6] ar. (a3

Com o objetivo de simplificar essas expressdes, considera-se que a intensidade do acoplamento
entre os modos bosonicos (osciladores) e seus respectivos reservatérios, denotado por ~, seja su-
ficientemente fraca quando comparada a intensidade do acoplamento entre os modos bosonico;
isto é que se denomina o limite de acoplamento fraco [37]. Nesta aproximacédo, o operador densi-
dade associado ao estado quéntico dos reservatérios, 6r(t), ndo é alterado de forma significativa
na evolucdo temporal do sistema, de maneira a considerar 6r(t) ~ 6r(0). Desse modo, o operador

total do sistema & (t) pode ser escrito na forma aproximada como
d(t) = d5(t) @ ar(0). (A.4)

O operador densidade, 6(0), correspondente aos reseratérios térmicos, pode ser escrito como

6r(0) = R, (0) ® 6R,(0) uma vez que os reservatorios térmicos R; e Ry sdo tratados como sendo
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idénticos mas indepentendes entre si, atuando em espagos vetoriais distintos. Esses operadores
densidades que descrevem os reservatorios, sdo estados associados a um conjunto infinito de osci-

ladores harmonicos independentes entre si, sendo expressos [18] na forma

Hj exXp (_a)k,jgz’jl;k,j/kBT>

or,(0) = Trg, {Hj exp <_°Dk7ji’lt:,j8k’j/kBT>}

. k=12 (A.5)

Antes das simplifica¢des para o comutador duplo em (A.1), pode-se encontrar alguns resultados
interessantes, titeis no processo de simplificagdo do comutador. Primeiramente para o termo

Trg, (l;L ; Or), (0)), com a definicdo de (A.5), tem-se

Hj’ exp (_ajk’,j’[;]tgjlék/,j//kBT)
TI‘Rk, {Hj’ exp (_@k’,j’l;;t/’j/l;k’,j’/kBT> }
S oy (L 1L Tl exp (=G grble yobuo gy /T ) [ {rer o)

= 7 Trg,, {Hj, exp <_@k’7j’62/7j/6k’,j//kBT) } , (A.6)

Trn, (B),;6,,(0)) = Trm, | B,

no qual se aplica a seguinte notagao:
H{rw i }) = |nwa) @ |nwe) @ @ |nw i) @ = |1, o, snw o) (A7)

com

2. =2 (A8)
{ngr 1} Tl T 2 Nyt 47
Assim de (A.6) e ap6s algumas operagdes de simplificagdo matemadticas, resulta o termo

i (8 n0) = 3 [t

{TLk/’ /} ]

it
<nk”,17nk”,27"' y TV g7y 0 bk,] ’nk’,lank’725”' 7nk",j’7"'>

Trg,, {Hj, exp (_‘Dk’,j/z’z/d/[;k’,j’/kBT)}

Porém, note que

({nw g BT,- g })= (s, gy | s mi s i g+ 1, ) /e g + 10k g

— 0. (A.9)

Portanto

Tig, (b,w R, (o)) = 0. (A.10)
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O calculo para Try Bk 0Rr,(0)) se da de forma similiar e o resultado para o trago é
P k \ Ok, jO Ry P
Trr, (byjéme (0)) = 0. (A11)

Para o caso onde houver o trago de Trg, (BZ le)k, i ORy (0)), tem-se

gy (w3 B e Tl exp (_&k’»j’glt’,j’l;k'aj'/ k‘BT) {rr3r})
Trg,, {H Jexp (—@k,,j,EL,J,z}k,,j/ /k:BT> }
3 ey T exp (=G grmw o /RsT) (Lo} B b [ {mae e })
Tig,, {Hj, exp (—@kgj/z}p b /kBT) }
>t Iy {oxp (=w o [kpT)ma ;01 1 }

= P =n(wr;,T), (A12)
TI'Rk, {H]/ exp <_(;‘}k’,j’bk’,j’bk‘/,j'/kBT) }

Trr, (B],0 07, (0)) =

onde
(G0, T) . (A13)
(o ; = ) .
ki exp (@ /kpT) — 1
De maneira similar, para o trago de Trg, (i’k,j IA)L i Or, (0)) , encontra-se
Tig, (6k7j827 ; a—rk(o)) = (@, T) + 1. (A.14)

Com o auxilio desses resultados acima e retornando para o primeiro termo de (A.3), observa-se que
t t
(I (I . (D) oy 77D 4~ (D) (o o Fr(L
Trr, R, /O (A0, [ @), ()] | dt’ = Trr,g,g /0 (AR — BRAs (W) 0) -
106 (VW) + (¢ B Hid(0) e’ (A15)
Para a simplificagdo de (A.15), ha quatro termos envolvidos no argumento da integral e o processo

de simplificagdo aplicado a cada um deles se realiza de forma similar. Deste modo, o primeiro termo

de (A.15), com a defini¢do de ﬁgg(t) dado em (3.21) e 5(t') dado em (A.4), torna-se

t t 2 2
/ TrR, R, {H}{S)@) gg(t')&(t')}dt': / TrR, Ry (Zagck(t)mkc:;(t)) (ZaLGk<t’)+
0 0

n G’L(t’)) (6s(t’)&31(0)&32(0)>dt’. (A.16)

Pela definicdo de G4 (t) em (3.22) e com as relagdes obtidas acima, relacionadas a operacao de traco
sobre as varidveis dos reservatoérios, dadas em (A.10), (A.11), (A.12) e (A.14), obtém-se o seguinte

resultado

/O iy { BB it =Y /0 t {a;akas(ﬂ) (Gunele), +
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onde (Ok)r, = Trg, (Ok6R,(0)), com

<Gk(t)GL(t’)>Rk => gl et (wk =Gk, ) (t=t) (ﬁ(azk,j,T) + 1), (A.18)
J

(GLOGH), =D oyl e r20)n(Gy ;. 7), (A.19)
J

(Gimcie), =o. (A.20)

<Gk(t)@k(t’)>Rk —0. (A21)

Aqui deve-se observar um resultado interessante. Nao s6 para o cdlculo de (A.17), mas para outros
termos de (A.3), nota-se que ndo hd termos “cruzados ”, ou seja, termos que aparecem operadores
do primeiro oscilador multiplicando com operadores do segundo oscilador, como por exemplo
&J{dgé's(t, ) ao realizar o trago sobre as varidveis dos reservatérios. Isso se deve ao fato dos ope-
radores G.(t) e @L (t) conterem apenas termos lineares de BZ ;€ lA)kﬁj e quando se realiza o trago,

esses termos se anulam. Note ainda que

*

(Grim), = (GG, . (A22)
<G‘L(t’)@k(t)>Rk - <G£(t)@k(t’)>;k . (A.23)

No modelo de reservatério térmico considerado pode-se tomar o limite continuo da soma em }
tornando-a uma integral e introduzindo uma densidade de estados D (&) em que D (@, )dwy, fornece

o numero de modos num intervalo entre &y, e Oy, + d&y, assim
Z - / D(&)day,, (A.24)
J
e introduzindo a varidvel 7 = ¢t — t/, o termo de (A.17) se torna

t 2 t A 3
/0 Trr,, {Hgg(t)Hgg(t')&(t')}dt’:Z /O / [aka,tﬁs(t—ﬂ |91 (@r) |2 D(@p)e @ =)@y, T)
k=1
+afapts(t — 7) |gr(@n)[? D (@)@ (n(wk T) + 1)} oy dr.

Considera-se o sistema interagindo com o reservatério na aproximacdo de Markov [37]. Nessa
aproximacdo, o calculo da integral acima é simplificado pelo fato dos reservatérios serem muito
grandes quando comparado ao sistema e mantidos no equilibrio térmico, os reservatérios ndo irdo
guardar por muito tempo informagdes relativas ao sistema, assumindo-se que as correla¢des tem-

porais dos reservatérios decaiam muito mais rapido que as correlagdes do sistema. Deste modo,
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pode-se aplicar 65(t — 7) — 64(t) e estender a integral em 7 para ¢t — oo. Assim, aplicando o

resultado

t
lim e dr = 16(Q) £ P <é> : (A.25)
— 00 0

onde P representa o valor principal de Cauchy, definido por [38]

b —€ b
P f(Q)dQ:g%{ F(Q)dQ + / f(Q)dQ}, (A.26)

—a —a

resulta que

/0 t TrR, R, {ﬁ}{g(t)ﬁgg(t’)&(t’)}dt’ - 22: / {aLak&s(t) lg1(@) |2 D(@y) [ms(wk — &)

e ap0s efetuar-se as integrais, tem-se finalmente que

t 2
/0 Tem,n, { AU AL at =S~ {afarso®) (v — itwn) (e +1) +
k=1
il 6 (t) <'yk + mwk)nk} , (A.27)
onde
W = 7D (wi) lg(we)]” (A.28)
0o ~ ~ 2
Awy = —P / DO oGl (A.29)
0 W — Wg

e fix, = (exp (wi/kpT) — 1)~ '. De maneira andloga para obtencéo de (A.27), os termos restantes de
(A.15) sdo realizados da mesma maneira e apds este procedimento, obtém-se o primeiro termo de

(A.3) escrito por

Trnur, | [, [A8 @), 6] 5> {1+ ) (alans () + u(Dalar — 2ai0,()a] ) +
k=1

- (akaza—s(t) + Gy(t)aal — 2&25—8@)@) _

iAwy [agak, &s(t)} } . (A.30)
Para o segundo e terceiro fatores de (A.3), expressos por

Trr,r, /0 t [ﬁgg@), [ﬁg)(t’),&(t’)”dt’, Trr,r, /0 t [ﬁ@(@, {Ags)(t’),&(t’)ﬂdt’, (A.31)
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TP - (1 A (1 .
na simplificagdo dessas expressdes, o termo H](%)Y(t) (ou H](%;(t' )) definido em (3.21), aparece uma
tnica vez no comutador duplo, e esse termo contém apenas termos lineares de b,t/, ;e by ; de ma-
neira que ao realizar o traco sobre as varidveis dos reservatorios esses termos se anulam devido aos

resultados obtidos em (A.10) e (A.11). Portanto
t t
Trr, R, /0 A, [ @), 6] | at’ = Tem,n, /O a3 ), [ @), 6] |ar =0 (A32)

Para o quarto fator de (A.3), JEIS) (t) definido em (3.14) ndo contém variaveis referentes aos reser-

vatorios de tal modo que
t t
Trr, R, /0 3 ), [ @), 6] [ar = /0 a3 ), [ @), 600 ar (A33)

onde 65(t) = Trr,r, (6(t)). Portanto, com os resultados dos termos de (A.2) obtidos em (A.30),

(A.32) e (A.33), pode-se entdo escrever (A.2) da seguinte forma
" 5D o [ (D) S
Trg, g, /0 @ + B @), [0 + 25 ), 6| |ar = > {1+ ) x
k=1
(&Lak&s(t) +Gy(t)alay — 2ak&s(t)&,t> + Vi (aka,t&s(t) + Gy (t)aal — 2&,1(33(15)@) -
t

iAwg [a,ﬁak, &s(t)} } + / [Hg (1), [H{Q (t'), &S(t’)Hdt’.

0

Com este resultado obtido para o trago sobre as varidveis dos reservatorios, ao retornar para a

equacdo de 7,(t) dada em (A.1), tem-se a seguinte expressdo

5 2
do;t(t) - [Hg) (1), 65(0)} - {% (1 + 7z, (&L&k&s(t) +65(t)akay — Q&k&s(t)&L> +

—_

k
T (akaL(&s(t) + 6 (agal — 2@265(75)%) +iAwg [aLak, &s(t)} } .
/0 t 3 ), [ @), 6,0 ar' (A34)
Em (A.34), pode-se ainda simplicar dois termos, sdo eles
i [ﬁf? (t), &8(0)} - /0 t [ﬁf? (1), [ﬁ}? (t'), &s(t’)Hdt’. (A.35)

Para o processo de simplificagdo, pode-se notar que na auséncia de reservatérios (y; = 0), na
representacdo de interacdo, a equacao diferencial para o operador densidade, neste caso denomi-

nado ¢'(t), é dada por

i = |Hy) (t),6'(1)], (A.36)
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onde 6'(t) é o operador densidade do sistema total, que nesse caso é composto por dois osciladores

harmoénicos sem reservatérios. Ao realizar-se a integragdo de (A.36), resulta em
¢
#(t) = 5(0) — i / [ @).5/w)ar (A37)
0

Dessa maneira, a menos de correcdes de segunda ordem em ¢, 0 comutador de H} (I )( t) com ¢’ (t) em

(A.37) se torna
t
a5 0).6'0)] = [ (),6(0)] [I%Q ®), /0 A (t’)ﬁ'(t')}dt’] , (A.38)

multiplicando ambos os lados por —i, pode-se escrever

t
I U . (I (I .

i [HQ( ), & (t)} S, [HQ(t), a'(O)] - /0 [Hg (t), [ng) (t), a'(t')} dt’] . (A.39)

Note que o termo da direita de (A.39) é o mesmo termo que aparece em (A.35), de forma que pode-se

entdo substituir esses dois termos pelo termo da esquerda de (A.39) em (A.34). Portanto, a equacao

para 64(t) se torna

5 2
dac;f(t) [Hl(é g ] z; { (1+ ng) (&L&k&s(t) +6s(takay — 25%(35@)&]1) n

k
i, (@l () + 6o(tanal — 2a]6 (D) +idwy [alar, ,(1)] } (A40)

a equagdo mestra em uma forma aproximada, suficiente para a descri¢do dos efeitos da dissipagao
em modos acoplados nos processos de conversdo e amplificacdo paramétricas, valida somente nos

limites de acoplamento fraco entre modos e dos modos com os seus respectivos reservatorios.



