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sobre sua criaç̃ao. À minha amada esposa Danielle e meus queridos pais, Olga e Anazildo,

por todo apoio e carinho neste perı́odo. Ao meu orientador e amigo A. M. Batista (UEPG)
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Resumo

A rede funcional do ćerebroé composta poŕareas corticais que são anat̂omica e funcionalmente

conectadas. Uma das redes corticais que mais se tem informac¸ão dispońıvel na literaturáe o

córtex cerebral do gato. Análises estatı́sticas destéultimo sugerem uma estrutura que pode ser

descrita como uma rede de sub-redes, onde cada sub-redeé do tipo livre de escala possuindo

hubsmuito conectados. Esteshubssão, por sua vez, intensamente conectados entre si. Con-

strúımos uma rede de sub-redes inspirados na estrutura cerebralde gatos e humanos a fim de

estudar suas propriedades dinâmicas. Focamos na sincronização dos disparos neurais dasáreas

corticais e em como esse efeito pode ser suprimido por meio dadesativaç̃ao neural causada pela

aplicaç̃ao de pulsos de luz de forma apropriada. Mostramos queé posśıvel suprimir efetivamente

a sincronizaç̃ao dos disparos neurais perturbando umúnicohub, pois este tem muitas conexões

e influencia fortemente toda a rede.

Palavras-chave: Redes neurais, mapas de Rulkov, sincronizac¸ão.



Abstract

Functional brain networks are composed of cortical areas that are anatomically and functionally

connected. One of the cortical networks for which more information is available in the literature

is the cat cerebral cortex. Statistical analyses of the latter suggest that its structure can be des-

cribed as a clustered network, in which each cluster is a scale-free network possessing highly

connected hubs. Those hubs are strongly connected together. We have built a clustered scale-free

network inspired in the cat and human cortex structure so as to study their dynamical properties.

We focus on the synchronization of bursting activity of the cortical areas and how it can be

suppressed by means of neuron deactivation through suitably applied light pulses. We show that

is possible to effectively suppress bursting synchronization by acting on a single hub, because it

is highly connected and have a strong influence over the network.

Keywords: Neuronal networks, Rulkov maps, synchronization.
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x0 = 0,1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 9
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10 ńos para (a)p= 0, (b) p= 0,1, (c) p= 0,15 e (d)p= 0,25. . . . . . . . . . . . p. 19

3.4 Ilustraç̃ao esqueḿatica do modelo de redesmall-world. (a) Modelo de Watts-Strogatz.

(b) Modelo de Newman-Watts, as linhas vermelhas representam as novas ligaç̃oes. . p. 20
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4.4 Simulaç̃oes dos diparos de um neurônio considerando acoplamento global, comε =

0,2 e um total deN = 256 neur̂onios na rede. O parâmetroα dos neur̂onios da rede
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Média temporal dos parâmetros de ordem de cada sub-rede (linhas pretas) e parâmetro
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1 Introdução

Os recentes avanços tecnológicos tem possibilitado a análise da estrutura e dinâmica

do sistema nervoso como, por exemplo, o comportamento de neurônios, suas interações, algumas

desordens neurológicas e os mecanismos que estão por tŕas do seu funcionamento. O sistema

nervoso dos maḿıferos é responśavel por coletar e processar informações, onde os neurônios

sensoriais convertem os estı́mulos causados pelo meio ambiente em sinais elétricos que s̃ao pro-

cessados no cérebro. O transporte destes sinais elétricos ocorre atrav́es de sinapses elétricas

ou qúımicas, resultando em uma variação do potencial de membrana entre os neurônios conec-

tados entre si por meio de seus axônios e dendritos [1], figura (1.1). Os neurônios cerebrais

organizam-se em grupos ou unidades funcionais chamadas deáreas corticais(visual, auditiva,

motora, etc), como está ilustrado de forma simplificada na figura (1.2) sendo cada uma dessas

áreas responsável por processar as informações recebidas.

Podemos aproximar a organização topoĺogica e as ligaç̃oes entre os neurônios com

uma rede, onde os nós (ou śıtios) s̃ao os neur̂onios e as arestas (ligações) s̃ao os ax̂onios e den-

dritos. Embora existam informações detalhadas da estrutura do córtex cerebral apenas para um

número limitado de esṕecies, alguns estudos sobre a conectividade entre regiões do ćortex cere-

bral de macacos e gatos mostraram as seguintes caracterı́sticas: aśareas corticais organizam-se

em aglomerados (clusters) de neur̂onios [3–5]; h́a grande densidade de conexões e presença de

śıtios altamente conectados, denominadoshubs[6]. Outra caracterı́stica importante observada

relaciona-sèa comunicaç̃ao entre aśareas corticais, ou seja, as conexões ocorrem ñao somente

entreáreas pŕoximas, mas tamb́em entréareas distantes do córtex e s̃ao mediadas principalmente

por seushubs[7]. Como resultado destas caracterı́sticas, uma rede neural apresenta certa com-

plexidade estrutural em suas conexões, ou seja, as ligações ñao s̃ao regulares nem totalmente

aleat́orias.
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Figura 1.1:Ilustraç̃ao da estrutura de um neurônio.

Fonte: Adaptado do livro: 100 bilhôes de neur̂onios? [1].

Figura 1.2:Ilustraç̃ao simplificada da divis̃ao do ćerebro em diferenteśareas corticais.

Fonte: Aula de Anatomia: Telencéfalo. Dispońıvel em [2].
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O córtex cerebral do gatóe um dos sistemas que estão sendo extensivamente estu-

dados atualmente. Este apresenta informações anat̂omicas coletadas e organizadas por Scannell

e colaboradores [3, 4, 8]. Na rede cerebral do gato foram observadas 11áreas corticais, que

apresentam uma alta densidade de conexões internas, porém as conex̃oes entre essaśareas s̃ao

escassas. As conexões internas seguem uma lei de potência semelhante a uma rede livre de

escala, com a presença dehubscom muitas conex̃oes. Este tipo de organização pode ser com-

parada a uma estrutura hierárquica de rede de redes, onde uma rede maioré formada atrav́es de

sub-redes densas ligadas entre si.

Estas informaç̃oes remetem a um modelo teórico que deve simular as conexões

cerebrais de maḿıferos onde em um nı́vel hieŕarquico mais baixo encontramos uma estrutura de

clusterscom uma conectividade do tipo lei de potência. Em um ńıvel hieŕarquico maior temos

que as conex̃oes entre osclustersocorrem principalmente por intermédio de seushubs.

A dinâmica dos disparos neuronaisé formada por variaç̃oes abruptas do potencial

de membrana da célula, ou seja, um pico de potencial. Esta dinâmica pode variar desde uḿunico

pico at́e uma repetida sequência de picos que ocorre periodicamente. A dinâmica períodica de

picos pode ser descrita por diversos sistemas teóricos. Neste trabalho utilizaremos redes de

mapas acoplados, que apresentam o espaço e o tempo discretos, enquanto que as variáveis de

estado s̃ao cont́ınuas.

Relacionadòa din̂amica de uma rede neuronal, diversas desordens neurológicas,

como mal de Parkinson e epilepsia [9], estão relacionados com a sincronização da din̂amica

dos disparos neurais. Em virtude destes problemas decorrentes da sincronização em uma rede

neural, torna-se necessário o estudo dos processos pelos quais isto ocorre. Nosúltimos anos

alguns modelos foram propostos para estudar a sincronização dos disparos neuronais em aglo-

merados de redes do tiposmall-world [10]. Algumas estratégias tamb́em j́a foram propostas

para suprimir a sincronização em redes livres de escala através, por exemplo, da introdução de

um sinal eĺetrico coletado do próprio sistema e reinjetado na rede com um tempo de atraso [11].

Trabalhos recentes desenvolvidos por Boyden e colaboradores [12] mostram quée posśıvel con-

trolar eficazmente os disparos de neurônios geneticamente modificados através de estimulaç̃ao

por luz. Estes neurônios modificados s̃ao capazes de produzir algumas proteı́nas fotossensı́veis

que liberamı́ons quando expostas a luz de determinado comprimento de onda, logo, com a

liberaç̃ao desteśıons podemos controlar a dinâmica neuronal. Estes resultados mostram, então,
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que a supressão da sincronizaç̃ao dos disparos neurais pode ser obtida através de um controle por

foto-estimulaç̃ao.

Baseado nestas evidências experimentais relatadas, este trabalho tem como obje-

tivos propor um modelo de uma rede formada por sub-redes com topologia livre de escala. A

dinâmica dos neurônios nas sub-redeśe descrita por um mapa bidimensional que nos permite

definir a fase dos disparos neuronais, bem como a correspondende sincronizaç̃ao da rede e de-

senvolver, tamb́em, uma metodologia para suprimir a sincronização dos disparos através de uma

perturbaç̃ao externa que assemelha-seà foto-estimulaç̃ao de neur̂onios modificados.

A dissertaç̃ao est́a organizada da seguinte maneira: no capı́tulo 2 introduzimos con-

ceitos fundamentais sobre sistemas dinâmicos, evoluç̃ao temporal, diagrama de bifurcação e

expoente de Lyapunov. No capı́tulo 3 fizemos um estudo sobre redes complexas e descrevemos

alguns exemplos. No capı́tulo 4 citamos alguns modelos teóricos utilizados para descrever a

dinâmica dos disparos neurais, descrevemos o modelo de mapas que utilizamos no decorrer do

trabalho e algumas maneiras de avaliar a sincronização da rede. No capı́tulo 5 reportamos o pro-

cedimento que utilizamos para montar uma rede de redes e os resultados quantòa sincronizaç̃ao

da fase dos disparos neurais. No capı́tulo 6 introduzimos a perturbação externa ao modelo e

observamos o impacto gerado sobre a dinâmica da rede. Nossas conclusões est̃ao descritas no

caṕıtulo 7.
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2 Fundamentos

Apresentamos neste capı́tulo alguns conceitos e ferramentas necessários à com-

preens̃ao dos assuntos discutidos neste trabalho.

2.1 Sistemas Din̂amicos

Um sistema din̂amico é caracterizado por possuir um grupo de possı́veis estados

juntamente com uma regra determinı́stica que especifica um estado atual em termos de estados

anteriores. Como, por exemplo, a função f (x) = 4x que é uma regra que atribui para cada

númerox o qúadruplo de seu valor. A caracterı́stica de uma regra ser determinı́stica significa que

podemos determinar o estado presente de um sistema (uma população, por exemplo)unicamente

atrav́es de seus estados anteriores [13].

Um sistema din̂amico é constitúıdo de varíaveis dependentes e independentes do

tempo e pode ser descrito através de diferentes modelos: equações diferenciais parciais, cadeias

de osciladores, mapas e os autômatos celulares. As diferenças entre estes modelos estão em como

o tempo, o espaço e a variável de estado são tratados, ou seja, de forma contı́nua ou discreta. A

tabela (2.1) nos mostra as diferenças entre os quatro modelos. As equaç̃oes diferenciais parciais

apresentam um número infinitamente grande de graus de liberdade espaciais,nas quais o tempo,

o espaço e a variável de estado são cont́ınuas [14]. O modelo de cadeia de osciladores apresenta

uma discretizaç̃ao do seu espaço, porém a varíavel de estado e tempo são cont́ınuas (baseiam-se

em equaç̃oes diferenciais ordińarias acopladas). Os mapas acoplados são modelos din̂amicos

que apresentam tempo e espaço tratados de forma discreta e avariável de estadóe cont́ınua. Por

último na tabela (2.1) temos os autômatos celulares onde todas a três varíaveis s̃ao discretas.

Dentre os modelos apresentados, algumas vantagens e desvantagens devem ser con-
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Tabela 2.1:Caracteŕısticas dos diferentes modelos de sistemas dinâmicos [14].
Sistema Espaço Tempo Vari ável de Estado

Equaç̃oes Dif. Parciais Cont́ınuo Cont́ınuo Cont́ınua
Cadeia de Osciladores Discreto Cont́ınuo Cont́ınua

Mapas Acoplados Discreto Discreto Cont́ınua
Autômatos Celulares Discreto Discreto Discreta

Fonte: O autor.

sideradas. Por exemplo, as equações diferenciais podem ser usadas para modelar problemas

fı́sicos devido a generalização que seu tratamento proporciona, porém torna-se necessário o uso

de ḿetodos nuḿericos, juntamente com um longo tempo computacional, para aresoluç̃ao das

equaç̃oes. Por outro lado, temos os mapas acoplados que, por apresentarem tempo e espaço

discretos, perdem um pouco dessa generalização, mas os resultados exigem menos esforço com-

putacional e s̃ao obtidos mais rapidamente. Outra caracterı́stica dos mapas acopladosé que estes

são de f́acil implementaç̃ao computacional, se comparado com as equações diferenciais e com as

cadeias de osciladores e, por esse motivo, tem sido muito utilizados no estudo din̂amica espaço-

temporal de sistemas fı́sicos e bioĺogicos [15].

2.2 Evoluç̃ao Temporal e Pontos Fixos

Como vimos, um sistema dinâmicoé descrito por um conjunto de equações discre-

tas ou cont́ınuas. A sua evoluç̃ao temporal ocorre pelas sequências de iteraç̃oes destas equações,

que nos permitem conhecer um estado posterior do sistema em funç̃ao do seu estado anteior.

Os estados ir̃ao depender dos valores assumidos pelas variáveis dependentes num determinado

instante de tempo e todos os estados possı́veis de um sistema formam o que chamamos de espaço

de fase. Dadas as condições iniciais o sistema irá evoluir no tempo, formando uma curva em seu

espaço de fase, o que chamamos de trajetória ouórbita.

As órbitas tamb́em podem ser definidas, segundo Lorenz, como as representações

no espaço de fases de uma sequência cronoĺogica discreta ou contı́nua de estados [16]. Supondo

um sistema discreto, como um mapa, cuja regraé dada pela funç̃ao f (x) e uma condiç̃ao inicial

x0, uma trajet́oria é formada pela sucessão de pontosx0, x1 = f (x0), x2 = f (x1) = f ( f (x0)),

x3 = f (x2) = f ( f ( f (x0))), . . . , podendo ou ñao convergir para umponto fixo. Um ponto fixo
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x∗ é um ponto que “mapeia” a si próprio. Esta definiç̃ao é aplicada a qualquer tipo de modelo

discreto, seja ele linear ou não [17]. De modo geral, para o modelo discreto unidimensional:

xn+1 = f (xn), (2.1)

sendon o instante no tempo. O ponto fixoé soluç̃ao da equaç̃ao quando:

xn+1 = f (x∗) = x∗. (2.2)

As soluç̃oes de equilı́brio em modelos contı́nuos desempenham papel semelhante

aos pontos fixos em modelos discretos. A figura (2.1) mostra umexemplo de ponto fixo para

o modelo discreto conhecido comomapa loǵıstico, dado porxn+1 = axn(1− xn), utilizado no

estudo de crescimento de populações [13] . Neste mapa a variável de estado está compreendida

no intervalo 0≤ xn < 1 e se este intervalo nãoé respeitado o valor dexn diverge. O par̂ametro de

controle,a, possui valores no intervalo de 0≤ a≤ 4, e dependendo dos valores assumidos pora o

mapa loǵıstico pode apresentar diferentes comportamentos: pontosfixos, pontos fixos periódicos

e caos. Por caos nos referimos a sistemas comórbitas aperíodicas e sensibilidadèas condiç̃oes

iniciais. Um sistema cáoticoé um sistema determinı́stico, poiśe descrito por uma lei de evolução

sob o qual, fixadas as condições, sempre apresenta o mesmo comportamento. A sensibilidade

às condiç̃oes iniciais faz com que um sistema caótico com condiç̃oes iniciais muito pŕoximas

apresentéorbitas que divergem conforme o sistema evolui no tempo [13]. A aperiodicidade está

relacionada com áorbita de um sistema caótico, que sempre visita um ponto diferente no espaço

de fase, ou seja, suaórbita nunca visitaŕa um mesmo ponto em instante diferentes no tempo.

Temos na figura (2.1) a evolução temporal do mapa logı́stico para o parâmetroa= 2

e a condiç̃ao inicialx0 = 0,00001. Vemos que para estes valores aórbita do mapa tende para o

ponto fixox∗ = 0,5 aṕos um tempo transiente.

Com relaç̃ao à periodicidade, umáorbita é períodica quandof k(x∗) = x∗, para al-

gum k > 0 que determina o perı́odo daórbita. Por exemplo, umáorbita de peŕıodo 2 é um

conjunto de dois pontosx∗1,x
∗
2 tais que mapeiam-se um ao outro:

x∗1 = f (x∗2), x∗2 = f (x∗1). (2.3)
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Figura 2.1:Evoluç̃ao temporal do mapa logı́stico, coma= 2 e condiç̃ao inicialx0 = 0,00001.
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Fonte: O autor.

Comox∗2 = f (x∗1) = f ( f (x∗2)) = f [2](x∗2), ent̃aox∗2, assim comox∗1, é um ponto fixo

da segunda iterada do modelo discreto def (x) [17]. Portanto, os pontos de umaórbita de peŕıodo

2 s̃ao soluç̃ao da seguinte equação:

x∗ = f [2](x∗) = f ( f (x∗)), (2.4)

sendo que, no geral, os pontos fixosx∗ de peŕıodok são soluç̃ao da equaç̃ao f [k](x∗) = x∗, para

k> 0. A figura (2.2) mostra, como exemplo, umaórbita de peŕıodo 2 para o mapa logı́stico, com

a= 3,3 e a condiç̃ao inicial dadax0 = 0,1, vemos que para esses parâmentros o mapa logı́stico

possui dois pontos fixos de perı́odo 2, sendo elesx∗1 = 0,48 ex∗2 = 0,82. Dependendo do valor

assumido pelo parâmetroa, a din̂amica temporal do mapa logı́stico pode sair de um regime

periódico e apresentaŕorbitas totalmente aperiódicas, ou seja, o sistema está em um estado de

caos, como mostra o exemplo da figura (2.3) para o caso dea= 4,0.

A estabilidade dos pontos fixosx∗ est́a relacionada com a evolução temporal da

funçãoxn+1 = f (xn), quando s̃ao dadas condiç̃oes iniciais bem pŕoximas aos seus pontos fixos

x∗, pondendo ela convergir ou divergir destes valores.

Dada um condiç̃ao inicial xn bem pŕoxima dex∗, isto é, xn = x∗+ δn, a dist̂ancia
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Figura 2.2:Evoluç̃ao temporal de perı́odo 2 do mapa loǵıstico, coma= 3,3 e condiç̃ao inicialx0 = 0,1.
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Fonte: O autor.

Figura 2.3:Evoluç̃ao temporal cáotica do mapa loǵıstico, coma= 4,0 e condiç̃ao inicialx0 = 0,1.
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Fonte: O autor.

entre estes pontośe dada por:

δn = |xn−x∗|. (2.5)

Com a primeira iteraç̃ao , a dist̂ancia evolui para:

δn+1 = |xn+1−x∗|= | f (xn)−x∗|= | f (x∗+δn)−x∗|. (2.6)



10

Podemos, então, expandir o mapaf (x) em śerie de Taylor em torno dex∗, tem-se:

f (x∗+δn) = f (x∗)+δn

(

d f(x)
dx

)

x=x∗

+
1
2

δ 2
n

d2 f (x)
dx2 + ..., (2.7)

e tomando valores suficientementes pequenos paraδn, os termos da expansão com pot̂encias de

δn de ordem igual ou superior a dois podem ser desprezados. De (2.7), admitindo-seδn pequeno,

temos:

f (x∗+δn)− f (x∗) = δn

(

d f(x)
dx

)

x=x∗

. (2.8)

Portanto, de (2.6) e (2.8), chegamos a uma equação paraδn+1 dada por:

δn+1 =

∣

∣

∣

∣

∣

δn

(

d f(x)
dx

)

x=x∗

∣

∣

∣

∣

∣

. (2.9)

Seδn+1 < δn as iteraç̃oes convergem para o ponto fixox∗ e estée do tipo est́avel (atra-

tor), ent̃ao:
∣

∣

∣

∣

∣

(

d f(x)
dx

)

x=x∗

∣

∣

∣

∣

∣

< 1. (2.10)

Seδn+1 > δn as iteraç̃oes divergem do ponto fixox∗ e estée do tipo inst́avel (repulsor),

ent̃ao:
∣

∣

∣

∣

∣

(

d f(x)
dx

)

x=x∗

∣

∣

∣

∣

∣

> 1. (2.11)

Quando a derivada do sistema for igual a 1, a linearização efetuada ñaoé suficiente

para afirmar se o ponto fixóe ou ñao est́avel. No caso em que a derivada for igual a 0 o pontoé

denominado super-estável [17,18].

2.3 Diagrama de Bifurcaç̃oes e Expoente de
Lyapunov

O diagrama de bifurcações e o expoente de Lyapunov nos oferecem informações

com relaç̃ao ao comportamento dasórbitas de um sistema dinâmico aṕos um intervalo de tempo

suficientemente grande (valores assintóticos), onde podemos encontrar: pontos fixos,órbitas

periódicas ou cáoticas. Nestes casos as iterações transientes são descartadas. Por transiente nos
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referimos ao um certo número de primeiros pontos da trajetória que s̃ao desconsiderados, sendo

usados somente os pontos que representam o comportamento final daórbita.

O diagrama de bifurcaçõesé um gŕafico dos valores assumidos pela variável de

estado em funç̃ao de um ou mais parâmetros do sistema, supostos variáveis dentro de seus in-

tervalos de definiç̃ao. Tomando como exemplo novamente o modelo do mapa logı́stico, temos

na figura (2.4) que o eixo das abscissas representa os valoresassumidos pelo parâmetro de con-

trole a e no eixo das ordenadas os valores assintóticos da varíavel de estadoxn. Como condiç̃ao

inicial usamosx0 = 0,1 e foram feitas 3000 iterações sendo 2800 iterações transientes descar-

tadas. Observamos que, no intervalo 1,0 ≤ a < ac, temos um regime de bifurcações e para

ac ≤ a< 4,0 predomina uma região cáotica, ondeac ≈ 3,57é um ponto onde existe um acúmulo

de bifurcaç̃oes.

Figura 2.4:Diagrama de bifurcaç̃oes do mapa logı́stico.

Fonte: O autor.

Com relaç̃ao ao expoente de Lyapunov, este nos informa a taxa média de expansão

ou de contraç̃ao da dist̂ancia daśorbitas de um mesmo sistema dinâmico com duas condições

iniciais muito pŕoximas. Medir o expoente de Lyapunov entre duas trajetóriasé equivalente a
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medir o expoente em um conjunto de trajetórias [13]. Para calcular o expoente de Lyapunov para

mapas unidimensionais considere o seguinte mapa unidimensional:

xn+1 = f (xn), (2.12)

sejam dois pontos iniciais próximosx0 ey0 e a dist̂ancia entre elesδ0 = |y0−x0|. Admite-se que

depois de uma iteração a nova dist̂ancia sejaδ1 = |y1− x1|. Podemos relacionarδ0 e δ1, e as

sucessivas distâncias a partir de uma variação exponencial:

δ1 = eλ1δ0,

δ2 = eλ2δ1 = eλ1+λ2δ0,
...

δn = eλnδn−1 = eλ1+λ2+···+λnδ0 = enλ δ0, (2.13)

ondeλ = λ1+λ2+···+λn
n representa a taxa exponencial média de expansão das trajet́orias vizinhas.

Seλ > 0, h́a uma expans̃ao do conjunto, seλ = 0, o conjunto se mantém e seλ < 0, h́a uma

contraç̃ao. A relaç̃ao (2.13) nos permite escrever:

| f n(y0)− f n(x0)|= enλ δ0

λ = 1
n ln
∣

∣

∣

f n(x0+δ0)− f n(x0)
δ0

∣

∣

∣
, (2.14)

onde f n(x0) indica a n-́esima iteraç̃ao de f (x0). Considerando uma distância inicial muito pe-

quena(δ0 → 0) e um ńumero infinito de iteraç̃oes(n→ ∞), temos:

λ = lim
n→∞

lim
δ0→0

1
n ln
∣

∣

∣

f n(x0+δ0)− f n(x0)
δ0

∣

∣

∣

λ = lim
n→∞

1
n ln
∣

∣

∣

d fn(x0)
dx0

∣

∣

∣
, (2.15)

logoλ é, por definiç̃ao, o expoente de Lyapunov do mapa e constitui uma medida de diverĝencia

exponencial(λ > 0) ou de contraç̃ao(λ < 0), não dependendo da trajetória vizinha. Pela regra

da cadeia:
d

dx0
f n(x0) =

d
dxn−1

f (xn−1)
d

dxn−2
· · ·

d
dx0

f (x0), (2.16)

ondexi = f i(x0) é o resultado dai-ésima iteraç̃ao do mapa a partir da condição inicialx0. Obte-
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mos:

λ = lim
n→∞

1
n

ln

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∏

i=0

f ′(xi)

∣

∣

∣

∣

∣

. (2.17)

Podemos separar o produtório em somas e oexpoente de Lyapunové definido como:

λ = lim
n→∞

1
n

n−1
∑

i=0

ln
∣

∣ f ′(xi)
∣

∣ , (2.18)

onden indica o ńumero de iteraç̃oes em que o sistemaé observado,f ′ é a derivada da regra de

evoluç̃ao do sistema, quée calculada em cada pontoxi de umaórbita gerada sob uma condição

inicial. Valores positivos para os expoentes de Lyapunov indicam caos, valores negativos indicam

comportamentos convergentes, como o periódico ou de ponto fixo e, poŕultimo, valores nulos

indicam quase-periodicidade ou mudança de comportamento(pontos de bifurcaç̃ao) [13, 18]. A

figura (2.5) nos mostra a variação do expoente de Lyapunov para o mapa logı́stico. Comparando-

a com a figura (2.4) do diagrama de bifurcações, vemos claramente que os valores negativos do

expoente de Lyapunov correspondem a regiões de pontos fixos, valores nulos correspondem a

pontos de bifurcaç̃ao e valores positivos do expoente indicam caos.
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Figura 2.5:Variaç̃ao do Expoente de Lyapunov para o mapa logı́stico.
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Fonte: O autor.
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3 Redes Complexas

A definição de um sistema complexo difere dependendo daárea de estudo, não

havendo uma amplamente aceita, porém uma definiç̃ao compreensı́vel é a de que um sistema

complexoé formado por um grande número de componentes relativamente simples que inte-

ragem entre si e com o meio ambiente, a partir dos quais um comportamento complexo emerge

[15, 18, 19]. Componentes relativamente simples significa que os componentes individuais, ou

pelo menos seus papéis funcionais, t̂em um comportamento simples com respeito ao compor-

tamento coletivo. A noç̃ao de emerĝencia refere-se ao fato de que o comportamento global do

sistema ñaoé somente complexo, mas surge das ações coletivas dos componentes simples. Como

um sistema complexóe representado por partes individuais que se conectam,é natural modelá-lo

como rede complexa.

O estudo de redes complexas iniciou-se com a teoria dos grafos. Na d́ecada de 60

dois mateḿaticos, Paul Erd̈os e Alfred Ŕenyi [20] apresentaram um novo conceito que permite o

estudo dessas redes através da teoria dos grafos aleatórios. A ideia foi a de combinar a teoria dos

grafos com ferramentas da teoria de probabilidades. Os principais trabalhos que precederam a

grande revoluç̃ao no estudo das redes complexas por meio de grafos foram os artigos cient́ıficos

publicados por Duncan Watts e Steven Strogatz em 1998 [21] e por Albert-Lászĺo Barab́asi e

Réka Albert em 1999 [24]. A partir de então, os grafos passaram a ser a base matemática da

nova teoria das redes complexas. As redes complexas são representadas da mesma forma que

um grafo, ou seja, por um conjunto de nós (ou śıtios ou v́ertices) que podem estar ou não ligados

entre si por meio de arestas (ou conexões). Um ńo é referido normalmente por uḿındice i e o

número de elementos em uma rede pela letraN.

Uma das propriedades de redes complexasé o grauki de um ńo i, ou seja, o ńumero
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de conex̃oes que este possui eé definido em termos da matriz de adjacência:

ki =
N
∑

j=1

ai j , (3.1)

onde o elementoai j é igual a 1 se os ńos i e j est̃ao conectados e 0 caso contrário ñao estejam.

Como a medidaki é local, para podermos caracterizar a estrutura de uma rede precisamos de

uma medida global, quée dada pela ḿedia do ńumero de conex̃oes entre os ńos, definida como

grau ḿedio ou ńumero ḿedio de conex̃oes:

〈k〉=
1
N

N
∑

i=1

ki . (3.2)

A organizaç̃ao das conex̃oes de uma rede complexa pode ser caracterizada por meio

da distribuiç̃ao de grau ou de probabilidadesP(k) , definida como a probabilidade de que um nó

escolhido aleatoriamente na rede tenha grauk [25].

Recentemente, o elevado desenvolvimento computacional possibilitou a criaç̃ao de

modelos mais realistas para redes complexas. Com esses modelos ficou posśıvel representar re-

des que incorporam propriedades de redes reais e estudá-las por meio de modelos matemáticos.

O desenvolvimento desses modelos permite determinar propriedades estruturais e dinâmicas e

ainda desenvolver ḿetodos que possam ser aplicados a diversos objetivos, como melhorar a

dinâmica e o fluxo em uma rede, prever seu comportamento, entender a causa de maus funciona-

mentos e proteger a rede em casos de ataques ou falhas.

3.1 Redes de Mapas Acoplados Localmente

Este modelo faz parte do grupo de redes complexas regulares que apresentam uma

organizaç̃ao e simetria topológica. As caracterı́sticas e propriedades de redes de mapas acoplados

localmente foram amplamente estudadas por Kaneko [26] e Cruchfield [27]. Em acoplamentos

locais, a din̂amica de um determinado sı́tio i é influenciada apenas pelos seus vizinhos mais

próximosi−1 e i+1, assim, a equação considerando o acoplamentos entre primeiros vizinhosé
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dada por:

x(i)n+1 = (1− ε) f (x(i)n )+
ε
2
[ f (x(i−1)

n )+ f (x(i+1)
n )], (3.3)

ondeε é a intensidade do acoplamento e varia no intervalo [0, 1], o fator 2 que divide o acopla-

mento est́a relacionado com a normalização da equaç̃ao. A figura (3.1) esboça uma representação

deste modelo.

Figura 3.1:Modelo de rede com acoplamento entre primeiros vizinhos.

Fonte: O autor.

3.2 Redes de Mapas Acoplados Globalmente

Este modelo tamb́em faz parte do grupo de redes complexas regulares. Em uma

rede com acoplamento global todos os sı́tios est̃ao conectados entre si, ou seja, para uma rede

formada por N elementos cada sı́tio i sofreŕa a inflûencia dosN−1 śıtios restantes. A equação

que descreve este acoplamentoé dada por:

x(i)n+1 = (1− ε) f (x(i)n )+
ε

N−1

N−1
∑

j 6=i

x( j)
n , (3.4)

ondeε novamentée a intensidade do acoplamento, podendo variar no intervalor [0, 1]. O se-

gundo termo da equação (3.4) tamb́em pode ser interpretado como um campo médio produzido

pela rede. A figura (3.2) traz uma representação de uma rede com acoplamento global.
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Figura 3.2:Modelo de rede com acoplamento global entre seus elementos.

Fonte: O autor.

3.3 Redes Aleat́orias de Erdös e Ŕenyi

Em 1959 Erd̈os e Ŕenyi desenvolveram um modelo para gerar redes com conexões

aleat́orias [20], que apresentavam caracterı́sticas opostas̀as de uma rede regular. O mecanismo

que gera a rede aleatória é constrúıdo definindo-se primeiramente a quantidadeN de ńos pre-

sentes na rede, em seguida conectam-se os pares de nós de acordo com uma probabilidadep. A

figura (3.3) mostra a montagem de uma rede aleatória comN = 10 ńos e diferentes valores de

p. Nos casos extremos temos parap= 0 uma rede completamente fragmentada, ou seja , não h́a

conex̃oes e parap= 1 a rede fica completamente conectada refletindo a situação de acoplamento

global.

3.4 RedesSmall-World

O modelo de redessmall-worldou “mundo pequeno” teve inı́cio a partir de estudos

sociais feitos por Stanley Milgran, um psicólogo social da Universidade de Harvard [22]. Seu

experimento consistiu em descobrir quantos conhecidos separam duas pessoas escolhidas aleato-

riamente. Milgran encontrou que o grau de separação entre quaisquer duas pessoasé em ḿedia

igual a 6, concluindo, assim, que a separação ḿedia entre duas pessoasé pequena. Com base

nos resultados obtidos por Milgran, alguns modelos foram propostos para descrever e estudar o

fenômeno denominadosmall-world. Os modelos mais conhecidos são os de Watts-Strogatz [21]

e Newman-Watts [23].
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Figura 3.3:Ilustraç̃ao esqueḿatica do modelo Erd̈os e Ŕenyi. Temos uma rede formada porN = 10 ńos
para (a)p= 0, (b) p= 0,1, (c) p= 0,15 e (d)p= 0,25.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: O autor.

O modelo de redesmall-worldde Watts-Strogatz [21], ilustrado na figura (3.4a),

consiste em: inicialmente monta-se uma rede regular comN nós ligados ak vizinhos mais

próximos, em seguida cada arestaé aleatoriamente reconectada com uma probabilidadep a

um outro ńo da rede, surgindo assim as conexões ñao-locais. No extremop = 0 as conex̃oes

continuam como estão e a rede continua regular, opostamente sep = 1 todas as conex̃oes s̃ao

refeitas e a rede torna-se totalmente aleatória. No modelo proposto por Newman-Watts [23],

ilustrado na figura (3.4b), parte-se de uma rede regular com nós ligados aos vizinhos próximos

e, ent̃ao, novas conex̃oes ñao-locais s̃ao adicionadas e distribuı́das de forma probabilı́stica pela

rede. Na figura (3.4b) as novas conexões est̃ao representadas pelas linhas vermelhas. As redes

small-world, além das aplicaç̃oes em estudos sociais, têm sido amplamente utilizadas no estudo

de conex̃oes cerebrais e têm contribúıdo amplamente na compreensão de sua din̂amica [10].
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Figura 3.4:Ilustraç̃ao esqueḿatica do modelo de redesmall-world. (a) Modelo de Watts-Strogatz. (b)
Modelo de Newman-Watts, as linhas vermelhas representam as novas ligações.

(b)

(a)

Fonte: O autor.

3.5 Redes Livres de Escala

Dois trabalhos publicados por Barabási e Albert em 1999 [24,28] trouxeram grandes

avanços no estudo de redes complexas. Eles investigaram a WWW(World Wide Web) procu-

rando mapéa-la, poŕem tal tarefa mostrou-se impossı́vel de ser finalizada. Entretanto um mapa

parcial evidenciou que usar uma rede aleatória de Erd̈os e Ŕenyi ñao era adequado para ser uti-

lizado no mapeamento da WWW. Barabási e Albert observaram que algumas páginas da WWW

eram muito mais apontadas do que outras, ou seja, em termos detopologia de redes, alguns nós

desse sistema tinham muito mais conexões do que a maioria. Estes nós com muitas conexões

foram denominadoshubs. Descobriram tamb́em que o ńumero de conex̃oes dos ńos seguia uma
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distribuiç̃ao do tipo lei de pot̂encia,P(k) = k−γ , sendok o número de conex̃oes eγ o expoente

da lei de pot̂encia, 2≤ γ ≤ 3. Esta distribuiç̃ao promove a existência de um grande número de

nós com poucas conexões e uma quantidade reduzida de nós com muitas conexões (ouhubs). A

figura (3.5) ilustra uma rede com estas caracterı́sticas topoĺogicas.

Figura 3.5:Ilustraç̃ao esqueḿatica do modelo de rede livre de escala.

Fonte: O autor.

Como o ńumero de conex̃oes ñao exibe valor ḿedio, Barab́asi e Albert denomi-

naram este tipo de topologia como sendolivre de escala(scale-free). Este modelo livre de escala

proposto por Barab́asi e Albert baseia-se no conceito de redes reais que possuemcrescimento e

conex̃ao preferencial, tais caracterı́sticas s̃ao fundamentais na criação de redes livres de escala,

ou seja:

1) Crescimento: partindo de um ńumeroN0 de ńos, conectados entre si, progressi-

vamente novos ńos s̃ao adicionados, sendo conectados com uma quantidadel de ńos j́a perten-

centes̀a rede.

2) Conex̃ao preferencial: ao acrescentarmos um novo elemento a rede, a probabi-

lidade deste conectar-se com oi-ésimo ńo, já existente, depende da quantidade de conexõeski de

cada ńo da rede. Portanto, quando maior o número de conex̃oes de um ńo, maior a probabilidade

de um novo ńo conectar-se a ele.
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Em decorr̂encia desta topologia, na qual existem poucos nós com muitas conexões

(hubs), uma rede livre de escaláe robusta e muito resistente a falhas em um nó aleat́orio. Por

outro lado, esta redée muito vulneŕavelà ataques ou falhas dirigidos sobre oshubs, pois se estes

falham, ou s̃ao retirados, todo o sistema pode entrar em colapso e a rede ser destrúıda.
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4 Mapas de Rulkov Acoplados e
Diagnósticos de Sincronizaç̃ao

No estudo da din̂amica da variaç̃ao do potencial elétrico em neur̂onios, v́arios mode-

los t̂em sido aplicados para descrevê-los. Por exemplo, temos os modelos baseados em equações

diferenciais (Hodgkin e Huxley [29], FitzHugh-Nagumo [30], Hindmarsh-Rose [31]) ou modelos

que se utilizam de mapas, como o Mapa de Rulkov. Nesta seção fazemos um breve comentário

sobre os modelos de equações diferenciais e em seguida descrevemos o modelo de Mapas de

Rulkov, sobre o qual desenvolvemos este trabalho, como também alguns ḿetodos para ańalise

de sincronizaç̃ao.

4.1 Modelos

Um dos modelos mais importantes e conhecidos na descrição da din̂amica dos dis-

paros eĺetricos neuraiśe o proposto por Hodgkin e Huxley, que desenvolveram o primeiro modelo

quantitativo de propagação do sinal eĺetrico em ax̂onios [29]. Com a colaboração de Bernand

Kartz, eles estudaram as condutâncias îonicas que s̃ao responśaveis pela geração das tens̃oes

elétricas nas membranas dos neurônios. Juntamente com John C. Eccles, em 1963, Hodgkin e

Huxley foram prestigiados com o prêmio Nobel de fisiologia e medicina por seus trabalhos so-

bre as tens̃oes eĺetricas e as condutâncias das sinapses neuro-motoras. Basicamente o modelo

de Hodgkin e Huxley assemelha o comportamento elétrico na membrana do neurônio com um

circuito eĺetrico, a partir do qual foram derivadas quatro equações diferenciais que modelam o

comportamento dos disparos elétricos dos neurônios. Existem, tamb́em, alguns outros modelos

de menor dimens̃ao que s̃ao derivados do modelo de Hodgkin e Huxley para descrever a dinâmica

dos disparos neurais, como por exemplo o proposto por FitzHugh-Nagumo [30] e Hindmarsh-
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Rose [31]. Outro modelo de equações diferenciaiśe o de Bonhoeffer-van der Pol que apresenta

padr̃oes de excitabilidade, podendo ser aplicados na descrição de v́arios fen̂omenos f́ısicos, como

a propagaç̃ao de pulsos através do ax̂onios nervosos, entre outros [32]. Este modelo consiste

de duas equações diferenciais que descrevem a direção e o potencial elétrico da membrana do

axônio.

Como os modelos baseados em equações diferenciais s̃ao os mais gerais, estes

tamb́em apresentam maior dificuldade no desenvolvimento de suas soluções e maior esforço

computacional. Por este motivo, neste trabalho utilizaremos do modelo fenomenológico de ma-

pas proposto por Rulkov [33], pois apresentam vantagens comouma manipulaç̃ao computacional

simples, se comparados com os modelos baseados nas equações diferenciais, menor esforço

computacional e fornecem resultados satisfatórios semelhantes aos observados na natureza. O

modelo de mapas acoplados de Rulkov tem sido amplamento utilizado no estudo da dinâmica

temporal de uma rede de neurônios, pois, assim como em neurônios bioĺogicos, sua din̂amica

apresenta duas escalas de tempo caracterı́sticas: uma escala rápida e outra lenta. Descrevemos

mais detalhadamente este modelo na seção seguinte.

4.2 Mapa de Rulkov

Para compreender a dinâmica e os meĉanismos que controlam as atividades, os

sinais e o processamento de informações que ocorrem em redes neurobiológicas, s̃ao utilizados

estudos nuḿericos da din̂amica de v́arias redes de neurônios. Modelos fenomenológicos que

descrevem a din̂amica de neur̂onios podem ser obtidos usando sistemas dinâmicos na forma de

mapas [33]. Para descrever o comportamento dos neurônios, Rulkov [33] prop̂os o seguinte mapa

bidimensional:

xn+1 =
α

[1+x2
n]
+yn, (4.1)

yn+1 = yn−σxn−β , (4.2)

onde a varíavel ŕapidaxn e a lentayn descrevem a din̂amica dos disparos dos neurônios da rede.

O par̂ametroα afeta diretamente o perı́odo das seqûencias de picos (spikes). A lenta evoluç̃ao

da varíavel yn é devido a pequenos valores dos parâmetros positivosβ e σ , que s̃ao da ordem
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de 0,001. Estes descrevem influências externas aplicadas sobre o mapa. Consideramos que um

determinado disparo (sequência de picos ou burst) começa quando a variávelyn, que apresenta

oscilaç̃oes regulares, tem um máximo local em instantes bem definidos de temponk, como mostra

a figura (4.1).

Figura 4.1:Evoluç̃ao temporal da variável (a) ŕapida e (b) lenta do mapa de Rulkov, comα = 4,1, β e
σ = 0,001. Foram realizadas 30000 iterações, sendo 28000 descartadas.
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Fonte: O autor.

O diagrama de bifurcações e a variaç̃ao do expoente de Lyapunov para o mapa de

Rulkov est̃ao expostos nas figuras (4.2a) e (4.2b), onde para obtermos ambas as figuras apro-

ximamos o valor da variável lentayn para uma constanteγ. Isto é posśıvel poisyn depende dos

par̂ametrosβ e σ que possuem valores muito pequenos, possibilitanto o estudo da din̂amica

rápida de um śıtio pela ańalise de um mapa unidimensional dado por:

xn+1 =
α

[1+x2
n]
+ γ. (4.3)

A figura (4.2a) mostra o regime de bifurcações que, conforme o valor do parâmetro
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de controleγ cresce, o mapa tendèa uma regĩao est́avel. A figura (4.2b) mostra as regiões

onde ocorrem janelas de periodicidade com expoente de Lyapunov inferior a 0, nos pontos de

bifurcaç̃ao temos o expoente igual a 0 e nas regiões cáoticas este assume valores positivos.

Figura 4.2:(a) Diagrama de Bifurcaç̃oes e (b) variaç̃ao do expoente de Lyapunov para o Mapa de Rulkov.
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Fonte: O autor.
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A duraç̃ao dos disparos caóticos,nk+1−nk, depende da variável ŕapidaxn e flutua

em um padr̃ao irregular conformexn evolui caoticamente. Podemos definir uma faseφ [34]

descrevendo a evolução temporal de cada disparo, variando de 0 a 2π conformen evolui denk

parank+1:

φn = 2kπ +2π
n−nk

nk+1−nk
, (4.4)

ondek é um ńumero inteiro.

Até o momento descrevemos o comportamento de um neurônio individual, poŕem

para uma rede com N neurônios, um modelo que considera a conectividade e o acoplamento

global [33] entre esteśe dado por:

x(i)n+1 =
α

[1+x(i)2n ]
+y(i)n +

ε
N

N
∑

j=1

x( j)
n , (4.5)

y(i)n+1 = y(i)n −σx(i)n −β . (4.6)

O último termo em (4.5) refere-se ao acoplamento global entreos neur̂onios, sendo

a constanteε a intensidade do acoplamento global entre eles. O parâmetroα foi escolhido na

regĩao 4,1< α < 4,9 onde o mapa de Rulkov produz oscilações cáoticas emx(i)n .

Avaliando o regime sem acloplamento, ou seja,ε = 0, vemos que dependendo

do valor do par̂ametroα, temos dois regimes de comportamento caótico: oscilaç̃oes cáoticas

cont́ınuas e disparos caóticos, como mostra a figura (4.3). Da figura (4.3) vemos que a duraç̃ao

dos disparośe senśıvel aos valores assumidos pelo parâmetroα. Paraα = 4,9 observamos um

regime de picos cáoticos cont́ınuos e conforme o parâmetro diminui at́eα = 4,1 surge um regime

com seqûencias períodicas de picos. Esta dinâmicaé muito semelhante aos disparos observados

experimentalmente com neurônios bioĺogicos.

Ao considerarmos, agora, o acoplamento global entre os neurônios, ou seja,ε 6= 0,

é posśıvel ocorrer uma sincronização dos disparos de toda a rede. Este resultado, figura (4.4), nos

mostra a formaç̃ao de uma regularização (sincronizaç̃ao) do comportamento caótico do sistema,

devido ao acoplamento.

É importante ressaltar que o sistema não apresenta sincronização em relaç̃ao às
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Figura 4.3: Simulaç̃oes dos diparos de neurônios desacoplados, comβ = σ = 0,001, para diferentes
valores de (a)α = 4,9; (b) α = 4,5; (c) α = 4,3; (d) α = 4,1. Foram realizadas 30000 interações sendo
25000 descartadas.
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Fonte: O autor.

seqûencias de picos caóticos dentro de um disparo, mas sim uma coerência na fase de seus

disparos (bursts) decorrente da interação promovida pelo termo de acoplamento em (4.5). No

caso de apenas dois neurônios acoplados, um indicador de uma sincronização de fase cáotica

seria simplesmente o fato de suas fases estarem muito próximas (| φ1 − φ2 |≪ 1). Poŕem,

quando se trata de uma rede com N neurônios, outros diagńosticos devem ser usados para indicar

sincronizaç̃ao de fase cáotica, como, por exemplo, o parâmetro de ordem de Kuramoto [35, 36],

o DM (dynamical modularity) [37] e a evoluç̃ao temporal do campo ḿedio produzido pela rede.
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Figura 4.4:Simulaç̃oes dos diparos de um neurônio considerando acoplamento global, comε = 0,2 e um
total deN= 256 neur̂onios na rede. O parâmetroα dos neur̂onios da rede foram escolhidos aleatoriamente
no intervalo 4,1≤ α ≤ 4,9, comβ = σ = 0,001 . A figura mostra os disparos de um neurônio com: (a)
α = 4,9; (b)α = 4,5; (c)α = 4,3; (d)α = 4,1.Foram realizadas 4000 interações sendo 2000 descartadas.
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4.3 Diagńosticos de Sincronizaç̃ao

Um diagńostico usado para verificar a presença de sincronização em redeśe o

par̂ametro de ordem complexo de Kuramoto [35], dado por:

zn = Rne2π iφn ≡
1
N

N
∑

j=1

e2π ix( j)
n , (4.7)

ondeRn e φn são, respectivamente, a amplitude e oângulo do vetor de fase unitário em um dado

instanten. A equaç̃ao (4.7)é composta por um termo imaginário que ñao possui significado

fı́sico, por isso usaremos a relação de Euler para decompor a exponencial complexa:

e2π ix( j)
n = cos(2πx( j)

n )+ isen(2πx( j)
n ). (4.8)
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Calculando o ḿodulo de um ńumero complexoz= a+bi, sendo:

| z |=
√

a2+b2, (4.9)

das equaç̃oes (4.7), (4.8) e (4.9), obtemos:

Rn =
1
N

N
∑

j=1

√

cos2(2πx( j)
n )+sen2(2πx( j)

n ), (4.10)

onde trabalhamos agora apenas com valores reais. Se as fasesdos disparos dos neurônios es-

tiverem descorrelacionadas, a contribuição no somat́orio total da equaç̃ao (4.10) seŕa pequena.

No entanto, em um estado de sincronização, a amplitude do parâmetro de ordemRn tendeà

unidade, indicando uma superposição coerente dos vetores de fase para todos os sı́tios. A figura

(4.5) nos mostra, através da ańalise da amplitude do parâmetro de ordem em relação ao tempo,

como a sincronizaç̃ao depende da intensidade do acoplamento globalε. Portanto, quanto mais

intenso o acoplamento, maior a tendência do sistema sincronizar. Neste trabalho usaremos prin-

cipalmente, como parâmetro de avaliaç̃ao da sincronizaç̃ao, a ḿedia temporal da magnitude do

par̂ametro de ordem̄R, definido por:

R̄=
1

τ − τ0

τ
∑

n=τ0

Rn, (4.11)

sendoτ0 o instante inicial do intervalo temporal eτ o valor den→ ∞.

Quando dois ou mais neurônios da rede estão disparando sincronizadamente suas

fases s̃ao praticamente iguais. Esse comportamento coletivo da rede tamb́em pode ser captado

pelo campo ḿedioM(i) produzido pelos neurônios, dado por:

M(i) =
1
N

N
∑

i=1

x(i), (4.12)

onde oı́ndice i identifica a sub-rede a ser analizada eN seu respectivo ńumero de neur̂onios.

Conforme os disparos estejam sincronizados, o campo médio iŕa apresentar um comportamento

caracterizado por oscilações com grande amplitude, por outro lado se os disparos dos neurônios

estiverem descorrelacionados, a contribuição individual dos neurônios ir̃ao cancelar-se mutual-

mente e o campo ḿedio seŕa um rúıdo oscilat́orio de pequenas amplitudes. A figura (4.6) mostra

o campo ḿedio para uma rede com N=100 neurônios acoplados globalmente, onde temos em (a)
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Figura 4.5:Par̂ametro de ordemRn em relaç̃ao ao tempon para uma rede de mapas de Rulkov com 100
neur̂onios acoplados globalmente. Os parâmetrosα foram escolhidos aleatoriamente no intervalo 4,1à
4,9, comβ = σ = 0,001, sendo a força do acloplamente globalε = 0,01(vermelho) eε = 0,001(preto).
Foram feitas 90000 iterações e 50000 descartadas.
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o sistema ñao sincronizado e em (b) sincronizado. Para encontrarmos o campo ḿedio total da

redeMT temos que considerar na equação (4.12) a varíavel ŕapida de todos os sı́tios da rede.

Para sistemas formados por conjuntos de redes, além da sincronia de cada uma

em particular, outra informação importante seria o quanto as redes estão sincronizadas entre si.

Para isto, utilizaremos o parâmetroDM(dynamical modurality) proposto por Ǵomez-Gard̃enes e

colaboradores [37]. Estée definido como a fraç̃ao entre o grau ḿedio de sincronia interna das

redes com a correlação ḿedia da din̂amica entre redes, sendo:

DM =

∑

α R̄αα/S
∑

α ,α 6=β R̄αβ/[S(S−1)]
, (4.13)

ondeScaracteriza o ńumero de redes formando o sistema eR̄αβ é o par̂ametro de ordem ḿedio

entre duas redes distintasα e β . DM apresenta valores próximos a 1 quando todo o sistema se

encontra sincronizado.
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Figura 4.6:Campo ḿedio de uma rede com N=100 neurônios acoplados globalmente. A intensidade do
acoplamento em (a)ε = 0,001 e (b)ε = 0,2.
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5 Rede de Redes

Neste caṕıtulo descrevemos o procedimento que utilizamos para montar uma rede

de redes, bem como uma análise das intensidades de acoplamento, ou seja, os domı́nios onde

ocorre sincronizaç̃ao de fase na evolução temporal da variável ŕapida do mapa de Rulkov de cada

neur̂onio.

5.1 Rede de Redes Livres de Escala

Compreender a din̂amica do sistema nervoso de mamı́feros é um dos pricipais

objetivos da neurociência moderna. O sistema nervosoé responśavel por coletar, processar

informaç̃oes e enviar respostas permitindo que o organismo sobrevivaem um ambiente que

muda constantemente. As informações de diferentes modalidades (visual, sensorial, auditiva,

etc) atravessam o corpo simultaneamente, sendo detectadasem regĩoes especializadas do cérebro.

No entanto, para gerar uma percepção coerente da realidade, o cérebro precisa combinar (inte-

grar) estes diferentes tipos de informação em alguma região [38] durante um perı́odo [39–41].

Análises mostram que a capacidade funcional de sistema nervoso de obter um aquilı́brio entre

combinar informaç̃oes (integraç̃ao) e ao mesmo tempo se especializar (segregação) deve-sèa sua

organizaç̃ao estrutural [42].

Um dos sistemas extensamente estudados nasúltimas d́ecadas foi a anatomia das

conex̃oes do ćortex cerebral do gato, onde os dados foram coletados experimentalmente por

Scannell e colaboradores [3, 4, 8]. Nesta fonte de dados o córtex cerebral do gato foi dividido

em 53áreas corticais, interconectadas por 826 fibras de axônios. Do ponto de vista de uma rede,

podemos considerá-la como um grafo comN = 53 ńos eL = 826 arestas [4]. As 53́areas cor-

ticais foram organizadas em quatro aglomerados de neurônios (ouclusters) com a mesma regra
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funcional (especialização), como demonstradas na matriz adjacência da figura (5.1). Os aglo-

merados foram chamados de visual (V), auditivo (A), somato-motor (SM) e frontoĺımbico (F),

contendo 16, 7, 16 e 14́areas corticais cada um respectivamente. Dentre essas 826 conex̃oes, 470

são internas (conectaḿareas de um mesmo aglomerado) e 356 são externas (conectaḿareas de

aglomerados diferentes). Asáreas corticais estão identificadas através de abreviaç̃oes anat̂omicas

que podem ser encontradas na tabela 1 da referência [4]. Os quatro aglomerados formam os blo-

cos diagonais na matriz, cujos elementos representam as conexões internas e os elementos que

não est̃ao no blocos diagonais representam as conexões externas. Como vemos pela matriz, os

elementos de um mesmo aglomerado são densamente conectados, em contrapartida as conexões

entre elementos de aglomerados diferentes são escassas.

A análise da conectividade entre regiões do ćortex cerebral de gatos revelou as

seguintes caracterı́sticas: (i) aśareas corticais se organizam em forma de aglomerados de neurô-

nios [3–5] com (ii) uma grande densidade de conexões e (iii) uma ampla distribuição de neur̂onios

com muitas conex̃oes, chamados dehubs[6,43,44]. Pelo fato de aśareas corticais de um mesmo

aglomerado serem mais densamente conectadas entre si do quecom outras̀areas de diferentes

aglomerados, uma hierarquia aparece na organização daśareas corticais. Tal hierarquia deve ser

levada em consideração em modelos téoricos de redes neurais [45]. Como consequência destas

caracteŕısticas, dentro do ćortex, a informaç̃ao torna-se altamente acessı́vel para todas aśareas

corticais, independentemente de sua região de origem. Portanto, as informações processadas por

uma regĩao podem ser afetadas pelas informações de outraśareas [7].

Recentemente foi relatado que a comunicação entre diferentesclustersnãoé aleat́o-

ria, mas pricipalmente mediada peloshubsda rede [7]. O que define umhub não é apenas o

número de ligaç̃oes que ele apresenta, mas também sua contribuiç̃ao para a comunicação entre

diferenteśareas corticais. Oshubsapresentam uma grande probabilidade intrı́nsica de estarem

conectados com outroshubs, formando entre si um ḿodulo cerebral, assim como os outros [46].

Baseado na observação experimental da anatômia das conex̃oes neurais do cérebro

de gatos e do homem [47], a organização destes ocorre na forma de umarede de redes, ou seja,

várias redes agrupadas (clustered networks). O modelo consiste em um número de redes, onde

cada uma destas apresenta nós internos densamente conectados entre si, porém as ligaç̃oes entre

as redes s̃ao escassas.
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Figura 5.1: Representaç̃ao matricial das conexões corticais do gato, de acordo com a tabela 2 da re-
ferência [8]. As conex̃oes entre aśareas estão classificadas de acordo com a densidade das ligações dos
axônios, como fraca (vermelho), intermediária (azul) e forte (verde).
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Analisando o modelo da equação (4.5) vemos que o termo de acoplamento consi-

dera o campo ḿedio produzido pelos neurônios da rede, onde todos apresentam o mesmo número

de conex̃oes (〈k〉 = N). Modelos mais realı́sticos de redes neurais podem ser embasados em

estudos emṕıricos, como os resultados conhecidos para a minhocaC. Elegans, ondeN = 282 e
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〈k〉 = 14 [48]. Outro estudo mais recente, utilizando imagem por resson̂ancia magńetica para

observar redes funcionais em humanos, observou uma rede comN = 4891 e〈k〉 = 4,12 [49,

50, 52]. Portanto, com estes resultados, considerar uma rede com acloplamento global torna

o modelo muito simplificado. Caracterı́sticas comuns em redes neurais são o crescimento e

uma conectividade ñao uniforme, apresentando um pequeno número de neur̂onios com muitas

conex̃oes e um grande número com poucas conexões.

Mesmo apresentando caracterı́sticas de outros tipos de redes com topologias com-

plexas [53], a rede funcional humana e do gato também s̃ao caracterizadas por uma distribuição

não homoĝenia de conex̃oes, uma propriedade de redeslivres de escala[24]. Neste modelo,

independente do sistema e da identidade de seus constituintes, a probabilidadeP(k) de cada

ponto na rede ter uma conectividade entrek e k+dk decai com uma lei de potência [24], sendo

P(k)∼ k−γ , ondeγ é uma constante positiva.

Baseado nas propriedades de crescimento, com novos nós adicionados̀a rede no

decorrer do tempo, e na conexão preferencial, onde um novo nó tem maior probabilidade de

conectar-se com um determinado nó da rede do que com os demais, uma distribuição tipo lei de

pot̂encia fica clara como consequência destes dois mecânismos, como mostra a figura (5.2).

Resumindo, algumas redes reais crescem continuamente com a adição de novos

elementos que conectam-se preferencialmente a outros sı́tios que j́a est̃ao com muitas conexões.

Portanto modelos de redes que apresentam acoplamento global ou redes com śıtios conectados

randomicamente e uniformemente contrastam com redes reaisque exibem conectividade prefer-

encial.

As redes neurais, nas quais os sı́tios s̃ao os neur̂onios, conectados pelos axônios

e dentritos [54], envolvem v́arios problemas que estão sendo tratados atualmente do ponto de

vista de redes livres de escala [11]. Logo, para estudar modelos din̂amicos que descrevem

funções cerebrais, torna-se necessário desenvolver ḿetodos para generalizar e analisar sistemas

dinâmicos acoplados de redes livres de escala.

Pela evid̂encia experimental de que os neurônios apresentam um comportamento

cáotico [49,50,52], consideraremos uma dinâmica descrita pelos mapas de Rulkov e um acopla-
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Figura 5.2:Distribuição de probabilidade para a conectividade de uma rede livre de escala com N = 230
śıtios. A linha śolida é a regress̃ao. Temosγ = 2,08.
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Fonte: O autor.

mento de uma rede livre de escala. Utilizaremos o mapa proposto por Rulkov da seguinte forma:

x(i, j)n+1 =
α

[1+x(i, j)2n ]
+y(i, j)n +

ε
k(i, j)

N
∑

l=1

gil x
(l , j)
n , (5.1)

y(i, j)n+1 = y(i, j)n −σ (i, j)x(i, j)n −β (i, j), (5.2)

onde j indica a sub-rede ei um de seus sı́tios,gil são o elementos da matriz conectividadeN×N,

sendo quegil = 1 se o śıtio i e l est̃ao conectados, e zero caso contrário. Podemos ver agora que

o termo de acoplamento considera que o sı́tio i sofre inflûencia apenas dosk(i, j) śıtios conectados

a ele.

Para construirmos uma rede livre de escala seguimos uma sequência de passos.

Partimos de uma rede semente comN0 = 11 elementos, como mostra a figura (5.3), então a

cada passo adicionamos um novo elementoà rede, sendo que cada um foi conectado al ≥ 2

outros śıtios , at́e que a rede obtivesse o tamanho escolhidoNf inal. As conex̃oes ocorreram
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preferencialmente com os sı́tios que possuem mais conexões, sendo a probabilidade diferente

para cada um:

P(i)
n =

k(i)n

Nn
, (5.3)

ondek(i)n é o ńumero de conex̃oes de um determinado sı́tio i para cada passo eNn é o ńumero de

elementos na rede no instanten. Este processo foi repetido até alcançarmos o tamanho máximo

da redeNf inal. Depois de realizados todos os passos temos uma rede comk(i) conex̃oes por śıtio.

A figura (5.2) mostra uma distribuição de probabilidades para uma rede comN = 230 śıtios, a

aproximaç̃ao nuḿerica mostra que a distribuição segue uma lei de potência comγ = 2,08.

Figura 5.3:Esquema da rede inicial comN0 = 11 elementos usada para construir a rede livre de escala.

Fonte: O autor.

Como as caracterı́sticas de uma de rede livre de escala foi observada em redes fun-

cionais do ćerebro humano [50] e do gato, propômos um modelo no qual a rede de redesé

formada por grupos de redes livres de escala, sendo estas ligadas globalmente entre si por seus

hubs. Consideramos, então, 10 redes livres de escala com 230 nós ligadas entre si por seushubs,

a figura (5.4)́e uma ilustraç̃ao simplificada deste modelo, onde temos 4 sub-redes livres de escala

acopladas globalmente por seushubs.
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Figura 5.4:Rede formada por 4 sub-redes livres de escala idênticas acopladas globalmente por seushubs.

Fonte: O autor.

5.2 Sincronizaç̃ao de Fase

A dinâmica de cada neurônio na redée governada pelos mapas de Rulkov das

equaç̃oes (5.1) e (5.2), ondeσ = β = 0,001, eα é diferente para cada sı́tio da rede no in-

terevalo [4,1-4,4]. O efeito de sincronização da rede neste modelo pode ser analisada pela média

temporal do par̂ametro de ordem com relação a variaç̃ao da intensidade do acoplamento entre os

hubsεh e do acoplamento entre os nós das sub-redesε. As figuras (5.5) e (5.6) nos mostram os

doḿınios de sincronizaç̃ao, ou seja, os valores da média temporal do parâmetro de ordem estão

indicados por uma escala de cores, para as faixas de diferentes valores dos parâmetrosεh eε . Na

figura (5.5) analisamos apenas a dinâmica doshubs, os quais sincronizam para pequenos valores

deεh conforme vemos pela região amarela da figura. Tal comportamento pode ser decorrente da

topologia de acoplamento global entre oshubs. Por estarem todos oshubsconectados entre si, a

interaç̃ao de suas din̂amicas torna-se muito forte mesmo para pouca intensidade doacoplamento

entre elesεh. Na figura (5.6), diferentemente doshubs, quando analisamos o comportamento de
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toda a rede, temos que a sincronização total śo ocorre em uma região comεh e ε mais intensos,

ou seja, na região amarelada desta figura. Comparando as duas figuras vemos, também, que exis-

tem regĩoes onde oshubsest̃ao sincronizados entre si enquanto que o sistema não apresenta uma

sincronizaç̃ao total. Nossos objetivos, quanto a supressão da sincronizaç̃ao, estar̃ao dirigidos

principalmentèas regĩoes de intenso acoplamentoεh e ε, visto que nestas ocorre sincronização

total da rede.

Figura 5.5:Média temporal do parâmetro de ordem doshubscomo funç̃ao deεh e ε.

 0  0,02  0,04  0,06  0,08  0,1  0,12  0,14  0,16

 0

 0,0145

 0,029

 0,0435

 0,058

 0,0725

 0,087

 0,1015

 0,116

 0,1305

 0,145

 0,1

 0,2

 0,3

 0,4

 0,5

 0,6

 0,7

 0,8

 0,9

 1

εh

ε

Fonte: O autor [51].

Na figura (5.7) fixamos o acoplamento entre oshubsem εh = 0,16 e os dados

nos mostram a (a) ḿedia temporal do parâmetro de ordem total (linha vermelha) e o parâmetro

de ordem das sub-redes (linhas pretas) em função deε, onde consideramos que o sistema está

sincronizado quandōR≥ 0,9, (b) o DM tamb́em em funç̃ao deε. No intervalo da região I a

intensidade de acoplamentoε não é suficiente para produzir sincronização na rede ou mesmo

nas sub-redes, na região II as linhas pretas mostram as sub-redes sincronizadas deforma inde-

pendente enquanto que a linha vermelha mostra que não h́a sincronizaç̃ao entre elas e, por fim,

na regĩao III todas a sub-redes estão sincronizadas entre si. Fica evidente destes resultadosque

a sincronizaç̃ao paraε pequeno ocorre somente entre os elementos das sub-redes, e conforme

ocorre o aumento deε as sub-redes sincronizam entre si.
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Figura 5.6:Média temporal do parâmetro de ordem de todos os sı́tios da rede como função deεh e ε.

 0  0,02  0,04  0,06  0,08  0,1  0,12  0,14  0,16
 0

 0,0145

 0,029

 0,0435

 0,058

 0,0725

 0,087

 0,1015

 0,116

 0,1305

 0,145

 0

 0,1

 0,2

 0,3

 0,4

 0,5

 0,6

 0,7

 0,8

 0,9

 1

εh

ε

Fonte: O autor [51].

Nas informaç̃oes expostas na figura (5.8) analisamos a evolução temporal do campo

médio de duas sub-redes do sistema e o campo médio total da rede. Os resultados suportam

as afirmaç̃oes anteriores, vemos que para o acoplamento pouco intenso em (a), (b) e (c) ñao

há sincronizaç̃ao, pois os campos ḿedios apresentam apenas um ruı́do como resultado, pois a

dinâmica dos neurônios est̃ao fora de fase. Conforme a intensidade deε aumenta em (d), (e) as

sub-redes apresentam sincronização de fase, porém (f) nos mostra que estas estão fora de fase

entre si. Somente para intenso acoplamento em (g), (h) e (i) ocorre uma sincronização total da

rede.
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Figura 5.7: Consideramos uma rede formada porS= 10 sub-redes livres de escala eεh = 0,16. (a)
Média temporal dos parâmetros de ordem de cada sub-rede (linhas pretas) e parâmetro de ordem total
(linha vermelha) como função da intensidade de acoplamentoε para o sistema sem perturbação. (b)DM

para o sistema sem perturbação.
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Figura 5.8: Evoluç̃ao temporal do Campo Ḿedio M(2)(sub-rede 2),M(3) (sub-rede 3) eMT (total) .
Fixamosε = 0,16 e tomamos valores deε situados nas três regĩoes da figura (5.7). Temos (a),(b) e (c)
comε = 0,025, em (d), (e) e (f) comε = 0,085 e em (g), (h) e (i) comε = 0,2.

-2

-1

0

M

-2

-1

0

M

50000 51000
n

-2

-1

0

M

50000 51000
n

50000 51000 52000
n

(a)

(b)

(c)

(2
)

T
(3

)

(d)

(e)

(f)

(g)

(h)

(i)

Fonte: O autor.



44

6 Supress̃ao da Sincronizaç̃ao

Neste caṕıtulo apresentamos as bases experimentais que nos possibilitaram propor

um método de perturbar externamente uma rede de neurônios. Descrevemos as caracterı́sticas

da perturbaç̃ao, as formas de aplicá-la e as inflûencias causadas na dinâmica da rede total e das

sub-redes através de simulaç̃oes computacionais.

6.1 Controle da Atividade Neural

O desenvolvimento de tecnologias para induzir ou inibir a atividade neural apresenta

um importante impacto no tratamento clı́nico de diversas desordens neurológicas e psiquiátricas,

como o mal de Parkinson, a dor de cabeça crônica, a depressão, entre outras variedades [9, 55,

56]. O controle das atividades neurais poderia revolucionar os tratamentos dessas desordens

neuroĺogicas, o que torna imprescindı́vel a elaboraç̃ao de teorias e simulações dos impactos

causados por tal controle na dinâmica cerebral. Considerando, também que todo esse controle

seria facilitado com o uso de algum método para estimular ou desativar os disparos dos neurônios

de forma precisa e reversı́vel.

Para este fim, Boyden e colaboradores [12] utilizaram duas protéınas fotossensı́veis,

Channelrhopisin-2(ChR2) e aHalorhodopsin(Halo) , em virtude dos efeitos que estas causavam

na din̂amica dos disparos de neurôniosin vitro quando expostas a luz com comprimento de onda

espećıfico . A protéına ChR2́e encontrada na alga verde unicelularChlamydomonas Reinhardtii

e a protéına Haloé encontrada na bactéria primitivaNatronomas pharaonis[57]. A protéına

ChR2 quando expostàa luz na faixa do azul funciona como um canal iônico liberando ćations

que atuam nos neurônios causando a ativação de disparos. Por outro lado, a proteı́na Halo,

senśıvel à luz na faixa do amarelo, quando exposta funciona como uma bomba deı́ons cloro
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que provocam a interrupção das atividades neurais. Como os neurônios do ćerebro ñao possuem

naturalmente nem produzem tais proteı́nas, a id́eia consiste em promover mudanças genéticas

nos neur̂onios, atrav́es de vetores lentivirais [58], que passariam a produzir naturalmente estas

protéınas, possibilitanto a ativação ou inativaç̃ao de sua atividade quando expostoà luz. Pela

evidência experimental, a resposta dos neurônios expostos̀a luzé ŕapida, sendo possı́vel o con-

trole da atividade neural na escala de milisegundos. Outra caracteŕıstica importante, decorrente

destas evid̂encias experimentais,é que somente os neurônios modificados geneticamente (que

produzem tais proteı́nas) respondem ao estı́mulo pela luz, portanto, os demais neurônios per-

manecem com suas dinâmicas inalteradas.

Com estes recentes avançosé necesśario, tamb́em, a criaç̃ao de t́ecnicas ñao in-

vasivas, flex́ıveis e com a capacidade de especificar o neurônio ou a regĩao cortical a serem

foto-estimulados. O uso de um arranjo de microleds, ou seja,uma matriz de microdiodos emis-

sores de luz de alta potência torna-se uma poderosa solução, como demonstradono trabalho de

Grossman e colaboradores [59], pois podem gerar uma excitac¸ãoóptica com padr̃oes arbitŕarios

numa escala de milisegundos, possuindo também uma resoluç̃ao espacial de escala micrométrica.

Estes recursos possibilitam, então, tanto o controle das atividades neurais quanto a especificaç̃ao

de qual neur̂onio ou regĩao a ser estimulada.

6.2 Supress̃ao

Com base nestas evidências, controle das atividades neurais e especificação de qual

neur̂onio a ser controlado, propomos um modelo para suprimir o efeito de sincronizaç̃ao em uma

rede formada por 10 sub-redes com topologia livre de escala,onde as ligaç̃oes entre as sub-redes

é mediada por seushubs. Buscamos suprimir a sincronia em domı́nios de acoplamento forte,

como mostrados na figura (5.6), ou seja, para valores intensos deεh e ε. O método consiste em

controlarmos a atividade de um doshubs, que ligam as sub-redes entre si, de modo a simular

uma perturbaç̃ao provocada por foto-estimulação e verificar qual a inflûencia desta na dinâmica

e sincronizaç̃ao de toda rede. Tal procedimento torna-se viável em vista das possibilidades ex-

perimentais de controle que mencionamos anteriormente. A perturbaç̃ao baseia-se em inibir os

disparos dohubde acordo com uma distribuição de probabilidades de Poisson, ou seja, quando

a perturbaç̃aoé aplicada ohubsofre desligamentos aleatórios.
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Para avaliar as consequências dessa influência na din̂amica de toda a rede, es-

tudamos o comportamento do parâmetro de ordem total em três regimes de aplicação: sem

perturbaç̃ao, com perturbaç̃ao aplicada permanentemente e de forma intermitente, estaúltima

consiste na altern̂ancia entre intervalos com perturbação e intervalos sem perturbação. Reforçan-

do que nestes regimes a forma da perturbação é a mesma (desligamentos aleatórios), aúnica

diferença est́a na maneira desta ser aplicada sobre ohub.

A figura (6.1) nos mostra a ḿedia do par̂ametro de ordem total em função deε,

onde consideramos o sistema sincronizado paraR̄ acima de 0,9. Vemos com o decréscimo do

par̂ametro de ordem total que a perturbação, tanto a aplicada de forma permanente quanto a

intermintente,́e capaz de evitar a sincronização total da rede.

Figura 6.1: Média do par̂ametro de ordem total̄R em funç̃ao da intensidade de acoplamentoε, com
εh = 0,16. Sistema sem perturbação (linha preta), com perturbação aplicada de forma permanente (linha
vermelha) e com perturbação aplicada de forma intermitente (linha verde). Foram feitas 100000 iterações
sendo 50000 descartadas.
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A perturbaç̃ao intermitente apresentou resultado semelhanteà permanente para va-

lores mais intensos deε, ou seja, ñao h́a a necessidade que esta seja aplicada constantemente

sobre o sistema para evitar a sincronização. A perturbaç̃ao intermitente consiste em alternarmos

entre peŕıodos onde elàe aplicada ou ñao sobre o sistema. DefinimosTon e To f f como os in-

tervalos temporais com e sem perturbação, respectivamente. FixamosTo f f em 100 iteraç̃oes e

avaliamos qual seria o perı́odo Ton mais eficiente para evitar a sincronização total da rede. A

figura (6.2) mostra queTon = 65 iteraç̃oes causou o maior decréscimo da ḿedia do par̂ametro

de ordem total̄R. Com base nestes resultados, nossa perturbação aleat́oria no decorrer deste tra-

balho seŕa aplicada sempre de forma intermitente, ou seja, alternando entre 100 iteraç̃oes sem e

65 iteraç̃oes com perturbação.

Figura 6.2:Média temporal do parâmetro de ordem total como função da duraç̃ao Ton de aplicaç̃ao da
perturbaç̃ao , para uma rede formada por 10 sub-redes livres de escala comεh = 0,16 eε = 0,2. Fixamos
o tempo em que a perturbação ñaoé aplicada emTo f f = 100 iteraç̃oes.
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Fonte: O autor.

Para entendermos melhor o que está ocorrendo e qual impacto causado sobre a

evoluç̃ao temporal da variável ŕapida dohub, sob inflûencia da perturbação intermitente, na figura

(6.3a) e (6.3c) comparamos a dinâmica da varíavel ŕapida dohubsem e com perturbação. Fica
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evidente que a din̂amica sob perturbação apresenta uma evolução bem diferenciada da normal.

Observamos, também, na figura (6.3b) e (6.3d) que a evolução temporal do campo ḿedioM(i)

de sua respectiva sub-rede praticamente não é alterado devidòa perturbaç̃ao, ocorre apenas um

adiantamento em sua fase. Portanto, por mais que a dinâmica normal dohubse perca, a din̂amica

do campo ḿedio de sua sub-rede sofre apenas uma variação em sua fase mantendo seu perfil

inalterado, ou seja, a perturbação externa ñao é capaz de destruir ou alterar drasticamente o

comportamento natural da sub-rede sobre a qualé aplicada.

Figura 6.3: Evoluç̃ao temporal da variável ŕapida dohub e do campo ḿedio de sua respectiva sub-
rede.Temos (a), (b) sem e (c), (d) com perturbação.
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Fonte: O autor.

Agora que conhecemos um pouco do impacto causado por esta perturbaç̃ao, ainda

nos resta fazer uma análise mais detalhada dos efeitos desta sobre a sincronização total da rede

e de suas sub-redes em particular. Na figura (6.4) vemos que, decorrente da perturbação, so-

mente as regiões I e II permaneceram em comparação com a figura (5.7), ou seja, introduzir

uma perturbaç̃ao causou uma diminuição do par̂ametro de ordem total e um aumento no valor do

par̂ametroDM, impedindo que ambos se aproximassem da unidade. Com base nesses resultados

concluimos que a perturbação impede apenas que as sub-redes sincronizem entre si, suprimindo
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a sincronizaç̃ao global da rede. Porém, as linhas pretas na figura (6.4a), referentes ao parâmetro

de ordem de cada uma das sub-redes, mostra que, mesmo o sistema estando sob a influência da

perturbaç̃ao, as sub-redes continuam a sincronizar de forma independente. Portanto o ḿetodo

que utilizamos demonstra ser eficiente para evitar a sincronizaç̃ao entre as sub-redes.

Figura 6.4:Consideramos uma rede formada porS= 10 sub-redes livre de escala eεh = 0,16.(a) Ḿedia
temporal dos parâmetros de ordem de cada sub-rede (linhas pretas) e parâmetro de ordem total (linha
vermelha) como funç̃ao da intensidade de acoplamentoε para o sistema com perturbação. (b)DM para o
sistema com perturbação.

0 0,05 0,1 0,15 0,2
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

R

0 0,05 0,1 0,15 0,2
 ε

1

1,2

1,4

1,6

1,8

2

D
M

I II

(a)

(b)

Fonte: O autor.



50

7 Conclus̃oes

Desenvolvemos neste trabalho uma simulação computacional para descrever o com-

portamento de uma rede neural através do uso de redes de mapas acoplados. Direcionamos nossa

ańalise ao estudo da sincronização de fase dos disparos neurais em função do acoplamento entre

os neur̂onios. Utilizamos o mapa bidimensional de Rulkov, composto por uma varíavel ŕapidaxn

e uma varíavel lentayn, como modelo fenomenológico para descrever a dinâmica neural.

Montamos uma rede livre de escala partindo de uma rede semente com 11 ńos, como

ilustrado na figura (5.3). A cada passo um novo elemento foi adicionado e conectado a outros

2 śıtios, at́e que a rede atingiu o tamanho máximo escolhido de 230 elementos. As conexões

dos novos elementos dependiam da probabilidade descrita naequaç̃ao (5.3), ou seja, as conexões

tinham maior chance de ocorrer com os elementos mais conectados. Como resultado obtivemos

uma distribuiç̃ao de probabilidade do tipo lei de potência para as conexões, como mostra a figura

(5.2), sendoP(k)∼ k−γ comγ = 2,08. Pela organização do ćerebro em v́arias regĩoes corticais

ligadas entre si, o modelo que propusemos consistiu em uma rede formada por 10 sub-redes, com

230 neur̂onios cada, organizados em uma topologia livre de escala. Assub-redes foram ligadas

globalmente entre si por meio de seushubs, como est́a demonstrado de forma simplificada na

figura (5.4).

Embora os neurônios tenham um comportamento caótico, em virtude do acopla-

mento entre eles, observamos estados onde seus disparos apresentaram uma sincronização de

fase. Observamos esse comportamento por uma análise da ḿedia temporal do parâmetro de or-

demR̄ em funç̃ao da intensidade do acoplamento entre oshubsεh e da intensidade entre os ele-

mentos das sub-redesε. Estudamos primeiramente o comportamento doshubs, pela figura (5.5)

vimos que a sincronização entre oshubsocorre mesmo paraεh com pouca intensidade, região

amarela da figura (5.5), tal comportamento deve-se provavelmente a estes estarem conectados
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globalmente entre si. Com relação a rede total, o resultado exposto na figura (5.6) demonstraque,

diferentemente doshubs, a sincronizaç̃ao total ocorre somento para valores mais intensos deεh

e ε, regĩao amarelada da figura. Para uma análise mais detalhada do processo de sincronização,

fixamos a intensidade do acoplamento entre oshubsemεh = 0,16 e, como mostra a figura (5.7),

comparamos o parâmetro de ordem das sub-redes com o parâmetro de ordem total da rede em

função deε. Três regĩoes distintas ficaram evidentes, a primeira delas engloba umintervalo

comε baixo e a rede ñao apresenta sincronização alguma. Na segunda região,ε assume valores

suficientes para gerar sincronização somente nas sub-redes e somente na terceira região comε
intensos ocorria sincronização total da rede. Portanto, conforme a intensidade do acoplamentoε
aumenta, as sub-redes sincronizam primeiramente e somentepara um acoplamento muito intenso

ocorre sincronizaç̃ao total.

Para evitar ou suprimir esses efeitos de sincronização na rede propusemos um mé-

todo onde a rede sofre influências de uma perturbação externa. A perturbação consistiu em

inibir os disparos de umhub da rede, alterando seu comportamento original. Nosso modelo

de perturbaç̃ao baseou-se em evidências experimentais voltadasà foto-estimulaç̃ao de neur̂onios

modificados geneticamente [12]. Verificamos na figura (6.1) que, em relaç̃ao à maneira como

a perturbaç̃aoé aplicada, tanto uma perturbação aplicada constantemente no tempo quanto uma

aplicada de forma intermitente são capazes de evitar a sincronização total da rede e, em virtude

destes dados, somente a perturbação aplicada intermitentemente foi utilizada no restante deste

trabalho. Demonstramos que a perturbação, embora modifique o comportamento dohub, não

afeta significativamente a dinâmica do campo ḿedio de sua respectiva sub-rede, o que indica que

a perturbaç̃ao ñao destŕoi o comportamento natural da sub-rede. Emúltima ańalise observamos,

figura (6.4), que a perturbação em umhubé suficiente para evitar que ocorra sincronização entre

as sub-redes, embora as sub-redes continuem sincronizadasde forma independente.

Demonstramos, portanto, neste trabalho um modelo teórico e topoĺogico para uma

rede neural, encontramos os domı́nios de sincronizaç̃ao e sua dependência com o acoplamento

entre seus elementos. Desenvolvemos uma metodologia de aplicaç̃ao de uma perturbação externa

que demonstrou ser eficaz em suprimir a sincronização total da rede, sendo assim uma possı́vel

soluç̃ao a ser aplicada no tratamento de desordens neurológicas. Em trabalhos futuros visamos

estudar mais detalhadamente a forma como ocorre a sincronizaç̃ao em uma rede neural, bem

como outras t́ecnicas para evitar este efeito.
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Curitiba, 2008.

[16] LORENZ, E.The essence of CHAOS. Seatle: University of Washington Press, 1994. 240
p.
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