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Resumo

Neste trabalho foi realizado um estudo dos estados quimera em redes compostas por mapas
logisticos cuja interagao entre os mesmos pode ser de dois tipos de acoplamentos (nao-local
e lei de poténcia). Utilizamos como ferramenta de andlise os expoentes de Lyapunov e uma
quantidade derivada deste, a entropia de Kolmogorov-Sinai, para calcular o tempo médio
de “vida” ou tempo de colapso de quimera para o caso nao-local em redes de diferentes
tamanhos. Para o acoplamento lei de poténcia mostramos que quando este possui caracte-
risticas nao-locais a rede também pode exibir estados quimera. Além disso calculamos as
provaveis regioes de existéncia de quimeras dentro do espago dos parametros para ambos
os casos. Uma vez que a dinamica de estados quimera ocorre quando coexistem regioes
que sao perioddicas e cadticas no tempo, obtivemos a regiao, no espago de parametros, onde
este comportamento ocorre. Mostramos as relacoes provaveis que existem entre os estados
quimera e o parametro de ordem global que fornece informagoes sobre o quao relacionados
estao os sitios de uma rede acoplada.

Palavras-chave: rede. entropia. caos. Lyapunov. quimera.



Abstract

This work report on a study of the chimera states in networks composed by logistic maps
whose interaction between them may have two types of couplings (nonlocal and power
law). The Lyapunov exponents and a derivative of this quantity, the Kolmogorov-Sinai
entropy, were used as analysis tool to calculate the average time of “life” or collapse time
of chimera for nonlocal case with different sizes of networks. For coupling power law
the results show that when it has nonlocal features it is also possible to see chimera states
through the network. We also calculate the probable existence of regions of chimeras within
the parameter space for both cases. Since the chimera dynamic states occurs when coexist
regions that are chaotic and periodic in time, we obtained the region of the parameter space
where this behavior occurs. We show the probable relations between the chimera states
and the global order parameter that provides information on how the sites of a coupled
network are related.

Keywords: network. entropy. chaos. Lyapunov. chimera.
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1 INTRODUCAO

A natureza sempre foi objeto de intenso estudo e admiracao do homem, pois
é dela que obtemos e transformamos nossa forma de viver nas mais diferentes culturas
ao redor do globo. Por simplicidade, geralmente, estudamos a natureza de forma sim-
plificada, procurando certas regularidades nos sistemas de nosso interesse, buscamos suas
caracteristicas que repetem-se no tempo e nem sempre isto é uma tarefa facil de observar

e quantificar.

A periodicidade torna a natureza, do ponto de vista matemadatico, um tanto
mais previsivel e descritiva. Sistemas onde nao podemos fazer previsdes sobre seu com-
portamento podem ser de natureza estocdstica, onde nao ha uma equacgao de evolucao
temporal, ou sao de natureza cadtica. Quando o sistema é governado por equagoes tempo-
rais e mesmo assim, devido a caracteristicas das mesmas, ele deixa de ser previsivel para

longos periodos de tempo este é denominado de sistema cadtico deterministico.

Uma caracteristica interessante, que vem sendo objeto de intensas pesquisas,
se dé ao acoplarmos sistemas que isoladamente sao cadticos. Devido a interacao via acopla-
mento!, uma rede pode demonstrar outros padres espaciais, por exemplo a sincronizacao
cadtica para o caso de acoplamento global ou a formacao de kinks para acoplamento
local [1].

Quando a interacao, entre os elementos de rede, for mediada via acoplamento
nao-locall temos um fendémeno muito interessante descoberto recentemente: a coexistén-
cia de duas regioes distintas no espago (uma coerente e outra incoerente). Na regiao
coerente ha uma forte relacao entre os elementos espacialmente conectados e todos pos-

suem o mesmo padrao de comportamento temporal. Na regiao incoerente do espaco os

'conexao entre os elementos de uma rede
"dobras na rede
Ma ligacao entre os elementos da rede se estende para os primeiros vizinhos
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elementos que fazem parte da mesma nao possuem qualquer padrao da varidvel dinamica.
Cada sitio dentro da regiao incoerente evolui de forma totalmente independente dos de-
mais pertencentes a mesma. Esta coexisténcia de estados (regides coerentes e incoerentes)
foi descoberta, inicialmente, por Kuramoto [2] e posteriormente denominada por estados
quimera ou simplesmente quimera!” por Strogatz [3], devido a sua caracteristica espacial

hibrida em sistemas acoplados nao-localmente.

Experiéncias realizadas com osciladores quimicos regidos pela equacgao fotos-
sensivel de Belousov-Zhabotinsky [4] e com osciladores éticos [5] exibiram a coexisténcia
de subpopulacoes na espacgo. Estas regioes sao sincronizadas e desincronizadas espacial-
mente, implicando em evidéncias experimentais de estados quimera em sistemas acoplados.
Estes fatos convergem para a importancia de compreender as peculiariedades dos estados
quimera, tendo em vista que se estuda estes comportamentos a aproximadamente uma

década.

Neste trabalho estudamos os estados quimera para uma rede de mapas acopla-
dos, mais especificamente mapas logisticos interagentes, para dois tipos de acoplamentos.
Primeiramente a interagao entre os sitios (mapas) constituintes da rede se dd por uma
fungao Heaviside¥ [1] que possui caracteristica nao-local e posteriormente a interagao é
realizada por uma funcao lei de poténcia [6]. Este tltimo acoplamento apresenta compor-

tamento nao-local dependendo do parametro de alcance que utilizamos.

Nosso objetivo é encontrar numericamente quais regioes, no espaco de parame-
tros, podem levar o sistema a exibir estados quimeras, calcular o espectro de Lyapunov e
encontrar qual a sua relacao com estes estados. Posteriormente se estes estados sao perenes
ou nao calculando o tempo de permanéncia médio ou tempo de “vida” médio dos estados

quimeras.

Vtermo emprestado da mitologia grega e refere-se a qualquer combinacao hibrida de dois ou mais animais
distintos.
Vfungao degrau
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2 SISTEMAS DINAMICOS

2.1 HISTORICO

Estudar e compreender a teoria de sistemas dinamicos nao-lineares é de fun-
damental importancia para a ciéncia moderna e possui uma ampla gama de aplicagoes nos
mais variados campos do conhecimento cientifico (neurociéncia, biologia, economia, ele-
tronica, etc.) [7]. Sua origem remonta a grécia antiga, mais explicitamente a Aristésteles
(384-322 a.C), cuja a principal contribuic¢ao foi langar as bases para o pensamento l6gico:
regras metodologicas que nos auxiliam a “pensar corretamente” sobre os mais variadas for-
mas de problemas. A filosofia de Aristételes, também chamada de “indutiva e dedutiva”,
embora muitas vezes incorretas, teve a sua importancia historica, pois suas contribuicoes
serviram como base para que Claudio Ptolomeu' pudesse sintetizar as contribuices de seus
antecessores e formular o seu modelo geocéntrico. Mais tarde estas ideias levaram Nicolau

Copérnico™ a consolidar o modelo aceito atualmente, o heliocéntrico [8].

Inspirado no modelo proposto por Nicolau Copérnico e nas observagoes realiza-
das por Tycho Brahe!, Johannes Kepler'V postulou as trés leis fundamentais da mecanica
celeste. Esta teoria forneceu as bases, para que mais tarde, Issac Newton" publicasse a
sua obra prima Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, que é considerado o livro
de maior influéncia ja publicado. Este livro contém as leis fundamentais para o movimento

dos corpos celestes e no interior do planeta [8].

! Claudio Ptolomeu (90-168 d.C), cientista, astronomo e geégrafo grego
i Nicolau Copérnico (1473-1543 d.C), matemético e astrénomo polonés, conhecido como o “pai” da
astronomia moderna
il Tycho Brahe (1543-1601 d.C), astronomo dinamarqués
V' Johannes Kepler (1571-1630 d.C), astrénomo, matematico e astrélogo alemao, que foi uma das prin-
cipais figuras da revolugao cientifica do séc. XVII
v Issac Newton (1643-1727 d.C), fisico e matematico inglés



19

A lei da gravitacao de Newton [9] nos fornece informagoes sobre a forga entre
duas massas m| e my que estejam separadas por uma certa distancia (71, = 7| — 7, ) conforme

a expressao (2.1):

- miniyp _,
by =G——Tp, (2.1)
">

onde G ¢ a constante universal de gravitacao, m; é massa da particula 1, mp é a massa da
particula 2, 7o é o vetor posicao entre as particulas mj; e my e F»; é a forca sobre my devido
a sua interagao com mj com relagdo ao referencial inercial (S) exemplificado na figura 2.1

para duas dimensoes.

Figura 2.1: Sistema inercial (S) em duas dimensées para as particulas de massas m; e my

interagindo gravitacionalmente, 7; é o vetor posicao de my, 72 é o vetor posicao de my.

y m, )
P
12
— m 1
r‘2
n
S
0 X
Fonte: O autor.
Pela terceira lei de Newton (lei de acao e reagao) temos ainda que ﬁlz = —17“21,

onde Fjy é a forca sobre m; devido sua interagao gravitacional com my. Para obtermos a

dinamica teremos que combinar a expressao (2.1) com a segunda lei de Newton para ambas
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as massas, e sabendo que p=mv e dF/dt =V, temos:

dd_lil =Fo=-F e dd% =Fy
" 'iz
e U N el e
ddztil = G|71 ’il27”2|3 (F—T71) 6522 - G|71 T17”2|3 (Fi=72) , (2:2)

sendo 7 (X1,¥1) e Vi (Vx,,Vy, ) sdo os vetores posicao e velocidade da particula m; e 7 (x2,73) e
V2 (Vy,,Vy,) 0s vetores posigao e velocidade da particula my ambas em relagao ao referencial S.
O objetivo da dinamica é obter e descrever o comportamento das variaveis 7] e vi, ou 7> e Vs,
para quaisquer instantes de tempo, queremos saber como as posi¢oes e consequentemente as

velocidades das massas m; e my evoluem com a variavel independente ¢, dadas as condicoes
iniciais {71(0), ¥1(0), 72(0) e ¥»(0)}.

Nota-se que na expressao (2.2) que as equagoes de evolugao possuem uma de-
pendéncia com o inverso ao quadrado da distancia da separagao entre as massas, que para
este caso simples de duas massas interagentes, possuem uma forma fechada (analitica)
como solugao para quaisquer instantes de tempo f. Se, no entanto, existirem mais corpos
envolvidos no sistema, a situacao muda drasticamente e torna-se muito mais complicada a

analise. Assim, teremos o problema de N corpos interagentes através da expressao newtoni-

~ . . , = Gmim; —» .
ana de atracao gravitacional entre particulas (Fi i= ﬁ (ri — rj)> cujo o qual se encontra
i—Tj

no amago de mecanica celeste [7].

Para mais de dois corpos (N > 2) nao é possivel, em geral, obter solugoes
analiticas (fechadas) para as posigoes e velocidades dos corpos (massas) em fungao do tempo
t. Uma das primeiras tentativas de encontrar uma solugao analitica para o problema dos N
corpos foi realizada pelo matematico francés Henri Poincaré no final do século XIX quando,
em homenagem ao seu aniversario, o rei Oscar II da Suécia disponibilizou um prémio para
quem resolvesse o problema da estabilidade do sistema solar, ou seja, o problema dos
N-corpos experimentando interacoes mutuas dadas pela lei de atracao gravitacional de
Newton [10]. Poincaré, que era professor da Universidade de Paris, foi o ganhador do

prémio mesmo sem resolver o problema. Ele assumiu duas simplificagoes: primeiro que sao



21

trés corpos movendo-se sobre um plano e segundo que dois dos corpos possuem uma massa
muito grande, de tal forma que podemos “desprezar” a massa do terceiro corpo envolvido
no sistema. Desta forma a “massa desprezivel” nao influéncia nos movimento das massas
maiores, podemos imaginar tal situacao pensando num sistema composto por duas grandes

estrelas e um pequeno cometa.

Geralmente duas estrelas descrevem érbitas elipticas, mas Poincaré fez uma
outra suposicao a de que as condicoes iniciais sao escolhidas para que o movimento descrito
pelas duas estrelas possam ser representados por circulos, ou seja, que as érbitas sejam
circulares e com velocidade constante, circulando em torno do centro de massa do sistema
[10,11]. Estas suposicoes sao realizadas para que possamos observar a trajetéria de uma
pequena massa (cometa) num sistema de coordenadas no qual as estrelas sdo estaciondrias,
a figura 2.2 ilustra esta concepcao, onde a linha central em vermelho representa a distancia

entre as duas estrelas e a linha em preto a trajetoria do cometa movendo-se entre elas.

Fonte: Adaptada de Alligood [10].

Na figura 2.2 o corpo de menor massa move-se de maneira aparentemente
imprevisivel para longos periodos de tempo. O método de anélise utilizado por Poincaré é

a projecdo de um movimento em R3 sobre o R2.

2.2 DINAMICA NAO-LINEAR

Um sistema dinamico pode ser definido como uma descricao matematica de-

terminista de evolugao temporal de estado, onde a variavel temporal pode ser discreta ou
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continua [11], ou seja, trata-se de uma teoria matemédtica que estuda a evolugao de sis-
temas de equacoes onde o tempo t é a variavel independente. Se estas forem lineares ha
solugoes exatas que nos permitem determinar seu comportamento, para quaisquer instan-
tes de tempo, de forma fechada, em funcao do conhecimento atual que tenhamos sobre o
sistema. Para o caso em que estas equacgoes, que governam o sistema, forem nao-lineares,
geralmente, nao existem solugoes exatas (analiticas) em uma forma fechada, como vimos
Poincaré pode vislumbrar o comportamento “anormal” quando nao ha tal solucao. Por-
tanto, comportamentos muito complicados podem emergir quando estudamos sistemas que

sao governados por equagoes nao-lineares.

Poincaré nao pode avancar em seus estudos devido a impossibilidade de obter
solugoes analiticas para quaisquer instantes de tempo. Embora ele seja considerado o “pai”
da dinamica nao-linear, esta somente se desenvolveu conforme a tecnologia da informagao
avangou. Podemos utilizar métodos numéricos (computacionais) para resolver as equagoes
de movimento para cada um dos corpos no problema de Poincaré, dentre outros problemas
de dinamica. Desta forma encontramos as suas posicoes e velocidades para quaisquer
instantes de tempo ¢ que estejamos interessados, pois o objeto de estudo da dinanica

nao-linear sao os comportamentos para longos periodos de tempo.

2.2.1 Fluxos

Quando temos a varidvel independente ¢t variando de forma continua dizemos
que a dinamica do sistema é regida por equagoes diferenciais, passando a ser denominados
fluxos e o conhecimento da evolucao temporal do sistema é dado pela integracao destas
equagoes que nos fornece a sua solugao para quaisquer instantes de tempo ¢ de interesse.
Como exemplo, podemos analisar o conjunto de equagoes conhecido como sistema de Lo-
renz. Em 1950 o metereologista do MIT, Edward Lorenz, trabalhando com um recém
adquirido computador McBee LGP-30, o qual possuia o tamanho aproximado de uma ge-
ladeira, calculou a solucao aproximada de um sistema contendo 12 equagoes diferenciais

que modelava o comportamento da atmosfera em menor escala [10].

Este computador possuia uma memoria interna de 16 KB, realizava calculos a
uma taxa de 60 multiplicacoes por segundo e imprimia os dados num rolo de papel a uma
velocidade de seis linhas de nidmeros por minuto [10]. Com o intuito de aumentar o de-

sempenho de seu computador Lorenz teve o “insight” de alterar o programa para imprimir
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os numeros com somente trés digitos significativos, embora internamente os calculos con-
tinuassem a ser realizados com mais digitos de precisao, obtendo uma solucao aproximada

das trajetérias.

Apés obter os resultados em uma escala de tempo menor, Lorenz decidiu reini-
ciar os calculos utilizando as saidas iniciais (com trés digitos significativos) de sua impres-
sora e saiu para tomar uma xicara de café. Ao retornar observou que os resultados foram
completamente diferentes dos anteriormente obtidos a partir de condigoes iniciais que nao

foram alteradas nos primeiros trés digitos significativos [10, 11].

Inicialmente ele pensou que fosse algum problema no tubo de vacuo mas ob-
servou que a discrepancia ocorria gradativamente, nao podendo ter relagao com o tubo de
vacuo, primeiro no decimal de menor importancia, depois no préximo e assim por diante.
Ele percebeu que a diferenca entre as trajetérias iniciadas por condigoes relativamentes
préximas, aproximadamente dobravam de tamanho a cada quatro dias de simulagao do
sistema. Lorenz concluiu que nao tratava-se de um problema no seu computador e que
tinha observado a sensivel dependéncia do sistema as condic¢oes iniciais. Posteriormente
ele reduziu seu complexo modelo de 12 equagoes para um modelo menor que apresentasse
um comportamento semelhante, chegando a um modelo com 3 equagoes diferenciais que

apresentavam as mesmas caracteristicas do sistema inicial [10,11] e que sao representados

por:
dx
5 —O0x+ Oy,
% = —XZ+rx—y,
% = xy—bz, (2.3)

este sistema de equagoes é um modelo idealizado de fluidos [10]. Na equagao (2.3) x, y,
z sao variaveis de estados dependentes do tempo ¢. Para valores diferentes de o, b e r,
que sao os parametros de controle do sistema de equacoes, podemos obter comportamentos
distintos. Ao integrarmos numericamente o conjunto de equagoes dadas por (2.3), utili-
zando os parametros de controle o = 10,00, b = 2,66 e r = 28,00 obteremos a evolucao
temporal tipicamente cadtica, conhecida como atrator de Lorenz ou popularmente “atrator
borboleta” conforme ilustrado na figura 2.3. Lorenz publicou a observacao deste fenomeno

em um artigo no ano de 1963 [10].
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Figura 2.3: Atrator de Lorenz: a figura mostra a evolugao temporal de uma trajetéria para
os parametros de controle (6 = 10,00 ;6 =2,66 e 1= 28,00).

Fonte: O autor.

Como dissemos anteriormente o comportamento do sistema de Lorenz dado
pelas equagoes (2.3) depende fortemente dos parametros de controle. O padrao caético
apresentado pela figura 2.3 nao é a unica solucao possivel. Para r < 24,74 | mantendo-
se fixos os parametro o = 10,00 e b = 2,66, o sistema de Lorenz converge para Orbitas
peridédicas ou pontos fixos. Temos um caso tipico para r = 18,00 onde o sistema tende a
convergir para um ponto fixo pg = (—6,73;—6,73;17,00), ou seja, o processo deixa de ser

caotico e tende para um unico ponto como exemplificado na figura 2.4.
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Figura 2.4: Sistema de Lorenz caracterizado pela convergéncia para o ponto fixo (pg), onde

os parametros utilizados foram: r = 18,00, 6 = 10,00 e b = 2,66.

20
18
16
14

Fonte: O autor.

2.2.2 Mapas

Para o caso de termos o tempo ¢ como uma variavel discreta (r =0,1,2,3,...),
o sistema serda denominado mapa e a variavel temporal serd representada por n. A dina-
mica consistird de um conjunto possivel de estados através de uma regra que determina a
configuracao atual do sistema em termos de um estado anterior supostamente conhecido.

Podemos utilizar um modelo simples para exemplificar isto, seja a funcao:

f(x)=2x (2.4)

A expressao (2.4) pode ser descrita como uma regra que assume a cada iterada"’
do mapa um ntumero x que é duas vezes maior que o seu antecessor x/2. Suponha que x
seja uma certa populacao qualquer e que a funcao f(x) denote a populagao em um dia

posterior, entao a regra (2.4) nos fornece a informagao que a populacao estard dobrando

Vluma nova aplicacao
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a cada dia que se passa, se ela for de 3 elementos no primeiro dia, no segundo dia sera de

f(3) =6 elementos, para o terceiro dia f(6) = 12 elementos e assim por diante.

A expressao 2.4 pode ser reescrita de uma maneira tal que mude com relacao

ao tempo:

Xn+1 = f(xn) = 2Xu, (2'5)

a variavel n denota o tempo discreto e x, serd a populacao em um tempo n. Esta é uma
regra deterministica, ou seja, o estado atual é determinado, de forma tnica, pelo estado
anterior, além disso a constante 2 nos fornece a taxa de crescimento. Esta é uma das
principais metas das ciéncia: descrever como um sistema evolui temporalmente através de

uma regra que seja a mais simples possivel.

A evolugao da expressao (2.4) pode ser novamente reescrita pela composicao de
uma funcdo, observando que f(12) = £ (f(3)) = f>(3), ou de uma forma mais geral f" (x)
onde o indice n denota que a funcao f(x) foi composta n vezes e as primeiras iteradas

podem ser visualizadas na figura 2.5.

Figura 2.5: Primeiras iteradas do mapa f (x) = 2x para a populagao inicial xo = 3.

360

300+ =

populacéo

Fonte: O autor.

A figura 2.5 deixa claro que se tivermos uma populacao inicial maior que zero
(xo > 0) a populagao ird crescer sem limites. Este tipo de crescimento populacional no qual

uma populacao é multiplicada por um fator constante a cada unidade de tempo ¢ chamado
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de crescimento exponencial.

Sistemas reais possuem fatores que limitam o crescimento de populagoes: es-
paco e recursos finitos, competicao entre espécies, etc.. Isto faz com que a figura 2.5 nao
reflita a realidade, ou seja, a fungao f (x) = 2x pode estar correta e ter aplicabilidade prética
somente para tamanhos pequenos de populagoes e perca a sua aplicacao para populagoes
maiores. Para contornar este problema um modelo bioldgico idealizado por May [12] para

descrever varias populagoes de insetos é dado pela expressao (2.6),
Xpr1 = ax, (1 —xp), (2.6)

sendo este denominado de mapa logistico de May [11], onde a é o parametro de controle que
determina o tipo de comportamento do sistema (varia dependendo da espécie) e a varidvel
x esta agora normalizada e fica restrita a um intervalo unitario (0 <x < 1), a variavel x,
¢ o valor da populagao no tempo n e x,41 é o valor que a populagao ird ter num tempo

(n+ 1) posterior.

A figura 2.6 exemplifica um possivel comportamento para a expressao (2.6). A
linha na cor verde indica que o mapa logistico foi iniciado com uma populacao igual a 0,35
(xo =0,35). A linha na cor vermelha temos uma popula¢ao inicial de 0, 15 (xo =0, 15). Em
ambos os casos o comportamento final do mapa é o mesmo. Percebemos na figura 2.6 que

o mapa dado pela expressao (2.6) ndo apresentard problemas de divergéncia.
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Figura 2.6: Evolucao temporal do mapa de May para duas condigoes iniciais diferentes e
mesmo parametro de controle a = 1,85 . A linha verde representa uma condicao inicial

xo = 0,35 e a linha vermelha representa uma condicao inicial xo =0, 15.
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0,35
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0,25
0,2
0,15
0,1

10 20 30 40

Fonte: O autor.

Na figura 2.6 temos uma estagnacao do crescimento, apds algumas iteradas do
mapa o resultado converge para um determinado valor (x, ~ 0,46) sendo este um resultado

mais coerente com a realidade.

Como agora temos uma expressao que nao diverge para qualquer populagao
inicial, podemos analisar quais os possiveis comportamentos para outros valores do para-
metro de controle a. A figura 2.7 mostra alguns comportamentos que podem surgir, para

o mapa logistico dado pela expressao (2.6).
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Figura 2.7: Dinamica temporal do mapa logistico para alguns valores do parametro de
controle: (a) o valor de x, converge para um tnico ponto (6rbita de periodo 1), (b) temos
uma Orbita de periodo 2 para a varidvel x,, (¢) o mapa possui uma érbita de periodo 4 e
(d) a 6rbita passa a ser de periodo indeterminado. Todos os casos foram iniciados com a

mesma condigao inicial (xg = 0,20).
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Fonte: O autor.

Visualizamos pela figura 2.7 que na evolucao temporal da expressao 2.6, apds
um tempo transiente’ de 1000 iteradas, para a = 2,20 (item (a) da figura 2.7) o mapa
apresenta periodo igual a 1, para a = 3,40 (item (b) da figura 2.7) ele apresenta um periodo
2 e para a = 3,50 (item (c) da figura 2.7) o sistema passa a exibir um periodo 4, ou seja,

o sistema apresenta um comportamento muito bem definido para estes valores de a.

Ja para o caso de a =3, 80 (item (d) da figura 2.7) o sistema deixa de apresentar

caracteristicas peridédicas ou regulares e exibe uma evolucao temporal sem qualquer relagao

V'tempo necessédrio para o sistema atingir o estado assintético.
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aparente com o seus estados anteriores, mesmo este sistema sendo regido por uma regra

ou equacao de evolucao no tempo. A tabela 2.1 resume todas estas informagoes.

Tabela 2.1: Resumo dos padroes de comportamento do mapa logistico para diferentes

valores do parametro de controle a.

a periodo comportamento
2,20 1 regular
3,40 2 regular
3,50 4 regular
3,80 | indeterminado irregular

Fonte: o autor.

A figura 2.7 mostra a dinamica de somente alguns valores de a, mas podemos
ir um pouco mais além e variar os valores possiveis de a dentro do intervalo [0,4]"™ para
observar a mudanca de comportamento do sistema. Este método de analise é conhecido

como diagrama de bifurcacao.

Figura 2.8: Diagrama de bifurcacao do mapa logistico representando a mudanga de com-

portamento da varidvel dinamica x, conforme a variamos o parametro de controle a.

0.6

0.4+

0.2

Fonte: O autor.

Vifora desde intervalo o mapa logistico diverge
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A figura 2.8 mostra a mudanga de estabilidade da equacao (2.6) correspondente
a variacao do parametro de controle a. Portanto, temos um gréafico dos valores assintoticos
de uma variavel de estado x;, versus um parametro de controle, que no caso do mapa

logistico é a. Apdés um tempo suficientemente longo podemos obter:

1. pontos fixos: é quando o sistema atinge um determinado valor e para todo e qualquer
tempo posterior este valor nao muda mais. Dissemos que este ponto mapeia ele
mesmo, ou seja, f(x*)=x*. Para 0,00 <x < 1,00 temos a origem como ponto fixo
estavel. Para o intervalo 1,00 < a < 3,00 a origem passa a ser instavel e temos outros

pontos fixos estaveis dependendo do valor de a utilizado dentro deste intervalo.

2. orbitas periddicas: o sistema passa a oscilar entre determinados valores, para um
. ’ E3 : *
caso simples de periodo-2, temos que um ponto x] mapeia um outro x5 que no tempo

posterior mapeia x7, logo:

X =f(x1)
x1=f(x). (2.7)

Podemos observar uma érbita de periodo 2 para, aproximadamente, 3,00 < a < 3,45
na figura 2.8. De uma forma geral se x* for um ponto fixo de periodo-m a funcao

retornara ao ponto x* apds m iteradas do mapa.

X =fm(x"). (2.8)

Temos na figura 2.8 uma érbita de periodo-4 para, aproximadamente, 3,45 < a < 3,55,

logo a funcdo terd novamente o valor x* apés 4 iteradas: x* = f*(x*).

3. caos: Para 3,55 < a <4,00, figura 2.8, temos orbitas densas, mas este aspecto visual
nao ¢é de fato conclusivo pois poderiamos ter orbitas de periodo muito elevado. No
capitulo seguinte veremos que estas orbitas densas, juntamente com outras caracte-

risticas, referem-se a um comportamento cadtico do sistema.

4. janelas periédicas: ainda dentro da regiao 3,55 < a < 4,00 temos as janelas periodicas
que sao regioes de periodo imersas na regiao cadtica. Podemos observar uma érbita

de periodo-3, na figura 2.8, para a = 3, 83.
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2.3 REDES

Segundo Omel’chenko et al [1] “Compreender a dinamica de redes é o coragao
da ciéncia nao-linear moderna e tem uma ampla aplicabilidade nos mais variados campos.”
Uma rede pode ser definida utilizando-se a teoria de grafos. Um grafo G ¢ definido por um
par de conjuntos G{V,E}, onde V representa um conjunto de vértices e E é um conjunto
de arestas [13]. Na figura 2.9 os circulos (i = 1,2, 3,... N) representam os vértices™ e as

conecgoes (ligagoes entre os elementos da rede) sdo equivalentes as arestas do grafo.

Neste trabalho os vértices do grafo correspondem a mapas logisticos e as arestas
representam as ligagoes entre eles, estas ligagoes nao possuiram diregao priveligiada (grafo
nao direcionado). Ou seja, cada vértice de indice i é conectado aos vértices i — 1 e i+ 1

influénciando o comportamento destes e vice-versa.

Para o caso de uma rede de N mapas acoplados e condi¢oes de contorno pe-
riddicas teremos ainda que o elemento de indice i = N + 1 correspondera ao elemento de
indice i = 1. A figura 2.9 exemplifica o que foi dito anteriormente, nesta temos uma rede de
N elementos (mapas) acoplados somente com o primeiro vizinho* de forma bi-direcionada

(grafo nao direcionado) e condigoes de contorno periédicas.

Xelementos da rede
*acoplamento local
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Figura 2.9: Rede de N mapas acoplados com o primeiro vizinho (acoplamento local) de
forma bi-direcional e condigoes de contorno periddicas. O indice i representa cada elemento

(vértice) da rede.

Fonte: O autor.

Existem vdrias outras maneiras de se acoplar sistemas (redes), na figura 2.9
temos apenas um exemplo de acoplamento com primeiros vizinhos para N elementos, po-
demos trabalhar com outras formas de topologia, a seguir daremos mais dois exemplos de

acoplamentos, os quais serao utilizados neste trabalho.

2.3.1 Acoplamento nao-local

Este é um tipo de acoplamento em que ha atalhos na rede e o vértice de indice i
pode estar conectado aos elementos de indice {i —m, ... , i—2,i—1,i,i+1,i+2, ..., i+m}

onde m é um numero inteiro e esta relacionado ao alcance do acoplamento.
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Figura 2.10: Rede de N mapas acoplados nao-localmente de forma bi-direcional e condicoes
de contorno periédicas. O indice i representa cada vértice (elemento) da rede e as arestas

correspondem as ligacoes nao-locais da rede.

Fonte: O autor.

A figura 2.10 mostra uma rede acoplada nao-localmente onde, para nao sobre-
carregar demais a figura, mostramos as ligacoes de somente um elemento de indice i = 5.
Os demais elementos possuem o mesmo padrao, esta figura possui N elementos acoplados
de tal forma que o elemento 5 possui 4 ligacoes de cada lado, ou seja, m =4. A expressao
matematica para o acoplamento nao-local, figura 2.10, é dada geralmente por uma func¢ao
degrau,

1 se g<m

ha) = 0 se g >m. (2:9)

Onde 1 significa que ha conexao entre os elementos e 0 significa que nao existe

conexao alguma com o elemento além de m+ 1. Se tivermos uma rede onde todos os
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seus elementos interagem com todos os demais este acoplamento serd global®. Podemos
obter uma rede com acoplamento global através de uma rede acoplada de forma nao-local
fazendo m — N desta forma todos os elementos da rede possuiram ligacoes com os demais

constituintes da mesma.

A expressao que serd utilizada neste trabalho para acoplamento nao-local [1]

é representada pela equagao (2.10):

i+p
1 (e}
Xt =f(X?)+5 > ) —r@n], (2.10)
J=i—p
onde )cl’-'+1 representa a variavel de estado de indice i, com 1 <i < N, o parametro p re-

presenta o ntimero de vizinhos acoplados de cada lado, ou seja, m da expressao (2.9), o
parametro ¢ nos fornece a intensidade do acoplamento (0 > ¢ > 1). A fungao f(x7) é a ex-
pressao de apenas um mapa logistico isolado dada pela expressao (2.6) com a = 3,80. Para
este valor do parametro de controle (a = 3,80) o mapa logisico apresenta comportamento

caotico.

2.3.2 Acoplamento lei de poténcia

Neste tipo de acoplamento os vértices (mapas para 0 nosso caso) possuem uma
interacao via acoplamento global. No entanto a influéncia no elemento de indice i, que é
aplicada por todos os outros elementos da rede, decai conforme nos afastamos do mesmo.

A figura 2.11 representa um acoplamento global.

Xitodos com todos
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Figura 2.11: Rede de N mapas acoplados globalmente de forma bi-direcional e condicoes
de contorno periddicas. O indice i representa cada vértice (elemento) da rede e as ligagoes

estao representadas pelas arestas do grafo.

Fonte: O autor.

A figura 2.11, novamente por simplicidade, mostra somente as ligagoes do
elemento de indice i =5, pois para todos os outros o padrao sera o mesmo, onde a interacao
entre os elementos decai* conforme a distancia entre os mesmos. A expressao para este

tipo de acoplamento, conhecida na literatura como lei de poténcia [6,14], é dada por:

W= (=) f )+ ——

DS (CHEVAC Y REAT

/
N
j:

com x?‘“ representando a variavel de estado de indice i, o parametro o controla o alcance
do acoplamento (@ > 0), € é responsavel pela intensidade deste acoplamento (0 <e <1)e

a expressao f (x') novamente é dada pelo mapa logistico. A expressao para 1 (@) ¢ escrita

* ngo podendo ser visualizado com base somente na figura 2.11
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como:
N/

n(a)=2%j°% (2.12)
j=1

com N = @ e devido a isto teremos que utilizar redes de tamanho impares para o

acoplamento lei de poténcia, caso contrario o acoplamento nao seria simétrico e os elementos

da rede ficaram ligados com numeros diferentes de vizinhos de cada lado.
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3 CAOS EM MAPAS

Se abandonarmos uma esfera “préoxima” ao pico de uma montanha em um
tempo inicial (fp) ela provavelmente, devido a interagao gravitacional, ird descer até um
ponto onde a sua energia potencial seja diferente da inicial. Supondo a dissipacao de
energia por atrito, enquanto a esfera desce a montanha, para algum tempo final (z7) ela
permanecerd imovel no ponto mais baixo da planicie para qualquer ¢ > t¢, do ponto de

vista do referencial da Terra.

Aqui temos dois pontos com comportamentos distintos da trajetéria deste
objeto (esfera), um destes pontos (lugar mais baixo da planicie) a bola aproxima-se qualquer
que seja a posigao inicial sobre a montanha, outro ponto (o pico da montanha) ocorre
justamente o contrario, o objeto tende a se afastar deste ponto qualquer que seja a sua

posicao inicial, desde que este nao seja colocado exatamente sobre o pico.

Este simples exemplo introduz o que seria a ideia de ponto fixo instavel (pico

da montanha) e ponto fixo estdvel (ponto mais baixo da planicie).

3.1 ESTABILIDADE DE PONTOS FIXOS

O estudo da estabilidade de pontos fixos é importante, pois objetos reais sem-
pre estao sujeitos a pequenas perturbacoes. Assim um estado estavel no mundo real cer-
tamente corresponde a um ponto fixo estavel. Para o caso de um ponto fixo instavel, erros
pequenos ou pequenas perturbacoes, por isto a palavra “proxima’ anteriormente escrita,
fazem com que o sistema evolua para longe deste ponto, por este motivo geralmente sao

raros e nao observamos o mesmo.

O termo “proxima’” utilizado anteriormente pode ser abordada de forma precisa

para qualquer nimero real. Dada uma distancia € de um ponto p, um epsilon préoximo
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denotado por Ng (p) e denotando a reta real por R entdo Ng (p) é um intervalo de nimeros

{xeR:|x—p| < €}. Supondo € como um nimero muito pequeno e positivo teremos.

Definigao 1 Seja f um mapa em R e seja p um nimero real tal que f(p) = p, se todos
0s pontos suficientemente proximos de p sao atraidos para p, entao p serd chamado um
sorvedouro ou ponto fixo atrativo. De forma mais precisa, se houver um € >0 tal
que para todos os x sobre um epsilon préximo Ne (p), e limy_,., f*(x) = p, entdo p é um
sorvedouro. Se todos os pontos suficientemente proximos de p sao repelidos de p, entdo p
¢ chamado de fonte ou um ponto fixo repelente. De forma mais precisa, se houver um
epsilon prozimo Ng (p) tal que cada x em Ng (p), exceto eventualmente p, mapeia para fora
de Ne (p), entdo p € uma fonte [10].

Supondo que a funcao f seja continua e possui derivadas de qualquer ordem teremos.
Teorema 1 Seja f wm mapa suavel em R e assumindo que p é um ponto fizo de f [10].

1. Se|f (p)| <1 entdo p é um sorvedouro.

2. Se |f (p)| > lentio p é uma fonte.

Onde f/ representa a primeira derivada de f. Se a derivada f, no ponto p tiver modulo
menor que 1 isto fard com que pontos na vizinhanca de p aproximem-se de p, logo p é um
sorvedouro. Se por outro lado a taxa de variacao da fungao f no ponto p possuir médulo
maior que 1 isto implica que as érbitas préximas deste ponto p irao asfastar-se de p por

este motivo dizemos que o ponto p é uma fonte.

3.2 ORBITAS CAOTICAS

Do capitulo anterior vimos na figura 2.8 que para o parametro de controle no
intervalo 3,57 < a < 4,00, o mapa logistico apresenta oOrbitas densas, voltaremos a esta
questao para mostrar que estas 6rbitas densas (aperiddicas) em conjunto com a sensibili-

dade as condigoes iniciais implicam em caos no sistema.

! diferenciavel em todo o seu dominio
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3.2.1 Aperiodicidade

Orbitas periddicas possuem um padrao bem estabelecido, pois apds uma certo

periodo de tempo n um ponto de sua orbita x* retorna novamente a x*,

= = = =T (3.1)
desta forma podemos prever todos os pontos por onde a trajetoria do sistema ira passar
(figura 2.7 letras (a), (b) e (c)). J& para sistemas que sao aperiddicos nao temos tais

previsoes sobre a possivel trajetoria e sua evolucao temporal é irregular.

Este comportamento dificulta a previsao futura sobre a orbita cadtica mesmo
que saibamos o estado atual do sistema. Na auséncia de um padrao bem estabelecido é
tao dificil prever o comportamento do mapa para tempos posteriores assim como seria em

um sistema aleatério (por exemplo no langamento de um dado).

Na figura 3.1 temos a evolucao do mapa logistico {x,+; =ax, (1 —x,)} para
valores de a dentro do intervalo (3,57; 4,00] e desprezado as 600 primeiras iteradas do
mapa, onde para (a) temos a = 3,57, (b) a=3,89 e (c) a =4,00. Nota-se pela figura 3.1
que, dentro deste intervalo, o mapa logistico nao apresenta qualquer padrao de regularidade,

ou seja, ele é totalmente aperiddico no intervalo de tempo observado.



41

Figura 3.1: Aperiodicidade no mapa logistico: (a) evolugao temporal do mapa logistico
para a = 3,57, (b) temos a = 3,89 e em (c) o valor do parametro de controle é a = 4,00.

Em (a), (b) e (¢) o mapa nao apresenta periodo para o intervalo de tempo observado.

T
90452990 0 00,200 0 00 b ooo0

1 -

T
£9900 2229 g ol 990909 000099

Fonte: O autor.

Este padrao de comportamento dificulta imensamente qualquer previsao futura
da orbita e é similar a um problema estocastico. Porém essa analise visual nao é suficiente
para afirmar que o sistema é aperiddico pois podemos ainda estar observando um compor-
tamento transiente ou o sistema apresenta uma érbita de periodo elevado, possivelmente

maior que o tempo (iteradas) mostrado na figura 3.1.

3.2.2 Sensibilidade as condigoes iniciais

A figura 3.2 ilustra como seria o aspecto da evolucao de duas trajetérias ini-
cialmente muito proximas, cuja distancia inicial dy, em modulo, é muito pequena e apds
um nudmero n de iteradas esta distancia passa a ser d,,, em modulo. Nota-se que neste caso

temos sensibilidade a pequenas mudancgas nas condigoes iniciais.
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Figura 3.2: Divergéncia de trajetérias inicialmente muito préximas. Temos uma condigao
Ce . / .~ e . ;. e A .
inicial qualquer (x,) e uma outra condicao inicial préxima (xp) de modo que a distancia

! . .
do = |xo — x| entre elas seja muito pequena.

iteradas

Fonte: O autor.

Podemos mostrar computacionalmente esta sensibilidade as condicoes iniciais.
Na figura 3.3 temos a evolucao de duas orbitas que em n = 0 estao muito proximas dy =
|)c/O —xo| para o mapa dado pela expressao 2.6, onde a letra (a) e (b) s@o as trajetdrias com
condigbes iniciais que diferem em dy para n =0 e a letra (c¢) é a sobreposigao de ambas as

trajetorias.
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Figura 3.3: Evolugdo do mapa logistico para trajetérias inicialmente préximas. Em (a)
temos uma condigao inicial qualquer xg e (b) refere-se a uma outra condigao inicial x/O.
Ambas diferem em dp = |xo —x£)| = 107> e possuem o mesmo valor de a = 3,80. Em (c)

temos a distancia d,,.

' ® ' | ' D e ' ' .
i o) o) O 5 o) (a) i
0 1 | 1 | 1 | 1 | 1
. ) - T - D o) | e
o8- o . o. A8 e Lot )
X o4 ®) ®
n 0,45 O a
R s . S ()
0 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0,4 T T T T T I T [ T
0,2 C .
d %2 (c) _
0 _
1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 5 10 15 20 2
n

Fonte: O autor.

Na figura 3.3 fixamos o parametro de controle a = 3,80 e a distancia inicial
de separacio entre as trajetérias é de dy = 107>. Para os primeiros tempos as 6rbitas
permanecem praticamente as mesmas, como pode ser visto na figura 3.3 (¢) onde temos
que a distancia d, permanece proxima de zero, a medida que o tempo evolui as érbitas
perdem relagao que tinham no instante inicial. As figuras 3.1 e 3.3 apresentam aspectos

visuais do que seria uma sistema que apresenta caos.

3.3 EXPOENTE DE LYAPUNOV

Uma maneira mais precisa de obter a informacao de que o sistema exibe caos
é através do calculo do expoente de Lyapunov. Este nome foi dado em homenagem ao

matematico e fisico russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918), cujo manuscrito
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postumo" sobre a prova do equilibrio de uma elipséide para o caso de um fluido nao-
homogénio [15] introduziu o expoente de Lyapunov como uma ferramenta poderosa para o

estudo de equilibrio em sistemas fisicos.

Na dinamica nao-linear utilizamos o expoente de Lyapunov A para calcular a
taxa exponencial média com que duas trajetérias, inicialmente muito proximas, divergem

conforme o sistema evolui no tempo, ver figura 3.3. Para mapas teremos:

Defini¢ao 2 Seja f um mapa suave sobre a reta real R. O nimero de Lyapunov L(x)

da orbita {x1,x2,x3,...,x,} € definido como:

L(xr) = Tim (1 Ceo)lof @)l) " (3.2)
desde que este limite ezista. O expoente de Lyapunov A (x;) € definido como:
. 1 / /
:n~>o<> ; y .
we) = fim (1) [inl )]+ 4l ) (33

desde que este limite exista, ou seja, A existe se e somente se L existir, for diferente de
zero e A =1nL [10].

Temos trés possibilidades possiveis para o expoente de Lyapunov.

1. Se A <0 o sistema possui comportameno regular (pontos fixos ou érbitas periédicas);
2. Se A > 0 o sistema tem comportamento cadtico;

3. Se A =0 temos uma mudanca na estabilidade do sistema, denominado ponto de

bifurcacao.

Das equagoes (3.2) e (3.3) temos que para um ponto fixo x; de um sistema unidi-
mensional f o seu nimero de Lyapunov serd igual a | f (x1) | com o seu respectivo expoente

de Lyapunov dado por A =In| f, (x1)|. Supondo que x; seja um ponto periédico possuindo

i publicado no jubileu de bi-centendrio da Academia de Ciéncia (Sur certaines séries de figures

d’équilibre d’une liquide hetérogéne en rotation 1925-1927)
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um periodo caracteristico k, logo seu expoente de Lyapunov sera dado por:

1
k

L) = [ Gllf @)1 )1 )]
M) = 1H[L(x1)]=1n{[|f/(X1)Hf/(xz)\---!f/(Xk1)|!f/(x/<)\]i}
M) = [l Gl @)1 a1 ] )

Il ()| +Inlf (e2) |+ Inly o) |+ Inlf (x0) |

Alxy) = - . (3.4)

Para a drbita periédica o nimero de Lyapunov M) mede a taxa média local de

afastamento, por iterada, préxima a um ponto sobre a orbita.

Utilizando a expressao (3.3) podemos calcular o expoente de Lyapunov para o
mapa logistico dado pela expressao (2.6), o resultado da simula¢ao numérica pode ser visto
na figura 3.4 e desta forma confirmar, de forma rigorosa, que o mapa logistico apresenta

comportamento cadtico para alguns valores de parametro de controle a.
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Figura 3.4: Temos em (a) o diagrama de bifurcagao do mapa logistico onde x, representa
a variavel de estado do mapa. Para (b) temos o expoente de Lyapunov (1) pela variagao

do parametro de controle a.

T I T I T | T I T

Fonte: O autor.

Na figura 3.4 temos o diagrama de bifurcacao para a equagao (2.6) juntamente
com a seu respectivo expoente de Lyapunov (4). Agora podemos de fato afirmar que
as rbitas densas vistas na figura 3.4 (a) refere-se a um comportamento cadtico do mapa
logistico, pois na figura 3.4 (b), para a maioria dos valores (3,57 < a < 4,00) o expoente de
Lyapunov possui valores positivos (A > 0). Onde o expoente de Lyapunov é negativo (A <
0) o mapa apresenta comportamento regular (0 < a < 3,57) e consequentemente para A = 0
o sistema passa por uma mudanga de estabilidade. Ainda na regiao (3,57 < a < 4,00)
temos alguns valores A < 0 e estas regioes sao conhecidas como janelas periddicas, ou seja,

regioes imersas na regiao cadtica que apresentam comportamento regular ou periddico.

Para sistemas com m-dimensoes temos f = (f1, f2,..., fm), neste caso teremos
que calcular as derivadas da funcao vetorial f, ao invés de apenas uma derivada, para o

caso unidimensional, agora teremos m-derivadas. Seja f = (fi, f2,..., fin) um mapa em R™
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e seja p € R™ a matriz jacobiana de f em B serd definida por [10]:

T 0f = Ofi s= fi 1=y ]
NN ) B ()

R7A/ - 0 — 0 — d —

Bf(p) = | 2B 25 2L(p) |, (3.5)
Afw (=N Ofm (= dfm (=
_,;—fl(p) a—fz(p) W’;(p)_

podemos agora generalizar o niimero e o expoente de Lyapunov para um sistema m-
dimensional. Definindo J,, = Df" (V) como a primeira derivada da matriz para a n-éssima

iterada de f teremos:

Definigao 3 Seja f um mapa suave em R", seja J, = Df" (Vo), e para k=1,...,m, seja r}
o tamanho dos k-éssimos eixos ortogonais da elipsoide J,N para uma orbita com um ponto
inicial Vo durante as n primeiras iteracoes. Os k-éssimos numeros de Lyapunov de Vo sao

definidos por:

S =

L= 1i ! )

(= lim (1)) (36)
se este limite existir. Os k-éssimos expoentes de Lyapunov de Vy sao A =1InLy [10].
Definicao 4 Seja f um mapa no R™, m>1, e seja {Vo,V1,V2,...,V} a fronteira da drbita

de f. Esta érbita serd cadtica [10] se:

1. nao hd periodo assintotico,

2. nao hd numeros de Lyapunov iguais a 1 e

3. M (\7()) > 1.

Isto implica em:

e Se todos os A; <0, o sistema apresenta comportamento regular.
e Se ao menos um dos 7Lj > 0, o sistema apresenta comportamento cadtico.

e Se mais de um A; > 0, o sistema ¢é chamado de hipercadtico.
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Como agora o sistema possui m-dimensoes e temos uma matriz de derivadas J fica
extremamente dificil calcular os expoentes A;, e pela definicao (3.6) necessitamos recorrer

a uma aproximacao de J,N por uma esfera unitaria através de algoritmos computacionais.

3.3.1 Calculo Numérico dos expoentes de Lyapunov

Supondo que temos uma hiperesfera J,N de condigoes iniciais com raio vy, apos
n iteradas ela serd deformada em uma hiperesfera que tera semi-eixos de comprimentos r;
sobre as diregdes u;, uma aproximacao para o calculo dos A; é realizada de forma explicita
por J,JI' onde JI' é a matriz transposta de J,, e calculando os autovalores rl.2 de J,JI. Se a
hiperesfera possuir contracao e dilatacao em suas direcoes, ela sera um objeto longo e fino

para n muito grande conforme mostra a figura 3.5.

Figura 3.5: Evolucao da hiperesfera de condi¢Ges iniciais com raio vp. Apds n iteradas a
hiperesfera inicial serd deformada e possuira contracoes em algumas diregoes e dilatagao

em outras diregoes.

Fonte: Alligood [10].

Os autovalores de J,J! serdo muito grandes ou muito pequenos e devido ao
limite computacional torna-se dificil obter estes autovalores, devido a este fato nao calcula-
se a hiperesfera J,N e consequentemente os autovalores rl-2 diretamente, logo fazemos uma

aproximacao indireta da seguinte forma.
JU =Df (¥,_1) ... Df (¥p)N, (3.7)

se calcularmos uma iterada comegando com uma base ortonormal {vT/(l), ~,w0) em R™
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obteremos os vetores 71, ... ,Zn:
Z1 =Df (Y)W, ... ,Zu = Df (Vo) Wy, (3.8)

estes vetores encontra-se sobre a nova elipse D f (Vo) N, porém estes vetores podem nao
ser ortogonais. Como os numeros de Lyapunov estao relacionados com todas as direcoes
da elipse perpendiculares entre si, necessitamos de alguma forma criar um novo conjunto
de vetores ortogonais A= {vT/%, ,W,h} a qual possua o mesmo volume de l_jf(ﬁo)N.
Precisaremos ortogonalizar os vetores {Z], ... ,Zm} para obtermos as dire¢oes de contragao

ou dilatacao do circulo inicial de raio V.

3.3.2 Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

Dado um espaco vetorial euclidiano V de dimensao m e uma base qualquer
B= {Z1,72,7Z3, ... ,Zm} desse espaco, é possivel, a partir dessa base, determinar uma nova
base ortogonal de V através do processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt. Supondo
que 71,722,23, --- ,Zm NA0 sao ortogonais e admitindo-se que wi = Zj, determina-se o valor

de wy, =7, — awy, exigindo que ele seja ortogonal a wy, portanto:

wy-wp = O,
(22 — OCVT/l) . VT/1 = 0,
Zwr—aw-w; = 0,
Wy
o = -,
1° W1
. S 2w L
Wy = Z2p— (T) 1- (3-9)
wi-wi

Desta forma os vetores wi e wy sao ortogonais. Para o vetor w3, tem-se que w3 =
73 — opwy — aywy e considera-se que ele seja ortogonal aos vetores wy e wy determinando,

assim, os valores de o e 0, como segue:
W3'VT/1 =0 e W3-VT/2:O,
(33— opwo — o) -wy =0,

(Z3 — owr —aywy) -wo =0. (3.10)
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Como wy -w; = 0 obtem-se:

73 W1 73 W)
o = —— ==, (3.11)
w1 Wi wWa - w2
consequentemente:
L 3:W2 Z3-W1
W3=Z3—(4 ﬁ)Wz—(ﬁ _,)Wl- (3.12)
w2 - w2 w1 -wi
Logo os vetores ws,wy e wy sao ortogonais. Por indugdo para (m—1) vetores
{W1,W2,W3, ... ,Wy_1} e considerando o vetor dado por:
szm:Zm—ocm_lszm_l— —aszzz—oclszl. (3.13)
Sendo os valores de {a, 0, ..., 0,1} tais que Wy, seja ortogonal aos vetores {wy,
W2, W3, ... ,Wy—1}, obtemos, a partir de base B = {71,72,73, ... ,Zm}, @ base ortogonal
{W1,w2,W3, ..., Wy} de V. Normalizando cada um dos vetores w;, fazendo i ; = ‘% obtemos
J
uma base ortonormal A = {iiy, i, 3, ... ,iy} de uma base qualquer B = {Z1,72,73, --- ,Zm}

de V. Este processo, a partir de uma base qualquer, determinamos um base ortogonal
chama-se Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt [16,17]. Utilizando este
processo juntamente com o algoritmo desenvolvido, em linguagem Fortran, por Wolf [18]
teremos os numeros e expoentes de Lyapunov de qualquer sistema m-dimensional sem
problema com limites computacionais. Este foi entao o procedimento utilizado no presente
trabalho.

3.3.3 Entropia de Kolmorov-Sinai

Uma rede composta por N mapas acoplados possuirda N expoentes de Lyapunov
(l(,-) —i=1,2,3, N—1, N) que medem a taxa média de convergéncia ou divergéncia de
trajetorias inicialmente préximas. Para o caso desta rede possuir dinamica cadtica, espera-
se que alguns dos expoentes de Lyapunov sejam maiores que zero (l(i) > 0). Teremos a
quantidade obtida através destes expoentes, definida como entropia de Kolmogorov-Sinai

(H) dada matematicamente pela expressao:

_ k
H= Y A}, (3.14)
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obviamente, caso o sistema nao possua dinamica cadtica, a entropia terd um valor nulo
(H =0) indicando que o sistema apresenta comportamento regular ou periddico. Valores

positivos desta entropia (H > 0) caracterizam a existéncia de dinamica cadtica no sistema.

Outra quantidade de interesse é a densidade de entropia de Kolmorov-Sinai
(h) definida na equagao (3.15):

N
1 k
ho= 5 > A (3.15)

que sera utilizada neste trabalho para caracterizar o colapso dos estados quimera, ou seja,
quando o sistema analisado passa a exibir somente comportamento regular (A = 0), neste
caso dizemos que o sistema colapsou para érbitas periddicas. Obviamente se o sistema

apresentar comportamento cadtico teremos uma densidade de entropia positiva (h > 0).

3.4 PARAMETRO DE ORDEM GLOBAL

Para estudar sistemas acoplados foi inicialmente introduzido por Kuramoto [2]
o parametro de ordem complexo e adaptado [14] posteriormente para rede de mapas aco-
plados. O parametro de ordem (Z,) é uma ferramenta poderosa no estudo de sistemas que

exibem sincronismo. Matematicamente, para uma rede com N mapas acoplados teremos:

Zy = R,exp (2mi¢,) = Zexp 271'sz (3.16)

onde x, representa o mapa de indice j da rede, R, representa a amplitude e ¢, representa
o angulo de um vetor de fase em um tempo n qualquer, utilizando a identidade de Euler

{exp (i¢) = cos(¢) +isen(¢)} podemos reescrever a equacao (3.16) da seguinte forma:

N
Z, = —Zexp (2mix}) IZ [cos (27x)) +isen (27x]) ], (3.17)
j=1

2 2) 2
N

N
|Za| = % ZCOS (2mx)) | + Zsen (27x)) 7
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quando o médulo do parametro de ordem [2] tende a unidade (|Z,| — 1 ;Vn) dizemos que o
sistema estd completamente sincronizado [14]. Quando o médulo do parametro de ordem

é menor que 1 (|Z,] < 1 ;Vn) temos que o sistema nao apresenta sincroniza¢ao completa.

3.5 QUIMERA

Quando uma rede, composta por sistemas acoplados, possui dois dominios
distintos (uma regido coerente e outra incoerente no espago) dizemos que esta rede exibe
estados quimera. Estes padroes foram inicialmente observados por Kuramoto [2] utilizando
osciladores de fase idénticos acoplados de forma nao-local. Em seu trabalho ele descreve
estes padrdes como a coexisténcia de regioes coerentes (sincronizadas) e regioes incoerentes
(desincronizadas) no espago. Na figura 3.6 mostramos o resultado da simula¢do numérica
obtida por Kuramoto [2] para 512 osciladores de fase acoplados. O eixo horizontal x é a
variavel espacial relacionada a quantidade normalizada de osciladores da rede e a variavel

vertical ¢ é o angulo de fase dos mesmos.

Figura 3.6: Regioes coerentes e incoerentes obtidas por Kuramoto: ¢ representa o angulo

de fase e x (normalizada) representa a posigao dos osciladores ao longo da rede

Fonte: Kuramoto [2].

A figura 3.6 mostra que os osciladores da extremidade da rede estao com
as suas fases sincronizadas enquanto na regiao central nao hé qualquer relacao entre os
elementos (osciladores) da rede. Strogatz [3] utilizando um sistema parecido com o de
Kuramoto obteve os mesmos padroes coerentes e incoerentes no espacgo que os denominou

de estados quimera, devido a sua caracteristica hibrida assim como figuras gregas miti-
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cas que possuem partes de animais distintos. Kuramoto e Strogatz utilizaram a equacgao
complexa de Ginzburg-Landau como sistemas idénticos para seus estudos. Maistrenko e
colaboradores [1] obtiveram estados quimera para uma rede composta por mapas logisticos
idénticos (mesmo parametro de controle a = 3,80) acoplados de forma nao-local conforme
equacao (3.18) mostrando que estados quimera também podem surgir em sistemas com
tempo discreto,
i+p
=g ) ) (3.18)
j=i—p

onde f(x!) é a expressdo de apenas um mapa logistico isolado dada pela equacao (2.6) no
tempo n, a variavel dinamica é dado por x?“, o parametro p esta relacionado ao nimero de
vizinhos acoplados (vértices da rede) de cada lado do elemento de indice i, ¢ estd contida
no intervalo [0, 1] sendo a intensidade do acoplamento e i =1,2,3,... N é o tamanho da

rede. Com base nestes trabalhos chegamos a seguinte definicao:

Definicao 5 Quimera: coexisténcia de duas regioes espaciais distintas. Uma coerente e

outra incoerente para sistemas nao-lineares acoplados de forma nao-local.

3.5.1 Evidéncias Experimentais de Quimera

Kuramoto e Strogatz, dentre outros, obtiveram resultados teéricos. No campo
experimental evidéncias sobre formacao de estados quimera em uma rede de osciladores
quimicos fotossensiveis [4], baseados na reagao quimica de Belousov-Zhabotinsky. A figura

3.7 mostra duas populagdes com comportamentos distintos obtida pelos autores [4].

Figura 3.7: Estados quimera obtidos em osciladores quimicos. A variavel ¢ representa a

fase e i representa a posicao de cada ocilador (i=1,2,3,...,N)
2T | T
D Ll
0 20 40

Fonte: Tinsley [4].
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Temos na figura 3.7 que os elementos (i = 1,2,...,20) possuem uma forte
sincronizacao de fase. No entanto os osciladores (i =21, 22, ... ,40) nao possuem qualquer
tipo de correlacao. Cada elemento, dentro do intervalo [21,40], oscila de forma totalmente

independente dos demais elementos da rede.

Outra experimento que revelou a coexisténcia de estados coerentes e incoeren-
tes foi em moduladores de cristal liquido [5] onde a relagao nao-linear é dada via polarizacao

Gtica. Temos o resultado no espago dos parametros (€ x r) na figura 3.8.

Figura 3.8: Espago dos parametros (€ x r) para uma rede de osciladores 6ticos acoplados.
Onde r é o alcance e € é a intensidade do acoplamento. A linha pontilhada marca o valor

de € abaixo do qual podemos obter quebra no perfil espacial da rede

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fonte: Hagerstrom [5].

Onde r representa o alcance do acoplamento (nimero de vizinhos ligados de
ambos os lados de um sitio de indice i qualquer) e € representa a intensidade do acopla-
mento. Na figura 3.8 temos a divisdo do espago (€ x r) em regides cadticas e periddicas
que possuem numeros de onda k= 1,2, 3. Dentro das regioes periddicas e abaixo da linha
pontilhada é que podemos obter estados quimera pois pode coexistir regides coerentes e

incoerentes.

Indicios tedricos e experimentais apontam para outra caracteristica intrigante
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dos estados quimera, estes possuem natureza transiente, e variam com o tamanho da rede.
Logo é de suma importancia entender estes comportamentos uma vez que sistemas nao-
lineares e possivelmente estados quimera podem emergir nos mais variados campos da

ciéncia moderna (neurociéncia, biologia, quimica, eletronica, etc ... ).
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4 RESULTADOS

Aqui apresentamos os resultados obtidos para estados quimera em redes de
mapas acoplados primeiramente por acoplamento nao-local e posteriormente para acopla-

mento lei de poténcia.

4.1 ACOPLAMENTO NAO LOCAL

A maioria dos resultados apresentados aqui referem-se a uma rede com 100
mapas logisticos acoplados conforme a equagao (2.10), quando ocorrer o contrario expli-
citaremos. Pelas equagoes (3.16) e (3.18) temos que sistemas sincronizados possuem o
parametro de ordem |Z,| — 1,V n, ou seja, todos os sitios constituintes da rede possuem o
mesmo valor da variavel de estado para qualquer tempo n. Vimos também que estados qui-
meras estao relacionados com a coexisténcia de regioes sincronizadas e nao sincronizadas no
espago [2,3]. Devido a estes comportamentos comegamos calculando o parametro de ordem
global para obtermos as regioes no espago de parametros (o x p/N) onde possivelmente
poderemos observar estados quimeras. Onde o refere-se a intensidade do acoplamento va-
riando no intervalo 0 < o < 1 ¢é a intensidade, p é o alcance do acoplamento e N trata-se

do tamanho da rede, ver expressao (2.10).

Na figura 4.1 temos o resultado do parametro de ordem global para 100 mapas
acoplados de forma nao-local. Utilizamos a equagao (2.10) com o parametro de controle
do mapa logfstico a = 3,80 e um tempo transiente de 10000 iteradas (. = 10%), ou seja, o

calculo do parametro de ordem foi realizado apés a rede realizar 10% interadas.
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Figura 4.1: Parametro de ordem global (Z,) no espago ¢ x p/N para acoplamento nao-
local com os parametros: N = 100, a = 3,80 e t, = 10* iteradas. A escala de cores refere-se
ao médulo do parametro de ordem global (|Z,|) e a linha pontilhada refere-se a p/N = 0,32

que sera utilizada como referéncia para as proximas simulagoes.

1,0

0,8
0,6

0,4

0,2

01 02 03 04 05

p/N

Fonte: O autor.

Temos na figura 4.1 os possiveis valores para o médulo do parametro de ordem
global. Se tivermos |Z,| ~ 0 os mapas da rede nao apresentam qualquer sincronizagao e
todos os sitios (mapas) da mesma evoluem sem qualquer relagoes com os demais sitios da
rede. No outro extremo temos que para |Z,| ~ 1,00 os sitios possuem uma sincronizagao
completa. A linha pontilhada mostrada na figura 4.1 serve de referéncia para as proximas
simulagoes e representa o acoplamento nao-local de tal forma que para N = 100 teremos:

p p
—=0,32 — 100 =0,32 — p=32,

assim uma rede com 100 mapas possuira ligacoes com 32 vizinhos de cada lado.

O perfil espacial é obtido fixando um tempo n qualquer (por exemplo n = 15 x 10%)
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apos o transiente, assim teremos a variavel de estado de todos os mapas da rede versus os
sitios da mesma (x; x i) conforme figura 4.2 (b) mostra. O eixo vertical n refere-se a cada
8 iteradas da rede para todas a figuras a seguir onde plotamos a escala temporal versus

posi¢ao do mapa na rede (n X i).

O perfil temporal e espacial dentro da regiao onde ocorre a sincronizacao
(12" =~ 1,00) é mostrado na figura 4.2 (a) e (b) respectivamente. Em (a) nota-se que
a evolugao temporal da rede é totalmente cadtica no tempo n (a escala de cores mostra
que a rede nao apresenta periodo aparente), mas se nos atermos ao perfil espacial (b) nota-
mos que os mapas estao completamente sincronizados no espago, ou seja dentro da regiao
amarela da figura 4.1 o comportamento da rede é a sincronizacao cadtica [6,14] dos mapas

logisticos acoplados.

Figura 4.2: Sincronizagao cadtica: (a) evolugao temporal a cada 8 iteradas da rede e (b)
perfil espacial para N =100, a = 3,80, p/N =0,32, 6 =0,61 e t, = 10* iteradas. A escala
de cores representa a variavel de estado x; dos mapas e i a posicao de cada mapa na rede
(1 <i<N).

(b)

08 1

0,6 1
04 r

0,2 r

0 20 40 60 80 100

Fonte: O autor.

Fixando o alcance do acoplamento em p/N = 0,32, como mostra a linha pon-
tilhada na figura 4.1, a medida que mudamos o valor de ¢ ao longo desta linha podemos

obter outros padrdes, além de sincronizagao completa |Z,| = 1,00.

Diminuindo a intensidade de acoplamento ¢ ocorrem oscilacoes no perfil es-

pacial da rede. Estas oscila¢oes implicam que os mapas (sitios da rede) comegam a perder
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a sua sincronizagao caodtica. Portanto ocorre uma diminui¢ao no valor do parametro de
ordem global e nota-se pela figura 4.3 (b) o inicio da formacao de duas regides na rede
quando utilizamos ¢ = 0,45. Esta figura mostra a evolugao temporal (a) e o perfil espa-
cial (b) da rede com 100 mapas logisticos acoplados de forma néo-local onde descartamos
um tempo transiente de 10* iteradas. Nota-se que para o tempo transiente utilizado o

comportamento final da rede é periédico no tempo conforme a figura 4.3 (a) mostra.

Figura 4.3: Formagao de duas regides: (a) evolucao temporal a cada 8 iteradas da rede e
(b) perfil espacial para N = 100, a = 3,80, p/N = 0,32, 6 = 0,45 ¢ t, = 10* iteradas. A
escala de cores representa a variavel de estado x; dos mapas e i a posi¢ao de cada mapa na
rede (1 <i < N).

200 1 1 ‘ ‘ ‘ ‘
(b)
150 08 08 |
n
0.6 .
100
0,4 »
50 02 ,
0 0 0 ‘ ‘ ‘ ‘
20 40 60

0 80 100 0 20 40 60 80 100
| |

Fonte: O autor.

Para visualizar a formagao de periodos no tempo, para (a) da figura 4.3, plo-
tamos a evolugao das 40 tltimas iteradas desta rede em (a), (b), (c) e (d) da figura 4.4.
Para os parametros (N = 100, a = 3,80, p/N = 0,32, 0 = 0,45 e t, = 10000 iteradas) a rede
exibe periodo-4 no tempo. Em (a) o comportamento final do sitio i = 1, (b) representa o
sitio i = 94, (c) representa o sitio i =40 e (d) representa o sitio i =55. As condigoes inciais

de cada mapa da rede foram geradas de forma totalmente aleatéria no intervalo [0, 1]
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0,32, ¢

10* iteradas. Em (a) temos a evolucio do mapa de indice i = 1, (b)

Figura 4.4: Evolugao temporal dos ultimos 40 tempos para N = 100, p/N

0,45,a=3,80et,

representa o mapa i = 94, (¢) o mapa i =40 e (d) refere-se ao mapa de indice i = 55.
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Fonte: O autor.

Devido ao fato deste comportamento periédico no tempo e para podermos

observar o comportamento da rede para intervalos de tempos maiores, nas figuras que co-

locarmos a evolugao temporal versus tamanho de rede (n x i) plotamos a variavel de estado

x; para multiplos deste periodo. Portanto, em todas as figuras o eixo y (“n”) representa a

evolucao temporal da rede de mapas acoplados a cada 8 iteradas.

3

lacionada a observacao de 0 — 1600 iteradas da

A escala de tempo 0—200 esta re

rede, isto é realizado com a intencao de suavizar o aspecto visual dos resultados e destacar

de possibilitar um tempo maior de observacao do

em

s

de estados quimera al

~

a ocorréncia

sistema.

Continuando a diminuir o valor de o sobre a linha pontilhada da figura 4.1

tornam-se mais intensas e para (o = 0,43) ocorre uma ruptura

oes espaciais

b1

as oscilac
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(descontinuidade) no perfil espacial, este fato marca o inicio da formagao de estados quimera
na rede [1]. A quebra do perfil espacial pode ser visualizada na figura 4.5 (b) onde a rede

claramente comeca a subdividir-se em duas regioes.

Figura 4.5: Quebra do perfil espacial: (a) representa a evolugao temporal a cada 8 iteradas
da rede e (b) perfil espacial para N = 100, p/N = 0,32, 6 = 0,43, a = 3,80 e transiente 10*
iteradas. A escala de cores representa a variavel de estado x; dos mapas e i a posicao de

cada mapa na rede (1 <i < N).

200 pume 1 1
150 0,8 0,8 | ;
0,6 0,6 [ ;f ***
0,4 0,4 | y
50 0,2 02
0 0 0 : : : :
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Fonte: O autor.

As simulacoes nos mostram que regioes no espaco dos parametros possiveis
para a ocorréncia de estados quimeras acontecem para valores do parametro de ordem
global proximos a 0,45 (|Z,| ~ 0,45). Percebemos que quando o |Z,| estd em torno deste
valor a rede pode exibir estados quimera, podemos ver isto pela figura 4.6 (b) para ¢ =0,31
onde a regiao central da evolucao temporal mostra uma pequena parcela da rede que nao
possui correlacao no espaco. O perfil espacial mostra que os sitios proximos a posicao i = 50

nao estao sincronizados devido a pequenas flutuagoes em seus valores.
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Figura 4.6: Quimera: (a) evolugao temporal a cada 8 iteradas da rede e em (b) temos o
perfil espacial para n =100, p/N =0,32, 6 =0,31,a=3,80 e 1, = 10* iteradas. A escala
de cores representa a variavel de estado x; dos mapas e i a posicao de cada mapa na rede
(1 <i<N).
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150 0,8 1 (b)
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50 02 |
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Fonte: O autor.

Podemos ter outras regioes dentro do espaco dos parametros de acoplamento
(o x p/N) com |Z"| = 0,45, ver figura 4.1, mas nestes casos quando olhamos para o perfil
espacial nota-se que o sistema nao possui somente duas regioes distintas. A figura 4.7 (a)
mostra a evolugao temporal e o perfil espacial (b) para ¢ =0,23. Para esta intensidade de
acoplamento a rede nao possui a presenca de somente dois dominios distintos, esta ainda
possui regioes cadticas e periddicas coexistindo na rede, mas quando olhamos para o perfil
espacial percebemos que nao ha qualquer correlacao espacial entre os mapas que fazem

parte da mesma.

Estados quimera sao definidos como a coexisténcia de duas regioes distintas
na rede, uma coerente e outra incoerente, que nao é o caso visto na figura 4.7 (a) e (b)
pois para este valor de ¢ a rede apresenta mais regides coexistindo, mas estas nao apresen-
tam qualquer correlacao espacial. As simulagoes numéricas mostram que comportamentos
parecidos com a figura 4.7 comegam a ocorrer para ¢ ~ 0,29. Abaixo deste valor da in-
tensidade de acoplamento nao temos mais a ocorréncia de estados quimera na rede, logo

o intervalo de ocorréncia de estados quimera para N = 100, p =32, a = 3,80 ¢é o intervalo

(0,29;0,43).
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Figura 4.7: Regides sem coeréncia espacial: evolugao temporal a cada 8 iteradas (a) e
perfil espacial (b) para os parametros N = 100, p/N = 0,32, 6 = 0,23, a = 3,80 ¢ t, = 10*
iteradas. A escala de cores representa a variavel de estado x; dos mapas e i a posicao de

cada mapa na rede (1 <i < N).
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Fonte: O autor.

Regimes cadticos no tempo e no espago (caos espago-temporal) irdo aparecer
para valores pequenos da intensidade de acoplamento (o), quando isto ocorre é como se

cada sitio (mapa) da rede nao influenciasse mais o seu vizinho.

Figura 4.8: Caos espago-temporal: evolucao temporal a cada 8 iteradas (a) e perfil espacial
(b) para os parametros N = 100, p/N = 0,32, 6 = 0,05, a = 3,80 e 7, = 10000 iteradas. A
escala de cores representa a variavel de estado x; dos mapas e i a posicao de cada mapa na
rede (1 <i < N).
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Fonte: O autor.
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Na figura 4.8 temos um exemplo de caos espaco-temporal. A rede nao apresenta
qualquer padrao conforme o tempo evolui (a), em (b) temos o perfil espacial, para um tempo
n qualquer apés transiente, novamente nota-se que os mapas nao apresentam um padrao
espacial. Olhando para a figura 4.1 obtemos informacao similar, pois o parametro de ordem
(|Z,|) possui um valor pequeno para ¢ = 0,05 mostrando que hd uma minima correlagao

espacial entre os sitios da rede.

4.1.1 Colapso dos estados quimera

Trabalhos recentes mostram que os estados quimeras para sistemas regidos
por equacoes diferenciais, quando acoplados de forma nao-local, possuem natureza tran-
siente [19]. Portanto, a coexisténcia de estados coerentes e incoerentes podem aparecer e
posteriormente desaparecer para longos periodos de tempo n. Nés procuramos estes com-
portamento para mapas acoplados de forma nao-local utilizando, como ferramenta teorica,
a entropia de Kolmorov-Sinai (H), mais especificamente a densidade de entropia (k) dada
pela equacao (3.15) para detectarmos o inicio (surgimento) e possivelmente o colapso (de-

saparecimento) destes estados quimera na rede.

Mostramos a evolucao temporal da rede na figura 4.10 para dois valores de
o, em (a) temos 6 = 0,25 e em (b) 0 =0,32 em ambos os casos as condigoes iniciais sao

aleatdrias no intervalo [0, 1].



65

Figura 4.9: Evolugao temporal da rede a cada 8 iteradas para N = 100, p/N = 0,32 e
parametro de controle do logistico a = 3,80. Em (a) temos ¢ = 0,25 representado um valor
da intensidade de acoplamento na qual a rede nao exibe estados quimera. Em (b) temos a

evolucao para o = 0,32, para este valor a rede exibe estados quimera.
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Fonte: O autor.

A densidade de entropia (h) da figura 4.9 é mostrado na figura 4.10, onde
representamos também a linha de referéncia n = 0,02 que sera utilizada para diferenciar
regioes onde existe a coexisténcia de estados coerentes e incoerentes das regioes onde isto
nao ocorre. Este valor de densidade de entropia H foi utilizado devido as simulagoes
mostrarem que quando a rede exibe um valor de entropia abaixo de 0,02 temos o surgimento
de estados quimera. Logo quando a rede apresentar densidade de entropia menor que 3

marcamos como o inicio da formagao de estados quimera.
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Figura 4.10: Densidade de entropia (k) para N =100, p/N = 0,32 e parametro de controle
do logistico a = 3,80. A linha em preto refere-se ao valor de h para ¢ = 0,25 e a em

vermelho para ¢ = 0,32. Em ambos os casos o tempo transiente foi de 10* iteradas.
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Fonte: O autor.

Na figura 4.10 temos a densidade de entropia & para 100 mapas logisticos com
dois valores de o, a linha em preto mostra o caso para ¢ = 0,25 que esta fora da regiao
onde ha coexisténcia de estados coerentes e incoerentes, conforme a linha pontilhada da
figura 4.1. Portanto nao ha existéncia de quimera para ¢ = 0,25 pois este encontra-se fora

do intervalo (0,29;0,44). A linha em vermelho na figura 4.10 refere-se a 6 = 0,32.

Podemos obter estados quimera para outros tamanhos de redes, cujo resultado
da simulagao encontra-se na figura 4.11, onde (a) refere-se a evolugao temporal para uma
rede com 30 e (b) a outra com 40 mapas logisticos, ambas as redes possuem o mesmo valor

da intensidade do acoplamento (o = 0,34)e condigoes iniciais aleatérias.
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Figura 4.11: Quimera para outras redes: Para (a) temos uma rede com 30 mapas acoplados,
onde préximo ao sitio i =7 temos a regiao incoerente. Em (b) temos 40 mapas logisticos
na rede, a regiao incoerente encontra-se nas proximidades do sitio i = 30. Em ambas as

figuras com 6 =0,34, p/N = 0,32, a = 3,80 e condigoes iniciais aleatorias.
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Fonte: O autor.

Na figura 4.11 (a) temos uma rede com 30 mapas logisticos acoplados de forma
nao-local e a evolugao temporal mostra a coexisténcia de duas regioes no espago (i). Para
4.11 (b) a rede possui 40 mapas acoplados, novamente vemos a coexisténcia de duas regioes
conforme o sistema evolui. Em ambos os casos utilizamos a intensidade de acoplamento

06 =0,34 e a razao do numero de vizinhos acoplados pelo tamanho da rede foi p/N = 0,32.

O valor de h para as redes da figura 4.11 encontra-se na figura 4.12. Os
resultados das simulagoes numéricas mostram que também para estes tamanhos de redes
a densidade de entropia pode ser utilizada para detectar o inicio e possivelmente o colapso

dos estados quimeras, usado o valor 2 < 0,02 como referéncia.
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Figura 4.12: Quimera para redes de outros tamanhos: Em (a) temos a densidade de
entropia para uma rede com 30 mapas acoplados e (b) refere-se a uma rede com 40 mapas.
Em ambos os casos utilizamos p/N = 0,32 e 6 = 0,34 e condigoes iniciais aleatérias. A
linha pontilhada marca o valor de referéncia (h/) abaixo do qual marcamos como inicio dos

estados quimeras.
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Fonte: O autor.

Quando a rede apresentar somente regioes periddicas para qualquer n o sis-
tema passa a apresentar todos os A; menores que zero e consequentemente A, que depende
diretamente dos expoentes de Lyapunov positivos, possuird um valor nulo (h = 0,Vn), logo
neste caso dizemos que o sistema colapsou em érbitas periddicas e utilizamos este fato para

marcar o colapso dos estados quimera.

4.1.2 Tempos de colapso

Utilizamos como diagndstico a densidade de entropia de Komorov-Sinai (h)
para computar o surgimento e consequentemente o colapso dos estados quimera, onde este

colapso esta ligada a natureza transiente deste estados. Quando temos uma densidade
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de entropia abaixo de um determinado valor de referéncia (h < 0,02) marcamos como
inicio ou surgimento dos estados quimera, pois coexistem estados cadticos (incoerentes) e
regulares (coerentes). Quando o valor da entropia passa a ser igual a zero para todo o
tempo (h=0 ,V n), ou seja, o sistema deixa de apresentar caos em todas as suas partes
constituintes (sitios) marcamos este tempo como o colapso da coexisténcia de estados

(quimera).

Nas simulacoes percebemos que estes estados quimeras sao sensiveis as condi-
¢oes iniciais, ou seja, dependendo da condicao que iniciamos as iteradas da rede esta pode
nao exibir regides coerentes e incoerentes, mesmo dentro das regioes onde haviamos obtido
estes padroes anteriormente. Este fato pode estar relacionado com a natureza transiente
e muda conforme a condic¢ao inicial como mostra figura 4.13 onde utilizamos 100 mapas

logisticos acoplados.

Figura 4.13: Redes com 100 mapas acoplados de forma nao-local: Para ambos os casos
(a) e (b) as redes possuem ¢ = 0,31, a=3,80 e p/N = 0,32, mas diferem nas condigoes
iniciais. Para (a) existe estados quimera mas quando alteramos as condigoes iniciais em (b)
o rede passa a exibir comportamento regular. A escala de cores estd relacionada a variavel

de estado x;.
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Fonte: O autor.

As condicoes iniciais dadas para cada mapa da rede sao diferentes para os casos
mostrados na figura 4.13 (a) e (b), para o = 0,31, notamos a formagao de quimeras na
rede da figura 4.13 (a), mas quando iniciamos o sistema novamente com outras condi¢oes

iniciais, percebemos que o sistema passa a apresentar comportamento regular para quase
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todo o tempo ¢ conforme figura 4.13 (b). Estas figuras mostram que o tempo de duracao
dos estados quimera muda com a condicao inicial dada ou ainda podem nao ocorrer. Os

estados quimeras sao extremamente sensiveis a estas condigoes iniciais utilizadas.

O colapso dos estados quimera pode ser observado na figura 4.14, onde a rede

utilizada foi de 40 mapas acoplados.

Figura 4.14: Colapso dos estados quimera: temos uma rede com 40 mapas acoplados de
forma nao-local para a = 3,80, p/N =0,32 e 6 =0,34: (a) representa a evolugao temporal
da rede, (b) temos um perfil espacial dentro da regiao de colapso e (¢) mostra um perfil
espacial dentro da regiao de quimera. A escala de cores estd relacionada a variavel de

estado x;.
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Fonte: O autor.

Na figura 4.14 (a) mostramos a evolucdo temporal da rede (N = 40). Nota-
se que hda uma mudanca de comportamento para n =~ 4500 iteradas, ou seja, ocorre o
colapso dos estados quimera, conforme podemos visualizar em 4.14 (b). As condigoes
iniciais utilizadas sao geradas aleatoriamente e dependendo dela pode nao ocorrer estados

quimera.

Obtivemos os tempos de permanéncia dos estados quimera utilizamos 2000
condicoes iniciais préximas (x? =0,60+ r? / 1000). O valor inicial de r? é gerado aleatoria-
mente cada vez que a simulacao ¢ reiniciada e i = 1,2, ... N varia dependendo do tamanho
da rede (N = 30,40, ...). Os resultados a seguir sd@o para o mesmo valor ¢ = 0,30 e mu-

dando somente o tamanho das redes, cuja a figura 4.15 mostra dois resultados para os
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tempos de colapso (n*).

Figura 4.15: Tempos de colapsos (n*): (a) representa uma rede com 60 mapas acoplados
e (b) temos 80 mapas ambas com o mesmo valor de ¢ = 0,30, a = 3,80, p/N =0,32 e
condigdes iniciais (x) = 0,60+ r?/1000).
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Fonte: O autor.

Nos eixos horizontais dos graficos (a) e (b) da figura 4.15 estao os tempos de
colapso (n*) dos estados quimera e nos eixos verticais estao os numeros de ocorréncias
(C*). O gréfico 4.15 (a) é para uma rede com 60 mapas logisticos ¢ o grafico 4.15 (b)
possui 80 mapas logisticos. Estas figuras indicam que os tempos de colapso possuem uma
certa regularidade, obedecem a uma lei de poténcia, para ambos os casos e, além disso,
ha uma maior probabilidade da ocorréncia de tempos curtos e isto dificulta a observagao
de quimeras em redes pequenas devido ao tempo de permanecéncia nestes estados serem

geralmente pequenos.

A inclinacdo da reta (A) indica que conforme aumentamos a rede existe a
possibilidade de um aumento do tempo de permanéncia da rede em estados quimera difi-
cultando a observagao do colapso destes estados. A tabela 4.1 mostra o tempo médio (z,,)

dos estados quimera para outros tamanhos de redes dado por:

1 *
tm:EZn, (4.1)

onde C é o nimero de colapsos e n* os tempos de colapso.
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Tabela 4.1: Tempos médios de colapso para redes: ¢ = 0,30, a =3,80, p/N =0,32 e com
2000 condigdes iniciais préximas (x¥ = 0,60+ r?/1000).

rede 45 60 80 100 200
tempo-médio () 1415747 | 13875,42 | 17668,26 | 17318,88 | 18207,19
ntimero de colapsos (C) 702 810 867 877 994

Fonte: o autor.

A tabela 4.1 mostra o tempo médio de permanéncia dos estados quimera para

diferentes tamanhos de redes. Para o aumento da rede observamos que aumentam o niimero

de colapsos (C) dos estados quimeras devido as diferentes condigoes iniciais utilizadas,

isto mostra que é mais facil obtermos estados quimeras para redes com maior quantidade
de sitios, observando a rede de tamanho 200 temos que 49,70% das condicoes iniciais
obtivemos regioes de quimera enquanto que para o outro extremo, rede 45 temos 35,10%

das condicoes levaram o rede a exibir tais estados. Temos na figura 4.16 a representacao

grafica das condigoes iniciais, as quais levaram as redes a exibir estados quimera.

Figura 4.16: Numeros de colapsos (C) para outras redes (N). Para todos os casos temos

0 =0,30, a=3,80, p/N = 0,32 e 2000 condigdes iniciais préximas (x) = 0,60+ rY/1000).
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Fonte: O autor.
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Isto parece indicar que para redes muito grandes podemos obter estados qui-
mera, dentro do espago de parametros que permitam tais estados, independentemente das
condicoes iniciais utilizadas. Logo o oposto também deve valer, ou seja, para redes menores
seja talvez mais dificil observarmos estados quimeras devido ao aumento da sensibilidade

das condigoes iniciais, que damos para o sistema.

4.1.3 Regioes periodicas

Calculamos as regides periddicas no espago dos parametros (o X p/N) pois
como na ocorréncia de colapso teremos como resultado final que a evolugao temporal sera
regular (periédica), conforme pode ser observado na figura 4.4 (a), (b), (c) e (d) que exibe
uma dinamica de periodo-4 no tempo n. Outros periodos podem ocorrer como resultado
final da evolucao da rede. Na figura 4.17 as regioes periddicas referem-se a multiplos de 2
(perfodos 2, 4 e 8). Periodos acima destes valores sao desprezados. Entao é de extrema
importancia que saibamos quais regioes, no espago de parametros, que o sistema seja regular

e possa, para alguma condicao inicial, exibir a coexisténcia de dois estados distintos.

Figura 4.17: Regioes Periddicas no espaco (o x p/N) para N = 100, a = 3,80 e 60 con-
digoes condigoes iniciais proximas (x? = O,60—l—r? / 1000). A escala de cores representa o
percentual das condigoes iniciais em que a rede apresentou comportamento regular apos

transiente de 2 x 107,

% cond. iniciais

0O o1 02 03 04 05
p/N

Fonte: O autor.
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A escala de cores da figura 4.17 indica o porcentual das condigoes iniciais que
sao periddicas no tempo, nesta figura possui 60 condigoes iniciais proximas (x? =0,60+ r? / IOOO) ,
uma rede com 100 mapas acoplados (N = 100) e tempo transiente de 2 x 107 iteradas. Nas
regioes escuras o sistema é sempre cadtico no tempo e nestes casos nao poderemos obter

estados quimera.

Na figura 4.17 a linha pontilhada na cor verde marca o valor abaixo do qual a
rede passa a apresentar descontinuidade espacial, cujo valor de referéncia é ¢* ~ 0,44, ver
apéndice. Entao o nao depende da razao p/N e teremos um limite superior onde encon-
traremos estados quimeras para qualquer p/N, conforme mostra a figura 4.17. Portanto
as regices onde poderemos obter quimera encontram-se abaixo deste valor de o*, desde
que estejamos dentro das regides periddicas, além disso esta figura mostra a sensibilidade
as condicoes iniciais pois nas regioes mais escuras tivemos poucas condigoes que levaram
o sistema acoplado a exibir comportamento periédico no tempo e estas correspondem a

locais onde é mais dificil obtermos estados quimera.

Passaremos agora aos resultados sobre a formacao de estados quimera no aco-

plamento lei de poténcia.

4.2 ACOPLAMENTO LEI DE POTENCIA

Para redes de mapas logisticos onde o acoplamento é feito via lei de poténcia [6]
a dindmica sera dada pela expressao (2.11) com o parametro de controle do mapa logistico
a =4,00". Utilizando a mesma sistemética para o caso nao-local, comecamos calculando o
parametro de ordem global deste tipo de acoplamento cujo resultado da simulacao numérica

encontra-se na figura 4.18.

Para o parametro a = 4,00 o mapa logistico apresenta comportamento cadtico assim como a = 3,80,
ver figura 3.4
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Figura 4.18: Parametro de ordem global para acoplamento lei de poténcia com os parame-
tros a = 4,00, N = 101 e transiente de 10* iteradas. Temos no eixo vertical a intensidade
do acomplamento (€), no eixo horizontal o alcance do acoplamento (@) e a escala de cores

refere-se ao médulo do parametro de ordem (|Z,]).
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Fonte: O autor.

Para a regiao onde o parametro de ordem possui valor proximo de 1,00 temos
que a rede encontra-se sincronizada, ou seja, todos 0os mapas possuem 0 mesmo compor-
tamento no tempo [6,14]. Isto pode ser visto na figura 4.19 cujo os parametros utilizados
foram o = 0,70 e € = 0,65 que encontram-se sobre a linha pontilhada da figura 4.18. As
regioes onde o parametro de ordem ¢é menor que 1,00 sao as possiveis regioes de parame-
tros (a x €) onde para este tipo de acoplamento pode exibir estados quimera, devido a
coexisténcia de uma parte da rede estar sincronizada (coerente) e a outra dessincronizada

(incoerente).
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Figura 4.19: Sincronizacao Cadtica: N = 101, a = 4,00, o = 0,70, € = 0,65, condicoes
iniciais aleatérias e transiente de 10* iteradas. Em (a) temos a evolucio temporal da rede,
em (b) o perfil espacial para n =200, i representa os mapas da rede (1 < i < N) e a escala

de cores refere-se a variavel de estado (x;).

200 1 1
150 0,8 0,8 t ) ;
n 0,6 0,6 1 1
100 Xi
0,4 0,4 t
>0 0,2 0,2 t
| I 0 ‘ ‘ ‘ .
0 20 40 60 80 101 0 20 40 60 80 101

i i

Fonte: O autor.

Na figura 4.19 (b) temos que o perfil espacial é completamente coerente e nao
apresenta descontinuidade no espaco. Isto mostra a existéncia de sincronizacao completa
(coeréncia) dos mapas. A figura 4.19 (a) mostra que nao existe um padrao de evolugao
temporal para os sitios da rede. Os mapas evoluem de forma imprevisivel independente-
mente da sua posicao ao longo da rede. Mesmo nao sendo possivel estabelecer um padrao

temporal, vemos que os elementos (mapas) possuem uma forte correla¢do espacial.
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Figura 4.20: Descontinuidade espacial: N = 101, a = 0,70, € = 0,45, a = 4,00, condi¢oes
iniciais aleatérias e transiente de 10* iteradas. Em (a) temos a evolucio temporal da rede,
em (b) o perfil espacial para n =200, i representa os mapas da rede (1 < i < N) e a escala

de cores refere-se a variavel de estado (x;).
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Fonte: O autor.

Para a figura 4.20 (b) mostramos a quebra do perfil espacial para o =0,70 e € = 0,45,
dividindo a rede em duas subdivisoes que podem ocasionalmente exibir comportamentos
distintos, conforme diminuimos a intensidade do acoplamento (&) sobre a linha pontilhada
da figura 4.18. Na figura 4.20 (a) a evolugao temporal de todos os mapas da rede sao
periddicas. Esta figura os tempos novamente sao mostradas para multiplos de 2, ou seja,

cada tempo n desta figura refere-se a 8 iteradas da rede.

Temos a evolugao a cada tempo (iterada) da figura 4.20 (a) na figura 4.21
para alguns sitios dentro de cada subregiao. A figura 4.21 (a) e (b) correspondem a mapas
localizados na regidao em amarelo de figura 4.20 (a). Na figura 4.21 (c) e (d) estes mapas
encontram-se localizados dentro da regidao em vermelho da figura 4.20 (a). Logo como

afirmamos a pouco estas regioes sao periodicas no tempo.
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Figura 4.21: Evolugao temporal (n) periédica para N = 101, a =4,00, @ = 0,70, € = 0,45.
Em (a) temos a evolu¢ao do mapa de indice i = 15, (b) para o mapa i = 90, (c) representa

o mapa i =40 e (d) o mapa i = 60. As condigbes iniciais sdo aleatérias.
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Fonte: O autor.

Orbitas de perfodo-2 podem ser vistas na figura 4.21 (c) e (d) onde os mapas
foram escolhidos de forma aleatéria dentro das regides distintas da figura 4.20 (a). De
mameira similar temos novamente 6rbitas de periodo-2 para a figura 4.20 (a) é mostrada
em 4.21 (a) e (b). Este fato serd utilizado posteriormente para calcular as regioes no espago
de parametros (€ x a) onde uma rede acoplada por lei de poténcia pode exibir estados
quimeras. Fica evidente que a coexisténcia de dois dominios distintos (quimera) na rede,
se ocorrer, sera de regides periddicas e cadticas no tempo. O estado final, considerando que
quimera possui natureza transiente [19], serd quando todos os elementos (mapas logisticos)

da rede possuirem comportamento periédico no tempo n.

Os estados quimera surgem a partir da quebra do perfil espacial da rede e apds
um valor critico de €. Dependendo da condicao inicial dada para os sitios constituintes da
rede, conforme o comportamento mostrado na figura 4.22 (a) e (b), notamos a coexisténcia
de dois dominios distintos. Podemos obter estes comportamentos, sobre a linha pontilhada
da figura 4.18, ou seja, a rede passa a exibir comportamento ou estados quimera da mesma

forma que o acoplamento nao-local mostrado na secao anterior.
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Figura 4.22: Formacao de estados quimera: N =101, & = 0,70, a =4,00, € = 0,31, condi-
coes iniciais aleatérias e transiente de 10* iteradas. Em (a) temos a evolugao temporal da
rede, em (b) o perfil espacial para n = 150, i representa os mapas da rede (1 <i < N)ea

escala de cores refere-se a varidvel de estado (x;).
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0,6 0,6 t
n B . y
100 xl '~ . ‘.*... \.
0,4 04 r \ °
50 [ T e et
= 0,2 02 t
=

0 20 40 60 80 101 0 20 40 60 80 101
i i

Fonte: O autor.

Para 0,27 < € < 0,43 ao longo da linha pontilhada da figura 4.18 (& fixo) a
rede possui, logicamente dependendo da condicao inicial, o padrao semelhante ao observado
na figura 4.22 (a) e (b). Para valores menores de € o perfil espacial passa a ndo mais exibir
a coexisténcia de somente dois dominios. Estes casos nao sao caracterizados como estados
quimera, ver figura 4.23, este tipo de padrao espacial marca o valor de € onde, apartir dele,

a rede nao possui mais a coexisténcia de somente dois dominios distintos (quimera).
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Figura 4.23: Transicao quimera-caos: N = 101, a = 4,00, oo = 0,70, € = 0,20, condigoes
iniciais aleatérias e transiente de 10* iteradas. Em (a) temos a evolucio temporal da rede,
em (b) o perfil espacial para n =200, i representa os mapas da rede (1 < i < N) e a escala

de cores refere-se a variavel de estado (x;).
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Fonte: O autor.

Diminuindo ainda mais a intensidade do acoplamanto temos que para € =0, 10
e mantendo « fixo (linha pontilhada na figura 4.18) a rede exibe caos espago-temporal
conforme mostra a figura 4.24. Neste caso nao ha qualquer relacao espacial ou temporal
entre os elementos (mapas) constituintes da rede, ndo havendo qualquer possibilidade de
ocorrer a coexisténcia de dominios distintos caracteristicos de quimera, uma vez que para
este valor de €, ou menor, a dinamica de cada mapa da rede praticamente nao ¢ influenciada
pelos seus vizinhos e cada sitio (mapa) evolui de maneira praticamente independente do

restante da rede.
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Figura 4.24: Caos espago-temporal: n = 101, o = 0,70, € = 0,10, a = 4,00, condigoes
iniciais aleatérias e transiente de 10* iteradas. Em (a) temos a evolucio temporal da rede,
em (b) o perfil espacial para n =200, i representa os mapas da rede (1 < i < N) e a escala

de cores refere-se a variavel de estado (x;).
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Fonte: O autor.

4.2.1 Regioes Periddicas

Quando temos a coexisténcia de dois dominios sincronizados e desincronizados
em uma rede de sistemas acoplados é possivel que ocorra o colapso destes estados quimera.
Isto ocorre quando todos os sitios passarem a ter comportamento peridodico no tempo.
Tendo isto em mente, necessitamos procurar dentro do espago dos parametros (€ x o),
onde o é o alcance e € a intensidade do acoplamento, as regioes onde a rede possui estados
peridédicos, uma vez que o comportamento final da rede, na ocorréncia do colapso dos
estados quimera, é periddico. A figura 4.21 mostra um exemplo deste comportamento

periddico.

Na figura 4.25 temos as regioes onde a rede exibe comportamento periédico no
tempo. Foi utilizado uma média de 60 condicoes iniciais proximas (x? =0,40+ r? / 1000)e
apresentamos as regioes onde uma rede com 101 mapas logisticos acoplados por lei de
poténcia tem comportamento periddico no tempo. A escala de cores indica qual é o periodo
(2-vermelho, 4-amarelo e 8-azul claro) para a regiao azul escuro o sistema é sempre cadtico

no tempo cujo um transiente de 10000 iteradas foi desprezado.
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Figura 4.25: Regioes de periodo 2-vermelho, 4-amarelo e 8-azul claro. Temos 101 mapas
acoplados (N = 101), o parametro do mapa logistico a = 4,00 e condicoes iniciais proximas
(x? =0,40+ r? / 1000). A figura mostra a quebra do perfil espacial para € =~ 0,43 abaixo

da regiao onde os mapas estao sincronizados.

0,9

0,7

Fonte: O autor.

Na figura 4.25 temos as regioes periédicas (2-vermelho,4-amarelo e 8-azul claro)
e mostramos alguns padroes obtidos para a rede, onde a regido de fronteira superior'
corresponde ao inicio da ruptura do perfil espacial do sitios, ou seja, o “nascimento” dos
estados quimera. Diferentemente do que ocorreu no caso nao-local, aqui obtivemos uma
regiao menor no espago dos parametros (€ x o) onde a rede pode exibir a coexisténcia de
coeréncia e incoeréncia. Isto se deve ao fato de que somente para valores intermediarios
de a este acoplamento possui caracteristicas nao-locais sendo portanto somente para estes

valores que poderemos obter estados quimera no acoplamento lei de poténcia.

Se aumentamos o valor do parametro de acoplamento (&) o comportamento
serd de tal forma que a interacao entre os elementos da rede possuira comportamento local
e a formacao de estados quimera nao existird dando lugar ha caos espago-temporal. Por

outro lado, trabalharmos com pequenos valores de & o acoplamento se torna global onde o

"fronteira entre a regiao cadtica na cor azul escuro e a regiao de periodo-2 na cor vermelha
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comportamento mais provavel é a completa sincronizacao ou desincronizacao da rede. Os
perfis mostrados na figura 4.25 para o = 0.50 mostram o surgimento da descontinuidade
espacial em € &~ 0,43 até a completa perda de correlacao espacial dos sitios (mapas) da

rede para € =~ 0,25.

4.2.2 Sensibilidade as condicoes iniciais

A figura 4.26 (a) mostra a evolucao temporal de 101 mapas logisticos acoplados
via lei de poténcia cujo transiente de 10% iteradas foi desprezado. Os parametros utilizados
foram a = 0,40 e € = 0,34 para o acoplamento e como parametro de controle do mapa
logistico foi usado a = 4,00, sendo o mesmo para todos os sitios. A evolucao temporal

mostra que a rede apresenta um comportamento regular para todos os seus elementos.

Figura 4.26: Sensibilidade as condigoes iniciais: n = 101, o = 0,40, € = 0,34, a = 4,00.
As condigoes iniciais sao aleatdrias e a escala de cores refere-se a varidvel dindmica (x;).
Em (a) temos a evolugao temporal periddica e em (b) temos um perfil espacial para um

instante de tempo (n = 200).

200 1 1 . , . .
- - ®
0,8 L i
150 0,8
n 0,6 0.6} i
100 X
0.4 0.4 _/ \»
50
0,2 02| ]
0 0 o , , ‘ ,
0 20 40 ; 60 80 101

0 20 40 . 60 80 101

Fonte: O autor.

Na figura 4.26 (b) temos que o perfil espacial da rede é descontinuo, ou seja,
para estes parametros (@ x €) a rede provavelmente apresenta estados quimera devido a
quebra do perfil espacial. Neste caso mesmo os parametros (€ x o) estando dentro da
regiaolll em que a rede exibe estados quimeras, devido as condicoes iniciais utilizadas a

rede nao exibe coexisténcia de regioes coerentes e incoerentes no espaco.

" ver figura 4.25 as regioes que a rede apresenta periodos no tempo
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Utilizando outras condigoes iniciais a rede passa a exibir estados quimera con-
forme mostra a figura 4.27 (a) para uma rede com 101 mapas logisticos com a = 4,00. Os
parametros utilizados foram o = 0,40 e € = 0,34, que sdo os mesmos da figura 4.26 (a) e

(b) somente as condigoes iniciais sao diferentes.

Figura 4.27: Sensibilidade as condigoes iniciais: n = 101, a@ = 0,40, € = 0,34, a = 4,00.
As condigoes iniciais sao aleatdrias e a escala de cores refere-se a varidvel dinamica (x;).
Em (a) temos a evolugao temporal e em (b) temos um perfil espacial para um instante de

tempo (n =200) mostrando a coexisténcia de estados coerentes e incoerentes.
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Fonte: O autor.
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Aqui temos outra caracteristica parecida com o acoplamento nao-local, ou seja,
uma sensivel dependéncia com as condigoes iniciais e a rede pode ou nao exibir estados

quimera.
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5 CONCLUSOES

Podemos concluir que estados quimera sao sensiveis as condigoes iniciais e
devido a este comportamento pode ocorrer deslocamento das regioes de quimera conforme
mudamos a condigao inicial da rede. Também ¢é possivel que a rede nem apresente tais
estados ou que o tempo de permanéncia seja extremamente curto para que seja observado
este comportamento. Para o acoplamento nao-local a dependéncia as condigoes iniciais ¢é

mais evidente em redes pequenas e diminui conforme aumentamos N (tamanho da rede).

O acoplamento nao-local demonstrou um comportamento distinto: as regioes
coerentes e incoerentes nao possuem deslocamento ao longo da rede. Dada uma condigao
inicial, caso o sistema demonstre estados quimera, estes estados possuem posicoes fixas para
todos os tempos posteriores, ou seja, uma vez formada as regides coerentes e incoerentes
elas permanecem inalteradas ao longo do tempo n. Acreditamos que, ao nao observarmos
o deslocamento das regioes coerentes e incoerentes, este comportamento esteja influénci-
ando nos resultados obtidos. O tempo médio de colapso refere-se a uma regiao proxima
a fronteira do acoplamento (o =0,30) onde observamos estados quimera. Pode ser que
nessa regiao de parametros ocorra um deslocamento das regioes coerentes e incoerentes,

para alguma condicao inicial, facilitando o colapso dos estados quimera.

Tudo esta relacionado ao fato que na literatura os tempos de permanéncia de
quimera ou tempos de colapso de quimera crescem de forma exponencial com o tamanho
da rede [19], mas nao obtivemos este comportamento em nossas simulagoes (ver tabela 4.1).
Uma explicacao possivel para este resultado pode estar relacionado ao nao deslocamento
destes padroes na rede e que para a caso analisado aqui este colapso s6 ocorra nas regioes
de fronteira onde possivelmente ocorra deslocamento dos padroes (coerentes e incoerentes)
ou o tempo limite t; (tempo méximo de observagao) utilizado nas simulagoes foi “pequeno”

para que ocorresse o colapso para redes maiores.



86

Mostramos que estados quimeras podem ser obtidos para acoplamento lei de
poténcia e que a coexisténcia de estados coerentes e incoerentes possuem sensibilidade as
condicOes iniciais da mesma forma que o acoplameno nao-local. E muito provavel que
ocorra o colapso dos estados quimera para o acoplamento lei de poténcia para alguma
condicao inicial e este ainda é um ponto para ser investigado, pois seguindo a mesma
sistematica adotada para o caso nao-local devemos primeiramente calcular os expoentes de
Lyapunov da rede e depois a densidade de entropia h. Com estes diagndsticos poderemos
de fato dizer se houve ou nao algum colapso de quimera (h=0) e qual o tempo médio dos

estados quimera para a acoplamento lei de poténcia.

Como trabalhamos para o caso nao-local com parametro do mapa logistico
a = 3,80 para todos os sitios da rede, uma possibilidade futura é de se tratar outros valores
deste parametro de controle dentro da regiao de caos conforme figura 3.4. E muito provavel
que os comportamentos descritos aqui podem também referir-se a este caso em particular
de a. O mesmo pode ser realizado para o acoplamento lei de poténcia uma vez que fixamos
a =4,00. Outro ponto a ser investigado é calcular o tempo médio de colapso para mais
valores de ¢ dentro do intervalo onde obtemos estados quimera para o acoplamento nao-
local. Como nas simulagoes utilizamos um tempo t; =3 x 107 iteradas como tempo limite
de observacao do comportamento da rede, podemos aumentar este tempo (ﬁ) Pois o
colapso dos estados quimera para redes “grandes” podem ocorrer para tempos maiores que

este e podem estar influenciando nos resultados aqui obtidos.
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APENDICE - INTENSIDADE
CRITICA

Podemos obter o valor critico (o) onde o perfil espacial da rede de mapas aco-
plados de forma nao-local [1] se tornara descontinuo. Este ¢ marca o inicio da coexisténcia
de dois dominios distintos na rede. Utilizamos o limite termodinamico [21] onde N — oo

reescrevendo a equagao (2.10) de outra forma substituindo x por z teremos [1]:

Jtp
o
gt = f(Z?)'i'Z > FE -1 (&) (5.1)
J=i=p
quando N — oo teremos z/"! — z""(x) logo: (5.2)

Xt
M) = fEW)+ G/ p[f(Z”(y))—f(Z”(X))]dy

x—p
X+ X+
() = f«fcw»+§%{ " @) dy - 5f@%x»dy}
x—p x—p
o X+p xX+p
f“w-:f@w»+5{ FEO)dy—f @)y }
A=p X—p

X+p
() = f@%@>+——{ f@%wnw—f@%wnu+p»—@—pn}
x—p
X+
) = f«fcow+§§{ 5f@%y»dy—zpf@%x»}
x—p

X+p
2 = (-0 @@+ [ e}, (5.3
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calculando a derivada da expressao (5.3) em relagdo ao espago teremos:

@) = geu-ar@wn+ 2o [ [ e

P

o o

S AW =(1-0) LU+ { S o) - FEa-p . 5a)

considerando que o sistema possui periodo-2 no tempo conforme a figura 5.1 ilustra.

Figura 5.1: Evolucao temporal das tltimas 40 iteradas para uma rede de 100 mapas lo-
gisticos acoplados de forma nao-local. Em (a) temos o mapa de indice i =40, (b) o mapa
i =15, em (¢) o mapa i = 60 e para (d) o mapa i =90. Os parametros utilizados foram:
0=0,351=10*e p/N =0,32.
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Fonte: O autor

A descontinuidade ocorre quando a derivada no espago diverge [21].

%Zl(x) = %zo(x) = oo, (5.5)
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com isso podemos desprezar o ultimo termo do lado direito da expressao 5.4.

W) = (1-0) 2 (W)

5120 (F) (') | 92°(x) 92! (x)

= 1— 5.6
dx dx ( ) 070 27! dx dx ’ (56)
teremos que a equacao 5.6 serd uma igualdade se:
1= op2l@) 97 () (5.7)
070 azl .
A derivada do mapa logistico é dada por:
w —all—22(x)], (5.8)
com isso a expressao 9.6 torna-se:
1=(1-0)a*{[1-2 )]} {[1 -2 (x)]}, (5.9)
se introduzirmos uma funcao G (z(x)) da seguinte forma [21]:
G(z(x)) = (1—0)a® [(1-22"())] [(1 — 22" (x))] — 1 (5.10)
o ponto fixo do mapa logistico pode ser obtido da seguinte forma [10, 11]:
f(@) = az (1-27)
Z* _ ClZ* (1 . Z*)
1 = a(l-2z%)
1
Y= 1—- 5.11
Z a7 ( )

Assumindo que z'(x) = z2(x) = z*(x) e que G (z*(x)) = 0 a expressao (5.10) fica da seguinte



forma:

G('(x) = (1-0 a’[1-22" ()] =1 =0
{a(l-o)[1-2"(0)}* =1
a(l—o)[1-27"(x)] = +V1

logo
solugoes = { a(l—o)[1-2z"(x)] = +1

substituindo 5.11 em 5.12 teremos:

solucoes = { a(l1-o0) [1_2(1 _é)] =41
a(l=0)[1-2(1-{)] =1

solugoes = { a(l-0)[1-2(“)] = +1
| a(1-0)[1-2(5)] =1
oluctes — 1 a0 [1+ (3] =+1
T Let-o[1+ (2] = 1

~ { a(l—o)
solugoes =

solugoes =

solugoes =

e = {(1—0)(2—01):—1

94

(5.12)

(5.13)
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Utilizando a = 3,80 temos que somente a solu¢ao 5.13 (b) é possivel para ©.

1
a—?2

o=1- ~ 0,44 — a=3,80.

Este valor da intensidade do acoplamento é independente do alcance p (nimero de vizinhos
acoplados de cada lado com o sitio de indice i) na expressao 5.1. O valor de o ~ 0,44
marca o valor, abaixo do qual, o perfil espacial da rede torna-se descontinuo e podendo a
mesma exibir estados quimera. Os resultados numéricos obtidos o =~ 0,43 mostram que a

aproximagoes feitas aqui sao validas.



