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“E dificil dar uma ideia global do vasto campo da matematica moderna. A
palavra “campo” ndo é mais adequada: tenho em mente um espago
fervilhando de belos detalhes, ndo a vastidao uniforme de uma planicie nua,
mas uma regido de um belo pais, inicialmente vista a distancia, mas
merecedora de ser examinada de um extremo a outro e estudada em seus

minimos detalhes: seus vales, rios, montanhas, florestas e flores".

Arthur Cayley



RESUMO

A emergéncia é fenbmeno que da unidade qualitativa a qualquer substancia, constituindo o
reflexo no ato ontoldgico da percepcdo. E a chave conceitual que justifica o uso do modelo
em redes complexas para descrever sistemas, que também sao complexos naturalmente. Dada
essa chave conceitual, buscou-se utiliz-la na geracdo de novas analises. Para tanto é
empregado a teoria de grafos e a caminhada aleatéria em dois estudo de caso. Um deles
constitui a analise de uma rede mitoldgica referente a Odisseia de Homero. Foi verificado que
a rede mitoldgica apresenta padrGes de redes sociais reais quando excetuados da rede as
personagens mitoldgicas. Em segundo lugar, foi realizado um estudo da toleréncia oral como
um fendmeno de rede complexa, foi utilizada a caminhada aleat6ria como modelo estocastico
de difusdo de estimulos numa rede complexa. Com isso, foi possivel conhecer a importancia
relativa de cada componente imunoldgica. Por fim, fica evidenciado que o conceito chave de
emergéncia permite a concepgdo de novas formas de andlise, fundamentalmente no uso de
redes complexas como modelos que albergam a complexidade inerente na concepgdo de

sistemas reais.

Palavras-chave: redes complexas, caminhada aleatoria, mitologia comparada, tolerancia oral.



ABSTRACT

The emergence is a phenomenon that gives sense to the qualitative unity of any substance,
consisting the reflex in the ontological act of perception. It is the conceptual key that justifies
the use of complex network models to describe systems, which also are complex in nature.
Given this key concept, it was desired to apply it on real objects in order to create new
analysis methodologies. For this, graph’s theory and random walk’s theory were used as
fundamentals for two study cases. One of them consists on an analysis of the mythological
social network of Odyssey of Homer. It was found that this network displays structural
characteristic of real social network mixed with fictional aspects associated to mythological
characters. Another study was the oral tolerance phenomenon modeled as a complex network
associated with stochastic dynamics. We applied the random walk as a way to understand the
relative importance of each immunological component. Finally, it becomes evidenced that the
key concept of emergence allows new forms of analysis using complex network theory as a

model which comprises the complexity inherent on the conception of real systems.

Key-words: complex networks, random walk, comparative mythology, oral tolerance.
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CAPITULO 1

Introducao

O reducionismo tem sido a interpretacdo cientifica dominante acerca dos objetos e
fendmenos naturais desde o seculo XVII. Sua notoriedade histdrica inicia com Galileu Galilei,
mas é com René Descartes, em sua obra: Discours de la méthode (Discurso do Método) [1]
gue a mesma se torna consagrada. Nesta obra Descartes discursa sobre 0 método cientifico de

apreensdo da realidade, dividindo-a em quatro processos fundamentais:

“l. Coletar as informagdes cuidadosamente, examinando sua racionalidade e justificacdo. Verificar a
veracidade e boa procedéncia do investigado, obtendo apenas o indubitavel.”

“2. Analisar, dividir ou quebrar em partes o objeto de estudo tanto quanto for possivel;”

“3. Gerar a sintese ou elaborar progressivamente as conclusdes mais abrangentes e ordenadas a partir
dos objetos mais simples e ficeis até os mais complexos e dificeis;”

“4. Enumerar e revisar minuciosamente as conclusdes, garantindo que nada seja omitido e que a

coeréncia geral exista.”

Estes quatro processos enfatizam o escrutinio de todas as informacdes acerca do
sistema fisico, reforcando a base empiricista de prova entre hipdteses possiveis por meio dos
dados estudados separadamente. Todo reducionismo se estabelece com a convencéo de que 0
sistema pode ser reduzido a partes menos complexas que o todo, estudando-as separadamente,
e entdo interpretando o comportamento total do sistema.

Desde Newton, Descartes, Leibniz e outros pensadores da época, este tem sido o Unico
método reconhecidamente cientifico de apreenséo, analise e sintese acerca das coisas naturais.
As explicagdes geradas por esse processo com fins cientificos foi o Unico a ser aplicado até o
inicio do século XX, onde toda a interpretacdo fenomenoldgica da fisica foi construida. A
posterioridade deste pensamento veio com Albert Michelson [2], que dissertou em 1894 a

seguinte quest&o:
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“... parece provavel que a maior parte dos principios fundamentais da fisica ja foram
estabelecidos, e que seu avanco neste momento, sé depende da aplicacdo rigorosa dos mesmos

aos fendmenos mais complexos a medida que se tornam apreensiveis.”

Inesperadamente, mal podia prever Michelson que, ap0s trinta anos iria surgir a
mecanica quantica e a relatividade que juntamente com o desenvolvimento das equacfes de
movimento ndo lineares (caos), colocariam em xeque seu “sonho reducionista”. De uma
forma geral, o século XX foi marcadamente caracterizado por essa destruicdo da ambicdo de
descrever a realidade a partir de principios puramente reducionistas, ou seja, o “sonho
reducionista” estava desfeito. No entanto, era evidente o sucesso da fisica até entdo
fundamentada, pois a maioria dos problemas em escalas muito pequenas ou muito grandes séo
bem descritas. Logo, o ponto de “quebra” das generalizagdes obtidas pela fisica reducionista
surgia a medida que os fendmenos de escalas médias eram analisados, ou seja, fenbmenos na
escala humana [3].

Muitos destes fendbmenos foram inapreensiveis para o paradigma da fisica daquela
época, como: a imprevisibilidade do tempo e do clima, o comportamento econdmico, as
preferéncias politicas, sociais e/ou culturais. E, acima de tudo, o que mais impressionava 0s
cientistas e sua visdo das coisas minimas, era 0 comportamento complexo de sistemas vivos
[4]. Desta frustragdo analitica surge a famosa frase: “o todo ¢ mais do que a soma das partes”;
ao qual vem se formalizando nas novas ciéncias: dinamica caética, biologia sistémica,
dindmica econémica e a teoria de redes. Todas essas aproximacgfes estdo muito além da
abordagem reducionista dos fendbmenos, se aproximando a um pensamento mais holista.

Holos, do grego, significa inteiro, completo ou total. O holos de um sistema fisico
indica a irredutibilidade de algumas de suas propriedades, aquelas caracteristicas globais que
ndo podem ser explicadas apenas pela soma das suas componentes. A priori, constitui uma
visdo “de cima para baixo”, processo inverso ao reducionismo, “de baixo para cima”. A
Aristoteles atribui-se o pioneirismo desta concepcdo de completude dos objetos fisicos,
indicado vastamente em seu Tratado de Metafisica, mas sintetizado na forma: “O todo é
maior do que a simples soma das suas partes” [5].

Passados quase 22 séculos, foi s6 a partir da segunda metade do século XX que 0s
filosofos e estudiosos retornaram a visdo emergentista, gerando uma quebra de paradigma
cientifico: reducionismo versus holismo. Pouco a pouco, o reducionismo dava margem para a
interpretacdo de fendmenos concebidos pelo novo paradigma, ao qual ndo podia ser atribuido

a uma unica disciplina, mas a um entendimento interdisciplinar que ainda ndo estava bem


http://pt.wikipedia.org/wiki/Propriedade
http://pt.wikipedia.org/wiki/Soma
http://pt.wikipedia.org/wiki/Metaf%C3%ADsica
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fundamentado [6]. Muitas destas tentativas interdisciplinares geraram &reas como cibernética,
sinergetica, ciéncia de sistemas, ou, mais recentemente a teoria de sistemas complexos. Com
este mesmo objetivo, um grupo de vinte e quatro cientistas e matematicos inicialmente se
reuniram, em 1984, para discutir esse assunto interdisciplinar de modo a formar um corpo
conceitual aproximadamente estruturado.

O marco deste evento ocorreu no alto do deserto de Santa Fé, Novo México. Logo,
com o tempo, o Instituto de Santa Fé foi criado e escolhido como o centro de pesquisa sobre a
nova ciéncia dos sistemas complexos. Este local é reconhecido por receber pessoas de
diversas formac0es, paises e culturas que possuiam apenas um aspecto em comum: responder
as mesmas perguntas, mas com metodologias diferentes [7].

O meio pelo qual os pesquisadores da época esperavam atingir esse objetivo consistia
na analise de grandes pacotes de dados, “Big Data”, os quais estavam associados aos Sistemas
observados na natureza (e. g., ecossistemas, redes de energia, redes de comunicacéo, redes
sociais, etc.) que possuiria carater complexo e interativo, ou seja, um grande nimero de
ligacOes entre as componentes do sistema [8]. A partir deste principio, entdo, promovia-se
uma unidade do conhecimento acerca dos sistemas, agora nomeados complexos, onde a teoria
poderia se organizar e se tornar a pedra fundamental na construcdo do pensamento sistémico.

Considerando todo esse “background” historico do desenvolvimento do pensamento
sistémico acerca dos fendmenos naturais, ha um crescente interesse em responder as questdes
mais elementares sobre a complexidade, adaptacdo e emergéncia de redes complexas reais;
como as conexdes de regides no cérebro, a dependéncia mutua na interacdo inseto-planta, a
dependéncia topoldgica do sistema imune para uma resposta infecciosa, as relacOes
intercelulares, a economia global ou na evolucdo bioldgica. O que € notavel nestes sistemas €
sua natureza inter-relacionada quando estudamos suas partes. Como resposta a estudos deste
tipo, surgiu a teoria de redes complexas visando modelar a interelacdo e complexidade
interacional entre as partes. Para tanto, lanca-se méo de alguns artificios matematicos
encontrados na teoria de grafos e de redes complexas.

Neste contexto o estudo de redes sociais tem fomentado o desenvolvimento da teoria
de redes complexas que, em ultima analise, estuda sistemas complexos [33, 35, 36, 38]. O
interesse no estudo de redes sociais aumentou nos ultimos anos, dado os interesses politicos,
econémicos e cientificos desta linha de pesquisa. Com isso, este trabalho é composto por um
estudo de caso acerca da concepcao da rede social mitoldgica da Odisseia, coletada por meio
da mineracdo textual [52] e analisada pelo escopo da teoria de redes complexas.

Analogamente, mas em um contexto diferente, 0 modelo de redes complexas tem sido de
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grande valia para a andlise das relacdes moleculares de sistemas bioldgicos de multiplas
componentes. Um destes sistemas constitui o tecido linfoide associado ao intestino, que é
responsavel pelo fenémeno da tolerancia oral [58, 59]. Este fendbmeno, experimentalmente, se
torna quase inapreensivel ao pesquisador, pois o seu funcionamento depende de relagdes
complexas de suas partes [59-73]. Dadas estas complicac@es, é pretendido neste trabalho o
estudo deste fendbmeno por vias da teoria de redes complexas e caminhada aleat6ria como
gerador de um novo conceito de difusdo de estimulos na rede.

Com isso, 0 objetivo geral deste trabalho consiste em utilizar a chave conceitual da
emergéncia como justificativa do uso da teoria de redes complexas no estudo de dois sistemas
reais diferentes: uma rede social mitol6gica e uma rede imunoldgica.

A organizacao textual deste manuscrito segue da seguinte maneira: no capitulo 2
contém um apanhado geral sobre o essencial da teoria de grafos como fundamento para o
estudo de redes complexas. No capitulo 3 sdo estudados os processos markovianos e a
caminhada aleatéria em redes complexas. No capitulo 4 serd uma aplicacdo dos conceitos
explorados no capitulo 2, onde € pretendido o estudo da mitologia comparativa da rede social
da Odisseia de Homero. Finalmente, no capitulo 5, sera explorada a caminhada aleatéria em
redes complexas como modelo de transmisséo de informacao para o estudo de um fendmeno

imunoldgico: a tolerancia oral.



20

CAPITULO 2

Teoria de Grafos e Analise de Redes Complexas

Neste capitulo pretende-se fazer uma abordagem simples da teoria de grafos de forma
a gerar condicdes para o estudo de redes complexas, e entdo, redes reais. O conceito de
emergéncia é a justificativa do uso do objeto grafo como o modelo mais adequado de
descricdo de fendbmenos complexos e/ou emergentes. Em defesa desta postura, estudam-se
aqui as formas de andlise de redes e os modelos atuais de evolucdo de redes. Deste capitulo
pretende-se fundamentalmente a identificacdo de quantificadores que justifiquem a
comparacao entre redes, de modo a gerar uma nova forma de anélise contemplando a posicéao

emergentista da realidade.

2.1 Teoria de Grafos

Nesta secdo sdo abordados 0s conceitos gerais da teoria de grafos como elementos que
fundamentam a anélise de redes complexas, que € um dos principais objetos de estudo deste
manuscrito. A teoria de grafos, em termos grosseiros, € o ramo da matematica que trata do
objeto matematico denominado grafo, que sdo estruturas compostas por partes e conexdes
entre estas partes. Este capitulo serd& uma revisdo, compilacdo e sintese das seguintes
bibliografias: Van Mieghem [9], Van Steen [10] e Rouhonen [11].
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2.1.1 Grafo

Pictoricamente, um grafo € composto por vértices e arestas que conectam vértices.

Exemplo:

Figura 2.1 Exemplo de um grafo.

Fonte: autor

Formalmente, para qualquer conjunto de vértices V, denotaremos por V® como o
conjunto de todos os pares ndo ordenados de elementos de V. Se V tem n elementos entdo V2
tem (7) = 221 elementos. Os elementos de V@ serdo identificados com os subconjuntos de
V que tém cardinalidade 2, constituindo o conjunto de arestas A. Assim, cada elemento de
V(@ tera a forma (v,w), sendo v e w dois vértices quaisquer de V. Com isso, é possivel

escrever:

Defini¢do 2.1. Um grafo é um par (V, A) em que V é um conjunto arbitrario e A é um
subconjunto de V| de forma que os elementos de V sdo chamados vértices e os de A s&o

chamados arestas.

E possivel descrever o grafo da Figura 1 da seguinte maneira; um par ordenado
G=(V,A), de forma que V={vy..,vs} €é o0 conjunto de veértices e

A = {(vy,v,), (vy,v5), (Vs,v5), (Vs, v,), (W4, v5)} O conjunto de arestas. E comum, por
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simplicidade, rotular todas as arestas em termos de um grupo estanque, onde cada elemento

deste grupo é representado por uma letra ou nimero, de forma que

A= {(vlJ UZ)' (vz, 175), (v5, 175), (175, v4), (U4_, US)}
A= {(171, UZ) = a, (172,175) = day, (US'US) = as, (175,174) = Qg, (U4, U5) = Cl5}

A ={ay,a, a3 a4,as}.

Uma importante ressalva: os pares (vs,v,) € (v,, vs) Sdo algebricamente equivalentes,
em outras palavras, para este caso 0s pares ndo precisam ser necessariamente ordenados. 1sso
é particularmente verdadeiro para grafos ndo direcionados, em que as arestas ndo possuem
direcionalidade. Nas se¢Oes posteriores sera desenvolvida essa terminologia.

A medida que definimos grafo por meio da definicdo 1, algumas consequéncias
I6gicas estdo quase sempre associadas a terminologias usuais da teoria de grafos. A seguir,

uma lista das mais importantes terminologias e seus exemplos:

1 — Dois vértices quaisquer v e u sao vértices de extremidade da aresta (v, u), quando

constituem a porcéo distal da aresta (v, u). Todos os elementos de V correspondem a este tipo
de vértice;

2 — Arestas que tém o0s mesmos Vértices sdo denominadas arestas adjacentes. As

arestas a; e a, sdo arestas adjacentes;

3 — Uma aresta na forma (v, v) é uma alga, ou do inglés, “loop”. A aresta az € uma
aresta do tipo alga;

4 — Um grafo serd denominado grafo simples se nele ndo houver algas ou arestas
paralelas;

5— Um grafo sem arestas (i. e., A = {@}) é denominado grafo vazio;

6 — Um grafo sem vértices (i. e., V = {@} e A = {@}) e denominado grafo nulo;

7 — Um grafo constituido de apenas um vértice é denominado grafo trivial;

8 — Duas arestas quaisquer sdo denominadas arestas paralelas se compartilham um
vertice. As arestas as e a4 Sa0 arestas paralelas;

9 — Analogamente a 88, quaisquer dois vértices u e v serdo vértices adjacentes se

houver uma aresta que os conectem, (u, v);
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10 — Denominamos Vértice suspenso qualquer vértice que possuir grau 1 (i. e., nimero

de arestas incidentes ao vértice), ou pictoricamente, 0 vértice que estiver associado a apenas
uma aresta. O vértice v; € um vértice suspenso;
11 — Como consequéncia de 88, quando uma aresta tem como uma de suas

extremidades um vértice suspenso, esta é denominada aresta suspensa. A aresta a; € uma

aresta suspensa;

12 — Um vértice que possui grau igual a zero, ou seja, ndo esta associada a nenhuma
aresta, é denominado Vvértice isolado. O vértice v; € um Vértice isolado;

13 — Um grafo simples com n vértices que sejam todos vértices adjacentes, é
denominado grafo completo;

2.1.2 Vizinhos de um vértice

Em um sentido préatico, é conveniente introduzir o conceito de vizinhos de um vértice.
E possivel falar no mesmo sentido em se tratando do conceito de vértices adjacentes, mas

como este € um dos elementos centrais da teoria de grafos, escrevamos:

Defini¢do 2.2. Para um grafo qualquer G e vértice v € A(G), o conjunto de vizinhos

N (v) de v é o conjunto de veértices adjacentes a v, que satisfaz
Nw) ¥ {weAG)|v+w,Ja€AG):a=Ww,v)} (2.1)
A notacdo acima pode ser interpretada de forma simples: seja N(v) o nimero de
vizinhos de um vértice qualquer v e se houver uma aresta que conecta este vértice a um
vértice w qualquer, este sera vizinho de v.
2.1.3 Grau de um vértice
A medida que se definem os vizinhos de um vértice, fica evidente uma propriedade

estrutural: 0 nimero de arestas incidente a ele. A esta propriedade, em teoria de grafos,

denominamos grau do vértice. Em termos mais precisos:
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Definicdo 2.3. O nimero de arestas incidentes a um vértice qualquer v é denominado
grau de v, denotado §(v). Arestas to tipo alca sdo contadas duas vezes na valoragdo do

grau.

Quando se tem um grafo G e se contabilizam os graus de todos os seus Vértices,

inevitavelmente encontra-se o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Para todo grafo G, a soma dos graus dos vértices é igual a duas vezes o

numero total de arestas, ou seja,

() = 2]A(G)]. (2.2)
veEV(G)

Prova. Quando se contam as arestas de um grafo G, contabilizando-os em cada

vértice v de G, em verdade esta se contabilizando exatamente duas vezes cada aresta. Logo

d(w)=6(w) +8(w,) +6(ws3) + - 6(vy,). (2.3)
veEV(G)

mas como

6(vy) = |{aij = (vi,uj)}|,ondej =1,2,3..n;s30 os vizinhos dei. (2.4)

Estabelecendo que:
al-j = aﬁ_ (25)

Isso mostra que quando contamos os elementos de &(v;) e §(v;), sendo que exista
algum a;;, invariavelmente existira um a;;, mostrando que a mesma aresta € contabilizada

duas vezes quando somamos todos os graus dos vértices de um grafo.
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2.1.4 Subgrafo de um grafo

Outro conceito importante e usual em teoria de grafos é de subgrafo. De uma forma
muito geral, um subgrafo, estruturalmente, também é um grafo. Sendo assim, se H é um grafo
e subgrafo do grafo G, entdo H deve consistir de um subconjunto de arestas e vértices de G.
Isso deve ser satisfeito de modo que para toda extremidade de uma aresta em H deva haver

um vértice em H. Logo:

Definicdo 2.4. Um grafo H é um subgrafo de G se V(H) € V(G) e A(H) € A(G) de
modo que para todo a € A(H) com a = (u,v), de modo que u,v € V(H). Quando H ¢é
subgrafo de G, denota-se H € G.

No estudo de subgrafos, é conveniente considerar subgrafos definidos por um
subconjunto de vértices que pertencam ao grafo. Quando isso se efetua na identificacdo de um
subgrafo, é denominado subgrafo induzido. Ou seja, toma-se um subconjunto de vértices V* e

todas as suas arestas gue os conectam. Formalmente:

Definicdo 2.5. Considere um grafo G e um subconjunto dos seus vértices V* € V(G).

O subgrafo induzido por V* é constituido pelos vértices V* e as arestas A* definidas por

A* € {a € A(G)|a = (u,v) comu,v € V*}. (2.6)

Analogamente, se A* € A(G), o subgrafo induzido por A* é composto pelo conjunto de

arestas A*e o conjunto de vértices VV*, dado por

V*®{u,veV(G)|Ja€eA:a = (uv)} (2.7)

O subgrafo induzido por V* ou A* é denotado por G[V*] ou G[A*], respectivamente.

2.1.5 Representacdo de um grafo: matriz de adjacéncia

Um grafo pode ser representado de varias maneiras, tanto pictoricamente quanto por

elementos algébricos. Porém, ha um apelo a facilidade no uso da matriz de adjacéncia de um
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grafo. A matriz de adjacéncia A[i, j] nada mais é do que um arranjo com n linhas e n colunas,
que denota o0 numero de arestas que conecta o vértice v; ao vértice v;. Utilizando a figura 2.1

como modelo, teriamos a seguinte matriz de adjacéncia:

Tabela 2.1 Matriz de adjacéncia do grafo da Figura 2.1.

U1 () U3 Vg Us
(21 0 1 0 0 0
Uy 1 0 0 0 0
U3 0 0 0 0 0
Uy 0 0 0 0 2
Vs 0 0 0 2 1

Fonte: autor.

Algumas propriedades da matriz de adjacéncia podem ser identificadas:

1. Uma matriz de adjacéncia é simétrica, ou seja, para todo i,j, A[i,j] = A[j, i].
Esta propriedade reflete o fato de que uma aresta é representada por um par
ndo ordenado de vértices de modo que a = (v;,v;) = (v}, ;);

2. Um grafo G sera simples se e somente se para todo i, j, A[i,j] < 1 e A[i,j] =
0. Em outras palavras, é o caso de grafos sem algcas nem arestas duplas: cada
par de vértices pode compartilhar apenas uma aresta;

3. A soma dos valores de uma linha i sera igual ao grau do vértice v;, isto é,
§(vy) = ;'lzlA[i'j]-

Uma forma alternativa de representar um grafo € por meio da matriz de incidéncia.
Uma matriz de incidéncia M de um grafo G consiste em n linhas e m colunas de modo que
M{i, j] contabiliza o nimero de vezes que uma aresta a; € incidente ao vértice v;. Note que
M]Ji, j] seréd tanto 0, 1 ou 2, a medida que uma aresta, respectivamente, ndo ser incidente ao
vertice v;, ou possuir uma de suas extremidades associados ao v; ou ser uma al¢a de v;. A

seguinte tabela constitui a matriz de incidéncia do grafo representado na figura 2.1:



27

Tabela 2.2 Matriz de incidéncia do grafo da Figura 2.1.

aq a, as Qg as
2] 1 0 0 0 0
v, 1 1 0 0 0
V3 0 0 0 0 0
Uy 0 0 0 1 1
Vs 0 0 2 1 1

Fonte: autor.

Algumas propriedades da matriz de incidéncia sdo de citacdo relevante:

1. Um grafo G ndo possui alcas se e somente se para todo i, j M[i,j] < 1;

2. A soma de todos os valores em uma linha i deve ser igual ao grau do vértice v;.
Em termos matematicos, é expresso por V i: 6(v;) = XL M[i, j] ;
3. Como cada aresta tem exatamente duas extremidades, para todo |,
maMi,j] = 2.

Apesar de algumas facilidades analiticas proporcionadas pelas matrizes de adjacéncia
e de incidéncia, sua expressdo se torna inconvenientemente no tratamento de dados para
grafos muito grandes. De modo que a matriz de adjacéncia cresce com o quadrado do nimero
de vértices e a matriz de incidéncia cresce na proporcdo n X m. Dadas estas peculiaridades
acerca da representagdo matricial de um grafo, introduz-se o conceito de lista de arestas. E
basicamente a lista de arestas de um grafo G, onde cada aresta é especificada pelos vértices
em que € incidente. Nesta notacdo, o tamanho da lista de arestas cresce linearmente com o
namero de arestas, ou seja, € uma formacdo mais compacta na representacdo de grafos. Por
exemplo, se fossemos representar o grafo da Figura 3.1 em termos de sua lista de arestas,

obteriamos:

{al = (U1'v2)'a2 = (172,173),0,3 = (US'US)'a4— = (U4_, US)' as = (174_, Vs)}- (28)

Neste caso, a representacdo total de um grafo deve vir acompanhada, também, por
uma lista de vértices. Pois ha a possibilidade de um grafo ter vértices isolados de modo que

apenas a lista de arestas seria insuficiente para descrever o grafo totalmente.
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2.1.6 Isomorfismo entre grafos

E de importancia notar que, de todas as representacdes de grafos citadas até agora,
nenhuma da pistas da representacdo pictorica exata do grafo. Embora qualquer configuracéo
seja possivel pictoricamente para um grafo qualquer ser representado por meio de matriz de
adjacéncia, matriz de incidéncia e lista de arestas, o objeto, grafo, continua 0 mesmo. Sendo
assim, essa similaridade entre a representacdo do grafo e sua forma pictorica pode ser

formalizada.

Definicdo 2.6. Considere dois grafos G = (V,A) e H=(V',A"). Sejam G ¢ H
isomorficos, entdo haverd um mapeamento um a um do tipo ¢: V — V'de modo que para toda

aresta a € A sendo a = (u,v), havera um unico vértice a’ € A’ que corresponde a a' =

(pw), p(»)).

Isso significa que, dados dois grafos que sdo isomorficos, de modo que seus vértices
sejam conhecidos, necessariamente 0 mesmo numero de arestas deve conecta-los de modo a
respeitar certa distribuicdo de grau. Para tanto € necessario conceituar distribuicdo de grau de
um grafo.

A distribuicdo de grau de um grafo é simplesmente a lista dos graus de todos os
vértices do grafo. E comumente uma lista com valores decrescente na forma de uma
sequencia ordenada. Por exemplo, a distribuicdo de graus associada ao grafo da figura 2.1 é

dada por:

Seq[5(v1), 5(172), 5(173)' 6(174)' 5(175)] o~
seq[1,2,0,2,4]; ordenando:
seq.ord[4,2,2,1,0].

Em que seq é uma sequéncia de valores ndo ordenados, e seq.ord € uma sequéncia
de valores ordenados, no caso acima ordenados decrescentemente. Algumas facilidades séo
proporcionadas no estudo de grafo utilizando a distribuigcéo de graus. Por exemplo, quando

todos 0s vértices possuem mesmo grau, isso significa que se trata de um grafo regular.
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2.1.7 Conectividade em um grafo

Dos elementos de grafos que se tratou até agora, para cada vertice v assumiu-se que
pudesse ser acessado por qualquer outro vértice w, se o grafo ndo possuir vertices isolados, de
modo que haja uma cadeia de vértices adjacentes entre v e w. Essa intuicdo permite a seguinte

definicdo de conectividade:

Definicdo 2.7. Considere um grafo G e uma caminhada do tipo (vq, v;) de modo que
seja uma sequéncia alternante [vy, a;, vy, @y ... Vi—q, i, Vi ] de Vértices e arestas de G de

modo que a; = (v;_4,v;). Em uma caminhada fechada, ou seja, v, = v, uma trilha é

definida como uma caminhada em que todas as arestas sdo distintas e um caminho é uma
trilha em que todos os vértices sdo distintos. E um circulo serda uma trilha fechada ao quais

todos os vértices sdo distintos, menos 0s Vértices v, € vy.

Usando a nocdo de caminho, é possivel definir um grafo como conectado quando

houver um caminho entre cada par de seus vértices. Formalmente:

Definicéo 2.8. Dois vértices distintos u e v em um grafo G, estdo conectados se houver
um caminho c(u,v) em G. De modo que G sera conectado se todos os pares de vértices

distintos também estiverem conectados.

Intuitivamente isso significa que um grafo também pode consistir de uma colecdo de
componentes, vértices e arestas, de modo que cada componente seja um subgrafo conectado.

De forma precisa, segue-se:

Defini¢do 3.9. Um subgrafo H de G sera denominado um componente de G se H for
conectado de modo que seus elementos néo estiverem conectados a outro subgrafo de G. O

naimero de componentes de G é denotado w(G).

O conceito de conectividade em um grafo é notavel quando é necessario o estudo de

robustez de redes.
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2.1.8 Grafos direcionados ou digrafos

Até agora tratamos de grafos com vértices conectados por arestas especificadas pelo
par ndo ordenado de vértices (u,v) para o caso de grafos simples. Quando temos
direcionalidade em arestas, tratamos de grafos direcionados que possuem propriedades

especiais. Para tanto, temos:

Definicdo 2.10. Um grafo direcionado, ou digrafo, D consiste numa colecdo de
vértices V e uma colecdo de arcos R de modo que denotamos D = (V, R). De modo que cada
arco r = (u, v) conecta um vértice u ao vértice v. O vértice u é denominado origemde re v

sua extremidade.

O grafo subjacente G (D) do digrafo D é obtido pela troca do arco r = (u, V) por uma
aresta ndo direcionada. De modo que se um grafo possui m arestas, havera 2™ orientacdes
possiveis das arestas do digrafo. Analogamente a grafos simples, os vizinhos de um vértice

em digrafos tém significado importante. Para tanto consideremos:

Definicéo 2.11. Considere um digrafo D e um de seus veértices v € V(D). O conjunto

de vizinhos de entrada N;,(v) de v consiste no numero de vértices adjacentes que tém

extremidade coincidente com v. Analogamente, 0 conjunto de vizinhos de saida N,,;(v)

consiste no numero de vizinhos de v em que as origens de seus arcos coincidem.

Formalmente:

Niyy(v) € {w e V(D)|v #w,ar = (w,v):r € R(D)}, (2.9)
Ny (v) € {w e V(D)|v # w,Ar = (v,w):r € R(D)}. (2.10)

Interessantemente, o numero de vizinhos do vértice v, N(v), sera a unidao entre 0s

vizinhos de saida e de entrada

N(@) & Nin(v) U Noye (v). (2.11)

Adicionalmente, um digrafo é denominado estrito se ndo possuir algas e nenhum par

de arcos € incidente aos mesmos dois vértices. A nogdo de digrafo estrito é andloga ao
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conceito de grafo simples. E de forma também andloga, € possivel definir o grau de um

vértice para um digrafo:

Definicdo 2.12. Para um vértice v de um digrafo D, o numero de arcos com

extremidades coincidentes em v é denominado grau de entrada &;,,(v) de v. Analogamente, o

grau de saida 6,,;(v) de v é o nimero de arcos em que as origens coincidem com v.
Desta defini¢cdo, segue-se com uma conclusdo inevitavel:

Teorema 2.2. Para qualquer digrafo D, a soma dos graus de entrada assim como a

soma dos graus de saida sera igual ao numero de arcos no digrafo:

D B = D S = RO (212)

veV (D) vev (D)

A representacdo do digrafo por meio de uma matriz também é possivel, caracterizando
a matriz de adjacéncia de um digrafo, A, em que A[i, j] é equivalente ao nimero de arcos que
une um vértice qualquer v; a v;. Em contraste com o conceito de matriz de adjacéncia de um
grafo simples, é possivel identificar algumas propriedades especificas da matriz de adjacéncia

de um digrafo:

1. Um digrafo D sera estrito se, e somente se, para todo i e j sejam satisfeitas as
condigbes: A[i,j] <1 e A[i,i] =0. Em outras palavras, pode haver no
maximo um arco que une um vértice qualquer v; a v; e ndo pode haver nenhum
arco em que sua extremidade e origem coincidam no mesmo vértice;

2. Para cada vértice v;, ha um Y A[i,j] =6,y (v;) € um Y A[j,i] =6;,(v;). Em
outras palavras, a soma das entradas na linha i da matriz, corresponde ao grau
de saida do Vvértice v;; onde a soma das entradas da coluna i corresponde ao

grau de entrada do vértice v;.

E de importancia notar que as matrizes de adjacéncia de digrafos, nem sempre s&o
simétrica como o sdo em grafos simples; ou seja, A[i,j] # A[j, i]. A seguir, um exemplo de

um digrafo e sua matriz de adjacéncia associada:
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Tabela 2.3 Matriz de adjacéncia digrafo da Figura 2.2.

121 v, U3 Uy X
vy 1 1 0 0 2
v, 0 0 1 0 1
V3 1 0 0 0 1
Uy 0 0 1 1 2
b) 2 1 2 1 6

Fonte: autor.
Figura 2.2 Exemplo de um digrafo.

A

Vi

A

9]

Fonte: autor

Similarmente, é possivel representar um digrafo por meio de sua matriz de incidéncia.
Mas neste caso, M[i,j] representa a matriz que denota a incidéncia de algum vértice v; ao

arco 7;. Os valores das entradas desta matriz devem seguir as condigdes:

1,se o vértice v; for incidente a origem de 7;,
M[i,j] =3 —1,se o vértice v; for incidente a extremidade de 7.
0, se nao houver nenhum incidéncia.
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Como um digrafo pode possuir alcas, ou seja, arcos que possuem incidéncias num
mesmo Vértice, a representacdo do digrafo por meio da matriz de incidéncia é pouco comum.
Outro conceito importante em digrafos é o de conectividade. Para definir conectividade em

digrafos, é preciso uma definicao equivalente a caminho em grafos:

Definicéo 2.13. Considere um digrafo D. Uma caminhada direcionada (vq, vy) em D

é a sequéncia alternante [v,, 1y, V1,1 - Vk—1, Tk—1, Vi) Oe Vértices e arcos de D com r =

(v, v,+1). Uma trilha direcionada é a caminhada direcionada em que todos os arcos da

sequéncia sdo distintos; e um caminho direcionado € a trilha direcionada em que todos 0s

vértices sdo distintos. Com isso, um circulo direcionado é a trilha direcionada em que todos

0s vértices sao distintos com excecao dos vértices v, € vy.
E notavel que os conceitos de caminhada, trilhas, caminhos e circulos sdo
completamente analogos para o caso de grafos simples. Com isso é possivel definir o conceito

de conectividade em digrafo:

Definicdo 2.14. Um digrafo sera fortemente conectado se houver um caminho

direcionado entre cada par de vértices distintos de D. Analogamente, um digrafo sera

fracamente conectado se seu grafo subjacente for conectado.

O conceito de conectividade em digrafos é de grande importancia no estudo de fluxo
de informacdo em redes complexas como sera tratado em um dos capitulos subsequentes

acerca dos Processos Markovianos.

2.2 Redes complexas: analise e caracterizacao

De modo grosseiro, redes complexas sdo sinénimas de grafos, mas ha uma diferenca
subjetiva que é relevante: diferentemente de grafos, redes complexas sdo construidas por
dados coletados na natureza e sua composigéo estrutural tende a ser néo trivial e carregada de
significado. Dada estas caracteristicas, modelos baseados em redes complexas permitem a
descricdo de diversos fendbmenos na natureza e na sociedade. Alguns exemplos podem ser

citados, como: a constituicdo celular e suas rea¢fes metabdlicas, a Internet, a rede de
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roteadores e computadores fisicamente conectados, a “World Wide Web” com sua rede de
“hyperlinks”, espécies que compdem redes troficas, redes de intera¢do inseto-planta e assim
por diante. Inicialmente, estes estudos famosos foram descritos como redes aleatérias e entéo
associadas a padrdes ndo triviais como os fenomenos do “Small-World” e “Free Scale”, onde
a constituicdo estrutural da rede é significativa.

Nesta secdo serdo introduzidas as principais redes estudadas na literatura assim como

as ferramentas de analise da composicao estrutural de redes complexas mais utilizadas.

2.2.1 Consideracdes gerais sobre redes complexas

Associar sistemas fisicos a redes complexas permite uma variedade de novas anélises
tanto para finalidades tecnoldgicas quanto para a ciéncia basica. O modelo em redes
complexas da margem para a analise de sua constituicdo estrutural, frequentemente
denominada topologia (ndo no sentido da &lgebra moderna) que esta associada com a
complexidade das relacdes entre vértices e arestas. Um exemplo de aplicacdo deste tipo de
modelo: consideremos espécies bioldgicas, e a relacdo entre elas relagdes troficas. Se todos 0s
elementos estiverem corretamente associados, € possivel, por meio da teoria de grafos,
identificar quais destas espécies sdo mais importantes para manter a integridade total da rede
complexa, isto é, da cadeia tréfica. Em ultima andlise, a modelagem de fendmenos naturais
usando redes complexas, permite novos tipos de analises de modo a gerar conclusfes que 0
reducionismo, por si so, € insuficiente.

Até entdo, a fisica tem sido o maior beneficidrio da proposta reducionista
desenvolvendo um grande conjunto de poderosas ferramentas de descricdo e previsdo de
comportamento de sistemas fisicos mais simples. E gracas a esta posicdo filosofica (i.e.,
reducionismo) que conhecemos um pouco mais, por exemplo, dos fenbmenos do magnetismo
em materiais com esta propriedade; 0 magnetismo, segundo essa visdo, € um comportamento
que depende do comportamento individual de cada spin de todos os elementos moleculares da
rede atbmica do material. E possivel dizer, para este caso, que a soma dos comportamentos
individuais determinam o comportamento do todo. Outros exemplos de comportamento
coletivo, na Fisica, sdo os Condensados de Bose-Eintein [28] ou mesmo a superfluidez, para
citar exemplos quanticos que refletem padrdes macroscopicos.

O sucesso de modelos reducionistas, isto é, de modelos que descrevem o
comportamento global pela soma direta dos comportamentos individuais, é baseado

intrinsecamente na natureza do sistema modelado. Ou seja, a forma com que os constituintes
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deste sistema interagem entre si denotando simplicidade: esta é a premissa para 0 suUCesso
reducionista. Exemplos de sistemas simples sdo: um oscilador, um péndulo, uma roda em
rotacdo ou um planetoide orbitando um ponto. Estes exemplos suscitam que ndo héa
ambiguidade nas relacdes de grandezas que determinam seu comportamento. Analogamente,
ha pouca interacdo cruzada entre elementos, e quando ha, como é o caso do campo elétrico
e/ou magnético, a interacdo € determinada unicamente pela distancia fisica excetuando-se
outras grandezas, como carga elétrica e densidade de corrente. Nestas condi¢des, 0 método
reducionista € ideal para a previsao e descri¢do de fenbmenos fisicos.

Por outro lado, ha uma quebra no dominio reducionista quando os comportamentos de
alguns sistemas levam em conta relacbes ndo triviais, por exemplo, independentes da
distancia fisica entre suas partes. Alguns sistemas possuem ambiguidade acerca de quais
grandezas realmente determinam seu comportamento global e em que tipo de dependéncia
temporal, isto é, dindmica. A todos estes casos da-se o nome coletivamente de sistemas
complexos, aos quais idealmente os modelamos como redes complexas denotadas
matematicamente como grafos. E conveniente usar grafos para representar sistemas reais com
interacdes complexas, pois no momento de modelar a ndo trivialidade interacional ja se
encontra implicita no modelo. Nota-se concomitantemente que, nos ultimos anos, houve um
aumento na criagdo e uso de ferramentas da mecénica estatistica associadas a sistemas
complexos (i.e., grafos) devido ao atual interesse das ciéncias naturais na

interdisciplinaridade.

2.2.2 Grafos e redes complexas: historico e desenvolvimento

Tradicionalmente, o estudo de redes complexas tem sido dominio, em verdade, da
teoria de grafos [11]. Nos ultimos anos, diversas classes de cientistas como fisicos, quimicos,
bidlogos, matematicos e sociologos, tém construido uma teoria de redes complexas baseando-
se em redes reais e resultados analiticos em teoria de grafos [12]. O estudo de redes tem um
histérico de longa data influenciada pela matematica e ciéncias da época. Em 1736, um
renomado matematico, Leonard Euler, se interessou pelo enigma associado ao problema de
ponte de Koningsberg. Nesta cidade, sete pontes conectavam as massas de terra circundadas
por rios na regido da antiga Prassia, e havia um ditado comum: “Ha algum caminho nico no
qual seja possivel atravessar as sete pontes apenas uma vez?” Muitos tentaram responder essa
pergunta até que Euler provar que ndo h& meios para atravessar as sete pontes passando por

elas uma Unica vez. A prova que pode parecer trivial nos tempos atuais, ndo era tdo 6bvia em
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1736, pois a resposta depende do conceito de grafo até entdo inexistente. Grafo, o objeto
matematico composto por pontos e linhas que conectam pontos. Apesar de ser um conceito
simples, permite poderosas formas de resolucdo de problemas como o caso da ponte de
Konigsberg. Porém, dado o conceito de grafo, o problema pode ser reformulado neste novo
aspecto matematico do problema: a questdo é se hd um caminho euleriano na rede associada
as pontes. Um caminho euleriano, em teoria de grafos, é precisamente a sequéncia de vértices
que passa por cada aresta apenas uma vez no grafo todo. Euler observou no grafo associado
ao problema das pontes (figura 2.3), que ndo ha caminho euleriano [9]. Isso significa que
pode haver no méximo dois vértices com nimero impar de arestas conectadas. Como no grafo
associado as pontes, todos os vértices tém numero impar de arestas incidentes, entdo o
problema ndo tem solucdo. Esta interpretacdo so foi possivel com o uso do conceito de grafo e
de caminho euleriano e caracterizou o marco inicial desta nova ramificacdo da matematica: a
teoria de grafos. Desde entdo a teoria de grafos tém sido a principal teoria que estuda redes
reais. Os elementos do grafo vértice e arestas, pareados, podem assumir qualquer
configuracdo, como: pessoas e relacbes humanas, computadores e redes fisicas, compostos

quimicos e reacbes quimicas, espécies bioldgicas e relacdes tréficas, etc.

Figura 2.3 Esquema das Pontes de K6ningsberg e seu grafo associado: 0s vértices sdo por¢des
de terra e as pontes as arestas.

A\ /N
an O

Fonte: figura adaptada de Newman et al. 2006, referéncia [33].

O método analitico permeado pela teoria de grafos é poderoso, sendo a possibilidade
de aplicacdo em diversas areas do conhecimento a prova desta afirmacdo. Em detrimento da
diversidade de aplicagdo dos métodos analiticos gerados pela teoria de grafos e entdo teoria de
redes complexas, em 1950, houve um florescimento no interesse de geradores de
quantificadores especialmente nas areas de ciéncias sociais e antropologia. Onde os padrdes

de relacbes entre pessoas puderam ganhar uma profundidade analitica maior [13].
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Posteriormente, estes tipos de estudos se espalharam para outras areas de pesquisa em que 0
conceito de grafo pudesse ser aplicado.

Os grafos randémicos foram primeiramente estudados pelos matematicos hungaros
Paul Erdos e Alfréd Rényi, em 1959; de acordo com seu modelo, considera-se um nimero N
de vértices iniciais de modo a conectar cada par de vértices com uma probabilidade p,
criando, no processo, um grafo de aproximadamente pN(N — 1)/2 arestas distribuidas
randomicamente [14]. Este foi o primeiro modelo proposto como descritor para sistemas
complexos reais, porém era sabido que a ndo trivialidade das interacdes entre os vértices
destes grafos ndo fazia sentido na condi¢cdo complexa dos sistemas reais. Era sabido que havia
relacBes muito complexas entre as componentes de uma célula ou de um ecossistema, citando
exemplos: relacbes troficas complexas, relacdes de coevolugdo, relagdes inseto-planta, etc.
Numa instancia priméria, é apreensivel que os sistemas reais devem ter um principio
organizacional que reflete no modelo do grafo que o descreve. Este elemento é totalmente
perdido no modelo de grafos randémicos a medida que as ligacdes tém mesma probabilidade
de ocorrer em quaisquer Vértices, imagina-se que poucos fendmenos naturais se adaptem a
esta fenomenologia estrutural.

Apesar da impossibilidade de se modelar honestamente um sistema real por meio do
modelo de Erdds e Rényi, esta aproximacdo ainda se torna Util se € requerido quantificar o
grau de complexidade de uma rede construida empiricamente por coleta de dados direta em
detrimento da mesma rede (i.e., mesmo nimero de vértices) criada randomicamente. De modo
gue com os grafos, calcula-se a diferenca entre suas distribui¢bes de graus possibilitando
muitos quantificadores de complexidade [12].

Interessantemente, a ciéncia computacional e suas tecnologias associadas tiveram
papel fundamental na construgdo do corpo teodrico que hoje é denominada Teoria de Redes
Complexas. A primeira importante contribuicdo foi a possibilidade de armazenamento de
grandes quantidade de informacdo. Em segundo lugar foi a possibilidade de analisar varios
dados ao mesmo tempo. E finalmente, em terceiro lugar, a quebra do paradigma reducionista
em prol da ciéncia multidisciplinar. Com estas considerac6es, as formas de analise propostas
pela teoria de grafos e entdo teoria de redes complexas, sdo muito necessarias quando é
pretendido o estudo da complexidade em fendmenos naturais e humanos.

Desta preocupacdo com a relacdo do modelo com a realidade, trés conceitos
fundamentais foram proeminentes no atual estado da arte da teoria de redes complexas. A
primeira delas ¢ o fendmeno “small world”, que enfatiza o fato de que apesar de as redes

poderem ser grandes, 0os caminhos entre quaisquer dois vértices tendem a ser pequenos. A
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segunda é a tendéncia de redes reais estarem constituidas por “clusters”, ou aglomerados. 1SS0
é caracterizado pela tendéncia de os vértices se organizarem em grupos de vértices com alto
grau entre eles, enquanto que as relagfes entre estes grupos sdo menos densas, ou seja, relagao
de baixo grau. A terceira € a forma da distribuicdo de grau: foi verificado extensamente que a
maior parte das redes reais tem distribuicdo de grau seguindo uma lei de poténcia, o que
caracteriza o fendmeno conhecido como “free scale”. Este fendmeno, em verdade, pode ser
entendido como a tendéncia de a rede possuir poucos Vvértices muito conectados, isto €, alto
grau, € muitos veértices pouco conectados. A seguir sdo tratados os modelos de redes

complexas mais detalhadamente.
2.2.3 Teoria de redes randémicas

Como comentado anteriormente, classicamente o modelo de grafos foi estudado por
Erdos e Rényi [14-16]. Estes matematicos definiram o grafo aleatério como um grafo com N
veértices rotulados e conectados por n arestas as quais sao escolhidas randomicamente sob a
probabilidade pN(N — 1)/2, [14]. De modo que as configuracdes possiveis para um grafo

desse tipo sera equivalente a combinacdo C[’}V(N_l)/z], e cada configuracdo deve ser

equiprovavel. Uma definicdo alternativa de grafo randémico é o modelo binomial. Neste caso,
consideramos inicialmente N vértices, de modo que cada par de vértices pode ser conectado
com uma probabilidade p. Isso implica que o nimero total de arestas € uma variavel aleatoria
de modo que o valor esperado seja A(N) = p[N(N — 1)/2]. E se for considerado um grafo
inicial G, composto por N veértices e n arestas, a probabilidade de obté-lo no processo de
criacdo de grafos serd P(G, ) = p™(1 — p)NW-D/@-1) A figura 2.4 ilustra um exemplo de
grafos criados por meio do modelo de Erdos e Rényi com probabilidades p crescentes.

A teoria de grafos randémicos estuda, em ultima analise, as propriedades do espaco de
probabilidades associados a grafos com N vértices a medida que N — co. A construcdo de
grafos por meio da adicdo de novas arestas € denominada evolucdo do grafo, como
demonstrado na figura 3.4: iniciou-se o grafo com N vértices isolados de modo que o grafo se
organiza com 0 acréscimo crescente de arestas que é proporcional ao aumento de p. O grafo
em evolugdo correspondera a diversos estagios, eventualmente alcangando p = 1, onde o
namero mé&ximo de arestas é alcangado e o grafo se torna completo.

Um dos principais objetivos desta teoria é determinar a probabilidade p em que uma

propriedade especial do grafo deve emergir. Com isso, a grande colaboracdo de Erdds e Rényi
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neste ambito, foi a descoberta de muitas propriedades importantes na evolucdo de grafos
aleatorios, como o surgimento da componente gigante e os subgrafos [16]. Em termos mais
formais, isso € 0 mesmo que dizer que se ha uma propriedade Q do grafo, 0 mesmo emergira
com certa probabilidade p, de modo que a maior parte dos grafos possa exprimir essa
afirmacéo.

Figura 2.4 Exemplo de processo de criacdo de grafos por meio do modelo de Erdos-Rényi. A) N = 10, p = 0; B) N = 10,
p=01,C)N=10, p=0,3;D)N=10, p=0,7.

A B

Q o Q ? ©

Fonte: autor

De modo que haja, consequentemente, uma probabilidade critica p.(N) de surgimento
de uma propriedade a medida que a rede evolui. Se p(N) crescer em menor escala que p.(N)

a medida que N — oo, entdo quase todo grafo com probabilidade de emersdo p(N) de novas
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propriedades falha em gerar Q. Adicionalmente, a probabilidade de um grafo com N vértices e

probabilidade conexdo p = p(N) de ter a probabilidade Q deve satisfazer o seguinte limite:

(0. POV
0 se 0 -0
lmpp@={ LD (213)
Ll R I

E de importancia evidenciar que em redes complexas, o nimero de possiveis
combinagbes de vértices aumenta exponencialmente com o aumento do nimero de Vértices.
Consequentemente, na teoria de grafos randémicos a probabilidade de ocupacdo é definida
como a funcdo que depende do tamanho do sistema. Neste ambito, p representa a fracdo de
arestas que estdo presentes no rol de possibilidades N(N — 1) /2. Grafos grandes de mesmo p
irdo conter mais arestas, e consequentemente a propriedade como circulos irdo ocorrer com
mais frequéncia do que em grafos menores de mesma probabilidade. Isso significa que para
muitas propriedades Q em grafos randémicos ndo ha um dnico limiar-n independente, mas
uma funcédo limite definida que depende do tamanho do sistema e da probabilidade p.(N —

o) — 0. Porém é notavel que o grau médio (k) do grafo seja dado pelo desenvolvimento

() ==

(k) =p(N — 1),
(k)~pN. (2.14)
O grau medio dado por 2.14 tem um valor critico que é independente do tamanho do
sistema. Na proxima secdo o processo de emergéncia de propriedades estruturais em redes
randémicas ficara mais claro.

2.2.4 Subgrafos em redes randémicas

A primeira propriedade Q que emerge, estudada por Erdds e Rényi em suas redes

randomicas, s@o os subgrafos. Se considerarmos um grafo qualquer G, composto por um
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conjunto de V, vértices e um conjunto de A, arestas; de modo que G, seja um subgrafo de
G = {V,A}, entdo todo V, €V e A, € A. Exemplos simples de subgrafos sdo constituicoes
como ciclos, arvores, triangulos, quadrados, etc. E possivel dividir os subgrafos simples em
fechados e abertos: os fechados sdo normalmente denominados como ciclos e sao um “loop”
de k arestas de modo que a cada duas arestas consecutivas haja apenas um vértice comum.
Deste conceito derivamos os triangulos que podem ser concebidos como ciclos de ordem 3,
quadrilateros que sdo ciclos de ordem 4, pentdgonos de ordem 5 e assim por diante.
Analogamente, tém-se os subgrafos abertos que sdo as arvores que ndo formam “loops”: mais
precisamente uma arvore, digamos, de ordem k € a arvore que tem k vértices e k — 1 arestas e
nenhuma de suas extensdes forma ciclos.

A probabilidade, assim como o nimero de estruturas complexas, € possivel de se
calcular [17]: considerando um grafo randémico de modo que G = Gy,. De modo que
consideremos um segundo grafo F menor, que consiste de k vértices e | arestas. Em principio,
o grafo randémico G pode conter, por probabilidade, grafos isomoérficos a F. Para tanto,
podemos estimar quantos destes grafos podem existir em G. Os k vértices de F podem ser
escolhidos do nimero total de possiveis vértices N na propor¢do da combinacdo Cy; e as
arestas de sua constituicdo dependem da probabilidade com que G evoluiu sob p, entdo as
arestas de F sdo formadas na proporcéo de p'. Ainda assim, é possivel permutar os elementos
k escolhidos e potencialmente obter k! novos grafos de constituicdo F. Mais rigorosamente,
sdo k!/a configuracdes, onde a € o nimero de grafos isomorficos entre os possiveis grafos.
Com isso, 0 nimero esperado de subgrafos F contidos em G pode ser escrito, no limite de N

tendendo ao infinito, como

k! B Nkpl

E(X) = cﬁg'pl (2.15)

a

A relacdo acima sugere que o numero de subgrafos X é aproximadamente igual a E (X)
de modo a indicar que quando p(N) = N*/! - 0 & medida que N — 0, E(X) — 0. Porém se
p(N) = cN*¥/', entdo o nimero médio de subgrafos é um nGmero finito denotado por
A = c'/a que indica a probabilidade critica citada anteriormente. Interessantemente, algumas
relacbes de probabilidade para este caso sdo possiveis identificadores de estruturas

emergentes num grafo [12, 17]:
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i. A probabilidade de G conter uma arvore de ordem k sera

k

p(N) = cN G-, (2.16)

ii. A probabilidade de G conter um ciclo de ordem k sera

p(N) =cN1, (2.17)

iii. E a probabilidade de G conter um subgrafo completo (todos os vértices séo

vizinhos uns dos outros) sera

2
p(N) = cN &-D), (2.18)

Estes resultados sdo importantes, pois quando evoluimos um grafo randémico segundo
os parametros N e p, é possivel estimar a probabilidade de ocorréncia de estruturas
emergentes, permitindo suas previsdes de emergéncia. Algumas estruturas surgem com mais
frequéncia dada certa dependéncia em N [16, 17]. A discussdo no proximo topico esclarece

este fendbmeno.

2.2.5 Evolucéo de redes randdémicas

E possivel encontrar os resultados dados no topico anterior por meio da aproximagao
de evolugdo de grafos randdémicos. Para tanto, consideremos um grafo com N vértices de
modo a assumir uma probabilidade de conexdo de p(N) que é proporcional a um certo NZ,
onde z € um parametro de ajuste que toma qualquer valor entre —oo e 0. Para z menor que
—3/2, quase todos os grafos contém apenas vértices e arestas isoladas. Quando o valor de z
ultrapassa —3/2, arvores de ordem 3 emergem. Quando z alcanca o valor de —4/3, arvores de
ordem 4 emerge. De modo que a medida que z alcanca o valor de —1, o grafo ird conter
arvores de ordens maiores [17]. Porém, a medida que z > —1, de modo que o grau medio do
grafo (k) = pN - 0e N — oo, 0 grafo s&o unides disjuntas de &rvores e ciclos estdo ausentes.

Paradoxalmente, quando z passa o valor de —1, a probabilidade assintética de ciclos

de todas as ordens passa de 0 para 1. Ciclos de ordem 3, podem ser interpretados como
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subgrafos completos de ordem 3. Analogamente, subgrafos completos de ordem 4 emergem
em z = —2/3, e a medida que z diminui, mais ciclos de maiores ordens tendem a emergir.
Para z — 0, o grafo ird conter todos os subgrafos completos de ordens finitas. A figura 2.5

expressa pictoricamente estas possibilidades.

Figura 2.5 As probabilidades limiares em que diversos subgrafos emergem num processo de evolugdo de um
grafo randémico, em que p é a probabilidade de conexao entre vértices, N é o0 nimero de vértices no grafo e z

€ um parametro de sintonia que varia entre —oo e 0.

p~N?

4
TEEIN I

WAihA

L ) [ ]

Fonte: figura adaptada de Barabési et al. (2002) referéncia [32].

2.2.6 Teoria de grafos “small world”

Modelo proposto inicialmente por Watts e Strogatz [18], considera a construcdo da
rede num modelo que depende apenas de um parametro que interpola entre um estado inicial
ordenado, ciclos de diversas ordens, e grafos randdmicos. O procedimento geral pode ser

sintetizado no seguinte esquema:

i.  Comecando com um grafo do tipo anel com N vertices conectados com seus
primeiros k vizinhos, ou seja, k/2 vizinhos. Para manter a homogeneidade,
mas ao mesmo tempo certa conectividade no grafo, a seguinte condigdo deve

ser satisfeita

N> K >» In(N) » 1;
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ii.  Em seguida, reconecta-se randomicamente cada aresta, do grafo anel dado
acima, com uma probabilidade p de modo que a autoconexéo e a duplicacdo de
arestas estejam excluidas. Este passo introduz atalhos na proporgéo de pNK /2,
de modo a conectar vértices que ndo sdo 0s vizinhos mais proximos de grau k.
Variando p, é possivel controlar a tracdo entre estados de ordem p =0 e

aleatoriedade na rede p = 1.

Figura 2.6 O modelo de Watts-Strogatz; mostrando a evolugdo da rede com o aumento no nimero
atalhos de rede proporcional a probabilidade de reconeccéo p.

Regular "Small-World" Randomico

Aleatoriedade crescente

Fonte: figura adaptada de Watts et al. (1998) referéncia [18].

A Figura 2.6 exprime o0s passos desse procedimento desenvolvido por Watts e
Strogatz, também denominado modelo de Watts-Strogatz. Este modelo tem suas origens nos
estudos de sistemas sociais nos quais a maior parte das pessoas sao amigos de seus vizinhos
imediatos. Aqui 0 termo vizinho esta associado a proximidade fisica, como: vizinhos da
mesma rua, colegas de trabalho, amigos de amigos, e assim por diante. Porém, todas as
pessoas tém um ou dois amigos distantes, ou seja, pessoas de outros paises, conhecidos
antigos, etc. Estes sdo a representacdo dos atalhos na rede social dada pelo modelo de Watts-
Strogatz [12, 18]. Para entender a coexisténcia dos atalhos na rede e do processo de
agrupamento, se faz necessario entender o comportamento do coeficiente de aglomeracao
C(p) e a distancia de caminho médio ¢, como funcdo da probabilidade de reconec¢do p. A

distancia de caminho médio para um grafo genérico pode ser calculada como
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1
fG :m lzj:d(vi,vj). (219)

onde d(vi, vj) € a menor distancia entre os vértices v; e v;, e n 0 numero de Vvértices no grafo.
Analogamente, se considerarmos que um vértice i qualquer possua K; vizinhos, verificamos
combinatoriamente que o numero total de vizinhos sera K;(K; — 1) /2. Seja o numero real de
arestas do vértice i, com seus vizinhos dado por N;, o coeficiente de aglomeracdo pode ser

escrito como
2N;

Ci=———.
YOK(K - 1)

(2.20)

O coeficiente de aglomeracdo da rede toda é simplesmente a média dos coeficientes
individuais dos N vértices da rede. Para um grafo anel temos que ¢#(0) =~ N/2K > 1 e
C(0) = 3/4. Adicionalmente ¢ é linearmente dependente com o tamanho da rede e o
coeficiente de aglomeracgéo tende a ser grande. Por outro lado, se p — 1 0 modelo converge
para um grafo randémico no qual £(1)~In(N)/In(K) e C(1)~K/N. Neste caso ¢ depende
logaritmicamente de N e o coeficiente de aglomeracdo diminui com N. Estes casos limites
sugerem que altos valores de C estdo sempre associados a altos valores de £, e 0 inverso

também é verdadeiro [18].
2.2.7 Teoria de redes livre de escala

E defensavel que muitas das redes reais estudadas atualmente, com um ndmero de
vertices consideravel, ttm um carater especial acerca de sua distribuicdo de graus: ela segue
uma lei de poténcia para altos valores de k (i.e., grau do vértice) e uma lei exponencial para a
cauda da distribuicdo [19]. Os modelos que geram grafos do tipo randémico ou “small-world”
ndo reproduzem essa caracteristica [12]. A distribuicdo de graus é dada pelas probabilidades
p(k), que representam a probabilidade de um dado vértice ter grau k, entdo a distribuigdo do

tipo lei de poténcia deve satisfazer

p(k)~k~Y. (2.21)
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para y constante e positivo. Ser livre de escala, em termos grosseiros, significa que ha poucos
nds muito conectados e muitos nés pouco conectados; para tanto, estes autores assumem
caracteristicas fundamentais que diferem muito do modelo de Erdds-Rényi e de Watts-
Strogatz. Dada esta nova propriedade, segue a questdo: qual o mecanismo responsavel pela
emergéncia das redes livre de escala? Este modelo, conhecido como modelo de Barabasi-
Albert, sugere que a forma com que a rede evolui deve determinar a caracteristica livre de
escala.

Barabasi e Albert, em seu modelo de rede livre de escala [19], argumentam que a
natureza deste fendmeno esta enraizada em dois mecanismos genericos presentes em muitas
redes reais. O primeiro deles é o fato de que a maior parte das redes cresce com o tempo, ou
seja, N ¢ fungdo de T. Por exemplo, o nimero de adi¢do de novas “web pages” no WWW
aumenta exponencialmente no tempo [12]. O segundo fator é o caso da dependéncia na
probabilidade de existir uma aresta entre dois vertices quaisquer. Barabasi e Albert defendem
gue em redes reais, hd uma tendéncia preferencial de conexdo entre vértices de modo a refletir
a nao trivialidade na rede como um todo. Estas duas caracteristicas ndo sdo assumidas pelos
modelos de Erdos-Renyi e Watts-Strogatz, pois N é constante com o tempo e a probabilidade
de conexdo entre dois vértices distintos sdo funcbes de fatores aleatdrios ou arbitrarios.

Estes dois aspectos apresentados no modelo de Barabasi-Albert: crescimento da rede
com o tempo e ligacdes preferenciais, permitem a constru¢cdo de uma rede que tenha a
distribuicdo dos graus de seus vértices seguindo uma lei de poténcia. A construcdo da rede,

neste modelo, pode ser dada pelo seguinte esquema sequencial:

i. Comecando com um pequeno numero de vértices m,, a cada unidade de
tempo, é adicionado um novo vértice com m < m, arestas que conectam o
novo vértice a m vértices diferentes ja presentes na rede;

ii.  No momento da escolha dos vértices aos quais 0s Vértices adicionados séo
conectados, assume-se certa probabilidade IT do novo vértice estar conectado
ao vértice i que depende do grau k; do vértice i. Deste modo a probabilidade

pode ser escrita como

ki

77
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ApoOs um tempo t, este procedimento resultara uma rede de N =t + m, Vértices e
A = mt arestas. Simula¢6es numéricas indicam que a rede evolui em uma rede de estado
invariante acerca da escala, de modo que as probabilidades de um vértice ter grau k é descrita
pela distribuicdo de graus e segue uma lei de poténcia com A > 1 [12, 19]. O expoente de

escala é independente de m, o Unico pardmetro do modelo.

2.2.8 Caracterizacao de redes complexas

Em qualquer estudo de uma rede complexa, que teve sua construcdo baseado em
pardmetros encontrados na natureza ou na sociedade humana, algumas técnicas e
quantificadores sdo necessarios. Dados os modelos descritos anteriormente, é possivel
identificar em qual deles uma rede em estudo mais se adéqua. Para tanto, listam-se todas estas

propriedades estruturais, que em conjunto, definem e caracterizam uma rede complexa:

1. Numero total de vértices N: este é um parametro fundamental, pois além de ser

um quantificador direto entre redes com mesma metodologia de construcdo,
informa qual a confiabilidade de sua estrutura subjacente;

2. Numero de arestas total da rede A: o nimero de arestas, assim como o nimero

de vértices nos dd uma noc¢do da proporcao de conexdes presentes na rede e é
um parametro de comparacdo direto. Altos valores de A, para um mesmo N,
indicam alta conectividade na rede e baixa tendéncia de organizacao; o inverso
também ¢ verdadeiro;

3. O grau médio (k): que nada mais é do que a média dos graus dos vértices que

compdem a rede. Esta informagdo estd associada, também, com a

conectividade da rede;

4. A distribuicdo de graus p(k): é a probabilidade de encontrarmos um vértice de
grau k na rede complexa. Esse dado € muito importante, pois por meio dele é
possivel testar se a rede se adequa ao modelo de rede livre de escala de
Barabasi-Albert dado pela equacgéo 2.21 [20];

5. A distancia de caminho médio ¢: seu calculo é dado pela equagédo 2.19, e é

uma das medidas utilizadas na identificagdo do processo de “small-world” na
rede;

6. O didmetro da rede, ou a maior geodésica ..., esta € uma das caracteristicas

que também definem classes de grafos. Nos estudos de redes sociais, Milgram
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[41] verificou que todas as pessoas estdo conectadas por apenas outras 6
pessoas, 0s conhecidos de conhecidos; esta concluséo nos diz que o diametro

da rede tem valor 6;

Coeficiente de aglomeragdo C;: esse quantificador indica o quanto um vértice
qualquer i esta organizado em comunidades. Este calculo esta explicitado na
equacdo 3.20 [18]. Como caracterizador da aglomeragdo geral na rede, basta
tomarmos a média do coeficiente de aglomeracdo de todos os vértices (C;);

Identificacdo da estrutura hierdrquica na rede: redes complexas podem

apresentar comportamento modular, isto €, ha grupos de nds que se organizam
de modo hierarquico [42]. Para verificar essa propriedade em redes complexas,

basta tomarmos o coeficiente de aglomeracdo médio por grau, ou seja:

n

i=1 Ci
(Ci(k)) = l‘T : (2.23)

onde C;(k) € o vértice i de grau k e n o numero de vértices com grau k. Entéo
verificamos a dependéncia do tipo lei de poténcia de cada um destes

coeficientes, de modo que
1
(G~ (224)

Identificacdo da estrutura “small-world”: Para uma rede inicial, é possivel

calcular seu coeficiente de aglomeracdo da rede (C;) e a distancia de caminho
médio ¢. Tomando a distribuicdo de graus desta mesma rede, mas
reconstruindo-a por meio da conectando seus vértices aleatoriamente, sera
obtido um grafo G aleatorio, onde um novo coeficiente de aglomeracao
(Ci)rana © Uma nova distancia de caminho médio ¢,,,; poderam ser
calculados. Se compararmos estas quatro medidas, deve haver a seguinte

relacao

grand ~te <Ci> > (Ci)rand- (2-25)

Se estas condicdes forem satisfeitas, a rede sera do tipo*“‘small-world”;



10.

11.

12.

13.

14.

49

Assortatividade do grau: essa é propriedade da rede que reflete a correlagédo

entre todos os pares de vértices por meio de seus graus. Este coeficiente de
assortatividade de grau r varia de —1 a 1, de modo que valores positivos
refletem a tendéncia de vertices de alto grau estar conectados a vértices de alto
grau, e valores negativos refletem a tendéncia de vértices com alto grau
conectados a vértices de baixo grau;

Medida de centralidade de intermediacio (“betweenness”): essa medida indica

a importancia de um vértice na rede. Ela depende tanto do grau do vértice
quanto do nimero de geodésicas que passam pelo vértice. Seja o(i,j) 0
numero de geodésicas entre os Vvértices i e j, e a;(i,j), 0 niUmero de geodésicas
que saem de i e chegam a | passando necessariamente por |, entdo a

centralidade de intermediacdo no vértice | é dada por

~ 2 o1(L,))
g1 = (N -1)(N - 2); a(i,j)’

(2.26)

onde g, é valor de centralidade [43];

Tamanho da componente gigante: o tamanho da componente gigante € o

conjunto de vértices que possui uma alta densidade de arestas entre eles
mesmos. O tamanho da componente gigante pode ser entendido como a
méaxima percolacdo na rede ou como a porcdo da rede que é conectada: isso
significa que existe um caminho entre dois vértices quaisquer contidos na
componente gigante [12]. O calculo da componente gigante foi realizado por
meio da funcéo cluster da Linguagem Interpretativa R [24];

Robustez ou vulnerabilidade a ataques: removendo conjuntos de vértices com

maior centralidade de intermediacdo, calculamos o tamanho da componente
gigante. Se o decaimento for muito superior a escolha aleatoria dos vértices,
diz-se que a rede é vulneravel a ataques direcionados, se ndo parece diminuir
em muito o tamanho da componente gigante, diz-se que é robusta a ataques
direcionados. Para os ataques aleatdrios, seguem-se as mesmas conclusdes para
cada caso;

Identificacdo de estruturas em comunidades:  utilizando o “Walktrap

algorythm” [45], também implementado em R, é possivel identificar as
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comunidades nas redes. Este algoritmo usa a caminhada aleatéria na rede, e
determina as partes mais densas na rede como a porcao de vertices onde ha

menor variacdo no nimero de caminhantes por intervalo de tempo [25].

Ainda, todas as 11 primeiras propriedades, podem ser testadas independentemente
dentro de cada comunidade encontrada pelo método descrito no item 13. Todas as ferramentas
aqui descritas sdo uma revisao das principais formas de se caracterizar uma rede complexa em
gue a fenomenologia que modela esteja refletida em sua configuracdo. Nos capitulos

subsequentes, estes procedimentos serdo essenciais na caracterizacdo de redes complexas.

2.3 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo foram revisados os elementos principais da teoria de grafo de forma a
dar subsidio a teoria de redes complexas. Também foram introduzidos os conceitos
fundamentais de redes complexas. Adicionalmente, foram tratados tanto aspectos histéricos
quanto o desenvolvimento da teoria. Analogamente, foram apresentados 0s principais
modelos estudados atualmente: os modelos de redes randémico de Erdos e Renyi, de redes
“small-world” de Watts e Strogatz e de redes livre de escala de Barabasi e Albert. Finalmente
foi possivel listar as principais ferramentas utilizadas na caracterizacdo de redes complexas
que dardo subsidio nos capitulos subsequentes.

Todos os estudos realizados neste capitulo tratam, em seu &mago, de sistemas em que
a emergéncia tem um papel determinante. Isto no sentido de que a contemplacdo ideal do
sistema seja dada pela modelagem em grafo, ou redes, do sistema real em estudo. Como no
problema das Pontes de Kénigsberg, a solugédo veio apenas com a introdugdo do conceito de

grafo que possibilitou a prova da auséncia de um Unico caminho euleriano.
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CAPITULO 3

Caminhada aleatdria em redes complexas

A caminhada aleatoria, por vezes denotada “o caminhar do bébado”, ¢ um modelo
matematico formalizado sob a ideia intuitiva de que o estado de um sistema dependa de
passos aleatorios em todas as dire¢cbes. O exemplo mais comum é uma particula que se
difunde num meio homogéneo admitindo mudanca de direcdo e posicdo, ambos aleatorios.
Com o tempo, verificou-se que para essa fenomenologia funcionar, algumas condi¢des devem
ser satisfeitas, como: apenas um ponto de partida do movimento, a distancia entre passos deve
ser constante e a direcdo de um estado ao outro deve ser escolhida aleatoriamente.

Neste capitulo pretende-se abordar os conceitos mais usuais e basicos da teoria da
caminhada aleatéria nos casos em uma dimenséo e em duas dimensfes. Com isso, busca-se
introduzir o formalismo da caminhada em redes complexas, que € o foco deste capitulo. Seja a
finalidade gerar um quantificador algoritmico de transmissdo de informacdo em redes
complexas, no desfecho do capitulo sera proposta uma nova forma de descrever estados gerais

de sistemas aos quais possam ser modelados pela caminhada aleatoria.

3.1 Caminhada aleatoria

3.1.1 Caminhada aleatéria: historico e desenvolvimento

O problema da difusdo num meio homogéneo foi abordado desde a época classica, até
os dias de hoje. A difusdo aleatdria congrega um conjunto de fendmenos observaveis, como a
dispersdo de fumaca numa sala isolada, uma substéncia dissolvida num liquido ou mesmo o
movimento de enxames de insetos. E a esta nocdo intuitiva de difusdo, deu-se o nome de
caminhada aleatoria, termo originalmente proposto por Karl Pearson em 1905. No entanto, a
primeira tentativa de descri¢cdo do fendmeno ocorre em 1827 com Robert Brown, botanico e
inglés, que publicou suas observag¢des do comportamento de grdos de pdlen em meio aquoso.

Em seu trabalho, Brown verificava que quando em solugdo aquosa, os graos de pdlen tinham
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movimentos irregulares, tornando impossivel prever a mudanca de posicdo e direcdo no
tempo, descrevendo dependéncia aleatéria na movimentagao.

Inspirado pelos trabalhos de Brown, Pascal, Fermat e Bernoulli, Pearson concretizou a
teoria de caminhada aleatdria que viria a ser interpretada como um processo estocastico. Em
uma Carta a Nature, Pearson apresentou um modelo simples para descrever o comportamento
de enxames de mosquitos numa floresta [26], de modo que a cada incremento de tempo, um
unico mosquito se move a uma distancia fixa em uma direcdo aleatéria. Apds um tempo, e
considerando um grande numero de mosquitos, 0 enxame nao se moveria além de certo
limite.

Simultaneamente a Pearson, Louis Bachelier também prop6s uma teoria de caminhada
aleatoria publicada em 1900 sob o titulo “La Théorie de La Speculation”, onde aplicou a
caminhada aleatéria como modelos para séries temporais em economia, permanecendo até
hoje como uma das bases da teoria moderna de financas. Foi também com Bachelier que foi
realizada a primeira relagdo entre caminhadas aleatérias discretas e equagdes de difusdo no
meio continuo [27].

Em um trabalho muito andlogo ao de Pearson, Albert Einstein publica seu trabalho
sobre 0 movimento browniano em 1905, ao qual estudou a difusdo de particulas cujas
trajetorias sdo governadas por colisGes aleatorias [28]. Seu proposito era obter uma expressao
para calcular o nimero de Avogadro por meio de quantificadores do processo de difuséo, por
exemplo, em moléculas na atmosfera.

E notavel a generalidade de aplicacdo da caminhada aleatéria como modelo de
descricdo de sistemas reais. Ha exemplos da biologia a fisica, da matematica pura a economia.

Porém, nesta secdo, pretende-se explorar algumas simples formalidades desta teoria.

3.1.2 Caminhada aleat6ria em uma dimenséo

Consideremos uma reta onde se encontram inscritas posi¢oes equidistantes de tamanho
I. E um caminhante que caminhe N passos de tamanho I, de modo que em cada intervalo de
tempo discreto sua posicdo coincida com as posi¢es equidistantes. Admitindo-se, também,

que p € a probabilidade de dar um passo a direta e q a esquerda, temos que

p+q=1 (3.1
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de modo que a probabilidade seja conservada [29]. O nUumero de passos N pode ser

decomposto em passo dados a direita n, e a esquerda direita n, de modo que

Partindo do ponto de vista de dar passos a direita, havera uma combinacdo de (1’1"1) =
(”1;"2) maneiras de tomar n, passos a direita e n, a esquerda. Onde uma sequéncia particular
1

de passos, constituidas pelas probabilidades p™: q™2, caracteriza uma distribui¢do binomial do

tipo:
P(ny) = Tn:?)' mgnz
N!
P(n) =— N =) pqte. (3.3)
Seja 0 numero esperado de passos n, para a direta dado por
(ny) = pN. (3.4)
entéo
(ny) = gN,
(ny) =N —(ny),
(ny) = N(1 —p). (3.5)

Analogamente, o valor esperado do segundo momento ou a variancia € dado por

Unlz = (n,%) — (ny)* = Npq. (3.6)
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E o desvio padréo:

on, =+/Npg (3.7)

Também € possivel descrever a distancia percorrida pelo caminhante na reta apds certo

ndmero de passos:

onde ¢ é o tamanho de cada passo. Em um caso especial, onde p = 0,5, a probabilidade

Py (d) de um caminhante percorrer uma distancia d apos N passos pode ser escrita como

1 (N
Py(d) = o5 <d+_N> (3.9)

2

em que os momentos de valores esperados podem ser dados por uma Unica expressao genérica

iy = Z dP Py. (3.10)
d=—N,~(N—2),..,N

E o valor esperado da distancia total percorrida ap6s N passos pode ser escrita como

@oy= > ldIPy@. (311)

d=-N,-(N-2),..,.N

Tornando claras algumas formalidades do modelo da caminhada aleatéria em uma

dimensao, passe-se a algumas consideracGes da caminhada para duas dimensoes.
3.1.3 Caminhada aleatoria em duas dimensdes
Citando novamente o trabalho de Pearson e seu modelo que descreve o movimento de

um enxame de mosquitos, Lord Rayleigh responde Pearson, defendendo que este problema de

difusdo de particulas aleatdrias, em mais de uma dimensao, ja havia sido resolvido em 1880.
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Em um modelo de propagacdo de ondas sonoras em um material, de forma anéaloga ao
movimento de mosquitos, pode ser idealizado como a soma dos vetores de onda com k
constantes e fases randdmicas. E com o objetivo de encontrar a funcdo densidade de
probabilidade de uma onda sonora ap6s muitas interagdes com um material (espalhadores),
Lord Rayleigh encontrou a dependéncia da probabilidade Py(R)dR de atravessar a distancia

entre R e R + dR em N iteragBes ou passos. Para um caso discreto e N — oo, tem-se

2R
PN(R)~WeR2/N. (3.12)

De modo que o valor esperado da distancia percorrida é proporcional a (R?) < N..
Para o caso do estudo de mosquitos de Pearson em duas dimensdes, tem-se que d = 2,

p(r) =68(r —a)e(r?) =a?, logo

2R
Py(R) = meRz/azN, (3.13)

em que a é a distancia percorrida pelo mosquito a cada incremento de tempo.

Interessantemente, as relaces 3.12 e 3.13 sdo concordantes, pois no modelo de Rayleigh foi

considerado a = 1.
3.1.4 Caminhada aleatoria em redes complexas

Seja o interesse geral deste manuscrito estudar a caminhada aleatdria especialmente
em redes representadas por grafos direcionados. Consideremos um digrafo G = (V, A), de
modo que para cada aresta direcionada (i.e., arco) r = (u, V), existe um peso associado
0 < mgz < 1. O valor myz denota o peso da aresta de u alcangar v em um passo. Com isso,
fica restringido que a soma das probabilidades de peso deve ser 1. A probabilidade de peso é
uma grandeza arbitraria, mas pode estar associada a natureza da interagdo entre os vértices.
Por exemplo, a forca de ligagOes i6nica ou covalente entre elementos numa rede cristalina, o
aproveitamento trofico de uma espécie ao se alimentar de outra, a frequéncia com que duas
pessoas interagem, etc.

Se denotarmos M, a matriz de probabilidade de pesos com entradas myg, entdo Mg

sera uma cadeia de Markov sobre o grafo G. Isso implica que o conhecimento dos estados
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anteriores € irrelevante na determinagdo da probabilidade de estados futuros, ou seja, 0
proximo estado do sistema depende totalmente do estado atual. E importante salientar que as
cadeias de Markov tratadas neste manuscrito sdo de ordem-m, para m = 1; isso implica que o

préximo estado do sistema depende apenas nos m estados anteriores [31]. Formalmente:
Pr[Xt+1 = UlXt = u,Xt_l = U4, ""XO = ut] = PT[XH_I = let = u], (3.14‘)
em que Pr[X,Y] representa a probabilidade de transitar de um estado X ao estado Y. A
distribuicdo de probabilidades sobre um grafo G em qualquer tempo, da a probabilidade de
cada veértice atravessar para aquele vértice. Também, a distribuicdo de probabilidade é um

vetor unidimensional de tamanho n. Dado que P* denota a distribuicdo de probabilidade ap6s

t tempos, tem-se
Pt = (Pr;, Prj, ... P1y), (3.15)
onde P; denota a probabilidade de transicdo no vértice i. Logo:

Pt+1 — PtMG,
Pt = POM,", (3.16)

onde P° é uma distribuic&o inicial. Com isso é possivel escrever formalmente:
Definicdo 3.1. Uma distribuicdo [T sera estacionaria se [IM; = II. Isto simplesmente

significa que uma vez alcancado I1, a distribuigdo ndo mais mudara.

Alguns pontos importantes derivam desta definig¢do:

I. A cadeia de Markov admite alguma distribuicéo estacionaria?
Il.  Se admitir, quantos passos ou unidades de tempo sdo necessarios para alcancar
essa distribuigdo?

I1l.  Haapenas uma distribuicao estacionaria?
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No geral, pode ndo ser possivel alcancar uma distribuicdo estacionaria mesmo que ela
exista dada uma cadeia de Markov conhecida, pois a alcancabilidade de uma distribuigéo
estacionaria depende da distribuicdo inicial [31]. Por exemplo, se considerarmos uma cadeia

de Markov onde ha dois estados, como ilustrado na figura 4.1; ha uma distribuicdo
estacionéria (%%) a qual ndo é obtida se iniciarmos as com distribui¢@es iniciais (1,0) e

(0,1).

Figura 3.1 Exemplo de uma cadeia de Markov.

Fonte: autor

;o . . - . o 1 1\ . ..
A Unica forma de se obter a distribuicdo estacionaria (E'E) ¢ guando o estado inicial

coincide com ela mesma [31]. Dada essa dependéncia entre a distribuicdo estacionaria e a
distribuicéo inicial, é necessario estudar as condi¢fes que implicam nesta dependéncia. Para
tanto, tem-se:

Definigdo 3.2. Seja u e v dois vértices. E enunciado que u e v se comunicam se

an > 0,m > 0 tal que
MZ, > 0,MZ, > 0,

onde M}}, denota a probabilidade de uma cadeia de passos comegar em u e estar em v apds n

passos.
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Ainda.

Definicdo 3.3. Uma cadeia de Markov sobre um grafo G € irredutivel se cada estado

estiver comunicado a todos os outros estados.

E importante notar que uma cadeia de Markov em G serd irredutivel se G for um grafo
conectado, ou seja, se for possivel transitar de qualquer vértice ao outro em um tempo finito
(ver Capitulo 2). Com isso fica facil ver que a irredutibilidade é a condicdo minima para
alcancar uma distribuicdo estacionaria Unica. De modo que se essa propriedade nao for
satisfeita, ndo serd possivel alcancar alguns dos vértices do grafo dada uma distribuicdo
inicial. Com isso, é necessario determinar a condicdo que elimine a impossibilidade de

alcancar uma distribuicdo estacionaria, como ilustrado na Figura 3.1. Para tanto:

Definicdo 3.4. Um vértice v sera periédico se houver um A > 1 tal que Pr[X.,s =

v|X; = v] = 0 ando ser que s seja divisivel por A.

Isso significa que iniciando uma caminhada em v, e apds A passos, serd ou nao
possivel retornar a v; porquanto serd impossivel voltar a v se s ndo for um maultiplo de A.
Analogamente, uma cadeia de Markov sera aperiddica se todas suas distribuicbes forem,
também, aperiddicas.

3.1.5 Teorema fundamental da cadeia de Markov

Para toda cadeia de Markov finita, irredutivel e aperiddica, havera uma distribuicéo
estacionaria I1 que pode ser obtida de qualquer distribuicdo inicial. Considerando que a
distribuicdo estacionaria seja denotada por

= (M, M, ..., ). (3.17)

De modo que
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O termo h;; € o tempo esperado para que uma caminhante saia do Vértice i e retorne a
ele. E importante notar que se uma distribuicio estacionaria existe para um dado grafo, entdo
deve ser possivel a obter pela distribuicdo inicial.

No geral, considerando novamente u e v dois vértices de G. Seja M¢,, a probabilidade

de alcancar v de u em exatamente t passos. Entdo o tempo esperado de ir de u a v sera

hy, = z t-ML, . (3.19)

t=1

Com isso, h,, sera o tempo de retorno a u. Estes sdo os aspectos mais basicos sobre
processos Markovianos que simplificam a interpretacdo de caminhada aleatéria em rede

complexa.
3.2 Consideracdes finais do capitulo

Neste capitulo foram definidas as formas mais usuais e simplificadas na caminhada
aleatoria. Foram dados os conceitos que fundamentam essa fenomenologia e como se tornou
um modelo para descrever processos naturais em diversos campos de pesquisa. Em uma e
duas dimensdes, foram mostrados os quantificadores principais acerca de cada um. Entdo foi
estudada a caminhada em redes complexas como uma cadeia de Markov, podendo ou néo
assumir uma distribuicdo estacionaria. As noc¢Ges desenvolvidas nesse capitulo irdo servir de

base para a construcdo de um modelo mais especifico o aprofundado no capitulo 5.
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CAPITULO 4

A rede mitologica da Odisseia de Homero

A natureza intrigante das narrativas classicas de Homero tem fascinado a cultura
ocidental desde sempre, contribuindo na filosofia, histdria, mitologia e obviamente na
literatura. Porém, o que torna tais narrativas tao intrigantes? Em um primeiro momento, é
evidente o apelo literal e a estética textual apresentada em cada pagina dos céanticos da
Odisseia e das rapsodias da Iliada. Em segundo lugar, é possivel captar subjetivamente um
aspecto enviesado nos conteudos das estorias narradas por Homero, parecendo variar do
historico-real ao mitoldgico-ficcional. Ainda, em 2004, Korfman relata alguns achados
arqueoldgicos que deram suporte a alguns dos eventos descritos na lliada, como uma grande
guerra entre os povos que viviam onde hoje é a atual Turquia e a Grécia classica.
Considerando todas estas nuances acerca da historicidade dos contedos presentes nas obras
de Homero, neste capitulo iremos propor uma analise da rede social contida na Odisseia, de

modo a dar algumas pistas no intento de conhecer sua historicidade.
4.1 Mitologia comparativa e redes mitolégicas

4.1.1 Contextualizacdo do uso redes complexas em mitologia comparativa

A mudanca de paradigma, do reducionismo ao holismo, é frequente nos dias atuais de
modo a aumentar o interesse interdisciplinar dentre cientistas [33]. Este processo pode ser
realizado a medida que os conceitos fundamentais da teoria de redes complexas sdo aplicados
a problemas que surgem em diversas areas do conhecimento, como: redes sociais,
comunicacgdo, economia, bolsa de valores, ciéncias computacionais, Internet, WWW, sistemas
de transporte, distribuicdo da rede elétrica, biologia molecular, ecologia de comunidades,
neurociéncia, linguistica, meteorologia e assim por diante. No entanto, & medida que 0s
estudos sdo realizados utilizando redes complexas para descrever fendmenos, padrdes

estruturais emergem, tornando possivel identificar classes de redes [13, 21, 25]. Considerando
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esta possibilidade, podemos construir certa taxionomia de redes pela simples comparacao de
sua composi¢do estrutural, ou “topologia” [35]. Em conformidade com esse pensamento, a
nocdo de universalidade também é um conceito-chave na unificacdo de varios tipos de redes
em grupos caracteristicos [12].

Baseados neste conceito de universalidade, Carron e Kenna [36] propdem um método
de andlise para descriminar uma narrativa qualquer entre real ou ficcional; faz-se isso
utilizando a rede social ao qual a narrativa se refere. Especificamente, estes autores
analisaram trés narrativas classicas de historicidade incerta: Beowulf, lliada e Tain Bo
Cuailnge. A partir destas trés narrativas, foram construidas redes sociais onde os vértices
representam as personagens e as arestas sua interacdo social na estéria. Como resultado, foi
gerado um tipo de rede social denominada pelos autores de redes mitoldgicas [36]. Em
contrapartida, as redes sociais reais, em conjunto, tém algumas propriedades bem conhecidas,
como: sdo frequentemente “small-world” [18, 34], tém organizacdo hierarquica [22, 39, 40],
sdo altamente aglomeradas, tem assortatividade de grau positivas [37, 38] e sé&o redes livre de
escala [20, 34]. Além destas caracteristicas, espera-se que redes sociais reais tenham
distribuicdo de grau to tipo lei de poténcia, apresentem componente gigante maior que 90%,
sejam vulneraveis a ataques direcionados e robustos sob ataques aleatorios [41].

Em outro extremo, outra configuracdo é possivel a redes sociais colhidas de narrativas:
as redes sociais ficticias. De forma analoga as redes sociais reais, estas redes também podem
ser caracterizadas: sdo “small-world”, possuem estruturas hierarquizadas, tém distribuicdo de
grau do tipo exponencial, ndo sdo redes livre de escala, suas componente gigante sdo menores
que 90%, ndo apresentam assortatividade no grau e sdo robustas tanto para ataques
direcionados quantos ataques aleatorios. Apesar de algumas propriedades serem semelhantes
as redes sociais reais, as ficticias quase sempre apresentam seu carater distinto com uma
analise profunda, principalmente acerca dos ataques aos veértices mais importantes [36, 40,
42]. Também é notdrio que a distribuicdo de grau e um fator diferenciador entre as redes
sociais reais e ficticias; uma sendo uma lei de poténcia e outra sendo uma lei exponencial,
respectivamente.

Com estas propriedades especificas, Carron e Kenna verificaram que a lliada de
Homero, das obras estudadas, foi aquela que mais se aproximou de uma rede social real,
enquanto que para Beowulf e Tain, fora preciso fazer algumas modificacGes para mostrar o
carater real de suas redes sociais. Embora realizadas manipulaces, estes autores sintetizaram
um meio para analisar contos, mitos e narrativas classicas. Tal sintese pode ser utilizada para

identificar a estrutura social da época que a narrativa trata de modo a tornar uma poderosa
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ferramenta a mitologia comparativa. Adicionalmente, é importante citar a obra de Campell,
“The Hero with a thousand faces”; onde descreve que apesar de os mitos estarem presentes
em todas as civilizacbes e ter origens diversas, sua estrutura essencial é quase sempre a
mesma. A esta coincidéncia, Campell denomina o monomito [43]. Associando o conceito do
monomito de Campbell e os resultados de Carron e Kenna, é possivel especular que um conto
classico como a lliada, € uma mistura de conteudo mitolégico associado com alguma
informacao histdrica dos povos da época. Isso pode ser realizado dessa forma para que a obra,
como um todo, seja mais atraente literalmente, possibilitando maior penetracdo nas geracoes
subsequentes.

Inspirado por estas possibilidades especulativas, propomos a analise da rede social do
épico homérico, A Odisseia [44]. Buscando algum significado em termos da constituicdo
estrutural de sua rede social, pretende-se identificar se a rede da Odisseia se aproxima mais do
padrdo real ou do ficcional, considerando as implicacGes para a sua mitologia comparativa.
Além de analisar uma obra nova, a Odisseia, propomos a analise de comunidades na rede
utilizando um algoritmo de caminhada aleatéria [45]. Ainda, com as comunidades, pretende-
se realizar uma andlise da constituicdo de suas personagens contextualizando as comunidades
na estoria.

A novidade e énfase deste estudo em particular consistem na forma de interpretar os
resultados acerca da composicao estrutural em termos da composi¢do das personagens nas
comunidades. Espera-se que disso resulte uma explicacdo plausivel da estrutura como um
todo em termos das relacBes especiais entre as personagens e seu contexto na estéria. Além da
descricdo estatistica da rede como um todo, é fundamental entender a forma com que a rede
possibilite encontrar fenbmenos reais, como agrupamentos de personagens em torno de

eventos, familias, nacdes e grupos.

4.1.2 Descricéo literaria do poema da Odisseia

Juntamente com a lliada, a Odisseia de Homero exprime com forca e beleza as
maravilhas da remota civilizacdo grega. Estes classicos datam por volta do século VIII A.C.,
ap6s o desenvolvimento do sistema de escrita herdada do alfabeto fenicio [47, 48]. E sabido
que a Odisseia carrega 0s ecos da Guerra de Trdia narrada principalmente na lliada.
Lembrando-se do trabalho de Carron e Kenna, e suas analises de estorias mitoldgicas, a rede
mitologica das personagens da lliada foi a mais similar as redes sociais reais encontradas

atualmente. Adicionalmente, algumas evidéncias arqueologicas encontradas na regido da
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Anatolia da suporte a historicidade de alguns conflitos que ocorreram por volta do século XII
A.C., associados diretamente ao conflito entre gregos e troianos daquele tempo [49, 50].

Como um continuum da lliada, a Odisseia narra as desventuras do herdi Odisseu em
sua luta de volta para seu lar. Essa saga toma 10 anos para que Odisseu finalmente alcance
Ithaca, sua terra natal, apds 10 anos de guerra em Troia, somando 20 anos de tormenta. O
épico € um poema composto por 24 canticos de versos hexameros. E importante salientar que
a obra tem ordem temporal inversa no curso dos eventos: comecando com o desfecho, ou seja,
a assembleia dos deuses quando Zeus decide que Odisseu deve finalmente retornar ao lar. O
texto é estruturado em quatro partes principais: o primeiro (canticos | a 1V), intitulado “A
assembleia dos deuses”; o segundo (canticos V a VIII), “A nova assembleia dos deuses”; o
terceiro (canticos IX a XII), “O coléquio de Odisseu”; e o quarto (canticos XIII a XXIV), “De
volta para casa”.

A obra-prima que constitui a Odisseia é tomada como um conjunto de aventuras
frequentemente consideradas mais profundas e complexas que lliada; pois ha muitos aspectos
epopeicos que aproximam o leitor a verdadeira natureza humana, enquanto que na lIliada
predomina os aspectos heroicos, legendarios e divinos em suas personagens. Apesar desta
disparidade, é consenso que a Odisseia completa o contexto iniciado na lliada, contemplando
grande parte da bagagem cultural da Grécia Antiga. E Obvia, também, a genialidade de
Homero, dada a influéncia destas duas obras para a cultura ocidental, tornando o imaginario

coletivo muito mais rico e propenso a identidade cultural do homem atual [44].

4.2 Analise da rede mitoldgica da Odisseia

4.2.1 Coleta de dados textuais

O poema da Odisseia € composto por um vocabulario pouco usual tornando a leitura e
interpretacdo do contedtdo um empreendimento homérico. Muitas vezes € complicado
identificar a acdo das personagens apenas por seus nomes, pois muitas vezes estdo associadas
a titulos alegoricos ou a adjetivos de seus feitos heroicos. Por exemplo: “Canta, O Musa, 0
varao que astucioso...”, o varao astucioso ¢ uma alusdo ao personagem Odisseu; “Entao disse
Atena: Pai Filho de Chrono, Reis dos reis...”, a deusa Atena esta se referindo a seu pai, Zeus.
Dada essas dificuldades, é necessario adotar uma forma de analisar o contetdo textual

profundamente, de modo a identificar a quem o interlocutor se refere. Este viés gera uma
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impossibilidade da extracdo direta do texto, como, por exemplo, na mineracdo textual [52].
Com isso, propbe-se um método de construcdo da rede baseada na interpretacdo textual do
poema.

Como interpretacdo pode ter um viés muito subjetivo, e é primado por um processo
menos arbitrario possivel, para tanto se define alguns critérios normativos na extracdo textual.
Como em redes sociais derivadas de narrativas, 0s Vértices representam personagens
(convencionado como entidades nomeadas) e arestas representam pelo menos uma forma de
interacdo entre personagens. Daqui, faz-se necessario definir tais interacdes por meio dos

seguintes itens:

1. Personagens que estiverem no mesmo local no mesmo instante, demonstrando
participar da acdo: critério de compartilhamento de evento;

2. Personagens que interagirem diretamente: critério de interacdo direta;

3. Personagens que citam outra a terceiros. Esse critério deve prevalecer se, no
ato da citacdo, o interlocutor especificar um minimo de conhecimento acerca

de seu subjecto: critério de interacdo indireta.

Para evitar interpretacGes equivocas das relacbes sociais contidas no poema, foram
utilizadas diferentes traducdes e edi¢Ges da Odisseia de Homero [44, 47, 48, 51]. Como se
esperava, ndo ha diferencas significativas entre os contetdos das traducfes e edicdes, de
modo que ndo ha problemas na criacdo da rede gquanto a este aspecto. Contudo, na analise
cuidadosa do texto, foi possivel identificar 342 personagens ligados socialmente por 1747
interagBes (Figura 4.1). E importante enfatizar que a rede € limitada em termos da sociedade
da época que se passou a estoria, logo, ela é uma representacdo de parte da sociedade. A
andlise estrutural de redes esté descrita na secdo 2.2.8 do segundo capitulo deste manuscrito;
estd andlise ira se limitar a enquadrar a rede em real ou ficticia, ou seja, uma andlise indutiva.

Adversamente, neste trabalho é proposta uma anélise dedutiva baseada no conceito de
comunidade e sua composi¢do de personagens. O conceito de comunidade ndo é definido
univocamente, pois ha muitas variagdes no formalismo e nos formais e métodos para a definir
[41]. No geral, ou as definicbes sdo muito restritivas ou o método é computacionalmente
ineficiente. No entanto um consenso pode ser encontrado: se se considera uma particdo
P ={C,,...Cy} de vértices de um grafo G como o conjunto que constitui a comunidade,

espera-se que a densidade de arestas internas seja muito superior as arestas entre outras
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regides da rede. Para processar essa identificacdo de comunidades por esse critério, introduz-
se o algoritmo “walk trap”, que utiliza caminhadas aleatdrias no grafo de modo a gerar
quantificadores de tendéncia de os caminhantes se manterem “presos” a um conjunto definido
de vertices por um intervalo de tempo maior. A este conjunto da-se o nome de comunidade do
grafo [45]. Com a identificacdo das comunidades, repete-se a andlise de propriedades
estruturais para as mais relevantes (VV > 10), buscando pelas estruturas significativas do

ponto de vista da teoria de redes complexas.
Figura 4.1 Rede mitologica da Odisseia. A coloracdo dos vértices é a indicacdo da comunidade que as

personagens pertencem. O tamanho do vértice é diretamente proporcional a centralidade de
intermediacao.

A

Fonte: autor.

4.2.2 Analise indutiva

O sumario das propriedades estruturais encontradas na rede mitoldgica da Odisseia
pode ser encontrado na tabela 4.1 juntamente com os dados compilados das obras analisadas

por Carron e Kenna [36].
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Tabela 4.1 Sumério das propriedades estruturais de diversas redes mitoldgicas: nimero de vértices (V),
nimero de arestas (A), distancia de caminho médio ({), didmetro (€max), coeficiente de aglomeracédo (C),
tamanho da componente gigante (G) e assortatividade do grau (r). Odisseia*, Beowulf* e Tain* sdo as
redes originais excetuadas as personagens mitolégicas.

REde V A <k> { frand fmax C Crand Gc r

Odisseia 342 1747 10,22 258 2,47 6 0,27 0,11 342 (100%) -0,15

Odisseia* 318 1129 7,10 4,08 3,10 11 054 006 274(86%) 0,09

Iliada 716 - 740 354 328 11 057 001 707(98.7%) -0,08
Beowulf 74 - 445 237 28 6 069 006 50(67.5%) -0,10
Tain 404 - 2,76 276 332 7 082 002 398(98.5%) -0.33
Beowulf* 67 - 349 283 33 7 068 005 43(64.2%) 0.01
Tain* 324 - 371 38 441 8 069 001 201(62%) 0.04

Fonte: O autor (para Odisseia) e Carron & Kenna (2012) referéncia [36] (para lliada, Beowulf e Tain).

Foi observado que a rede mitoldgica da Odisseia tem distancia de caminho médio
similar a distancia de caminho médio de uma rede construida aleatoriamente (¢ = €,4n4). O
coeficiente de aglomeracdo é maior quanto comparado com o coeficiente de aglomeracéo de
uma rede aleatéria (C > C,4nq)- EStas duas condi¢Bes indicam que a rede tem algumas das
caracteristicas de “small world” como discutidas no capitulo 2. A organizagdo hierdrquica da
rede estd ilustrada na figura 4.2, onde o coeficiente de aglomeracdo médio por grau é
graficado contra o grau, C(k) vs.k. E possivel verificar que os vértices de menor grau
apresentam maior coeficiente de aglomeracdo em relacdo aos de maior grau, seguindo
aproximadamente uma regra linear. Interpreta-se que vértices de alto grau integram pequenas
comunidades gerando unificacdo da rede como um todo. Isso indica, que a rede ndo possui
carater hierarquizado, pois para tanto é preciso que a regra entre C(k) e k fosse uma lei de

poténcia.



Figura 4.2 Grafico em escala log-log que demonstra a organizacédo hierarquica da rede mitoldgica
da Odisseia. S&o representados os coeficientes de aglomeragdo médios por grau contra os graus. A
linha cinza pontilhada representa a lei de poténcia 1/k e a linha preta € a regressao linear para a lei
de poténcia dos dados coletados da rede (pontos pretos).

0,91
0,81
0,71
<061
0,51
0,41
0,31
0,21
0,11
0,01

Fonte: autor.
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O tamanho da componente gigante, observada para a rede mitologica da Odisseia,

contém todos os seus Vértices. Este resultado sugere duas possiveis interpretacdes: ou o

fendmeno da componente gigante ndo ocorre nesta rede ou 0s dados acerca da rede ndo séo

suficientes de modo a apresentar esse fenbmeno em sua totalidade. A estas alusfes, é

necessaria uma analise mais aprofundada dada pelos ataques direcionado e aleatério como

resposta no tamanho da componente gigante. Os dados de ataques estdo organizados na tabela

4.2. As metodologias de ataques estdo descritos na sec¢do 2.2.8 do capitulo 2, item 13.
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Tabela 4.2 Ataques direcionados e aleatérios como respostas na componente
gigante G, em termos do valor absoluto e relativo.

Ataque direcionado Ataque aleatério

GC Gc
Sem ataque 342 (100%) Sem ataque 342 (100%)
5% 274 (79,6%) 5% 332 (93,6%)
10% 188 (54,6%) 10% 309 (89,9%)
15% 163 (47,3%) 15% 282 (81,9%)
20% 121(35,1%) 20% 273(79,3%)
25% 41 (11,9%) 25% 248 (72%)

Fonte: autor.

Os ataques direcionados demonstraram que a estrutura da rede, em termos de sua
componente gigante, depende muito de suas personagens centrais, ou seja, com maior
centralidade de grau (“betweenness”). No entanto, se sdo removidos vértices
independentemente de sua centralidade, o tamanho da componente gigante ndo cai tdo
abruptamente. Logo, é possivel dizer que a rede € vulnervel a ataque direcionado e robusto a
ataque aleatorio, caracteristica fundamental em redes sociais reais [23, 37, 38]. E notavel que
esta propriedade é extensivamente explorada nos modelos de rede livre de escala, onde ha
uma tendéncia de haver poucos n6s muito conectados e muitos nés pouco conectados [12, 20,
41]. Para testar o carater livre de escala da rede, atenta-se para a distribuicdo de graus
ilustrado na figura 4.3. Como parte da distribuicdo segue uma lei de poténcia paray = 1,2 +
0,1 (com xy2/gl = 0,06), isso indica que a rede ¢ livre de escala. Neste ponto, é importante
fazer uma nota sobre o0 ajuste da distribuicdo de graus: a maior parte dos autores que tratam as
distribuicbes de graus de redes sociais, fazem o ajuste da lei de poténcia apenas para a
“cabeca” da distribui¢ao, defendendo que esta ¢ a porcao mais relevante da distribui¢ao [23,
36-38]. No entanto, propomos um outro tipo de ajuste, a Pareto Generalizada [106, 107]. Este

ajuste e dado pela seguinte funcéo de distribuicéo
F(x) =1-(1-bx/a)"?, (4.1)

em que x é a variavel da distribuicéo a ser ajustada, a € um parametro de escala positivo e b
um parametro de forma [107]. De modo que a funcdo de densidade, que denota o ajuste é

dado por

1-k

f&x) =1/a)(1 = bx/a) * . (4.2)
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Uma distribuicdo de graus ajustada com a relacdo 4.2 € caracterizada por uma
“cabe¢a” seguindo uma lei de poténcia e a “cauda” seguindo uma regra exponencial.
Aplicando esse ajuste a distribuicdo de graus da Odisseia, obtivemos um ajuste melhor do que
0 ajuste da lei de poténcia (com y?/gl = 0,01). Analogamente, realizamos 0 mesmo ajuste
para uma rede real de postagens do Facebook, e a comparamos com a distribuicdo da
Odisseia. Os ajustes podem ser encontrados na figura 4.4, onde (A) é o ajuste Pareto
Generalizada para a Odisseia, (B) o0 ajuste Pareto Generalizada para o Facebook e (C) o ajuste
da lei de poténcia para o Facebook. Analisando esta imagem, mesmo a rede de postagens do
Facebook, quando ajustado a lei de poténcia, desconsidera a “cauda” da distribuicdo como € o
caso da Odisseia para 0 mesmo ajuste.

Figura 4.3 Grafico em escala log-log que expbe a distribuicdo de graus como uma lei de

poténcia. A linha cinza pontilhada é a lei de poténcia para expoente um e a linha preta é a
regressdo linear dos pontos.

1 10 k 100 1000

0,1

p(k)

0,01

0,001

0,0001

Fonte: autor.

A interpretacdo social acerca de uma rede regida por uma distribuicdo de graus
do tipo Pareto Generalizada, é que a rede é composta por uma parte hierarquizada, a
“cabe¢a” da distribui¢do, onde as personagens menos relevantes se relacionam por meio
de uma lei de poténcia, e uma parte ndo hierarquizada, que representa a relacéo entre as
personagens mais relevantes na rede. Estes, por sua vez, coincidem com as personagens
mitologicas como deuses, herdis e monstros. Uma discussdo mais aprofundada sobre

este resultado sera realizada adiante.
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Figura 4.4 Graficos log-log de distribuicdes de graus (A) para Odisseia, (B) e (C) para a rede de postagens do
Facebook. Onde (A) e (B) é=sdo 0 ajuste para a Pareto Generalizada e (C) o ajuste para lei de poténcia.
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Fonte: autor.

Anteriormente foi citado que redes sociais reais tendem a ter assortatividade de grau
positivas enquanto que a disassortatividade (i. e., assortatividade negativa) € sinal de
artificialidade na rede [32, 40, 42]. A rede social da Odisseia possui coeficiente de
assortatividade de grau negativo, indicando carater ficcional na rede. No entanto, a
disassortatividade pode refletir natureza conflituosa entre as personagens. Por exemplo, o
mesmo resultado foi obtido para lliada e Tain [36], onde os principais personagens se
confrontam com inimigos que surgem apenas uma vez na estoria e nao tém mais nenhuma
interacdo social, pois morrem no confronto com o protagonista. Isso resulta em personagens
centrais com muitas ligacdes com vértices isolados que representam seus inimigos. E notavel,
que socialmente, estes inimigos ndo estdo realmente isolados, mas 0 conto ndo nos oferece a
informacdo acerca de suas relagfes sociais, dai a presenca de disassortatividade na rede [36].

Para eliminar este problema de personagens centrais estarem conectados com muitas
personagens acessOrias no andamento dos eventos da estdria, aqueles sd@o removidos.
Normalmente séo os elementos mitoldgicos séo tomados como deuses, herois legendarios e
monstros [36]. Com isso a rede & composta apenas por pessoas que tém participacdo
relevante na estoria e ao mesmo tempo ndo sdo entidades mitoldgicas. A remocdo destas

personagens seguiu uma ordem decrescente de centralidade de intermediacdo, estes dados
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podem ser encontrados na tabela 4.3, onde h4 o impacto causado na rede em termos da
componente gigante e a mudanga na assortatividade de grau.

E notavel que a remocao das personagens estritamente mitoldgicas, que também sdo as
personagens centrais, aproxima a rede ao carater de rede social real, pois a assortatividade se
torna positiva e o tamanho da componente gigante € menor que 90%. Resultados similares
foram obtidos por Carron e Kenna, quando removeram as personagens mitoldgicas das
estorias que estudaram [36]. Adversamente, € necessario analisar mutuamente quais sdo
outras possiveis modificacGes causadas na rede com essa retirada de personagens, para tanto,

a segunda linha da tabela 4.1 sumariza as mudangas.

Tabela 4.3 Remocgdo acumulada dos personagens mitolégicos da Odisseia e seu impacto na
assortatividade de grau e tamanho da componente gigante.

Assortatividade =~ Tamanho da componente

Personagem

de grau gigante
Rede completa -0,15 100%
Remocé&o de Odisseu -0,07 97%
+ remocao de Zeus -0,06 97%
+ remocao de Telémaco -0,03 95%
+ remocao de Atena -0,04 93%
+ remocao de Penelope -0,04 92%
+ remocédo de Menelau 0,007 92%
+ remocédo de Hades 0,03 92%
+ remocao de Poseidon 0,06 91%
+ remocdo de Perséfone 0,09 86%

Fonte: autor.

Observando estas outras modificacdes, verifica-se a diminui¢do do namero de veértices
e arestas, juntamente com a diminui¢do do grau médio, j& que os vértices mais centrais, que
coincidem com os Vvértices mitologicos, foram removidos. A diferenca entre a distancia de
caminho médio e a distancia de caminho médio aleatério aumentaram, logo, a rede perde 0s
aspectos de rede do tipo “small-world”. Isso implica diretamente que os elementos centrais da
rede, séo os atalhos descritos pelo modelo de Watt-Strogatz [18]. Mesmo com essa perda dos
atalhos, a rede ainda constitui aproximadamente um fendmeno “small-world”.

Interessantemente, o diametro da rede, extensivamente utilizada como parametro
fundamental em teoria de redes sociais [19, 21, 35], coincide com o didmetro da rede da
Iliada. Vale lembrar que das redes analisadas por Carron e Kenna, Iliada foi aquela que mais
se assemelhou a redes sociais reais que, a0 mesmo tempo, coincide com o didmetro da rede da
Odisseia modificada. Adicionalmente, as distribuicbes de grau e a distribuicdo dos

coeficientes de aglomeracdo médios ndo tiveram modificagdes significativas.
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Estas manipulacBes e consequente interpretacdo levam a quase que incontornavel de
conclusédo de que a rede pode ser concebida como uma amélgama de aspectos reais e ficticios
mutuos. De modo que os aspectos ficticios sdo associados a personagens miticas e as
personagens acessorias, em conjunto, sdo associadas a aspectos reais. Porquanto, de um modo
geral é possivel interpretar os mitos contidos na Odisseia como uma mistura de estoria e
historia da época.

Estas caracteristicas remontam o conceito do monomito discutido por Campbell em
que é enfatizado que uma obra mitoldgica tem sua cruzada central centrada num protagonista
com personagens sobrenaturais e na associacdo de elementos secundarios aos quais sao
baseados nas relagdes sociais do contexto histérico e local [43]. Considerando estas
especulacoes, e os resultados acerca da rede social da Odisseia, é razoavel pensar que Homero
poderia ter essa nogdo de mito e historia, de modo a criar texto com conteddos mistos,
considerando estas duas naturezas. O porqué desta escolha de literatura reflete o apelo estético
da literatura imbuida com elementos mitoldgicos o qual torna o conteddo mais atraente as

préximas geracOes [48, 51].

4.2.3 Analise dedutiva

Buscando encontrar sentido dentro da rede, foram calculadas as comunidades que
compde a rede social da Odisseia. O método de procura das comunidades pelo algoritmo
“walktrap” [45] permitiu identificar 32 comunidades. As imagens das duas comunidades mais
importantes podem ser encontradas, respectivamente, nas Figuras 4.5 e 4.6; a primeira
representa a sociedade dos deuses do Olimpo e seus descendentes e a segunda € a organizacao

de herdis que participaram na Guerra de Troia juntamente com seus agentes relevantes.
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Figura 4.5 Comunidade referente aos deuses do Olimpo e seus descendentes,
assim como as entidades mitoldgicas contidas na Odisseia.
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Fonte: autor.

Figura 4.6 Comunidade referente aos herois que participaram na Guerra de
Troia e seus agentes diretos. Também constitui a familia de Menelau.
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Fonte: autor.

Como é de interesse saber a relacdo entre as comunidades, escolheu-se 0 grau maximo
como a propriedade caracteristica de cada comunidade, de modo a gerar o histograma
ilustrado na figura 4.7. A distribuicdo de graus méaximos de cada comunidade parece seguir

uma lei de poténcia quando se organizam as comunidades com graus maximos decrescentes.
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Isso sugere que as comunidades tém uma relacdo hierarquica entre elas mesmas, pois a
constituicdo das personagens de maior grau maximo sao as personagens mais centrais e assim
por diante.

De algum modo, esse comportamento & esperado para uma rede de organizagédo
hierarquica tal que a hierarquizagio seja refletida nas comunidades subjacentes. E importante
notar que a composicdo das comunidades reflete os eventos as quais as personagens
participaram, de modo que as comunidades mais importantes albergam as personagens que
participaram nos eventos mais relevantes na estoria.

Se for considerado que as comunidades mais importantes tém V > 10, é possivel
identificar das 32, 10 comunidades mais importantes. No entanto, no célculo das estruturas
caracteristicas de redes complexas, foi realizada uma diferenciagdo: quando foi considerada a
comunidade como continua com o resto da rede, denominou-se subgrafo componente, e
guando se considerou a comunidade independente do resto da rede, denominou-se parti¢ao
componente. Entdo, para uma mesma comunidade, hd duas formas de calcular as suas
propriedades estruturais. O esquema visual de cada tipo de comunidade esta ilustrado na
figura 4.8.

Figura 4.7 Histograma que apresenta a sequencia dos graus maximos de cada comunidade

em uma ordem decrescente. A curva vermelha é a linha de tendéncia para a lei de poténcia
1/kmax.
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Figura 4.8 llustracao de uma comunidade em suas duas acepgOes possiveis. 1)
Subgrafo componente, influenciada pela estrutura do resto da rede; 1)
Particdo componente: em que sua estrutura é independente do resto da rede

I. Subgrafo componente IIL. Particio componente

Fonte: autor

Essa diferenciacdo de concepcdo da comunidade pode parecer trivial, mas as
quantidades estruturais mudam bastante com isso. Dividindo as comunidades mais importante

de A a H, temos:

A. Contém todos os elementos dos canticos que compdoem “A Assembleia dos
deuses”, (Figura 4.4);

B. Composta pelos herdis que se excederam na Guerra de Troia e contém
adicionalmente os parentes de Menelau (Figura 4.5);

C. Sintetiza os elementos presente nos eventos que ocorrem na Jornada de volta
para casa, em Ithaca. Sdo as personagens relacionadas com os pretendentes de
Penélope e seus servicais;

D. Comunidade composta por personagens secundarias como ninfas, monstros, e
deuses menores;

E. Composta principalmente pela familia de Nestor, no episédio em que
Telémaco vai procurar por seu pai, Odisseu;

F. Essa comunidade é uma das mais importantes na contextualizacdo dos eventos,
pois alberga as seguintes passagens de Odisseu: a Ilha dos Lotéfagos, O lar de

Circe, A llha Solar de Hiperionio e a narrativa de Sila e Caribdis;
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G. Composta pelos moradores de Faecia, ilha em que Odisseu é hospedado antes
de voltar para Ithaca;
H. Composta pelos elementos da familia do deus do vento Eolo, onde Odisseu e

seus companheiros se hospedaram;

Os dados com os valores de cada propriedade para cada uma das 10 comunidades mais
importantes nas suas duas concepcdes, podem ser encontradas na tabela 4.4.

Tabela 4.4 Sumario das propriedades estruturais de cada comunidade mais importante da rede da
Odisseia. Tipo: S.C. (subgrafo componente), P.C. (particdo componente); “Small-world”: se a rede for do
tipo “small-world”; p(k): padrdo da distribuicdo de grau e Hierarquico: padrdo de rede hierarquica;
valores de assortatividade *, representam o mesmos valores para a rede como um todo.

Com. Tipo V  kpax (k) 14 tad C  Crng r w‘i’:’,‘;’,{ p(k) Hierarquico
SC 83214 830208 241 057 0,23 * nao - nao
A PC 83: 66 :128:209 209 :062 027  -029 sim lei de néo
' ' ' ' ' ' ' poténcia
B SC 142 52 910202 209067 : 0,26 * sim - néo
PC :i42: 29 610 209 :202:064: 042 -0,24 sim - nao
C SC 73 76 ;134 205230 :0,61: 0,22 * nao - nao
PC | 73| 46 | 11,0] 2,12 | 2,00 | 059 | 0,54 | -0,28 néo - nédo
D SC 10 10 {390 186 : 2,64 : 0,66 : 0,19 * nao - nao
PC 10 6 :220:200 194:028 0,34 @ -040 néo - néo
E SC |11 | 19 | 981|130 | 1,85 | 0,65 | 0,26 * n&ao - nédo
pPC 11 9 6,18 11,30 : 1,30 : 0,70 : 0,70 : -0,23 nao - nao
E SC 25 28 960178 219 0,66 @ 0,33 * néo - néo
pC | 25| 19 | 688|182 | 1,77 | 0,66 | 0,55 | -0,26 nao - nao
G SC 20 33 {149 131200 :0,74 : 0,18 * nao - nao
pC :20: 16 :125:131 131 :082 0,82 @ -0,12 nao - nao
H SC |13 | 14 | 140|092 | 1,88 | 1,00 | 0,20 * nao - nao
PC 13 12 12,0:092 0,92 100 1,00 -0,01 néo - nédo

Fonte: autor.

No processamento das comunidades por meio do algoritmo “walktrap” ao mesmo
tempo em que determina o conjunto de vértices aos quais se tém uma maior densidade de
arestas, também remonta as comunidades em termos dos cantos e eventos principais que as
personagens compdem. Isso € possivel pois a organizacao da rede reflete o padréo encontrada
na estéria. Logo, as comunidade sdo conjuntos de personagens proximos tanto
topologicamente quanto em termos dos eventos narrados na estéria.

Como ¢ notavel, o método de identificacdo de comunidades empregado conseguiu
reunir as personagens em volta dos eventos mais importantes, que esta refletida na
composicdo da rede. Este resultado é mais um argumento em defesa acerca dos critérios de

deteccéo da rede discutida na sec¢éo 4.1.1.
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Completando a analise pela tabela 4.4, fica evidente que a comunidade A tem uma
tendéncia especial de organizacdo quando comparada a outras comunidades. A propriedade
que aponta para isso é o alto grau médio da comunidade como uma particdo componente, iSso
incita a imaginar que esta comunidade se comporta como uma rede social por si mesma. A
caracteristica “small-world” e livre de escala surgem, também, na comunidade A, refor¢cando
a sua ideia de independéncia como rede social. No entanto, ndo houve padrdo hierarquico
nesta comunidade, de modo que a hierarquizacdo surge apenas com o crescimento da rede no
sentido de soma de comunidades, onde os elementos da comunidade A sdo o0s elementos mais
centrais da hierarquizagdo. Com isso, é possivel defender que a comunidade A, é a
comunidade que age como “back-bone spine” para o resto da rede, ¢ a estrutura que estabiliza
a rede mitoldgica da Odisseia. Outras comunidades, em si mesmas, tém pouca importancia na
determinacdo da rede como um todo. Das personagens em especial, Odisseu tem a maior
centralidade de intermediagéo, sendo a personagem mais influente no curso dos eventos do
épico. Além de Odisseu, os deuses olimpicos também tém um papel fundamental,
principalmente Zeus e Atena, pois estes sdo 0s centros de decisao de muitos eventos nos quais

Odisseu participa.

4.3 Consideracdes finais do capitulo

A analise indutiva indicou que a rede social da Odisseia se aproxima do padrdo
“small-world”, que ¢ organizada hierarquicamente, livre de escala e altamente aglomerada.
Também foi observado que a rede € vulneravel a ataques direcionados enquanto é resiliente a
ataques aleatdrios. O ajuste da distribuicdo de graus do tipo Pareto Generalizada, permitiu
uma maior cobertura dos pontos a serem ajustados, desde o comeco da distribuicdo até o fim.
O mesmo foi observado na distribuicdo de graus na rede de postagens do Facebook, tornando
mais um argumento a favor da historicidade da Odisseia. De um modo geral, estas
caracteristicas sdo conhecidas por pertencer a redes sociais reais, apesar de dissassortatividade
no grau e sua componente gigante ser maior que 90%. Embora algumas modificagGes foram
realizadas, a assortatividade de grau e o tamanho da componente gigante puderam ser
revertidas: isso foi possivel com a remocdo das personagens mais centrais da rede que
coincide com as personagens mitoldgicas. Esse procedimento e resultado, indica que o0s

elementos mitoldgicos, ao mesmo tempo em que ddo o carater ficticio a obra, também servem
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como a estrutura organizadora de toda a rede, agindo como “back-bone”, ou seja, a estrutura
que centraliza outras componente da rede.

A andlise dedutiva demonstrou que as comunidades, entre elas, estdo organizadas de
forma hierarquica, refletindo o carater hierdrquico presente entre as personagens da rede.
Analogamente, a comunidade mais importante, que reflete os elementos mitoldgicos, € a
comunidade de maior grau maximo, também é a estrutura em que foi referida como “back-
bone spine”, onde a rede pode se utilizar de base.

Todos estes resultados confirmam o que se espera da analise de contetdo das linhas
poética da Odisseia: € um épico que conta histérias fabulosas por meio dos elementos
humanos: sociais. Confirmando a realidade do monomito contada por Cambell [43] e

corroborando com os dados analisados por Carron e Kenna [36].



79

CAPITULO 5

A tolerancia oral como fendOmeno de redes complexas

O fendmeno da tolerancia oral se refere a tolerancia local e sistémica induzida no
intestino delgado ap6s a exposi¢do do tecido mucoso a antigenos indcuos. Foi determinado
recentemente que as componentes celulares e moleculares envolvidos nesse processo sdo de
natureza complexa e de interdependéncia mutua, de modo que a rede de interacdes é
concebivel, mas a forma desta fenomenologia complexa ainda é desconhecida. Para tanto, este
capitulo trata de um estudo aprofundado da contribuicdo de cada componente imunoldgica
relacionada a tolerancia oral como uma rede complexa. Também é proposta uma metodologia
de célculo de importancia destas componentes baseado na importancia dinamica das mesmas,
sendo utilizada a caminhada aleatoria.

Este capitulo é dividido numa introducdo geral sobre a imunologia bésica da resposta
imune adaptativa, seguindo para a descricdo do modelo de caminhada aleatéria, resultados
analiticos e algoritmicos do modelo e suas implicacdes. Por fim, os resultados sao
comparados com a literatura que trata dos resultados experimentais de modo a gerar uma

discussdo acerca dos resultados por simulagéo.
5.1 Imunologia e tolerancia oral

5.1.1 Conceitos gerais acerca da resposta imunoldgica adaptativa (AIR)

A resposta imune adaptativa, do inglé€s, “adaptative immune response”, (AIR);
constitui uma caracteristica notavel de vertebrados mandibulados, dada sua plasticidade e
especificidade sistémica. No geral, € majoritariamente composta por células secretoras de
antigenos, também denominadas células B, e por um conjunto de células T que modulam
distintas funcBes na resposta imune [53]. Por plasticidade e especificidade do AIR, refere-se a
capacidade de eliminar patdgenos danosos, gerar tolerancia a epitopos benignos (e. g.,

particulas de alimento), e evitar a resposta imunoldgica contra componentes proprios do
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sistema. Estas componentes sdo de natureza diversa, como: componentes celulares proprios,
matrizes extracelulares e particulas de alimento [54].

O timo é o 6rgdo responsavel pelo desenvolvimento e maturacdo de células T, mas
como os peptideos proprios e ndo préoprios sdo processados por células apresentadoras de
antigenos (APCs, do inglés, “antigen presenting cells”), as quais estdo associadas as proteinas
dos grandes complexos de histocompatibilidade (MHC, do inglés, “major histocompatibility
complex”), os receptores de células T, (TCRs, do inglés, “T cells receptors™) apresentam uma
regido de alta variabilidade de reconhecimento de antigenos. Esta variabilidade é gerada por
um rearranjo estocastico de genes relevantes. De modo que células T que reconhecem
moléculas do MHC-préprias, recebem sinais de sobrevivéncia, e sdo expandidas num
processo denominado selecdo positiva. Por outro lado, células T que reconhecem peptideos-
préprios (moléculas externas ao MHC) passam por uma selecdo negativa (morte celular) ou se
tornam, naturalmente, células T regulatérias. Tais células sdo denominadas nTREG [55, 76].
Ha ainda as células T “naive”, aquelas que ndo ainda ndo encontraram seus antigenos
cognatos, que podem sair do timo e mediar tolerancia periférica a antigenos locais em tecidos
mucosos como a cavidade oral e o intestino delgado. Quando expostas a antigenos, células T
“naive” se tornam cé¢lulas T induzidas, iTREG, que em contraste com a nTREG demonstram
fendtipo transiente dependente das condicdes locais [57].

Dadas estas premissas, a tolerancia oral se refere ao estado local e sistémico de
tolerancia induzida no tecido linfoide associado ao intestino (GALT, do inglés “gut associated
lymphoid tissue”) apds a exposi¢@o a antigenos in6cuos, como particulas de alimento [58]. As
APCs presentes na lamina propria intestinal (LP) capturam antigenos do limen e migram para
o linfonodo mesentérico (MLN), onde iniciam a diferenciacdo de células T. As TREGs
geradas no mLN podem retornar a LP de modo a entrar na corrente sanguinea por meio do
baco onde promovem, finalmente, os efeitos sistémicos da tolerancia oral [59]. Enquanto a
imunologia fez sélidos avancos em termos genéticos, moleculares e celulares das
componentes envolvidas neste fendbmeno [60, 61], a rede de interagdes entre elas ainda nédo
foram investigadas simultaneamente. Em verdade, pouca informacdo se encontra disponivel
acerca de como esse processo ocorre, havendo apenas informagOes desconexas e

independentes.
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5.1.2 Tolerancia oral e complexidade

De fato, as componentes imunoldgicas envolvidas na tolerancia oral, interagem de
modo complexo em um ambiente, in vivo, Unico (GALT) [62]. Logo, € importante trazer a luz
este problema colocando em prética os conceitos da teoria de redes complexas, de modo a
proporcionar uma nova forma de analisar as interagdes das partes associadas ao fendmeno da
tolerancia oral. Com isso, é esperado gerar, heuristicamente, respostas inapreensiveis pelos
meios puramente experimentais [68].

Nas proximas se¢des, serd desenvolvido um modelos de rede complexas e dindmicas,
fundamentando na descri¢do de quantificadores que expressem o fendmeno da tolerancia oral

como um fenébmeno complexo sob uma dindmica de transmissdo de informacdes estocastica.

5.2 Tolerancia oral e redes complexas

5.2.1 Construcdo do modelo de rede

Para modelar a tolerancia oral, propde-se a 0 uso da linguagem da teoria de redes
complexas para representar todas as relacGes entre as componentes imunoldgicas. Também é
proposto explicar a dinamica sistémica como produto da dindmica local, no contexto de rede,
a dindmica dos vértices. Com isso, uma das primeiras consideracdes pragmaticas € associar 0
fendmeno em estudo como uma resposta sistémica a um estimulo. Tal estimulo inicial
desencadeia um processo de interacdes especiais entre as componentes imunologicas. Seja o
fendmeno em si dependente em como estas componentes estdo relacionadas umas as outras e
quando ocorrem. Dadas estas premissas, € proposta uma rede que capture todas as interacdes
essenciais de modo que haja tambéem uma quantidade associada ao estimulo em cada
componente imunologico.

A rede de interacOes foi construida por meio da literatura disponivel e adaptada para
este estudo considerando apenas 0s elementos imunoldgicos associados ao GALT. De modo
que componentes celulares e moleculares como linfocitos, citocinas, antigenos foram
representados como vertices: os agentes da rede. As interacdes, relagdes regulatorias,
transformacoes e estimulos foram associadas a arestas direcionadas, iniciando no agente fonte
do estimulo e terminando no agente alvo do estimulo (Figura 5.1). No total, ha 9 componentes

moleculares e 23 elementos celulares relevantes no processo da toleréncia oral associado ao
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GALT, mais o elemento que inicia o estimulo na rede: o antigeno na luz intestinal. A lista de
todos os elementos imunoldgicos esta presente na Tabela 5.1. Algumas particulas externas
(antigenos), como peptideos da alimentacdo, podem resistir em baixo pH do fluido gastrico e
as enzimas proteoliticas, alcangando o lumen intestinal como particulas peptidicas ou mesmo
proteinas intactas [63].

Qualquer antigeno em potencial pode ser complexado por IgGs e transportado para a
lamina propria intestinal atraves do receptor Fc neonatal; ou podem ser complexados por 1gAs
e transportados a lamina pelo receptor celular, transferina (CD71) [63, 64]. Enterdcitos, que
sdo as células absortivas que constituem a mucosa intestinal, tem um papel fundamental na
captura de antigeno da luz intestinal. Pequenas moléculas (<600 Da), como proteinas
desnaturadas, que podem passar entre enterdcitos e se associarem a compartimentos MHC |1
chegando a lamina propria na forma de exosomos [59, 65]. Analogamente, alguns antigenos
podem ser transportados para Placa de Peyer por meio das células M [66].

Com isso, uma particular populacdo de células dendriticas (DCs) residentes na lamina
prépria, especificamente células CD103+, recebem e carregam a maior parte dos antigenos
absorvidos pela mucosa intestinal. Estas células, entdo, migram para o linfonodo mesentérico
onde induzem a diferenciacdo de células T do tipo CD4 “naive” para células T regulatorias
para os antigenos em questdo. Basicamente, as células dendriticas CD103+ apresentam
antigenos via o complexo de histocompatibilidade 1l (MHC 1l) combinados com o fator de
crescimento e expansao f (TGF-B) e acido retindico (RA); estes, favorecem a diferenciagdo
de iTREGFOXP3+ [60, 66], que em Ultima andlise sdo as células T regulatorias que irdo atuar
na toleréncia destas particulas de alimentos.

A agdo do RA causa uma modificacdo das moléculas “gut-homing” nas células T
regulatérias, de modo que estas podem retornar a lamina prépria e proliferar por um
mecanismo dependente de interleucinas do tipo 10 (IL-10); interleucinas sdo sinalizadores
celulares de leucocitos. Analogamente, quando diferenciadas, iTREGFOXP3+ induzem a
secrecdo de outro tipo de interleucina, a 1L-27, por meio de células dendriticas CD11b+, que
também aumentam a producdo de IL-10 em células T regulatorias do tipo 1 (TR1) [67]. Ao
mesmo tempo, células regulatorias e citocinas imuno-supressivas presentes na lamina propria
e no linfonodo mesentérico também promovem a tolerancia sobre a inflamagdo no GALT em

sistemas em homeoestase.



Figura 5.1 Rede de relagdes imunoldgicas associada ao fendmeno da tolerancia oral. Os
vértices em rosa representam componentes celulares (23) e os vértices em azul as
componentes humorais (9). O elemento em verde representa um antigeno genérico
presente na luz intestinal. A lista dos elementos associados aos nimeros dos vértices da
rede esté na tabela 5.1.

Fonte: autor

Tabela 5.1 Lista das componentes imunol6gicos que sao os vértices da rede ilustrada na

figura 5.1.
1.Antigeno 12. INF-Lambda 23.RA
2.slgG 13. Th3 24. 04p7 integrina
3. Células caliciformes 14. TGF-B 25. MadCAM-1
4. Macroéfagos CX3CR1 15. 1L-10 26. CCR9
5. Enterocito 16. natural TregFoxP3* 27. CCL25
6. slgA 17. iTregFoxP3* 28. CD11c*
7.CD103* 18. Naive CD4FoxP3’ 29. 1L-27
8. Jungdes oclusivas 19. CCRY 30.Trl
9. Via transcelular 20. IL-2 31. CélulaM
10. MHC I 21. FcRn 32. pCDs
11. CD3* 22. CélulaB 33. CD11b"

Fonte: autor
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5.3 Caminhada aleatdria como modelo de difusdao de

estimulos em redes complexas

5.3.1 Modelo dinamico estocastico

Para entender, num sentido estatistico, a forma como se d& a interacdo das
componentes imunoldgicas envolvidas na tolerancia oral é proposto um modelo baseado no
fluxo de caminhantes nos vértices da rede que representam a totalidade das interacfes. Nesta
secdo é proposto um estudo do comportamento assintético da caminhada aleat6ria no modelo
de rede complexa da tolerancia oral. Sobretudo, tal processo tem pretensdo de gerar
guantidades que sdo a nocdo de como a tolerancia oral pode ser modelada por aspectos
complexos dos pontos de vista organizacional e dindmico.

Partindo do principio de que a rede de interacdes imunolégicas é uma rede fixa no
tempo, 0 nimero de arestas e vértices se mantém constante com o passar do tempo. Notando
que a rede ilustrada na Figura 5.1 é um grafo, sem vértices desconexos, havera sempre um
caminho que passa por cada vertice ou que chegue até ele. Para representar a conectividade
entre os vértices da rede, é utilizada a matriz de adjacéncia, de modo que se houver uma aresta
que conecte o Vvértice i ao vertice j, 0 valor do elemento da matriz a;; sera 1, e sera zero se ndo
houver aresta.

Procurando entender o produto resultante entre a relagdo mutua das componentes da
rede, é preciso saber 0 que determina tal interagdo matua. Se um estimulo saiu de um vértice e
atinge o outro, entdo deve haver uma aresta direcionada entre eles. Para tanto, € necessario
redefinir o grau de saida koy. Considerando um vértice genérico i, seu grau de saida pode ser

denotado como

Kiow = ) ay, (5.1)

j

que constitui a soma dos elementos da linha i da matriz de adjacéncia. Pictoricamente, essa
guantidade é expressa pelo numero de arestas direcionadas que deixam o vértice i. Dados 0s
conceitos de matriz de adjacéncia e grau de saida, € possivel definir a caminhada aleatoria

para 0s propasitos destes estudos. Em casos gerais, a caminhada aleatoria em redes complexas
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pode ser entendida como um processo estocastico em tempo discreto ao qual um caminhante
segue um caminho determinado pela configuracdo da rede complexa. Porém, diferentemente
da caminhada aleatoria usual, 0 modelo aqui proposto atribui um Unico veértice como fonte de
criagdo de novos caminhantes em todos os tempos. Para formalizar esse processo, é preciso
pré-determinar algumas regras de caminhadas para redes direcionadas. Estas regras podem ser

organizadas na seguinte sequéncia:

I.  Em um tempo inicial t, um caminhante genérico w localizado inicialmente em
um veértice i da rede altera sua posicao para outro vértice qualquer j da rede a
medida que t muda para t + 1, desde que i e j estejam conectados por uma
aresta;

Il.  Para os caminhantes contidos na rede, é permitido mudar de posicdo, de um
veértice i para um vértice j, se j for um dos primeiros vizinhos de i. De modo
que haja uma aresta saindo de i e alcancando j. Essa probabilidade pode ser
escrita como h;; < a;;/¥.; a;;, como explorado na proéxima secao;

I1l.  Adicionalmente, o caminhante deve respeitar a direcionalidade das arestas,
seguindo da origem até a extremidade, conectando vértices;

IV. A cada intervalo de tempo, o caminhante sempre se encontra em um Vértice,

nunca entre vértices.

Com isso, quando s&o introduzidos caminhantes na rede, cada caminhante se encontra
em uma posicdo e obedece a dindmica. Com isso, € conveniente escrever um vetor de
posicdes W (G;t). Dado um tempo inicial t para um grafo G, o tamanho do vetor W (G;t)
sempre sera N(t) = t, pois para cada tempo € criado um caminhante e este caminha uma vez
a cada instante discreto de tempo. As componentes deste vetor recebem o rétulo do vértice em

que se encontram, logo

W(G;t) = (w1 (8), wa(8), w3(t), . Wy (1)) (5.2)

onde w;(t) é o rétulo da posi¢do do caminhante i inserido na rede. Com isso, a probabilidade
de um caminhante mudar de i para j determina a frequéncia com a qual as interacdes

imunolodgicas ocorrem, pois para cada tempo havera um numero de caminhantes por vértices.
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A medida que o tempo do sistema passa, 0s caminhantes vio se concentrando nos vértices em
quantidades diferentes. Para escrever o estado do sistema em termos do ndmero de

caminhantes em cada vértice, é definido um vetor de frequéncias S(G; t), denotado por

5(G;t) = (04(t), 02(t), 05(t) .. 0 (1)), (5.3)

onde o;(t) representa o nimero de caminhantes no vértice i no tempo t. E notavel que para
cada instante de tempo, havera um vetor de frequéncias associado, porém é necessario tornar
essa quantidade mensuravel entre si. Para isso, toma-se o valor relativo de caminhantes de um
vértice em relacdo ao numero de total de caminhantes na rede. A essa quantidade, atribui-se o

nome de fluxo de caminhantes em i, denotado como

g;(t)
N(t)

fi(t) = (5.4)

Ainda, se for definido um vetor de fluxo com entradas associadas aos fluxos de

caminhantes para todos os vértices da rede, tem-se um vetor que captura mutuamente o estado

da rede em termos do nimero relativo de estimulos recebidos em cada vértice:

F(G;t) = (A®), 20, f(0), .. fu(D)). (5.5)

De modo que altos valores de f; (t) significam que o vértice i estd sendo mais ativado
num sentido imunolégico. Também pode ser entendido como um maior aporte de informacgéo
passando pelo agente imunoldgico em termos da rede como um todo. O vetor de fluxos é de
interesse estatistico para este trabalho, pois da o estado dindmico da rede como um todo em
um instante de tempo t.

E importante notar que, quando t — oo 0 valor de fluxo F(G;t — o) tende a uma
distribuicdo estacionéria se todos os vértices forem conectados. Aqui, 0 sentido de
distribuicdo estacionaria significa que, dado um tempo suficientemente grande para o sistema,
os valores dos fluxos de cada vértice aproximam-se a um valor constante, invariante no
tempo. Explorando essa propriedade dindmica na rede, é possivel criar um método de analise

de fluxos que dependa de modificagdes estruturais.
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5.3.2 Método de analise provido pelo modelo estocastico

O objetivo desta secdo sera definir um quantificador de importancia de um vértice na
rede de interacdes imunoldgicas. Para tanto, serdo exploradas as propriedades estocasticas da
matriz de transicdo do grafo que representa a rede de interagOes associada a tolerancia oral.

Com isso, consideremos um grafo inicial G e um tempo suficiente t — oo, espera-se que

F(G;t - 0)~II(G), (5.6)

onde I1(G) é a distribuicdo estacionaria do vetor de fluxos do grafo G. Os critérios para atingir
ou ndo a distribuicdo estacionaria serdo discutidos nas sessdes seguintes, mas por hora,
consideremos que o grafo seja conectado, e que para um tempo suficientemente grande, haja
uma distribuicdo estacionéria.

No entanto, for realizada alguma modificacéo estrutural no grafo inicial G: retirada de
veértices arestas, realocacdo de arestas, etc. Qualquer modificacdo que mude a composicao da
matriz de adjacéncia. Se nomearmos G’ o grafo inicial mais modificagdes, entdo é possivel
recalcular o vetor de fluxo para o novo grafo, de modo que haja um nova distribuicdo

estacionaria F(G'; t » o)~TII(g"). Com isso, se espera que

1(G) # M(G). (5.7)

E notavel que a diferenca entre os vetores de fluxos num limite assintético que tende a
uma distribuicdo estacionéria, € um quantificador estavel do ponto de vista da mudanca
estrutural causada e o reflexo disso no processo dinamico. Buscando definir um quantificador
que sintetize em um s6 valor a divergéncia entre dois vetores de fluxos de grafos semelhantes,

consideremos que a diferenga matua por componente dos vetores de fluxos:

fi(t = ) — f1'(t - ) = Af;,
fa(t = ) = f5/(t - =) = Af;,
f3(t = ) — f3'(t > ) = Afy,

fa(t = ) — f(t - ) = Af;,. (5.8)
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Os valores de Af; sdo a diferencas mutuas de cada componente dos vetores de fluxos
entre o grafo inicial e o grafo modificado. E importante notar que a diferenca de vetores de
fluxos entre grafos faz sentido como quantificador quando um é fruto da modificacdo
estrutural de outro, ou seja, deve haver modificacdes minimas ou a diferenca perde sentido do
ponto de um quantificador dinamico.

O estudo das possibilidades para os valores de Af;, verifica-se que podem ser negativos
ou positivos dependendo em como a modificacdo estrutural desvie o fluxo de caminhantes em
cada vértice da rede. Serd negativo se a modificacdo causar um aumento no fluxo de
caminhantes, e positivo se houve uma diminuigdo no fluxo de caminhantes. Como o interesse
desta secdo € buscar um quantificador universal para todas as diferencas, propde-se a seguinte

funcdo que escala o valor da diferenca obtida de modo que

( Af
J m para Afl >0
pbi = | l Af;
km para Afl < 0. (59)

onde p; é denominado erro relativo de fluxo. Este valor escala dependendo do sinal de Af; que

diz respeito da tendéncia de uma modificacdo estrutural num estado estacionario do sistema.

Com os valores do erro relativo, é possivel calcular o erro relativo médio

no
P(G;G'; t — o) =¥. (5.10)

O erro relativo médio, P(G; G'; t — ), é 0 quantificador que se buscava nesta secao.

Em verdade, constitui um indice que varia de 0 a 1, onde valores préximos a 0 significam que
a discrepancia no fluxo de informacéo na rede foi pouco afetado pela modificacédo estrutural;
e valores proximos a 1, significam que os fluxo de informagao da rede foi muito alterado com

a modificacdo estrutural. A este método é dado o nome de Método de Nocaute de Rede, que

constitui a quantificacdo da discrepancia causada num processo dinamico via modificacdo

estrutural.
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5.3.3 Aplicacao do método no contexto da tolerancia oral

Para a rede de interacGes da tolerancia oral, sdo propostos nocautes dos vértices, de
modo gque cada nocaute representa a auséncia de um elemento celular ou humoral relacionado
no fendmeno. Com isso € possivel saber a importancia do elemento retirado utilizando o valor
do erro relativo médio entre o grafo da rede de intera¢des “saudaveis” e o grafo sem o vértice
em questdo. E importante salientar que neste contexto, o vértice fonte de caminhante é o
antigeno, pois € interpretado que o processo de estimulo que ird se desenvolver na rede de
interagdo € iniciado pelo antigeno na luz intestinal. O fluxo de caminhantes, para este
contexto, é o quanto um elemento na rede é ativado. Essa aproximacdo permite o estudo de
cada componente imunoldgica em termos de sua parcela de importancia na tolerancia oral.
Aqui, a tolerancia oral € concebida por uma rede complexa onde ocorre um processo
dindmico de estimulos mutuos, de modo que haja um estado ideal: o vetor de fluxo da rede
em seu estado completo ou saudavel. A obtencdo dos valores dos erros médios relativos para
cada nocaute pode ser dado de suas maneiras: algoritmicamente ou explorando as

propriedades algébricas do modelo estocastico.
5.3.4 Consideracdes algébricas acerca do modelo estocéastico

Buscando uma forma analitica de encontrar os valores de f;(t — o) do vetor de fluxos
F(g;t > o) para 0 caso da rede de interagBes imunoldgicas da tolerdncia oral, é
reintroduzido o conceito de matriz de transicdo T de um grafo. A matriz de transicdo € a
matriz onde a entrada de seus elementos é dada pela probabilidade de um caminhante
aleatdrio sair de um vértice i qualquer e alcancar j. Seja essa probabilidade
a;j

h;; « ——. 5.11
5] Z] aij ( )

onde o denominador é o grau de saida do vértice. Mas com isso a matriz de transicdo de um

grafo G qualquer dada por T(G), tem a seguinte propriedade:

F(G;t+1) =T(G)F(G; 1),
F(G;t+2) =T(G)T(G)F(G;?t),
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F(G;t - 00)~T(G)”F(G;?1),
(G)~T(G)*F(G; t). (5.12)

As linhas da matriz T(G)® representam o0s valores assintéticos do vetor de fluxo
[1(G). Essa propriedade permite obter os valores de fluxo analiticamente, independente do
método iterativos descritos na proxima se¢do. Seja transicdo de estados determinados pela
matriz de transicdo T(G) que é um processo Markoviano de T em G sob a caminhada
aleatdria [31].

Se for considerado o conjunto de autovalores {4;} da matriz de transi¢do T(G), de
modo que a sequéncia de estados do vetor de fluxo para um grafo qualquer siga um processo
markoviano ergddigo, entdo sempre serd possivel encontrar o estado estacionario I1(G) no
tempo assintotico. Para possibilitar estas condi¢des, € preciso satisfazer algumas propriedades
dadas pela Teoria de Matrizes ndo-negativas de Perron-Frobenius da matriz de transicdo no
tempo assintético [32]. Se a sequéncia dos modulos de autovalores de T(G)™ satisfizer a
sequéncia 1] > 15| > -+ |A,l, de modo que |A;] = 1 e |4;] < 1 paratodo 2 < i < n, entdo
serdo satisfeitas as condices para a teoria. Sendo que 0 autovetor associado ao autovalor
unitario serd linearmente proporcional & quantidade invariante de interesse, I1(g). Para

calcular a matriz estocastica, consideremos que

I(G) = T(G)”F(G; t),
T(G)N(G) = 1(6),
(T(G) — ADTI(G) = 0, (5.13)

em que | representa a matriz identidade e A = 1 é o maior autovalor da matriz estocastica
T(G). E como a matriz T(G) é homogénea, o0 autovalor A, = 1 pode corresponder a mais de
um vetor. Para tanto é suficiente normalizar este autovetor, resultando diretamente nos valores
assintéticos do vetor de fluxo I1(G). Calculando os autovalores para ao grafo correspondente
a rede de interacOes da toleréncia oral, foram encontrados {|1;| = 1; |1,| = 0.958; |15]| =
0.741; |A4] = 0.718; ...}, que satisfazem a Teoria de Perron-Frobenius e possibilita a
normalizagdo dos autovetores do autovalor 1, permitindo resgatar analiticamente os valores de
fluxo para um tempo t — oo. Os resultados analiticos estdo presentes na secdo 5.4 deste

capitulo.
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5.3.5 Método algoritmico de implementa¢do do modelo

O procedimento para obtencdo dos valores de fluxos e de erro relativo médio, foi um
processo algoritmico implementado na Linguagem R [24]. Os detalhes do algoritmo e
quantificadores podem ser encontrados no Anexo A deste manuscrito. E de interesse calcular
0 vetor de fluxo para um tempo grande.

No caso do método iterativo do vetor de fluxo, ou seja, método algoritmico, um
segundo parametro é necessario: 0 numero de repeticdes L das caminhadas aleatorias para um
t definido. Para o método iterativo as repeticdes sdo necessarias, pois para cada processo de
caminhada aleatdria aplicada na rede havera uma diferencga entre os valores de fluxo de cada
iteracdo. Como a rede € pequena, e 0 tempo de mistura Otima é pequeno também [32],
utilizamos L = 10000 e t = 10000. De modo que para cada repeticdo ha um vetor de fluxo,

logo, para cada nocaute temos:

Zi:l F(G;t)

F(G;t;L) = T ,

(5.14)
que € a media dos vetores de fluxos de cada repeti¢do | do processo de caminhada aleatoria da
rede. Essa quantidade, denominada aqui como vetor de fluxo médio, é a medida mais

adequada para se evitar os possiveis desvios de fluxos locais. A uma média de vetores de
fluxos, quando a rede estd completa, deu-se 0 nome de vetor de fluxo médio padrdo. Ainda,

como a rede consiste em 33 vértices, e como o Vértice 1, correspondente ao antigeno na rede,
é a fonte de caminhantes na rede, ndo pode ser nocauteado. Entéo é possivel realizar apenas
0s 32 nocautes restantes, de modo a gerar 32 valores de erros relativos médios por meio dos
vetores de fluxo médio de cada nocaute e o vetor de fluxo medio padrdo, lembrando que cada
erro relativo médio depende de um vetor de fluxo de um nocaute e do vetor de fluxo da rede
saudavel.

Dadas tais premissas, a comparacao entre o vetor de fluxo médio padréo e qualquer
outro vetor de fluxo médio produto de um nocaute, deve produzir um erro relativo médio na

forma:

Yi=1Di
P(G;G';t > 10000) l=nl L (5.15)
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onde P(G;G’;t —» 10000) é o erro relativo médio para todas as repeticdes L. Este é o
procedimento algoritmico, isto é, iterativo de obtencdo dos erros relativos que sdo os

quantificadores de importancia de cada componente na rede imunoldgica.

5.4 Resultados e discussao

5.4.1 Resultados

Nesta secdo serdo analisados simultaneamente os resultados analiticos e algoritmicos
de cada erro relativo médio para cada um dos 32 nocautes, seguindo com a interpretacdo e
implicacGes dos resultados na proxima se¢do. Para tanto, os dados dos erros relativos médios
para cada caso podem ser encontrados na tabela 5.2. Os mesmos valores também podem ser
encontrados na figura 5.2, juntamente com seus desvios relativos médios. E notavel que o
nocaute que mais causou disrupcdo no fluxo de caminhantes na rede foi o CD103+: as células
apresentadoras de antigeno. Outros alto valores que condizem com o seu papel biolégico no
fendmeno sdo o ITREGFOXP3+, TR1, TGF-B, RA e IL-10. Na proxima secdo serdo
discutidas as implicacbes destas observacdes. Adicionalmente, foi calculado o erro entre os
dois métodos: analitico e algoritmico, que é a média das diferencas entre os erros relativos
médios. O valor encontrado foi de 7% que indica que os modelos, apesar da disparidade par a

par dos mesmos nocautes que a eles se aplicaram ndo sdo consideravelmente discrepante.



Tabela 5.2 Valores dos erros relativos para os métodos analitico e algoritmico para cada nocaute da rede

de interaces imunoldgicas da tolerancia oral.

Erro relativo médio

Erro relativo médio

Desvio
Agentes imunoldgicos (analitico) (algoritmico) PPl
P(G;G;t > ) P(G;G;t =10%L = 10% |
CD103+ 0,7 0,6 0,12
Acido retinoico (RA) 0,6 0,24 0,4
Enterdcito 0,4 0,17 0,3
slgG 0,28 0,12 0,15
TGF-B 0,26 0,29 0,03
Células B 0,24 0,09 0,14
TR1 0,22 0,3 0,17
pDCs 0,21 0,06 0,14
sIgA 0,21 0,15 0,05
INF-lambda 0,20 0,12 0,07
Células caliciformes 0,19 0,4 0,21
iTREGFOXP3+ 0,19 0,3 0,19
FcRn 0,19 0,16 0,02
CD11b+ 0,18 0,17 0,01
IL-10 0,18 0,19 0,01
IL-27 0,17 0,13 0,04
Macrofagos CX3CR1 0,17 0,08 0,09
NTREGFOXP3+ 0,17 0,11 0,05
Células M 0,17 0,16 0,01
Juncdes oclusivas 0,16 0,08 0,08
Vis transcelular 0,15 0,08 0,07
MHC 11 0,15 0,06 0,09
naive CD4FOXP3- 0,13 0,18 0,05
TH3 0,13 0,13 0,00
a-4-b-7 int 0,13 0,07 0,05
CCR9 0,13 0,07 0,05
CD11c+ 0,12 0,16 0,03
CD3+ 0,12 0,13 0,01
CCL25 0,11 0,15 0,03
MadCAM-1 0,11 0,16 0,05
CCR7 0,07 0,14 0,07
IL-2 0,05 0,14 0,09

Fonte: autor.
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Figura 5.2 Representacéo grafica dos erros relativos médios de cada nocaute calculados analiticamente (em
azul) e algoritmicamente (em vermelho). As barras de erros sdo em verdade os desvios de cada nocaute.
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5.4.2 Discussao: sintese bioldgica acerca dos resultados do modelo

Nos anos 70, Niels Kaj Jerne prop6s uma nova teoria para explicar a base funcional do
comportamento do sistema imunologico, sugerindo, analogamente, a existéncia de uma rede
funcional. Tal rede seria centrada em padrdes de reconhecimento de ididtipos processados por
linfocitos [74]. Este conceito se tornou uma faisca que iniciou o interesse de outros
pesquisadores para aplicar o0 mesmo principio a redes neurais como uma rede de interacfes
funcionais. Algumas propriedades notaveis de redes imunologicas, como diversidade,
autorregulacdo, memoria, conectividade e estabilidade a perturbagdes; conduziram a
construcdo de modelos matematicos baseados em equacdes diferenciais, autdmatos celulares e
funcbes booleanas [75-78].

Uma das propriedades mais intrigantes do sistema imune é a autorregulacdo, que é o

desenvolvimento de processos limitados quando o sistema é constantemente perturbado.



95

Neste cenério, o intestino delgado representa o local de maior contato antigénico de todo
organismo, dado que alberga de 500 a 1000 espécies de micro-organismos em uma densidade
de 10* células, correspondendo a dez vezes mais células do que as células sométicas do corpo
humano e ultrapassando em duas ordens de grandeza o potencial genético humano [79]. Além
da microbiota do intestino, 130 a 190 g de proteinas da alimentagdo sdo diariamente
absorvidas, consistindo duplamente como maior fonte de estimulo antigénico: o GALT [80].
No entanto, quando em condigdes fisiologicas adequadas, a resposta prevalecente no GALT é
tolerancia. Tal fendbmeno ocorre através de maltiplas acdes das componentes imunoldgicas
(células dendriticas, células T, plasmdcitos, citocinas) interagindo em uma forma Unica com
seu microambiente, que s&o compartilhados nos locais mucosos de contato antigénico [58,59,
62].

No presente trabalho, foi investigada uma rede de componentes imunes e suas
respectivas interagdes que gerem, mantém e regulam a tolerancia oral. Na rede construida,
ndo houve tendéncia de aglomeracdo e a distribuicdo de graus ndo segue uma lei de poténcia,
logo ndo se encontrou o comportamento livre de escala. Porquanto, dado que a composi¢do
estrutural da rede ndo demonstrou padrdes ja conhecidos dos modelos de rede complexa,
assumimos que a rede imunolégica concebida pelos elementos do GALT, era muito parca. Ou
seja, uma porcdo menor da rede imunoldgica que comporta 0 corpo humano inteiro. Logo,
uma anélise puramente estrutural é sera insuficiente, dai a justificativa do uso do modelo
estocastico associado ao grafo que representa a rede de interagdes.

No que é tocante ao modelo estocastico desenvolvido, os resultados encontrados
acerca do vetor de fluxo padrdo, tanto para os métodos algoritmico e analitico, sugere que as
células iTREGFOXP3+ sdo constantemente ativadas pelo mecanismo de apresentagdo de
antigenos, notando especialmente que os fatores TGF-B e¢ IL-10 sdo ambos citocinas
supressdo secretados por esta célula. As TREGs induzidas em tecidos periféricos tém papel
majoritariamente supressor, ou seja, inibem células efetoras e auxiliares como TH1, TH2 e
TH217, por vias moleculares. Por outro lado TREGSs naturais agem preferencialmente de modo
célula-a-célula [82]. H& um valor consideravel de caminhantes ativando o vértice
naiveCD4FOXP3- que indica que ha uma dindmica renovacédo de células T na ldamina propria
intestinal e nos linfonodos mesentéricos. Dada a constante entrada de antigenos no sistema
(proteinas alimentares, microorganismos, qualquer outro hapteno antigendide) da luz
intestinal, novas células TREG sdo concebidas (FOXP3-, TR1, TH3), além das células
regulatorias subconjunto das células T, como células TH17 que auxilia em manter homeostase
no GALT [82-84].
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Adicionalmente, células TREGFOXP3+ ativadas induzem secrecdo de I1L-27 por meio
da apresentacdo de antigeno pelas células dendriticas que estimula diferenciacdo e
proliferacdo de células TR1 e producéo de IL-10 [85]. Tal mecanismo age como um regulador
positivo de IL-10 na lamina propria e no linfonodo mesentérico [67]. Outros relevantes
fendtipos de células dendriticas presentes no GALT também estdo presentes no vetor de fluxo
padrdo: CD11b+, CD103-, CD11lc+ e Cllb-. Estas células dendriticas sdo essenciais no
processo de tolerancia oral como o0 séo na resposta imunoldgica de antigenos prejudiciais e
patdgenos. Especificamente, as células CD11b+ produzem IL-10 e mantém consistentemente
uma populacdo de células TREGs na lamina propria, também sdo essenciais no
processamento de antigenos na Placa de Peyer [86, 107]. Por ultimo, células T concebidas no
timo (nTREGSs) sdo ativadas com certa relevancia no vetor de fluxo padrdo, permitindo a
manutencdo de antigenos-préprios. Analogamente, Pacholczyk et al. [88] demonstrou que
NTREGs sdo cognatos a antigenos nao-proprios, de modo a tolerar desta forma, antigenos
comensais. Embora possam ser dispensaveis na inducéo de tolerancia [89], a maior parte das
nTREGSs respondem a antigenos comensais no GALT [90].

Com isso, de uma maneira geral e qualitativa, o vetor de fluxo padrédo resultante do
modelo aqui proposto, representa as principais inclinagdes esperadas da tolerancia oral, num
sentido de que os resultados analitico e algoritmico para o vetor de fluxo padrdo
correspondem aos resultados experimentais de trabalhos que estudam cada componente
separadamente. Em suma, a ativacdo de células TREGs, células dendriticas e producdo de
citocinas; é um fenbmeno mutuo que pode ser estudado por meio de redes complexas.

Os resultados de nocautes dos vértices da rede de interacdo possibilitam conhecer a
importancia relativa de cada vértice no fenémeno da tolerancia oral. De modo que o nocaute
de células CD103+ causaram grande impacto no processamento de informacdo na rede,
correspondendo a erros relativos médio de 0,76 e 0,65 dados pelos métodos analitico e
algoritmico de obtencdo. Estas células dendriticas sdo a principal populacdo de células
dendriticas presentes na lamina propria e linfonodo mesentérico. De relevante citagdo, a
expressdo de integrinas a4f7 restringem a migracdo de células dendriticas entre a lamina
prépria e os linfonodos mesentéricos, que corresponde ao seu papel em receber antigenos da
luz intestinal e encaminhar aos linfonodos onde sdo apresentadas a células naiveCD4+ [67].
Por outro lado, as CD103+ produzem citocinas de supressdo como TGF-B, IL-10 e &cido
retindico (RA) por meio da expressdo de RALDH2, essencial na maturacdo de iTREGs. Além
destas acOes sinergéticas, principalmente, de TGF-f na geracdo de iTREGS, o acido retindico
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também ¢ importante na sintese de moléculas “gut-homing” como ¢ o caso da 0437 e CCR9,
permitindo TREGs retornar do linfonodo mesentérico para a lamina prépria [59, 91].

Resultados experimentais com nocautes de genes em camundongos sao 0 andlogo ao
processo descrito teoricamente neste trabalho. Especialmente, camundongos nocauteados para
CD103+ demonstraram baixa frequéncia de producdo de TREGs e efetores humorais de
celulas T, demonstraram também significante redu¢do na expressio de moléculas “gut-
homing”em células T e a tolerancia oral foi grandemente afetada ou anulada [92]. Além disso,
a deficiéncia de p38a em CD103+ inibe a geragdo de TREGs induzidas enquanto promovem
0 desenvolvimento de TH1 [93]. Como observados nos resultados do modelo proposto neste
trabalho, a auséncia de CD103+ conduzem a um significante reducdo na ativacao de vértices
que correspondem a citocinas supressivas (TGF-B, IL-10 e IL-27), reducdo de todas as células
TREG (FOXP3*, TR1, TH3 e TREGs derivadas do timo) e de outros subconjuntos de células
dendriticas relevantes (CD11b+ e CD11c+). Os valores de erro relativo associado a células
caliciformes, juncdes oclusivas e slgA, refletem a acumulacdo de antigenos por estas rotas,
onde novamente, a CD103+ € a responsavel primaria por estas capturas e carregamento destes
antigenos e apresentacdo a células T.

Analogamente, a remogdo de iTREGFOXP3+ e TR1 tiveram resultados impactantes
para 0 método algoritmo de obtencdo de dados, onde o FOXP3 é um regulador chave de
outras TREGs [83]. Analogamente, camundongos sem FOXP3 desenvolveram doengas
autoimunes  devastadoras, apresentando em sua sintomatologia: esplenomegalia,
linfoadenopatia, insutite, inflamacdo cutanea, atraso no desenvolvimento corporal e
diminuicdo drastica na sobrevivéncia [94, 95]. Estes dados ndo discerne entre TREGs e
NTREGS, no entanto evidéncias indicam que iTREGs sdo as principais responsaveis na
tolerancia oral [82].

A falta de marcadores especificos para células TR1 tornam dificeis de compreender
sua funcdo exata no uso clinico. Recentemente estas celulas foram identificadas como
CD4'CD49b"LAG-3". Onde as células TR1 sdo também induzidas no GALT e respondem
através de altas produgdes de IL-10 [96]. Como no nocaute de FOXP3, ratos ausentes do gene
LAG-3, responsavel pela producdo desta célula, exibe infiltracdo de leucdcitos em maltiplos
Orgdos seguidos de doenca autoimunes [97]. H4, também, um pronuncidvel aumento em IL-27
no modelo quando TR1 sdo removidas devido ao mecanismo de inducdo em que IL-27
secretada por células dendriticas (pDCs) que induzem diferenciacdo e proliferacdo de células
TR1. No entanto, a principal citocina secretada por células TR1 é a IL-10, que pode ser

dispensavel na tolerancia oral em baixas doses de antigenos. Também & notavel que
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camundongos nocauteados para TGF-B ndo da um resultado relevante na sua importancia para
a tolerancia oral, pois varios processos metabolicos dependem desta substancia, de modo que
sua auséncia drasticas consequéncias ocorrem no organismo [98, 99, 100]. No entanto,
quando TGF-B foi removido da rede de interagdes dado pelo modelo, houve um aumento na
ativacdo de IL-10 e entdo diferenciacdo de células TR1 que pode agir como contra-
mecanismo para manter a tolerancia no GALT. Também, os nives de iTREGs foram um
pouco menores e 0s niveis de TH3 sdo completamente anulados, pois o fator TGF- é um

elemento essencial no desenvolvimento destas células T [101-103].
5.5 Consideracdes finais do capitulo

O modelo baseado em uma rede complexa de interacdes imunologicas possibilitou o
uso de dindmica estocéstica para gerar quantificadores e descrever o fendmeno da tolerancia
oral assim como o0 comportamento de suas componentes. A maior limitacdo enfrentada pelo
modelo e seu poder de previsao € a auséncia do fator de peso nas interacdes imunoldgicas. No
entanto, a construcdo partindo de dados qualitativos permitiu corroborar os significados dos
resultados providos pelo modelo e os resultados experimentais. O presente modelo aliado a
outros modelos disponiveis na literatura formam um ponto inicial de referéncia para a

construcdo de modelos mais acurados, baseado em dados quantitativos [104, 105].
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CAPITULO 6

Conclusoes e trabalhos futuros

O conceito abstrato de emergéncia denota simplesmente a necessidade de modelar
certos sistemas reais por meio de grafos. Com o uso da teoria de grafos e dindmica estocastica
foi possivel analisar sistemas reais em dois estudos de casos muito discrepantes em
substancia, mas semelhantes na forma com que suas partes se relacionam. De modo que,
estudando sucintamente a teoria de grafos (Capitulo 2), foi possivel identificar as ferramentas
mais importantes na descricdo e analise de redes complexas reais, como é o caso da rede
social da Odisseia. Em segundo lugar, o estudo de processos markovianos possibilitou
encontrar alguns resultados formais de interesse para a caminhada aleatdria em redes
complexas. Para este trabalho, a quantidade invariante associada ao vetor de fluxo de
caminhantes (i. e., informacdo) de um grafo sob regime estocastico (Capitulo 3).

O estudo de caso de uma rede mitolégica, da Odisseia de Homero; permitiu a
aplicacdo dos conceitos de teoria de redes complexas de modo a gerar identificadores de
padrdes de redes sociais (Capitulo 4). Deste estudo foi possivel verificar que a rede mitoldgica
da Odisseia pode ser interpretada por aspectos reais e ficticios em termos de redes sociais,
pois a rede possui quantificadores que indicam estruturas reais, como: “small-world”, livre de
escala, vulnerabilidade a ataques direcionados e resiliencia a ataques aleatérios. Em contra
partida a outros quantificadores que sinalizaram que a rede também tem carater ficticio,
como: ndo ser hierarquica, possuir componente gigante maior que 90% dos vértices e
assortatividade de grau negativa. Isso torna a rede ambigua, pois ha tanto indicadores de redes
reais quanto de redes ficticias. Para tentar contornar esse paradoxo, foram retirados da rede,
personagens reconhecidamente mitologicos, o que demonstrou seu carater real, como: a
presenca de hierarquidade, componente gigante menor que 90% dos vértices e assortatividade
de grau positiva. Com isso, é possivel dizer que os personagens ficticios, em conjunto, tornam
a rede mitoldgica da Odisseia uma rede mais semelhante a uma rede ficticia, ao passo que a
rede resultante da retirada destas personagens, se aproxima de uma rede real.

Em segundo lugar, a aplicagdo da dinamica estocastica em rede complexa como

modelo de estudo para o fenbmeno da tolerancia oral, permitiu a descricdo de um novo
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quantificador baseado no fluxo de informacdo na rede (Capitulo 5). Onde uma quantidade
invariante num tempo suficientemente grande foi possivel de ser obtida computacionalmente
e analiticamente. Dado que, se a matriz de transi¢do da rede observada satisfizer as condicdes
da teoria de Perron-Frobenius, a rede deve atingir um estado estacionario num tempo
transiente. De modo que este estado estd associado a um vetor de fluxo estacionério,
calculado pela equagdo de autovalor da matriz de transi¢do inicial. Simultaneo a este
formalismo, foi implementado um algoritmo de caminhada aleatéria que descreve todo o
processo até a obtencdo do vetor de fluxo que represente o estado estacionario para um tempo
suficientemente grande computacionalmente (t = 10%). Em suma, os resultados teéricos aqui
encontrados e discutidos, corroboraram os resultados experimentais, de modo que as
componentes imunoldgicas mais importantes no modelo, correspondem também as
componentes mais importantes do ponto de vista biologico-experimental, a saber:
ITREGFOXP3+, TGF-B, RA, Trl e CD103+. De modo que a metodologia de analise de redes
imunolégicas desenvolvidas neste estudo, também permite a previsdo de resultados
experimentais ndo realizados, dado que a construcdo da rede é baseada na revisdo
bibliogréafica de trabalhos experimentais.

Realizados estes dois estudos, fica claro que o modelo de grafo é poderoso quando os
estados gerais do sistema depende fundamentalmente da forma com que suas partes se
relacionam. Isso justifica a aplicacdo e a interdisciplinaridade que a teoria de redes complexas
possibilita em estudos de sistemas reais complexos, mas de naturezas distintas.

Como trabalhos futuros, é pretendido um aprofundamento na aplicacdo da teoria de
categorias como modelos mais gerais que possam ser transmitidos ao conceito de redes
complexas. Para o aprofundamento de estudos de redes sociais extraidos de textos, pretende-
se a comparagéo da rede da Odisseia com uma rede de postagens do Facebook, de modo a
salientar suas semelhancas e diferencas. Para o estudo de redes imunoldgicas, pretende-se o
aumento da rede em termos de vértices, ou seja, agentes imunologicos que determinam a
fenomenologia da resposta imune adaptativa. Também é pretendido encontrar 0 peso nas
arestas direcionadas tornando o modelo mais proximo do real. De uma forma geral, os estudos
contidos nesta dissertacdo sdo um inicio para o aprofundamento da modelagem de fenémenos

diversos por meio de redes complexas e dindmica estocastica.
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ANEXO A

Linhas de comando da Linguagem interpretativa R:
algoritmo de caminhada aleatoria e analise de fluxos

de informacéo

B1. Script para a caminhada aleatoria da rede de interac6es imunoldgicas

# K quais knockouts # L numero de amostragens # T tempo de caminhada

library(igraph, Matrix)

imuno<-read.table(file="m.imuno.dat")

g<-graph.data.frame(imuno, directed=TRUE)

K<-33

nomes<-V(g)$name

matriz<-as.matrix(\V(g)$name)

fregs<-as.matrix(V(g)$name)

for(k in 1:K){KO<-nomes[k]; gko<-delete.vertices(g, c(KO));
matriz<-cbind(matriz, c(V(gko)$name));{

L<-1000;
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for(l in 1:L){W<-1; T<-1000; B<-c(); A<-vector(length=W, mode="numeric");

imuno<-read.table(file="m.imuno.dat");g<-graph.data.frame(imuno,
directed=TRUE);

for(i in 1:W){A[i]<-1}

for(t in 1:T){W<-length(A);{

for(i in L:W){

if(degree(gko, mode=c("out™), A[i])==0){A[i]<-A[i];}

else{vizinhos<-neighbors(gko, A[i], mode="out");

if(length(vizinhos)==1){ A[i]<-vizinhos[1];}

else{A[i]<-sample(vizinhos,1)}}}

}; A<-c(A,1)}; if(I==1){B<-c(B, A); write.table(B, file="B.dat")}

else{B<-c(read.table(file="B.dat")); B<-c(B$x, A);

write.table(B, file="B.dat")}; B<-c(); A<-c()};

N<-33;

C<-vector(length=N, mode="numeric");

B<-c(read.table(file="B.dat"));

B<-B$x;
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for(n in 1:N){N[n]<-n ; S<-length(B);

for(iin 1:S){

if(B[i]==N[n]){C[n]<-C[n]+1}

else(C[n]<-C[n]+0)

j3 s

C[1]<-0;

f<-C/sum(C); fregs<-cbind(fregs, c(f))}}

fregs<-freqs[,-1]

matriz<-matriz[-33,-1]

write.table(fregs, file="freqsKO.dat", sep="", dec=",")

write.table(matriz, file="nomesKO.dat", sep="", dec=",")





