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RESUMO

Whitney identificou as propriedades fundamentais de dependéncia, que sdo comuns
entre grafos e matrizes dando origem a Teoria de Matroides em 1935. Neste trabalho
serd apresentada a constru¢do de novas familias de Matréides e a resolucao de
teoremas de maneira ampla e de facil compreenséo, pois o tema é definido de forma
matematica puramente abstrata. Assim, para obter um novo Matréide utiliza-se um
ja dado, sendo definido em termos de seus conjuntos independentes. Destaca-se
gue Matrdides € encontrado nas seguintes abrangéncias: em espagos vetoriais,
ciclos em grafos, fungdes afins, circuitos, bases, rank, fecho e dualidade. Deste
modo, para construir um cddigo quantico, precisa compreender a teoria de
informacdo e codificagdo quantica como os Postulados da Mecéanica Quantica,
estados de um ou varios qubits, operadores unitarios, portas l6gicas, medidas de
estados quanticos, cédigos estabilizadores e a classe dos cddigos de Calderbank-
Shor-Steane (CSS). Os cddigos lineares sdo os cddigos da Algebra Linear,
subespacos vetoriais definidos sobre corpos finitos. Os cédigos quéanticos tem a
finalidade de proteger possiveis erros de um canal para detectar e corrigir tais erros.
Com o fundamento tedrico adquirido, pode se verificar a possibilidade de construir a
conexdo da teoria de Matréides e a teoria de codificacdo quantica, por meio da
matriz de verificacdo de paridade de um cédigo CSS e a matriz que gera um dado
Matréide vetorial.

Palavras-chave: Matréides. Cddigos Quéanticos. Dualidade.



ABSTRACT

Whitney identified the fundamental properties of dependence, which are common among
graphs and matrices giving rise to Matroid Theory in 1935. In this work will be presented the
construction of new families of Matroid and the resolution of theorems in a comprehensive
and easy to understand, since the theme is defined in purely abstract mathematical form.
Thus, to obtain a new Matroid one uses an already given one, being defined in terms of its
independent sets. It should be noted that Matroid is found in the following ranges: in vector
spaces, cycles in graphs, related functions, circuits, bases, rank, closure and duality. Thus,
to construct a quantum code, one must understand quantum information and coding theory
such as the Postulates of Quantum Mechanics, single- or multi-qubit states, unit operators,
logic gates, quantum state measures, stabilizing codes, and the class of codes of
Calderbank-Shor-Steane (CSS). The linear codes are the codes of Linear Algebra, vector
subspaces defined on finite bodies. Quantum codes are intended to protect potential errors
from a channel to detect and correct such errors. With the acquired theoretical foundation,
the possibility of constructing the connection of the Matroid theory and the theory of quantum
codification can be verified by means of the parity check matrix of a CSS code and the matrix
that generates a given vector matroid.

Keywords: Matroids. Quantum Codes. Duality.
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1. INTRODUCAO

O estudo da Teoria de Matroides (OXLEY, 1992) é bastante abstrato e
generaliza diversas teorias disponiveis na literatura, tais como: a Teoria de Espacos
Vetoriais, Modulos Vetoriais, Teoria de Grafos, o conceito de dependéncia algébrica,
entre outros. Whitney (1935) identificou as propriedades fundamentais de
dependéncia que sdo comuns a grafos e matrizes. Alguns autores interagiram junto
a Whitney na teoria de Matréides tais como Van Der Waerden (VAN DER
WAERDEN, 1937) que distinguiu as propriedades fundamentais que sdo comuns a
algebra e a dependéncia linear e o trabalho sobre Matréide de Birkoff (BIRKHOFF,
1935) e MacLane (MACLANE, 1936).

Uma das caracteristicas da Teoria de Matroides € que um Matroide pode ser
definido de varias maneiras diferentes, mas todas equivalentes. Mais
especificamente, um Matroide pode ser definido mediante conjuntos independentes,
conjuntos independentes maximais (bases), conjuntos dependentes minimais
(circuitos), a funcdo rank de um Matroide, funcéao fecho, entre outras. Todas essas
caracterizacoes serao tratadas neste trabalho.

As duas classes fundamentais de Matréides surgiram a partir do conceito de
matrizes e de grafos.

Sendo Ai, Ao,..., An, colunas de uma matriz A, em um corpo finito, os
subconjuntos de rétulos dessas colunas que sao linearmente independentes (ou
dependentes) em um dado espaco vetorial, caracterizam o que conhecemos como a
classe dos Matroides Vetoriais, classe de Matréides que generaliza o conceito de
espaco vetorial.

Whitney (1935) verificou que outros sistemas que nao sdo representados por
matrizes e que satisfazem estas propriedades, podem ser definidos de forma a
generalizar certas propriedades satisfeitas por uma matriz.

Um Matrdide € um par ordenado composto por um conjunto finito e por uma
estrutura genérica do conceito de dependéncia geométrica; tal estrutura € uma
generalizacdo de nocao de independéncia e dependéncia linear. No entanto, ha
diversas definicbes para Matroides que estdo interligados com diversos ramos da
Matematica tais como: na resolucdo de problemas algébricos, algebra linear e no
estudo dos espacos vetoriais. Mais precisamente, o conceito de Matréides tem sido

encontrado em diversas areas do conhecimento, tais como na teoria de grafos
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(COSTALONGA, 2011), programacéo linear (SIMAO, 2009) e teoria de redes
elétricas (MOREIRA, 1993). Assim, é uma estrutura que generalizam os Matroides
em diversas direcdes, conforme sua propriedade deve-se manter para que o objetivo
seja alcancgado.

O obijetivo principal desta dissertacéo é introduzir os elementos basicos da
Teoria de Matroides bem como os conceitos fundamentais da Teoria da Codificacédo
Quantica. No que concerne a Teoria de Matroides abordaremos algumas
demonstracdes que nao foram apresentadas em Oxley (1992), bem como abriremos
algumas outras que foram apresentadas nos seguintes topicos: conjuntos
independentes e dependentes, conjuntos dependentes minimais (circuitos),
conjuntos independentes maximais (bases), funcao rank, operador fecho, dualidade
(Matroides duais). O livro texto utilizado na dissertagdo com relagdo a Teoria de
Matroéides foi o livro Matroid Theory (OXLEY, 1992) que, na nossa concepgao, é o
livro mais completo com relacéo a esse tema de estudo.

Com relagdo a Teoria da Codificagdo Quantica, foram abordados os
seguintes topicos: Postulados da mecéanica Quéantica, estados de um ou varios
gubits (do inglés, quantum bits), operadores unitarios, portas légicas, medidas de
estados quanticos, codigos estabilizadores, e a classe dos cédigos de Calderbank-
Shor-Steane (CSS). Para que fosse possivel entender a fundo a classe dos cédigos
CSS, foi necessario entender um pouco sobre a Teoria dos Cdédigos de Bloco
Lineares (MACWILLIAMS e SLOANE, 1977). Os codigos quanticos tém por
finalidade proteger os estados quanticos de erros em um dado canal, corrigindo ou
detectando esse erro.

Primeiramente, se faz necessario introduzir a teoria da Mecanica Quantica.
Em 1982 (FEYNMAN, 1982), surgiu a conexdo entre a Mecéanica Quantica e a
computacao, iniciando uma nova pesquisa: a Computacdo Quantica e a Informacgao
Quantica, que € a continuidade da evolucao dos sistemas eletrdnicos, computadores
e das telecomunicacbes. De modo informal, a Teoria da Informacao e Codificacéo
Quantica é a teoria que investiga a criacao de sistemas necessarios para o envio da
informacédo por canais ruidosos de comunicacao, de forma a preserva-la de ruidos
indesejaveis.

Os computadores quanticos utilizam componentes e conceitos relacionados
a Mecanica Quantica. Na verdade, ha grande dificuldade para se construir um

computador quéantico, porque a manipulacdo dos bits quéanticos (qubits) é
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extremamente complicada, devido ao fato de estados quéanticos poderem colapsar
para os estados zero ou um.

Na Computacdo Quéantica, a unidade fundamental de informacdo é o qubit
ou bit quéantico, que seréa definido formalmente no Capitulo 4.

Sabe-se que ha uma dificuldade intrinseca na computacao classica, ou seja,
trabalhar com fatores primos de numeros de alta ordem de grandezas, ou seja, na
resolucdo do algoritmo discreto. No caso de um computador quantico, esta tarefa
nao representaria quase nenhum esforco computacional, devido ao paralelismo
guantico. Mais precisamente, o paralelismo quéntico é uma caracteristica do
computador quéantico efetuar diversas operacdes ao mesmo tempo, o que reduz
drasticamente o tempo de execug¢&o do programa.

Com o advento do computador quantico, faz-se necessario estudar a Teoria
de Codificacdo Quantica, que € a teoria natural para se entender como construir um
codigo quantico capaz de proteger a informacédo quantica de erros do tipo bit-flip,
gue séo erros do tipo mudanca de bit, bem como erros do tipo phase-shift, que séo
erros do tipo mudanca de fase de um dado estado quantico arbitrario.

Na primeira etapa, o estado quantico de informacéo é codificado por meio de
operacles unitarias por meio de um codigo corretor de erros quanticos. Este codigo
guantico é um subespaco do espaco vetorial complexo gerado pelo produto tensorial
de espacos vetoriais complexos munidos com produto interno, completo nesse
produto (espaco de Hilbert). A segunda etapa, quando ocorre a atuacao do ruido, é
a identificacéo e a aplicacdo do operador correspondente para poder corrigir o erro,
ou seja, fabricar o efeito inverso do causado pelo ruido. Portanto, para a
identificacdo do erro, se deve ter atencdo, pois o erro tem a capacidade de
transportar o estado quantico codificado para um subespaco diferente do que foi
inicialmente projetado. Para a identificacdo de erros no estado quéantico é
imprescindivel que todos os espacos vetoriais de destino sejam ortogonais. As
inversdes de estados quanticos ndo deformam o espaco vetorial original de
codificacdo, j& que os diferentes processos de erros transportam os estados
guanticos originais para outros espacos vetoriais que seja possivel aplicar o
processo de correcéo.

Na inversdo de bit, realizando a comparacdo com o codigo de repeticao

classica é possivel identificar que as palavras-codigo, do codigo de repeticdo sédo 0s
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rétulos para o cédigo quantico em questdo. O rétulo de um estado quéantico € a
representacao binaria | ).

Para que seja possivel entender profundamente a construgdo dos codigos
guanticos CSS, é necesséario o estudo aprofundado da construcdo dos cddigos
classicos lineares, que serdo utilizados para a construcdo CSS. Tais cddigos
(classicos) lineares sdo os famosos cédigos da Algebra Linear, ou seja, subespacos
vetoriais definidos sobre um corpo finito. Assim, também estudaremos nessa
dissertacdo um pouco da Teoria dos Cdodigos Classicos (veja Capitulo 4).

Deste modo, fornecer recursos para que, futuramente, seja possivel
construir conexdes entre a Teoria de Matroides e a Teoria de Codificacdo Quantica,
por meio da relacdo existente entre a matriz de paridade de um cddigo CSS (4.3.15)
e entre a matriz que gera um dado Matroéide vetorial.

A dissertacdo esta organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2,
falaremos de Matroide. No capitulo 3, proporcionaremos a Dualidade. No capitulo 4,
apresentaremos a Construcdo de Codigos Quanticos, e finalizando com os
seguintes capitulos 5. Conclusédo do trabalho. 6. Sugestbes de trabalhos futuros e,

por fim no capitulo 7. Referéncias.
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2. MATROIDES

Nesta secdo, apresentaremos a definicdo e os conceitos referentes a Teoria
de Matréides, sendo que uma de suas caracteristicas € que eles podem ser

definidos de maneiras diferentes, porém todas equivalentes.

2.1. DEFINICAO DE MATROIDE

Definicdo 2.1.1 Um Matréide M é um par ordenado (E, J) onde E é um conjunto
finito e J uma colecao de subconjuntos de E que satisfaz as seguintes condicoes:
(11)9 € 7.

(12)Sel € Jel cl,entdo I'E 7.

(13) Selyel, € J e |l < |, entdo existe um elemento e de |, - I; tal que
I, U{e} €.

Se M é o Matréide (E, J), entdo dizemos que M é um Matréide sobre E. O
membro de J é chamado de conjunto independente de M e E é chamado conjunto
base de M. Frequentemente escrevemos J(M) para denotarmos J e E(M) para
E, particularmente quando muitos Matroides estdo sendo considerados. O

subconjunto de E que nao esta em J é chamado dependente.

O nome “Matréide” foi criado por Whitney (1935), de uma classe
fundamental, de modelos desta estrutura de dependéncia linear, de um conjunto de

vetores que tem origem em matrizes como da seguinte maneira.

Proposicédo 2.1.1 Seja E o conjunto de colunas rotuladas de uma matriz m x n sobre
um corpo F, e seja J o conjunto dos subconjuntos X de E para os quais
multiconjuntos de colunas rotuladas por X é linearmente independente (L.I) no
espagco vetorial de dimenséo V(m, F) sobre o corpo F. Entéo (E, 7) é um Matréide.
Demonstracdo: Evidentemente, J satisfaz (I11), pois@® € J e (12) também é

satisfeito, pois, subconjuntos de conjuntos linearmente independentes também sao

linearmente independentes. Para provar (I3), sejam I; e I, conjuntos independentes
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de J. Supor que |l;| < |Iz|, devemos provar que 3 e € - l,com U {e} € J. Por

absurdo supor que Ve €1l,-1; LU {e} € J =1, U {e} gera vetores linearmente
dependentes. Seja W subespaco de V(m, F) gerado por I; U I, Logo a dimensao de
W € no minimo |l,|, pois I, c 11 U |, Portanto, W esta contido no gerado de I;. Assim
llo] <dimW < |l1] <|l2] € uma contradi¢do. Portanto, concluimos que I, - I; contém
um elemento e tal que I, U{e} € Jisto é, (I3) é valida. a

Em que o multiconjunto é um conjunto cujos elementos podem ser repetidos
(LA GUARDIA, PALAZZO e LAVOR, 2007).

Um Matréide obtido de uma matriz A como acima, € denotada por M[A]
Matréide Vetorial de A. Como um exemplo deste Matrdide, considere o seguinte.

Exemplo 2.1.1 Seja A a matriz

1 2 3 45

A=(10011)

01 001

sobre o corpo IR, cujas colunas sao rotuladas por 1, 2, 3, 4 e 5. Obtemos.

E={1,23 4 5}e
7={0, {1}, (2, 4}, (5}, {1 2}, {15}, {2, 4}, {2, 5} {4 5}}.

A colegao de subconjuntos dependentes é:

{3}, (L3}, (L4 {23} 3.4}, 3.5} u {xcE: 11> 3}

Dentre os conjuntos dependentes existem os minimais, ou seja, conjuntos
dependentes cujos subconjuntos proprios sao independentes, e isso origina a

seguinte defini¢ao:

Definicdo 2.1.2 Um conjunto dependente minimal de um Matréide M sera

denominado circuito de M, e o conjunto de todos os circuitos do Matroide M sera
denominado por C ou C(M).
Os circuitos gerados pelo Matréide do Exemplo 2.1.1 estdo em C(M) dado

por:

C(M) = {{3}, (1,4}, {1,2,5},{2, 4,5 }}.
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Um circuito de M com n elementos é denominado n- circuito. Evidentemente,
tal como no exemplo anterior, toda vez que C(M) for especificado, M também o sera:
os membros de J(M) sdo os subconjuntos de M e E que ndo contém nenhum
membro de C(M). Assim, um Matréide é determinado exclusivamente por seu
conjunto C de circuitos.

Vamos agora analisar algumas propriedades de C, com vista a caracterizar

esses dois subconjuntos de que pode ocorrer como o0 conjunto de circuitos de um

Matroide sobre E. E facil ver isso.

Lema 2.1.1 Seja C o conjunto dos circuitos de um Matréide M, entdo sdo validas as
seguintes propriedades:
(C1De&cC.
(C2) Se C; e C,sdo membros de C e C; S C,, entdo C+= Co.
(C3) Se C; e C, sdo membros distintos de C e e € C; n C,, Entdo existe um membro
Csde C tal que C3S (CsU Cy) —e.

Demonstracdo: (C1) @ & C. Por (I11) @ € 7, pois J ndo contém circuito.
Provar (C2) supor que C;, Co€ C com C; <€ C,e Ci# Co. 3 x € C,- Cy. Entdo
C; S Cz-{x}. Mas Cz- {x} € 7, por (12) C; €T é um absurdo.

Para verificar (C3). Supor que n&o existe um circuito contido em (C; U C») —
{e}, ou seja, (C; U Cy) —e ¢é independente. Por (C2), C,- C; # @ entdo existe f em
C,- C;. Como C; é conjunto dependente minimal, C,— f € J. Seja | um subconjunto
de C; U C, que é maximal com a propriedade que este contém a C, — f é
independente. Evidentemente f & /. Mas como C;é um circuito, algum elemento g
de Csndo estaemJ. Como f € C,- C;, os elementos f e g sdo distintos. Entao

|1l <](C1uCo)-{f gt |=[(CruCy) | -2<[(CruCs) (e} ].

Agora aplicando, (I3), tomando /;como / e I, como (C; U Cy) — e. O conjunto
independente resultado contradiz com a maximalidade de /. O

A condicéo (C3) € chamada de axioma da eliminagdo do circuito.

A seguir, apresentaremos um teorema que caracteriza um Matréide por meio
das condigdes (C1) — (C3).
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Teorema 2.1.1 Seja E um conjunto e C uma colegdo de subconjuntos de E que
satisfaz (C1) — (C3). Seja J uma colegdo de subconjuntos de E que ndo contém
membros de C. Entdo (E, 7) é um Matréide que tem C como sua colegdo de
circuitos.

Demonstragdo: Primeiramente mostraremos que J satisfaz (I1) — (I13). Por
(C1) ©® nao contém um membro de C, por (I11) @ € J. Se I ndo contém membro de
C e I'esta contido em /, entdo I' ndo contém membros de C. Logo (I12) contém.

Para provar (13), suponhamos que /; e I, sdo membros de J e |I1| < |/2|.
Suponhamos que (I3) falha para o par (/4, I;). Agora J contém um membro que € um
subconjunto de /; U I, e contém mais elementos que /4. Escolha um subconjunto /3de
J contido em /1 U I, tal que a |I; — l3| € minimal. Como (13) falha, /; - I3 € nao vazio,
assim podemos escolher um elemento e deste conjunto. Para cada elemento f de
Is_ 1, seja Ti=(lsue)—f Entdo Ty €1y U e |I4- Te| < |11 —15|. Portanto T¢ € 7,
assim Tr contém um membro de C; de C. Evidentemente f & C; Mas, e € Cy, pois
caso contrario temos Cr € /3 contradiz o feito que /3 € J.

Seja g um elemento de I3_ /1. Se Cgn (I3~ 11) = @. Entdo Cyc (I1nlz)ue -g
C Iy 0 que da uma contradicdo. Portanto, tem um elemento h em Cy N (/53— I1). Entdo
e € Cyn Cp. Assim, (C3) implica que tem um membro C de C tal que C < (C4 U Cp)
- e. Mas, ambos C4 e Cj sdo subconjuntos de /3 Ue e, portanto C < /3 € uma
contradigdo. Concluimos que (/3) ndo falha e consequentemente (E, 7) é um
Matroide M. O

Para provar que C é um conjunto C (M) de circuitos de M, notamos que os

seguintes enunciados sao equivalentes.

(i) C é um circuito de M.

(iC&J (M)eC-x €J(M)paratodo xem C.

(ii) C conttm um membro C’ de C como um subconjunto, mas C’ ndo é um
subconjunto proprio de C.

(iv) CE C.

Como consequéncia imediata do teorema anterior tem-se:
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Corolario 2.1.1 Seja C uma colegdo de subconjuntos de E. Entdo C é uma colegéo

de subconjuntos do circuito de um Matréide M se, e somente se, satisfaz as

seguintes condigodes:

(C1H D &C.

(C2) Se C; e C,sdo membros de C e C; € C,, Entdo Cs= C..

(C3) Se C; e C, sdo membros distintos de C e € Cs n C,, entdo, existe um membro

Cszde Ctalque C3S (C/uU Cy) —e.

Proposicao 2.1.2 Seja / um conjunto independente em um Matréide M e e um
elemento de M tal que / U {e} é dependente. Entdo M tem um Unico circuito C
contido em / U {e}, que contém e.

Demonstracéo: Evidentemente, /U {e} contém um circuito, pois /U {e} é um

conjunto dependente. Portanto, todo circuito C contido em / U {e} contém e, pois,
caso contrario, C c /, um absurdo. Supor que existe um circuito C’, distinto de C,
contido em | U{e}. Entdo, por (C3), (CuC’)—econtém um circuito C, mas
(CuC)—ecl eassimC c/, oque éumabsurdo, pois / é independente. Portanto,
C é o Unico circuito contido em / U {e} e que contém e. O

Duas importantes classes fundamentais de Matréides sao: Matréides
vetoriais, apresentadas anteriormente, e Matréides derivados de grafos. Em que o
grafo G é definido pelo conjunto finito de vértices (pontos) e um conjunto finito de
arestas (linhas), cada uma destas arestas esta conectada dois vértices ao qual

exibiremos na sequéncia.

Proposicao 2.1.3. Seja E o conjunto das arestas de um grafo G e C a familia dos

conjuntos das arestas dos ciclos de G. Entdo C é a familia dos circuitos de um
Matrdide sobre E.

Demonstracdo: (C1) @ € C. Por (11),® € 7.
(C2) Supor C;eC, €ECcomC;cC,eCy#Cy Entdode € C,— Cyq,eassimCy <
C.-{e}. Mas C,- {e} € 7, donde, por (12), C; € J, uma contradicao.



24

(C3) Sejam C; e C os conjuntos das arestas de dois ciclos distintos de G que
possuem e como uma aresta em comum. Considere a Fig. (1). Sejam u e v os
vértices da aresta e. Vamos agora construir um ciclo de G cujas arestas estéo
contidas em C; U C,— e, parai =1, 2, seja P; um caminho de u a vem G cujas

arestas estdo em C,— e. Comegando em u, percorrendo P;em diregdo de v, seja w o0

primeiro vértice cuja proxima aresta de P; ndo pertence a P, Continuando a
percorrer P;de w em direcido v, encontramos um vértice x distinto de w que também
esta em P, Como P;e P,terminam em v tal vértice existe. Unindo o subcaminho de

P;que vai de w a x ao subcaminho de P, vai de x até w encontramos um ciclo cujas
arestas estdo contidas em C; U C, - e. Portanto, C satisfaz a propriedade (C3),
C3Z C; U Cy- e. Logo C é a familia dos circuitos de um Matréide sobre E. O

Assim, um ciclo € uma sequéncia alternada de arestas e vértices, de um

grafo G, formando um ciclo fechado.

Definicao 2.1.3 Dois Matréides M; e M, sao isomorfos, escreve-se M; = M,, se
existir uma bijecdo (correspondente a injetiva e sobrejetiva) 1 de E(M;) para E(M.)

tal que para todo X c E(My), Y (x) é independente em M, se, e somente se, X é

independente em M,

Figura 1. O ciclo é um grafo que satisfaz o circuito eliminatério do axioma (C3).

FONTE: Oxley, 1992.
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Nesta Proposi¢éo 2.1.3 observamos que um ciclo grafico é fechado.

Matréides construidos através das arestas de um determinado grafo H, com
o grafo G, denomina-se Matroide-ciclo e denotado por M(H).

Um Matroide que é isomorfo a um Matrdide-ciclo originado de um grafo G é
denominado grafico. Denotaremos este Matréide por M(G). Podemos concluir, pela
proposicédo acima, que € um subconjunto X de arestas de G €& um conjunto
independente em M(G) se, somente se, X ndo contém nenhum conjunto de arestas
de ciclos, ou equivalentemente, o subgrafo (é o subconjunto de arestas e vértices do
grafo original) induzido G[X] pelas arestas de X é uma floresta (ndo contém
circuitos).

Exemplo 2.1.2 Seja G o grafo na Fig (2), e seja M = M(G). Entdo E(M) = {es,
€ €3 €4 €51 € C (M) ={{es}, {er es} { €1 €2 €5} { €2 e4 €5 }}. Comparando M com o
Matréide M[A] no Exemplo 2.1.1. Uma bijecdo ) de {1, 2, 3, 4, 5} para {es, e, e3 ey,
es} € definida por (i) = e . Um conjunto X é um circuito em M[A] se, e somente se,

P (x) € um circuito em M. Equivalentemente, um conjunto Y é independente em M[A]

se Y(Y) é independente em M. Assim, os Matroides M[A] e M tém a mesma
estrutura, ou seja, sado isomorfos.

Por exemplo, o Matréide M [A] no Exemplo 2.1.2 é grafico. Se M é isomorfo
ao Matrdide vetorial da matriz A sobre um corpo F entdo M é dito representavel.

Nesse caso, A é uma representacao para M sobre F ou F — representavel para M.

Figura 2. Este Matréide ciclo grafico é isomorfo a M[A].

FONTE: Oxley, 1992.
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Na Fig (2), olago e3é o par {e4 e}, s&o arestas paralelas do circuito M (G).
Chamamos a um elemento e um ciclo de um Matroide arbitrario M, se {e} é

um circuito de M, mas se f e g sdo elementos de M tal que {f, g} € um circuito, entéo
f e g se diz paralelo em M. Uma classe paralela de M é um subconjunto maximal X
de E(M) tal que quaisquer dois membros distintos de X sdo paralelos e né&o
membros de X é um ciclo. Uma classe paralela é trivial se esta contém somente um
elemento. Se M nao contém ciclos e ndo é uma classe trivial € chamado de um
Matréide simples ou geometria combinatoria.

Sabe-se que um Matréide M pode ser especificado por sua colegcao de
conjuntos independentes ou pela sua colegao de circuitos. Veremos, na segao
seguinte, que M também podera ser determinado por sua colecédo de conjuntos

independentes maximais de um Matrdide.

2.2. BASE

Nesta secdo estudaremos as bases de um Matrbéide, mostrando que esses

conjuntos contém muito em comum com o conceito de base de um espago vetorial.

Definicao 2.2.1 Seja (E, J) um Matréide M. Um conjunto independente maximal, ou

seja, um conjunto independente tal que, qualquer elemento adicionado a este faz

com que o0 novo conjunto se torne dependente, € denominado base de M. O
conjunto de todas as bases de M sera denotado por B.

Como um exemplo, o conjunto B do Exemplo 2.1.1 é dado por B = {{1,2},

{1,5}, {2,4}, {2,5}, {4,5}}. Observe que todas as bases possuem a mesma

cardinalidade. Esse fato € demonstrado a seguir.

Teorema. 2.2.1 De fato, sejam B, e B, bases de um Matréide M. Entao |1B4l = |Bal.

Demonstracéo: Sejam B, e B, bases de um Matroide M. Entao, por definicao

de base, Bs e B, € J. Suponha por absurdo que |B4l # IB;l; entdo, sem perda de
generalidade, podemos supor que 1B4l < IB,1. Por (13), existe um elemento e de B, —

B tal que BsU {e} € J. Logo, B;nao é conjunto independente maximal, um absurdo.
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Portanto, 1B4l > 1B, |. Analogamente, segue-se que 1Bl > |B4l. Portanto, 1B4l = IB2l,
como requerido. O
Todas as bases de uma matréide M contém o mesmo ndmero de elementos.

E tem a mesma cardinalidade, isto € sdo equicardinais.
Denotamos por B ou B(M) a colegéo de bases de um Matréide M. Em que

o proximo resultado descreve algumas propriedades das bases B.

Lema 2.2.1 Se M é um Matroide e B é a colecdo de bases de M, entdo B satisfaz as
seguintes propriedades:
(B1) B é nao vazio.
(B2) Se By, B, sdo membros de B, e x € B; — By, entdo existe um elemento y € B,
— By, tal que (B7— x) U {y} € B.

Demonstracdo: (B1) Como @ € J por (I1) entdo J contém pelo menos um
conjunto independente maximal, i.e., B é nao vazio.
(B2) Sejam B4, B, € B. De fato, IB/l = 1B, 1. Seja x € B; - B, Como B; — x < By
€ J, segue-se por (12) que B - x € J. Observe que tanto B; - x e B, sdo conjuntos
independentes tal que |Bs- xl <I1B;1. Por (I3), existe y € B> - (By - x) tal que Bs;=(B+
- x) U {y} € J. Como Bsé independente, existe um conjunto independente maximal
B* que contém Bs. Como |(Bs — x) U {y} | = |B4|, de fato, sabemos que |B3| = |B*|.
Portanto, (B7 - x) U {y} € B é uma base de M. O

A condicdo (B2) é uma das propriedades de troca de bases satisfeitas por
Matrodides.

Agora, demonstraremos que (B1) e (B2) caracterizam as bases de um
Matrdide.

Considere o Lema seguinte, o qual sera usado e o Lema do préoximo

Teorema.

Teorema. 2.2.2 Seja E um conjunto finito e B é uma colegdo de subconjuntos de E
que satisfaz (B1) e (B2). Seja J uma colegéo de subconjuntos de E que esta contido

em algum membro de B. Entéo (E, J) € um Matréide tendo B como sua colegdo de

bases.
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Demonstragdo: Mostremos primeiramente que (E, 7) € um Matréide. Como a
familia B é n&o vazia, existe B € B e @ c B. Assim, por hipétese, ® € J, donde
(11) é satisfeita. Para provar (I12), seja | € J entdo existe um elemento B de B, tal
que /lc B. AssimI'c/ entaioI'c B, I'e 7.

Para mostrar que J satisfaz (I3) provaremos a seguinte afirmagao.

Lema 2.2.2 Os membros de B sao equicardinais.

Demonstragdo: Suponha que B; e B, sejam membros distintos de B tais que
IB4sl > 1B, | e, além disso, I1B; - B> | seja minima. Claramente B; - B, # @. Assim
escolha x € By - By; pela propriedade (B2) existe y € B, — By tal que (B1- x) U {y} €
B. Como |[(B1-x) Uy| = IBsl >1Bl e |(B1- x) U {y}) - By| < |Bs - Bjl, obtém-se uma
contradicao, pois |Bs- B2l € minima.

Agora, demonstraremos que (I3) ndo valha para J. Entao existem /4 e />
membros de J tais que, |/1] < |I;] e para todo e € I, — 1, o conjunto /4 U {e} néo
pertence a J. Por hipdtese, existem elementos B; e B, de B tais que /1 € B; e
I € Bo.

Suponha que o conjunto B; seja escolhido de forma que |B,— (I, U By)| seja
minima. Note que, pela escolha de /1 e I, temos.

lo—Bi=1—1I (1)

De fato, ainclusdo I, — B; < I, — I, é Gbvia e se existe x € (I — /1) N Byentao
l;U xS Bjeassiml; Ux € J,isso contradiz a escolha de /1 e /,. Agora suponha que
B, - (I U By) é nao vazio e escolha um elemento x neste conjunto. Pela propriedade
(B2) existe um elemento y € B; - B, tal que (B2 - x) U {y} € B. Mas|((B2- x) U {y}) —
(I UBy)| <] (B2- (I2u By)] e isto contradiz a escolha de B..

Logo, temos que B, - (I, U B¢) é vazia e assim B, - By = I, - B;. Como de (1)
I— Bs= I, — I; temos que:

By-Bi=13-14 (1.1)

Vamos mostrar que By - (/1 U By) é vazia. Se nao, entdo existe elemento x
neste conjunto e um elemento y em B, - B; tal que (Bs- x) u{y} € B. Agora I;Uy <
(B1- x) U y e, portanto /1 u{y} € J. Como B,- B;=1,-1,de (1.1) temos que y €

I, - 11 e chegamos a uma contradicdo com a hipotese que (13) é falsa. Concluimos
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que B;- (lI1U By) é vazia e disto temos que Bs — B, = I; - B,. Note que o conjunto
I1 - Byesta contido em /1 - ;e da ultima igualdade segue que

Bi-B,cli—1; (1.2)

Sabemos que |B4| =|Bal, disto temos que |Bs - Bl = IB; - B4l. Portanto por

(1.1) e (1.2), |l1 - Io|=|lz - I4], assim |l4{]=]l2]. Chegamos a uma contradigao.

Concluimos que (E, 7) € um Matréide e por construgdo a familia B é conjunto de

bases deste Matroide. O
Ao combinar o Teorema 2.2.1 com o Lema 2.2.1 e as observagdes que o

procedem, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.2.1 Seja B uma familia de subconjuntos de E. Entdo B é a colecdo de
bases de um Matréide sobre E se, e somente se, satisfaz as seguintes condigdes:
(B1) B é nao vazio.

(B2) Se By, B, sdo membros de B, e x € B; — By, entdo existe um elemento y de

B, — By, tal que (B —x) U {y} € B.

Corolario 2.2.2 Seja B uma base de um Matroide M. Se e € E - Bentdo B U ¢
contém um unico circuito C(e, B). Além disso, e € C (e, B).
Demonstragdo: Seja e € E - B, entdo B U e é dependente, assim existe um
circuito Cc B U e. Devemos ter e € C, pois se e & C teriamos C c B, um absurdo.
Unicidade: Supor C1 #C, c B U e; sabemos que e € Cy n Cy. Por (C3),

existe C3 c (C; U C2;—e) C B, um absurdo. O

Exemplo 2.2.1 Sejam m e n inteiros ndo negativos tal que m < n. Seja E um
conjunto com n elementos e B uma colecdo de subconjuntos de E contendo m

elementos. Entdo B é o conjunto de bases de um Matréide E. Denotaremos este

Matréide por Un,, » € o denominaremos Matrdide uniforme de rank m em um conjunto

de n elementos. Claramente.
IJ(Unm, n) ={X S E: |X| < m}.
CUnn)={@dsem=neXcE:|l|<m}.
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Demonstracdo: Seja E = {as,..., ay e m < n, B ={B c E: |Bl =m} e
J={lcE: || <m)
(11)@ € 7, pois |@| <m.
(I12) Supor /€7, isto é, ||| <m.Se I'c |, entdo |[I'| < |l| <m. Entdo |I'| <m, ou seja,
I' e].
(I3) Supor 14, I € J com |l4] < |I5]. Entéo |ls] <m-1 e |l;] <m. Entdo 3 e € I,- I, tal

que |I; U {e}| <m, donde /; U {e} € 7. O

Em um Matroide M, como foi especificado a relagdo entre B(M) e J(M) e entre J(M)
e C(M) diretamente notamos que B(M) é a colegdo maximal de subconjuntos de E
que nao contém nenhum membro de C(M), enquanto C(M) é a colegédo de conjuntos

minimais que ndo estdo contidos em nenhum membro de B(M).

A seguir, investigaremos quais as bases de um Matrdide grafico e de
Matroides representaveis.

Seja G um grafo. Observamos anteriormente que um subconjunto X de E(G)
€ independente em M(G) exatamente quando G [X], que é o subgrafo de G induzido
por X, € uma floresta. Assim, X € uma base de M(G) precisamente quando G[X] é
uma floresta e, para todo e & X, G[X U e] contém um ciclo. Segue que quando o
grafo G é conexo, X é uma base de M(G) se, e somente se, para cada componente
H de G tendo pelo menos uma aresta nao ciclo, H [Xn E(H)] é uma arvore geradora
de H (uma arvore T, é denominada arvore geradora de um grafo G, se T € um

subgrafo de G possui todos os vértices de G ).

Definicdo 2.2.2 Seja X um subconjunto ndo vazio de E(G), entdo G[X] € o subgrafo
de G induzido por X, que contém X como conjunto de arestas e o conjunto de pontos

finais de arestas em X, como o conjunto de vértices.

Exemplo 2.2.2 Considere o grafo G; e G, na Fig (3), cada um tem um conjunto de
arestas {1,2,3,4,5}. Além disso, cada um dos M(G,) e M(G,) tém {2,3,4,5} como sua
Unica base. Assim M(G¢) = M(G2), embora claramente (G/) % (G>).
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Figura 3. Dois grafos ndo isomorfos com ciclo Matroides iguais.

FONTE: Oxley, 1992.

Proposicao 2.2.1. Seja M um Matroide gréafico. Entdo M = M(G) para algum grafo
conexo G.

Demonstracdo: Como M é grafico, M= M(H) para algum grafo H. Se H é
conexo o resultado esta demonstrado. Se nao, suponhamos que Hy, H,..., H, sdo as
componentes conexas de H. Para cada iem {1, 2,..., n} escolhemos um vértice v;em
H; e formamos um novo grafo G por vy, va,..., v, identificando como um vértice unico.
Claramente E(H) = E (G) e G é conexo. 0

Destacamos que na demonstracdo anterior, o ponto chave sobre a forma
como Hy, Ha,..., H, foram unidos é que nenhum ciclo novo foi formado. De fato, esta
condic¢ao garante que o ciclo Matroide do grafo resultante é isomorfo a M(H).

Com relagao aos Matréides representaveis, seja A uma matriz m x n sobre
um corpo F. As colunas de A geram subespagos W de V(m, F) de dimenséao r < 2.
Se H é um subconjunto das colunas rotuladas de A, entdo B € uma base de M[A] se,

e somente se, |B| = r e as colunas rotuladas por B formam uma base para W.
Exemplo 2.2.3 Considere A a matriz.
1 2 3 4
_(1 0 1 1
A= (0 11 —1)’

sobre GF (3), o corpo com 3 elementos (-1,0,1). Neste caso dim W = 2 e as bases

de M[A] séo todos os subconjuntos de 2 elementos de {1,2,3,4}. Assim M[A]= U, .
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Portanto, U»4 € ternario, isto €, U4 é representavel sobre GF (3). Ou seja, GF (q),

€ o corpo de Galois de g elementos.

Definicao 2.2.3 Um Matréide binario € um Matréide que € representavel sobre
GF (2).

Definigdo 2.2.4 Um Matroide regular € um Matréide que pode ser representavel por
uma matriz totalmente unimodular, i.e, uma matriz sobre R para qual cada submatriz

quadrada tem determinante 0, 1 ou -1.

O Matréide U, 4 que tem como conjunto de base E = {1,2,3,4} e cuja colegao
de conjuntos independentes é formado pelos subconjuntos de E que tem 2 ou
menos elementos ou seja, U,4 = {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4},
{3,4}}.Mostremos que U4 néo é binario.

Demonstragdo: Suponha que U, 4 seja representado por uma matriz A e que
as colunas do espaco vetorial de A seja de dimensao 2. Entdo, o maior conjunto de
independentes, sao os vetores v4 = (0,1) e vo = (1,0). Como sao quatro colunas, os
outros dois vetores sao conjuntos dependentes, ja que, ndo existe quatro vetores
diferentes com os elementos 0 e 1 e que seja conjuntos independentes. Concluimos
gue nao existe uma matriz A que seja representada por U,4 sobre GF (2). Portanto,

U4 ndo € binario. O

2.3 FUNCAO RANK

Um Matréide pode ser definido de diversas maneiras diferentes, todas
equivalentes. Como ja vimos anteriormente, um dos modos de se definir Matréides é
por meio de conjuntos independentes. Outra maneira interessante de se definir
Matréides é mediante a funcao rank.

A principal ideia da funcado rank é generalizar a nogao de dimensao e de
conjuntos geradores de um dado espaco vetorial definido num corpo. Nesta secéo,

vamos definir o conceito de Matréide baseado na funcao rank.
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Definigao 2.3.1 Seja M o Matréide (E, J) e suponhaque XS E. SejaJ | X={lc X: |
€ J}. Entao é facil verificar que o par (X, J | X) € um Matroide. Denotaremos por M| X

ou M\ (E — X) esse Matréide restrigdo de M para X ou inclusdo de E — X de M.

Note que C (M|X) ={C € X : C € C (M)}, pois todos os subconjuntos de C
(M|X) satisfazem claramente as condigbes (C1), (C2) e (C3) do Corolario 2.1.1.
Como M| X é um Matrdide, e de fato, |Bs| = |B2| implica que todas as suas

bases séo equicardinais.

Definigdo 2.3.2 Seja (X, 7 | X) um Matréide. Para cada X € 25, definimos o rank de
X, denotado por r(X), como sendo o numero de elementos de uma base B de M| X

(B é dita uma base de X). A funcdo rank r é uma funcdo r: 25 - Z* U{0} que, a

cada X € 2F associa um nimero inteiro nao negativo r (X).

Lema 2.3.1 Seja (X, 7 | X) um Matrdide. A funcdo rank r : 25 - Z* U {0} satisfaz as
seguintes propriedades:
(R1)Se XS E, entdao 0 < r (X) < |X|.
(R2) Se X< YC E, entdao r (X) < r(Y).
(R3) Se X e Y sao subconjuntos de E, entao.
rXuY)+r(XnyY)<rX)+r(v).

Demonstracéo: As demonstragdes das propriedades (R1) e (R2) séo diretas.
Para provar (R3), seja By,y Uma base para XNY. Entdo By, € um conjunto
independente em M|(X U Y), donde esta contido numa base By,, desse Matroide.
Sabemos que By,y NX e By,yNY séo independentes em M|X e M|Y,
respectivamente. Portanto, |By,y N X] <r (X) e |Bxyy N Y| < r(Y).
Assim, r (X) + r (Y) = |Bxyy N X]| + |Bxyy N Y |. Utilizando a propriedade n (AU B) + n
(AN B) = n(A) + n(B), segue-se que |Bxyy N X| + [Bxyy N Y |= [(Bxyy N X) U (Bxuy N
Y) | + |(Bxuyr N X) N (Bxuy N Y)|= |Bxuy N (X U Y) | +|(Bxyy N XN Y)|, em que, na
ultima equacao utilizamos o fato de que An (B UC) = (An B) U(AN C). Mas Byyy N
(X UY)=Bxuy € Bxuy N XN Y = Byny , donde
r(X)+r(Y) =|Bxyy | + |Bxnyl
r(X)+r(Y)=r(X UY)+r(XnY), como requerido. O
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Observacao 2.3.1 Note que (R3) & correspondente a identidade dim (V + W) +
dim (Vn W) = dimV + dimW que vale para subespacos V e W de um dado espacgo
vetorial U, em que V + W consiste em todos os vetores v+ w, talque ve Ve w € W.

A desigualdade (R3) é conhecida como semimodularidade ou submodularidade.

O teorema apresentado a seguir, € uma espécie de reciproca do Lema 2.3.1.
Mais precisamente, o resultado estabelece que se uma fungdo r : 25 - Z* U {0}
satisfaz as condigbes (R1), (R2) e (R3), entdo r origina um Matréide cuja fungéo rank

rm € a propria r, ou seja, rm = r.

Teorema 2.3.1 Seja E # @ um conjunto e r uma fungdo que mapeia 2 em um
conjunto de inteiros ndo negativos e que satisfaz (R1) — (R3). Seja J uma colegéo de

subconjuntos X de E para qual r(X) = |X|. Entdo (E, J) € um Matréide tendo

r: 25 > Z* U {0} como sua funcdo rank.

A demonstragio do teorema utiliza o seguinte resultado.

Lema 2.3.2 Seja E um conjunto, r uma fungéo sobre 2F satisfazendo (R2) e (R3). Se
X e Y sao subconjuntos de E tal que para todo y em Y — X, r (X Uy) = r (X) entdo
r(Xuy)=r(X.

Demonstracéo: Seja Y — X = {y1, V¥2,..., Yx}- Iremos demonstrar por indugéo
em k. Se k =1, o resultado é imediato, ou seja, Y- X={y;}er (X uY)=r((X).
Suponha que o resultado seja valido para k = n (HI). Devemos provar que P(n)
implica P(n+1). Entdo, assumimos por hipotese de inducéo e (R3).
r(X)+r(X)=r(Xulys, ya.... Yo} + r(XU ynyq) 2 r(XU{ys, yo,..., Ya)t r (XU ynsr) +
r (XU {ys, 2.y} ) N 1 (XU Yper))
=r(X U{ys, yo..., Yar1} + r (X).
>r (X) + r (X), em que a ultima desigualdade segue por (R2). Como a primeira e a

ultima linha sao iguais, segue-se que r (X U {y1, ¥2,..., Yn+1}) = I (X). 0
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Demonstragcdo do Teorema 2.3.1. Por (R1), 0 < r (@) < r |@|, entdo
r(@)=|0| e ® € J. Assim, J satisfaz (I1). Agora suponha que / € J e I' € |. Entdo
r(l)=]l|. Por (R3),
r('v(I=I"Y+r(I'n(I-1I")<r{")+r(I-1")isto &,

rih+r(@)<rI")+r(I-1") (1)
Mas r (I) = |l| e r (@) = 0. Além disso, por (R2), r(I' )< |I'|er(I-1") < || -I'].
Portanto, por (1) obtemos ||| <r(I")+r(I=1") <|I'|+|I=-1"|=|I].

Como a primeira e a Ultima equagbes sdo iguais, segue-se que r (I) = |1
donde I' € J.

Para provar que J satisfaz (I3), iremos assumir o contrario: sejam I, e I,
membros de / que |/4] < |I2] e suponha que para todo e em [, — I; implique que
I;U{e} €& J.Entéo, para todo e, tem-se que r (/1 U {e}) # |l U {e}|. Assim, por (R1),
(R2) e o fato de que I, € J segue-se que para todo e, |l1| + 1>r(l;u{e}) =r(l1) =
|l1], donde, r (11 U {e}) = |14].

Agora, aplicando o Lema 2.3.2 com X =1/l;e Y= I, temos que r (I1) =r (1 U
I2). Mas, |l1]| =r(l1)er (I Ul =r(l)=|b, logo |l{] = |2, uma contradi¢do.
Portanto, J satisfaz (13), e assim (E, ) € um Matroide.

Falta mostrar que r é a funcdo rank r,, de M. Suponha que XS E. Se X € J
entado r (X) = |X] e, como X é uma base de M |X, segue-se que ry (X) = |X|. Assim, se
X € J e seja B uma base para M |X. Entao rp, (X) = |B|. Além disso, B U {x} € J para
todo x em X — B. Assim, |B|=r(B) <r(BU x) <|B U x|, dai r (BU x) = r (B). Pelo
Lema 2.3.2 segue que r (BU x) =r (B), que é r (X) =r (B) = |B|. Assimse X & 7,
entao r (X) = rp (X). Podemos concluir que r = ry,. 0

O seguinte corolario é a combinacao do Teorema 2.3.1 e do Lema 2.3.1.

Corolario 2.3.1 Seja E um conjunto finito. Uma fungdo r : 25 - Z* u{0} é uma
funcao rank de um Matréide E se, e somente se, r satisfaz as seguintes condicoes:
(R1)Se XS E, entdao 0 < r (X) < |X|.

(R2)Se XS YC E,entaor (X) < r(Y)

(R3) Se X e Y sao subconjuntos de E, entdo r (XU Y) +r(XnY) <r(X)+ r(Y).
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Conjuntos independentes, bases e circuitos sdo caracterizados em termos

da fungdo rank como mostra a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.3.1 Seja M um Matréide com fungdo rank r e suponha que X € E.
Entdo as seguintes afirmag¢des sdo validas.

(i) X é independente se, somente se, |X]| = r (X)

(ii) X € uma base se, somente se, [X| =r (X) =r (M)

(iif) X € um circuito se, e somente se, X € n&o vazio e para todo x € X r (X —x) =

IX]-1=r(X).

Agora especificaremos a fungao rank para a classe de Matrdides uniformes,
representavel e grafico. Em cada caso suponhamos que X € E(M). Se M = Up,n
entdo claramente

00=(e 1 = .

Se M =M [A] onde A € uma matriz m x n sobre o corpo F, entao, claramente,
r (X) é o rank de As, e 0 m x | X | submatrix de A constituida pelas colunas de A que
sdo rotuladas por membros de X. Equivalentemente, r (X) é igual a dimensao do
subespacgo de V (m, F) que é abrangido pelas colunas de A;.

Seja M = M(G), onde G é um grafo e V (T) numero de vértices.
Primeiramente determinaremos r (M). Suponhamos inicialmente que G seja conexo;
entdo uma base de G € um conjunto de arestas de uma arvore geradora em G.
Utilizando-se indugdo matematica, pode-se facilmente demonstrar que, para uma
arvore T vale |V (T)| = |E (T)| + 1. Portanto, se G é conexo, entao
231. r(M)=|V(G)| -1

Estendendo-se 2.3.1, tem-se que se G tem w (G) componentes conexas,
entéo
2.3.2.r(M) = |V (G)| X])| - W(G).

Segue que se X € E (G), entao
2.3.3. r(X)=|V(G)| X])| - W(G|X)).
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Exemplo 2.3.1 Seja M = M(G), em que G ¢ o grafo da Fig. 4 (a). Entdo, como G é
conexo, r (M) = [V (G)] - 1 = 4. Se X = {4,5,6,7,8}, entdo uma base para M(G) é
{4,5,6}, assim r ({4,5,6,7,8}) = 3. Equivalentemente, podemos ver na Figura 4 (b),
que |V(GI[X])|=4ew(G[X])=1.Assimpor 2.3.3, conclui-se que r (X) =3. Se Y
={1,3,7} entdo |V(G[Y]|=4ew (G[Y]) = 2; assimr (Y)= 2. Finalmente, se Z =
{1,2} entdo r(z) =0 porque @ & uma base para M |Z. 0

Figura 4. (a) Um grafo de G, (b) Um subgrafo induzido de aresta G [X] de G.

(a) (b)

FONTE: Oxley, 1992.

Proposicao 2.3.2 Um Matr6ide M é uniforme, se, e somente se, M nao tem circuitos
de tamanho inferior a r (M) + 1.

Demonstracéo: Segue diretamente da definicdo de Matroide uniforme.

Definigao 2.3.3 Diz-se que um Matroide M é paving se 0 mesmo nao possui circuito

de tamanho menor que r (M).

Assim, a classe dos Matroides uniformes esta contida na classe de
Matréides paving. Entretanto, existem Matroides paving que nao sao uniformes. Um
exemplo é o Matréide M(Ky).

A proposicdo seguinte caracteriza Matroides paving em termos de sua

colecédo de circuitos.
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Proposicao 2.3.3 Seja D uma colegdo de subconjuntos ndo vazios de um conjunto
E. Entdo D é o conjunto de circuitos de um Matréide paving de rank-r em E se, e
somente se, para algum inteiro positivo k, ha uma particao (D', D") de D tal

(i) Cada membro de D’ possui k elementos e, se dois membros distintos D; e D, de
D’ tém k - 1 elementos comuns, entdo cada subconjunto de k elementos de D; U D,
estaemD’; e

(ii) D" consiste em todos os subconjuntos de (k + 1) elementos de E que n&o contém

nenhum membro de D .

2.4 OPERADOR FECHO

Um dos principais resultados desta secédo caracterizara os Matrdides em

termos de seus respectivos operadores fecho.

Em um espaco vetorial V, o vetor v pertence ao espago gerado por {vy, vz,
...Vm} se 0 subespacgo gerado por {vs, Vo, ...Vm} € por {vy, V2, ...Vm, V} possuem a
mesma dimensdo. Isso motiva a seguinte definicdo de operador fecho de um

Matroéide.

Definicdo 2.4.1 Seja M um Matréide arbitrario tendo E como seu conjunto

fundamental e r a funcdo rank de M. Seja ¢/ uma aplicacdo cf : 25 - 25 definida
para todo X € E como sendo ¢/ (X) ={x € E : r (XU x) = r (X)}. Esta aplicagao é

denominada operador fecho de M.

Exemplo 2.4.1 Considerando o Matréide construido no Exemplo 2.3.1, note que
cl (9)={1,2}, c/ ({1,3,5}) ={1,2,3,5} ecl({4,5,6})={1,2,45,6,7,8}.

Veremos, a seguir, algumas das principais propriedades basicas do

operador fecho.

Lema 2.4.1 O operador fecho de um Matrdide sobre o conjunto E tem as seguintes
propriedades:
(CL1) Se X c E, entdao X c cl(X).
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(CL2) Se X< Y c E, entao cl (X) < cl(Y).
(CL3) Se X c E, entao cl(cl(X)) = cl(X).
(CL4)Se XS E, xe€ Eey € cl(XUx)—cl(X), entdo x € cl(X U y).

Demonstracédo: O fato de que o operador fecho satisfaz (CL1) € imediato
pela definicdo, pois, se x € X entdo r (X U x) = r (X), donde X c cl/(X). Para provar
(CL2), supor que X € Ye x € cl(X)— X. Entdo r (XU x) = r (x). Assim, se By & a base
de X, entdo By é a base de XU x. Portanto YU x tem uma base By, que contém By
mas, nao contém x. Como By, também deve ser uma base de Y, segue se que r (Y
U X) = |Byux| = r (Y) e, por conseguinte, x € cl(Y).

Para provar (CL3), note que por (CL1), cl(X)< cl(cl(X)). Agora, para
estabelecer a inclusdo inversa, escolhnemos x em cl(c/(X)). Entdo r (cl(X)U x) =
r (cl(X)). Mas, para todo y em cl(X) — X, r (X Uy) = r (X). Assim, pelo Lema 2.3.3,
r (X) = r (X u(clX) — X)) = r(cl(X)). Daqui r (cI(X) U x) = r (X). Mas por (R2),
r(cX)ux) = r (XuUx) = r (x). Portanto, cl(x). Logo cl(cl(X)) < cl(X) e (CL3) esta
demonstrado.

Para provar (CL4), utilizaremos o resultado a seguir.

Lema24.2Se XcCEex€EE entaor(X)<r(Xux)<r(X)+1.

Demonstracéo: Seja By uma base de X. Também By ou B, U x € uma base de
XUxeassimr(Xux)éigualar(X)our(X)+1. 0

Agora, suponha que y € cl/(X U x) — cl(X). Entdo r (XUxUy) =r (XUx) e
r (XU y) # r (X). Partindo da ultima inequagéo e pelo Lema 2.4.2, podemos deduzir
quer(Xuy)=r(X)+1.Assim,r(X)+1=r(Xuy)<r(Xuyux)=r(Xux)<r(X)+
1,eentdor (Xuyux)=r(XUy), donde x € ¢/ (XU y), como requerido. 0

As condi¢cdes (CL1) - (CL4) caracterizam as aplicagbes que podem ser
operadores fecho de Matréides. As vezes (CL4) é referido como o Mac Lane-Steinitz

exchange property propriedade de troca de MLS.

Teorema 2.4.1 Seja E um conjunto e ¢/ uma aplicacdo ¢/ :25 — 2F satisfazendo
(CL1) - (CL4). Sejad ={X<S E: x & cl(X - x) para todo x em X }. Entdo (E, 7) € um

Matroide em que cl é sua respectiva aplicagao fecho.
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Demonstracdo: Evidentemente @ € J, assim 7 satisfaz (11). Suponhaque | € Je I
C /. Se x € I', entdo x € | assim x & cl(l — x). Por (CL2), cl(l — x) contém cl(I' — x),
entdo x & cl(I'— x) e, por conseguinte I' € J. Assim J satisfaz (12).

Para o restante da demonstracéo utilizaremos o seguinte resultado.

Lema 2.4.3 Suponha X € E e x € E. Se X esta em J, mas X U x ndo esta, entdo x €

cl(X).

Demonstracdo: Como X U x &€ J, existe um elemento y de XU x tal que y €
cl((XU x) —y). Se y = x, entdo o lema é valido. Se y # x, entdo (XU Xx) -y =(X—-y) U
xey € cl((X-y) U x)—cl(X-y). Portanto, por (CL4) x € cl((X — y) U y) = cl(X). 0

Vamos provar que J satisfaz (13). Suponha que /; e I, sejam membros de J
tal que |l4] < |I2| e (13) falha para o par (/4, I2). Assuma, além disso, que entre todos

esses pares, |1 N 1| seja maximal. Escolher y em I, — I; e considerar I, — y. Assumir
que I; € cl(l; — y). Entao, por (CL2) e (CL3), cl(l;) € cl(l,—y). Como y & cl(l,—y), y &
cl(l1). Entdo pelo Lema 2.4.3, I; U y € J e assim (I3) vale para o par (/4, I2), uma
contradigdo. Concluimos entdo que I; € cl(l> — y) e assim para algum elemento t de
I1 ndo esta em cl(l> — y). Evidentemente, t € I, — [,. Além disso, pelo Lema 2.4.3
novamente, ([, — y)u t € J. Como |I; n ((I.— y)u t)] > |lI; n Iy, (I13) vale para o par
(I, (.= y) U t), isto é, para algum x em ((l>— y) U t) - I1, 0 conjunto /; U x € J. Mas x
€ I, — 14, assim (13) é satisfeito para o par (/4, I2). Isso completa a demonstragcao que
(E, 7) € um Matréide M.

Agora temos de verificar que c/ e o operador fecho clyy de M coincidem.

Suponha primeiro que x € cly (X) — X. Entao ry (X U x) = ry (X). Seja B uma base de
X.Entdo BE J e BU x & J; assim, pelo Lema 2.4.3, x € cl(B). Mas, por (CL2), c/(B)
c cl(X). Portanto, x € cl(X) e assim, cly (X) < cl(X). Para demonstrar a desigualdade
inversa, suponha que x esta em c/(X) — (X). Seja B uma base para X. Entdo BU y &
J para algum y em X — B. Assim, pelo Lema 2.4.3, X < cl(B), donde cl(X) < cl(B).

Como X < cl(X), segue-se que x € cl(B). Entdo B U x & J, donde conclui-se que B é
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uma base para X U x e Iy (X U x) = |B| = ny (X). Daqui x € cly (X) e concluimos que

cl(X) c cly (X) e, por conseguinte que cl(X) = cly (X). 0

Podemos concluir que se, uma aplicacdo que satisfaz (CL1)-(CL4) se, e

somente se, € uma aplicacao fecho é considerado um Matrdide.

Corolario 2.4.1 Seja E um conjunto finito. A aplicacdo cl: 25 - 2F é operador fecho
de um Matroide sobre E se, e somente se, satisfaz as seguintes condigdes:

(CL1) Se X c E, entdo X c cl(X).

(CL2) Se X € YC E, entéo cl(X) < cl(Y).

(CL3) Se X c E, entéo cl(cl(X)) = cl(X).

(CL4)Se XS E,x€ E, ey € cl(XU x) - cl(X), entdo x € cl(XU y).

Se M é um Matréide e X € E(M), denotamos c/(X) como sendo o fecho ou

gerador de X em M, as vezes escreve-se como cly (X) se consideramos mais de um

Matréide. Alguns autores denotam c/(X) por X.

Definicdo 2.4.2 Se X = cl(X), entdo X é dito um conjunto fechado (flat) de M. Um
hiperplano de M é um conjunto fechado de rank r (M) — 1. Um subconjunto de X de
E(M) é um conjunto gerador de M se cl(X) = E(M).

Exemplo 2.4.2 Seja M = M(Ks) onde as arestas de Ks sao rotuladas na Figura 5.
Entdo M tem um Unico conjunto fechado de rank 0, ou seja @; M tem dez conjuntos
de fechados rank-1, as dez arestas de Ks. Os planos de rank-2 de M sao de dois
tipos: conjuntos de triangulos de arestas, dos quais ha dez; e pares de arestas nao
adjacentes, das quais ha quinze. Os flats ou hiperplanos de rank-3 também sao de
dois tipos: conjuntos de arestas de subgrafos de Ki;, dos quais existem cinco; e
conjunto de arestas de subgrafos isomorfos a unido disjunta de um K, e Kj, dos

quais ha dez. Finalmente, o unico flat de rank-4 é E (Ks). 0
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Figura 5. Ks

FONTE: Oxley, 1992.

A seguinte proposicdo mostra que as bases e hiperplanos sdo conjuntos
geradores e nao geradores, respectivamente. Para sua demonstragao, utilizaremos

0 seguinte lema.

Lema 2.4.4 Suponha que M seja um Matréide e X € E(M). Se x € cl(X), entao
cl(X U x) = cl(X).

Demonstragdo: Como Xc XU x entdo cl(X) c cl(XU x). Falta mostrar a
inclusao inversa. Supor que y pertenca a c/(XU x). Por definicdo, r (XuxuUy) =r
(X'U x). Mas como x € cl(X), segue-se que r (XU Xx) =r(X),ouseja, r(XUxUy)=r
(X). Como Xuyc Xuxuy,tem-sequer(X)<r(Xuy)<r(Xuxuy)=r(X),istoé,
r(Xuy)=r(X),donde y € a cl(X). Assim, c/(X U x) = cl(X). 0

Agora, estamos preparados para demonstrar a proposi¢ao dada a seguir.

Proposicao 2.4.1 Seja M um Matréide e X um subconjunto de E(M). Entao
(i) X € um conjunto gerador se, e somente se, r (X) = r (M).

(ii) X € uma base se, e somente se, esta € um conjunto gerador minimal; e
(iif) X € um hiperplano se, e somente se, € um conjunto maximal ndo gerador.

Demonstragcdo: Suponha que X seja um conjunto gerador de M. Entédo

cl(X) = E. Seja B uma base de X. Entdo para todo x em X — B, o conjunto BU x & J
(M). Assim, pelo Lema 2.4.3, x € cl(B). Daqui X < cl(B) e assim E = cl(X) < cl(B) <
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E. Portanto, para todo y em E — B, y € cl(B), assim, B U y & J. Portanto, B é uma
base de M, donde r (X) = |B| = r (M).
(i) Suponha que X seja um conjunto gerador minimal de M. Entao por (i), r (X) =
r (M). Além disso, para todo x em X, o conjunto X — x n&o é gerador e, pelo Lema
2.4.4, x & cl(X — x). Portanto, X € 7 (M). Como r (X) = r (M), segue-se que X é uma
base de M.

Mostraremos que r (E(M) — f) = r (E(M)) — 1. Suponha que exista uma base
B, tal que f & B. Observe que B < E(M) — f, logo cl(B) € E(M) — f, mas cl(B) = E(M) e
assim cl(E(M) — f) = E (M), absurdo, pois supusemos que E(M) — f é fechado e tal
base B n&o existe. Como f esta contido em todas as bases, segue que r (E(M)) —f) =
r (E (M)) — 1. Desta forma concluimos que r (M) — f &€ um hiperplano. 0

Deste resultado, deduzimos que se G € um grafo conexo, um subconjunto X
de E(G) é gerado em M(G) se, e somente se, X contém o conjunto de arestas de
uma arvore geradora G.

A seguir, relacionaremos o conceito de operador fecho com conjuntos

independentes, bases, conjuntos geradores e hiperplanos.

Proposicao 2.4.2 Seja M um Matréide e X um subconjunto de E(M). Entao:

(i) X é um circuito de M se, e somente se, X € um conjunto minimal com a
propriedade que, para todo x em X, x € c/(X — x).
(i) cl(X) = X U {x: M tem um circuito C tal que x € C € X U x}

Demonstragdo: O item (i) apenas reafirma o fato de que um circuito € um
conjunto dependente minimal. Para provar (ii), suponha primeiro que x € cl(X) — X.
Entdo r (XU x) = r (X). Portanto, se B € uma base de X, entdo B U x é dependente.
Assim, pelo Corolario 2.2.2, ha um circuito Ctalque x€ C< BU x. Daquixe Cc X
U x. Portanto, se existir tal circuito, pelo Item (i) e por (CL2), x € cl/(C - x) < cl(X),
donde (ii) é valida. 0

A seguir, provaremos que a condicao (C3) pode ser fortalecida do seguinte

modo:

Proposicao 2.4.3 Seja C um conjunto de circuitos de um Matréide M. Entao C

satisfaz a seguinte condigao:
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(C3) Se Cs e C, sdo membros de C, e € Cs n Cy e f € Cy - Cy, entdo existe um
membro C; de C tal que Cs< (C/ U Cy) — {e}.

Demonstragdo: Como e € cl(C, — {e}) e C; — e < (C; U C,) - {e,f}, o
elemento e estda em cl((C; U Cy) - {e, f}). Entéo, pelo Lema 2.4.4, c/((Cs U C>) -
fe,f})=cl((Csu Cy)—f). Mas fE cl(Cs—f) < cl((Cs U C) —f), e entdo f € cl((Cs U
C.) - {e, f}). Pela Proposicao 2.4.2 (ii), M tem um circuito C tal que f€ C <€ (C; U Cy)

— e, isto é, C satisfaz (C3). O

Corolario 2.4.2 Seja C uma colegdo de subconjuntos do conjunto E. Entdo C é o

conjunto de circuitos de um Matréide em E se, e somente se, C satisfaz (C1), (C2) e
(C3).

Vamos ver quais séo os flats e hiperplanos em alguns tipos especiais de
Matréides.

Em Up, os flats consistem de todos os conjuntos com menos de m
elementos junto com E(Un,). Os hiperplanos sdo os conjuntos com exatamente
m — 1 elemento. Se M = M[A], em que A € uma matriz m x n sobre o corpo F, entao
X é flat de M se, e somente se, existe um subespaco W de V(m, F) tal que X é o
conjunto dos rétulos do multiconjunto consistindo por essas colunas de A que séo
membros de W. Além disso, embora o subespago W posa ser escolhido para ter
dimensao r (X), é claro que, em geral, a interse¢cdo de um subespaco de V(m, F)
com o multiconjunto de colunas de A n&o precisa gerar o subespaco.

Se M = M[G] para algum grafo G, entdo, pela Proposicdo 2.4.2 (ii), um
subconjunto X de E(G) é flat em M se, e somente se, G nao contém nenhum ciclo C,
tal que X contenha todos exceto exatamente uma aresta C. Esta ultima é valida se, e
somente se, para algum numero inteiro positivo n, existe uma particao {Vy, V,..., Vy,}
de V(G) tal que X é a unido de conjunto de arestas de G[V/], G[V2],..., G [V,].

Proposicdao 2.4.4 Seja G um grafo. Entdo H € um hiperplano em M(G) se, e
somente se, E(G) — H € um conjunto minimal de arestas cuja remoc¢ao de G aumenta
0 numero de componentes conexas.

Demonstragdo: Seja E(G) — H um conjunto minimo de arestas cuja remogéao

de G aumenta o numero de componentes conexas. Entdo uma aresta e de G que
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nao esta em H junta duas componentes distintas G;e G, de G[H]. Além disso, cada
aresta de E(G) — H deve ligar G; e G,. Daqui HuU e gera M(G). Assim, H € um
conjunto gerador ndo maximal de M(G). Portanto, pela Proposi¢gédo 2.4.3(ii), H é um

hiperplano. O

Teorema 2.4.2 Seja E um conjunto finito. A fungéo r : 25 - Z* U {0} é a funcdo rank
de um Matroide sobre E se, e somente se, satisfaz as seguintes condigdes:
(R1) r (@) =0.
(R2) Se XC Eex€ Eentdo, r(X)<r(Xux)<r(X)+1.
(R3) Se X< E e xe ysdao membros de E tal que r (XU x) =r (XU y) =r(X), entdo
r(Xuxuy)=r(X).

No proximo capitulo, apresentaremos que um dual também é um Matrdide

sobre a mesma base.
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3. DUALIDADE

Nesta secgdo, definiremos o dual de um Matréide e mostraremos que este dual
também é um Matrdide sobre o mesmo conjunto base.

Uma das caracteristicas mais atraentes da teoria de Matrdides é a existéncia
da teoria de dualidade. Esta teoria, que foi introduzida por Whitney (1935), se
estende de forma natural para nogdo de ortogonalidade em espacgos vetoriais. A
teoria de Matrdides infinitos fornece ampla evidéncia do papel vital que a dualidade
desempenha na teoria de Matréide. No contexto infinito, ndo ha nenhuma teoria de
dualidade tendo a riqueza da teoria no contexto finito. Esta parece ser uma das
principais razdes pelas quais a atengdo € geralmente restrita ao caso finito, na
maioria dos desenvolvimentos de Matroides. No caso de Matroides infinitos foi
introduzido por Wesh (1976) e Oxley (1992).

3.1. AS DEFINICOES E PROPRIEDADES BASICAS.

Nesta secao, definimos o Matrdide dual, demonstrando que também é um
Matréide e estabelecemos algumas conexdes fundamentais entre Matréides e seus

duais.

Teorema 3.1.1 Seja M um Matréide e B¥(M) = {E(M) — B: B € B(M)}. Entao B* (M) é
o conjunto de bases de um Matroide em E(M).

A demonstracio deste teorema usara o seguinte resultado.

Lema 3.1.1 O conjunto B de bases de um Matréide M satisfaz a seguinte condigao:
(B2)* Se B; e B, estao em B e x € B; - By, entdo existe um elemento y de B; - B tal
que (Bs—y) U {x} € B.

Note que existe uma diferenca real de (B2)* e (B2), que ndo podem ser
conseguida simplesmente por mudancga de estilo.

Demonstragcdo do Lema 3.1.1. Pelo Corolario 2.2.2, B; U x contém um Uunico
circuito C(x, By). Note que C(x, Bs) — B2 € nao vazio, pois C(x, B;) € dependente e B,
€ independente. Seja y um elemento deste conjunto. Evidentemente, y € B - By,

Além disso, como (Bs — y) U x ndo contém C(x, B¢), (Bs — y) U x é independente.
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Como (Bs — ¥) U x possui a mesma cardinalidade de B; e é independente, este &

uma base. O

Demonstragdo do Teorema 3.1.1. Com B(M) é nao vazio, B*(M) também &
ndo vazio. Assim, B*(M) satisfaz (B1). Suponha que B;* e B,* sejam membros de
B*(M)e x € B;*- By*. Para i =1, 2, tomamos B; = E(M) — B;*. Ent&o B; € B(M) e B;* -
B>* = B, - By. Por (B2)*, como x € B, - By, existe um elemento y € By — By, tal que (B¢
—¥) U x € B(M). Disto segue que y € B,* - B;*e que E(M) — ((B1— y) U x) € B* (M).
Mas E(M) — ((B1—y) U x) = ((E(M) - By) — x) U y = (B1* - x) U y. Concluimos que B*
(M) satisfaz (B2). Entdo B*(M) é, de fato, o conjunto de bases de um Matréide em
E(M). O

O Matroide construido no teorema acima, cujo conjunto base € E(M) e cuja

familia de bases & B*(M), &€ denominado dual de M e é denotado por M* Assim,

B(M*) = B*(M). Além disso, é evidente que 3.1.1. (M*) *=M.

Exemplo 3.1.1 Considere o Matrdide uniforme U, , As bases deste Matrdide sao
todos subconjuntos de E com m elementos, em que |E| = n. Assim B* (Up,, n) consiste

de todos os subconjuntos de E com n — m elementos e entdo U*, n = Un—m, n.

O corolario a seguir mostra uma caracterizacdo de um Matréide em termos

de sua colecao de bases.

Corolario 3.1.1 Seja B uma colecao de subconjuntos do conjunto finito E. Entdo B
é a colecdo de bases de um Matréide em E se, e somente se, B satisfaz (B4) e
(B2)".

Demonstragdo: Se B é a colecdo de bases de um Matrdide, entdo, pelo
Corolario 2.2.1 e pelo Lema 3.1.1, B satisfaz (B1) e (B2)*. Agora suponha que B
satisfaz (B+) e (Bz)* e considere B’ = {E — B: B € B}. Claramente B’ satisfaz (B1) e
(By) assim, pelo Corolario 2.2.1, B’ é o conjunto de bases de um Matréide M em E.

Portanto, B é o conjunto de bases de um Matréide em E, a saber, M*. O
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Definigdo 3.1.1 Uma base de M* &€ denominada cobase de M. A mesma convengao
se aplica também aos subconjuntos de E (M*). Por exemplo, circuitos, hiperplanos,
conjuntos independentes e conjuntos geradores de M* sdo denominados cocircuitos,
cohiperplanos, conjuntos coindependentes e conjuntos cogeradores de M,

respectivamente.

O préximo resultado descreve algumas relagdes elementares entre esses

conjuntos.

Proposicao 3.1.1 Seja M um Matréide em um conjunto finito E e suponha X € E.
Entédo
(i) X é independente se, e somente se, E - X & cogerador.
(i) X é gerador se, e somente se, E - X &€ coindependente.
(iif) X & um hiperplano se, e somente se, E - X & cocircuito e
(iv) X é um circuito se, e somente se, E - X € um cohiperplano.
Demonstragdo: Seja X um conjunto independente de M. Entdo X c B para algum

elemento da base B de M. Portanto, E-BcE—-Xecl*(E-B) = Ec cl"(E- X) em

que cl* é o fecho em M* Se E — X é cohiperplano, entdo E — X > B* para algum
elemento da base B* de M* Isto significa que X c E — B* e X é um conjunto
independente. (ii) € deduzido pela aplicagéo (i) para M*. (iii) € obtido pelas seguintes
afirmacgdes equivalentes; a) X € um hiperplano de M. b) X é um conjunto ndo gerador

de M, mas X U y é gerador para todo y & X. c) E — X é dependente de M* mas,

(E — X) — y é independente em M* para todo y € E — X. d) E — X é um cocircuito de
M. (iv) é obtido pela aplicagao (iii) para M*. 0

Uma consequéncia do ultimo resultado é que se X & um circuito hiperplano
de um Matroide M, entdo E(M) — X é um circuito hiperplano de M*. Além disso, a

operacao relaxamento tem a seguinte propriedade.

Definicao 3.1.2 O Matréide M(E) € um relaxamento do Matréide N(E), se para algum
circuito- hiperplano H de N, o conjunto de bases de M € o conjunto de bases de N

unido com H. Neste caso, dizemos que M € obtido de relaxamento de H.
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Exemplo 3.1.2. Seja C um circuito hiperplano (ou seja, um circuito e um hiperplano)
de M, entdo ha também um Matréide M’ cujos conjuntos independentes sdo apenas
0s conjuntos independentes de M mais o conjunto C. Descreveremos que M' é
obtido a partir de M, com relaxamento de C. Por exemplo, para o Matréide (binario)
no conjunto {a, b, ¢, d} com circuitos {a, b}, {a, c, d}, {b, c, d}, entdo U,4 € obtido de
M, com relaxamento do circuito {a, b}. Este € um exemplo do relaxamento M’ de um

Matréide binario M.

Proposicao 3.1.2 Seja M’ obtido de M relaxamento o circuito hiperplano X de M,
entdo (M’)* pode ser obtido a partir de M* relaxamento o circuito hiperplano E (M) —
X de M*,

Demonstragdo: Como B(M’) = B(M) U {x}, temos B((M")*) = B(M*) u {E(M) -
X},e o resultado segue imediato. O
A proposicao 3.1.2 é ilustrada na figura 6. Os Matrdides na segunda fila sdo duais
daquela da primeira fila. Em ambas as linhas, cada uma dos quatros Matréides é
obtido a partir do seu antecessor, um relaxamento circuito hiperplano. Claramente
cada uma M (K4) w’®, Qs e Ps sdo isomorfos a seu dual, enquanto Us, s é igual a seu
dual. Nos seguintes Bondy e Welsh (1971) em chamar M, auto- dual se M= M* e

identificar auto- dual se M = M*,

Figura 6. Cinco Matréides e seus duais.

1 1
2 6 2 6 3
3 3 3 5
w3

M(K,)

2 2 2
4 6 4
6 o .5 g
MK ))* (W3)* B2

FONTE: Oxley, 1992
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Note, no entanto, que alguns autores reservam o termo "auto-dual" para
Matréides M, de modo que M =M *.

O Matréide M na Figura 7 € simples. Porém, ele ndo é dual de M *. Isto é
principalmente por causa da classe de Matroides simples ndo € fechada sob
dualidade entdo, o Matréide ndo é para os teoricos, em geral, uma limitacdo de
Matroide simples; a dualidade € uma parte importantissima da teoria dos Matroides.
Isso fornece um contraste entre a teoria do Matréide e a teoria de grafos, pois, neste
ultimo, muitos trabalhos se concentram exclusivamente em grafos simples.

Na Figura 7, o elemento 6 que € um lago de M* é um colago de M. Como 6
nao é uma base de M* esta em cada cobases de M* isso é, o elemento 6 esta em

todas as base de M.

Figura 7. Um simples Matréide com um n&o simples dual.

6

FONTE: Oxley, 1992.

Em geral, usamos asterisco para denotar a associacdo com o dual de um
dado Matréide. Assim, por exemplo, r* é a funcdo rank de M* e C* denota o

conjunto de circuitos de M*. Evidentemente, tem-se que r (M) + r* (M) = |E(M)).

Proposig¢ao 3.1.3 Para todo subconjunto X ¢ E de um Matréide M, tem-se que

r*(X) =X -r(M) +r (E - X).

A demonstracao disso seguira facilmente a partir do seguinte resultado.
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Lema 3.1.2 Sejam / e /* subconjuntos disjuntos de E(M) tais que / é independente e
I* é coindependente. Entdo M possui uma base B e uma cobase B* tais que | € B,
I* € B*, e B e B*sao disjuntas.

Demonstragdo: Em M |(E —I*), o conjunto / € independente. Portanto, contém
uma base desta restricdo. Assim r (B) = r (E —I*). Mas pela Proposigéao 3.1.1 (ii), E —
I* &€ gerador em M. Consequentemente, r (B) = r (M) e assim B é uma base de M.
Como /< Be I*c E - B, segue-se que B e E — B sao as requeridas base e cobase
de M. O

Demonstragdo da Proposi¢cao 3.1.3. Seja Bx* uma base para X em M* e
Be_ x uma base para E— X em M (ver a Figura 8). Entdo r™ (X) = [Bs e r (E—=X) =
|BE - x|. Sabemos que Bge - x € By* sdo independentes, respectivamente. Assim, pelo
Lema 3.1.2, conclui-se que M tem uma base B e uma cobase B* de modo que B
contenha Be_x , B* contenha B,*, e BN B,*= (). Como Be_x€ uma base para M |(E
— X), tem-se que B n (E — X) = Be_x. Igualmente, B* n X = B,*. Portanto, B = Be_x
U (B n X), assim |B n X|=|B| - |Be-x|. Segue que
IXI=[XnB[+|XNnBY=|B|-|Be-x|+ [B|= r (M)—r(E-X) +r*(X). O

Figura 8. Representacao da proposi¢ao 3.1.3

2l w

By

FONTE: Oxley, 1992.

A proposigao seguinte expressa uma conexao fundamental entre circuitos e

cocircuitos.

Proposicao 3.1.4 Se C é um circuito e C* é um cocircuito de um Matroide M, entao
|ICn CH#1.
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Demonstragdo: Suponha que |C n C* = 1, digamos C n C* = {e}; entao,
pelo Proposigédo 3.1.1, existe um hiperplano H tal que H = E(M) — C*. Portanto cl(H)
=H.Mas C-{e} cHee €Cc HU e. Assim, pela Proposigédo 2.4.2 segue-se que

e € cl(H) = H, uma absurdo, poise € C*e Hn C*= (. 0

Definicdo 3.1.3 Um clutter € uma colegcdo de conjuntos o0s quais ndo sao

subconjuntos préprios dos demais.

Existem diversos clutters que sao associados naturalmente com um Matréide, como

por exemplo, os conjuntos de bases, circuitos, hiperplanos, entre outros. Note que,

caso A seja um clutter de subconjuntos de um dado conjunto S, entdo o conjunto

A' dos complementares dos membros de A também é um clutter.

Definigao 3.1.4 Supor que A seja um clutter de subconjuntos de um dado conjunto
S. O blocker b(A) de A consiste de subconjuntos minimais de S que possuem

intersecdo ndo-vazia com cada membro de A.

E facil verificar que b(cA) é um clutter: de fato, se X, Y pertencem a b(A)
com X S Y. Como X possui intersegdo n&o vazia com cada membro de A e esta

contido propriamente em Y, entdo Y nZo seria minimal. Assim, de fato b(cA) é um

clutter. 0
Além disso, Edmonds e Fulkerson (1970) demostraram que clutters possui a

seguinte atraente propriedade.

Proposigdo 3.1.5 Se A € um clutterem S, entdo b(b(A)) = A.

Seja M um Matroide e B(M), C(M), H (M), B*(M), C*(M) e H*(M) clutters
para bases, circuitos, hiperplanos, cobases, cocircuitos e cohiperplanos de M,

respectivamente. Entdo as seguintes propriedades séo validas
3.1.2. B(M) = B*(M);
3.1.3. H(My =C*(M) e
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3.1.4. C(M) = H™*(M). Além disso, o cocircuito de M é conjunto minimal, contendo

intersecédo ndo vazia com muitas bases.

Proposigao 3.1.6 C*(M) = b(B(M).
Demonstracdo: As seguintes afirmagdes sdo equivalentes.
(i) C*eC*(M)
(i) E(M)-C*eH (M).
(i) E(M)— C*é um conjunto ndo gerador maximal de M.
(iv) E(M) - C*nao contém uma base de M, mas para todo x em C* E(M) — (C* - x)
nao contém uma base de M.

(v) C* atende a muitas bases de M, mas para todo x em C* C* - x evita alguma
base de M.

(Vi) C*€ b(B(M)).
Concluiremos que C*(M) = b(B(M*) e b(C*(M)) = B*(M*). Reescrevendo isso

em termos de M, obtemos o seguinte.

Corolario 3.1.2 C(M) = b(B*(M)) e b(C(M)) = B*(M).

O Corolario 3.1.2 é chamado o dual da Proposi¢ao 3.1.6. A primeira parte do
corolario afirma que os circuitos de M s&o os conjuntos minimais que tem intersecao
ndo vazia com cada cobase. E facil verificar que uma proposicdo é verdadeira se, e
somente se, a proposi¢cao dual também é verdadeira. Se uma proposi¢ao coincide
com sua dual entao tal proposigao € dita auto-dual. Um exemplo de proposigédo auto-

dual é a Proposicao 3.1.4
Como H (M) = C*(M), podemos utilizar o Corolario 2.1.1 para derivar as

seguintes caracteristicas de Matroides em termos de seus hiperplanos.

Proposicao 3.1.7 Seja H{ um conjunto de subconjuntos de um conjunto E. Entado

H, é a colecdo de hiperplanos de um Matroide E se, e somente se, satisfaz as
seguintes condigdes.

H)E & H.
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(H2) H é um clutter
(H3) Se Hs e H; sdo membros distintos de H e € - E (H; U H), entdo € um membro

Hs, de H tal que H32 (H/1 N H,) U e.

A proposigao dada a seguir estende a Proposi¢ao 3.1.4, caracterizando o conjunto

de circuitos de um Matroéide.

Lema 3.1.3 Seja X e % uma colegéo de subconjuntos de um conjunto finito E, tal
que cada membro de X' contém um membro de % e cada membro de % contém um

membro de X. Entdo os membros minimais de X sdo precisamente os membros

minimais de y

Proposicao 3.1.8 Seja M um Matréide com conjunto base E. Entdo D é um circuito
de M se, e somente se, D € um conjunto minimal ndo vazio de E tal que

|D N C*| # 1 para cada cocircuito C*de M.

Demonstragédo: Usaremos o Ultimo lema tomando X' = C(M) e % igual para o

conjunto ndo vazio, subconjunto Y de E tal que |Y n C* # 1 para todo cocircuito C*.

Pela Proposicdo 3.1.4, se x € X, entdo X € %. Agora suponha Y € um membro
minimal de %. Se Y € independente entdo M contém uma base B contendo Y.

Escolher y em Y e considerar c/(B — y). Isto € um hiperplano de M. Seu complemento
C+* € um cocircuito que cumpre Y em {y} uma contradi¢gdo. Consequentemente Y é
dependente. Assim Y contém circuito C de M. Se Y # C, entdo, pela Proposi¢cao

3.1.4, obtemos uma contradicdo para a minimalidade de Y. Concluimos que Y € um

circuito de M, em que Y € X. A proposicao segue imediatamente do Lema 3.1.3. [

Lembrando-se da Secao 2.3 que um Matroide pavimentagcao € um Matroide
M que nao tem circuitos de tamanho menor que r (M). Assim, cada Matréide de rank
inferior a dois € uma pavimentagao.

Pra concluirmos esta parte, afirmamos uma caracterizagdo em termos de
seus hiperplanos, de Matrdéides de pavimentacdo de posicdo pelo menos dois
(Hartmanis, 1959). Este resultado explica a razdo para o nome Matréide de
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pavimentagdo, que foi introduzido pelo Wesh (1976). Entendemos a definigdo de
Wesh ligeiramente deixando cair sua exigéncia de que tais Matrdides tém rank pelo
menos dois. Seja K e m sendo inteiros com K> 1 e m > 0. Suponha que 7" é um
conjunto {T; ,T,,...T; } de subconjuntos de um conjunto E tal que cada membro de

T tem pelo menos m elementos e cada m — elementos subconjuntos de E esta

contido num Unico membro de J° é chamado um m particdo de E .

Com baseamento da Teoria de Matrdides apresentado no capitulo anterior,
em que foi demostrado de uma forma mais clara, faz necessario um introdutério da
Teoria da Computacdo Quantica que serd apresentado a seguir, para fazer a
conexdes entre a Teoria de Matrbides vetoriais e a Teoria de Codificacdo. Desta
forma, podera encontrar a relagdo da matriz de paridade de um cddigo CSS e a

matriz que gera um dado matroéide vetorial.
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4. CONSTRUCAO DE CODIGOS QUANTICOS

Na Teoria da Informacdo e Computacdo Quantica, uma das dificuldades
encontradas é de proteger os estados quanticos originais, até seu destino, sem que
ocorram alteracdes durante seu percurso.

Para proteger a informacdo quantica, surgiram os codigos corretores de
erros quanticos, que tem como papel principal a confiabilidade de armazenamento e
transmissao de informacdo quéantica. Devido a esses fatos, varias construcdes de
codigos quanticos estabilizadores (KETKAR, IEEE-IT, 2005; ASHIKHMIN, IEEE-IT,
2014; NIELSEN e CHUANG, 2005), incluindo o cédigo de repeticdo (devido a Peter
W. Shor), cédigo de Hamming, codigos de Steane e a classe de codigos do tipo
Calderbank-Shor-Steane (CSS).

O processamento confiavel de informacéo quantica requer mecanismos para
reduzir os efeitos do ruido operacional e ambiental. Assim, é possivel minimizar os
efeitos prejudiciais 0 erro, ao empregar codigos de correcao de erros quanticos, de
modo que se possa ter a comunicacdo quantica e computadores quanticos mais
confiaveis.

Entretanto ndo se pode ter tanta certeza na fidelidade desta protecéo, pois
mesmo utilizando bons codigos quanticos podem ocorrer erros.

Os codigos CSS séao atraentes para inumeras aplicacdes, como na correcao
de erros na memoaria quantica, calculos quantitativos tolerantes a falhas, criptografia
guantica entre outros (ASHIKHMIN, IEEE-IT, 2014). Deste modo, o uso adequado
do codigo CSS, € muito importante nestas aplicacdes.

Neste capitulo, definiremos codigos de bloco lineares bem como definiremos

0 que é um codigo quantico Calderbank-Shor-Steane (CSS).

4.1 CODIGOS LINEARES CLASSICOS

A classe dos codigos lineares classicos é uma ferramenta fundamental para
se gerar bons cédigos quanticos mediante a construcdo CSS, que sera abordada
mais a frente. Na verdade, a construcdo CSS utiliza dois cédigos classicos lineares
C1 com parametros [n, ki, dilq, € C2 com parametros [n, k», d2]q, de tal forma que C;

sera responsavel por corrigir erros quanticos do tipo qudit flip (mudanca de bit
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guantico), e o dual euclidiano do cédigo C, serd responsavel por corrigir erros
guanticos do tipo phase-shift (mudanca de fase). A construgdo precisa dos codigos
guanticos CSS sera apresentada no final deste capitulo.

Cédigos classicos lineares sdo, na verdade, espacos vetoriais definidos
sobre corpos finitos. Assim, utilizamos a teoria de codigos lineares classicos para a
corre¢cao quantica de erros.

Primeiramente apresentamos uma breve revisdo da teoria dos codigos

lineares.

Definicdo 4.1.1 Um cddigo linear C com parametros [n, k, d]q, € um k-subespago

vetorial do espaco vetorial E™ em que Fq € 0 corpo finito com g elementos, d é a

distancia minima e Fq" € 0 conjunto das n-uplas de elementos definidos no corpo Fq.

O parametro n &€ denominado o comprimento da palavra-cédigo.

Definicéo 4.1.2 Seja C um codigo linear com parametros [n, k, d]q. Define-se o peso
de Hamming de uma palavra-cédigo ¢ = (Cy, ... ,Cp) como sendo o namero de

coordenadas ndo nulas de C. A distancia de Hamming entre dois vetores x, y em
Fqn € definido como sendo o numero de coordenadas distintas entre o vetor

diferencav =x -y .

A distancia minima do codigo esta diretamente relacionada com o poder de
correcao de erros do codigo, ou seja, quanto maior a distancia minima d, mais erros
0 codigo é capaz de corrigir. Mais precisamente, se um coédigo linear C possui
distancia minima de pelo menos 2t + 1, para algum inteiro t , C é capaz de corrigir

erros em até t bits, decodificado a mensagem y’ como a Unica palavra y satisfeito

d(y,y)<t

Definicdo 4.1.3 Seja C um cédigo linear com parametros [n, k, d]q, sobre Fq. Sedé

a distancia minima de C denotaremos os parametro do codigo por [n, k, d]q. A taxa R

do cddigo é definida como sendo R =k / n.
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Como os codigos sdo subespacos vetoriais sobre F,, esses podem ser

definidos mediante uma matriz, denominada matriz geradora Gy, , cujas linhas sdo

vetores que formam uma base para C. Assim, a mensagem de comprimento k (que é

um vetor de comprimento k, cujas coordenadas pertencem a Fq) € multiplicada pela

matriz geradora Gyxn, gerando uma palavra-coédigo de comprimento n.

Definicdo 4.1.4 Seja C um cédigo linear dado por [n, k, d]q. Uma matriz geradora G

de C é uma matriz k x n, cujas linhas formam uma base para o codigo C, ou seja,

9o Yoo o1 Yoz - Yon-1

_| 91 _ 910 g1 Y12 ... Yin-1
Gon={ & |=| : A

k-1 Ik-1,0 Yk-11 Yk-1,2 " k-1n-1

em que 0s go, 91, ---» Jx—1 SA0 0Os vetores geradores.

A matriz geradora corresponde a conexao entre a mensagem que se deseja
codificar e a palavra-codigo correspondente (mensagem codificada).

Na codificagdo, considerando u = (uo,us, ..., Ux -1) uma mensagem a ser
codificada, a palavra-codigo resultante v pode ser expressa da seguinte forma.
v=u.G=upgotuig1+..+Ux-19k-

Considere o cadigo linear (7,4) com a seguinte matriz geradora.
1 00 0110
e-(8 3 ¢
0 0O

A informacéo a ser codificada como sendo,u = (1 1 0 1), entdo v seria

v=1go+1g1+0gz2+1g3=(1000110) + (0100011) + (0001101) = (1101000).

0 011
0110
1101

Exemplo 4.1.1 Como um exemplo, apresentamos o codigo de repeticdo de
comprimento 3, sobre FZ, gue mapeia um unico bit em trés bits repetidos; é
especificado pela matriz geradora Gixz = (1 1 1)1.3. Assim, G mapeia as
mensagens possiveis 0 e 1 para a forma codificada, (0).G = (0,0,0) e (1)G = (1,1,1).

Assim, a taxa deste codigo € igual a R = 1/3. Note também que a distancia do codigo

€ igual a trés.
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O caodigo de repeticdo é forte em protecdo e sdo utilizados nas senhas de
cartdes, ou seja, movimentacdes financeiras (BARROS, 2011)

Exemplo 4.1.2 Outro exemplo de cddigo linear de dois bits de repeti¢cdes de trés bits
para cada bit, ou seja, o cédigo [6, 2]. A matriz geradora é:

= 001 1 1) a1
Portanto
(0,0)G = (0,0,0,0,0,0); G(0,1) = (0,0,0,1,1,1) (4.1.2)
(1,00G =(1,1,1,0,0,0): G (1,1) =(1,1,1,1,1,1) (4.1.3)

Portanto, o conjunto de todas as palavras codificadas do cdédigo
correspondente ao espaco vetorial é gerado pelas linhas de G.

A vantagem de se trabalhar com um cédigo linear é que necessario apenas
especificar os k vetores linearmente independentes (LI) da matriz geradora Gyyn, 0
gue consiste em uma economia de memoria. A descricdo compacta na capacidade
de codificacdo e de decodificacdo eficiente sdo caracteristicas importantes que os
cédigos lineares compartiham com seus “primos quanticos”, os cddigos
estabilizadores. Assim, para a codificacdo de um coédigo linear classico,
multiplicamos a mensagem de k bits pela matriz geradora para se obter a uma
mensagem codificada (palavra-cédigo) com n bits.

Ao se trabalhar com a decodificacdo das palavras-cédigo de um dado codigo
linear, a matriz geradora ndo apresenta grandes vantagens. Assim, dado um codigo
linear C [n, k, d]y definimos outra matriz associada a C, denominada matriz

verificadora de paridade.

Definicdo 4.1.5 Seja C [n, k, d]q um cddigo linear. Uma matriz verificadora de

paridade para um codigo linear para C é uma matriz H de dimenséo (n — k) x n, cujas

linhas s&o linearmente independentes e tais que Hx' =0 V x € C, em que

ho hoo ho1 hoz - hon-1
hio h.11 h.12 hin-1

hn—k—l hn—k—l,O hn—k—l,l hn—k—l,z hn—k—l,n—l
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A relacdo entre as matrizes geradora e verificadora de paridade de um dado
codigo linear C [n, k, d], € dada por G.H" = 0, em que o subespago gerado por H é
dual do subespaco gerado por G, assim os vetores de G sao ortogonais aos vetores
de H.

Exemplo 4.1.3 Tomando como exemplo a matriz geradora do Exemplo 4.1.1 do
coédigo de repeticdo com parametros [3, 1, 3],. Para construir H, selecionamos
3 — 1 = 2 vetores linearmente independentes ortogonais as linhas de G, dadas por
(1,1,0) e (0,1,1). A matriz verificadora de paridade &

HE((l) 1 (1’) (4.1.4)

Logo, Hx" =0 para as palavras cédigo x = (0,0,0) e x = (1,1,1).

Nos codigos classicos é possivel encontrar uma matriz geradora na forma
padrdo. Em outras palavras, dada a matriz geradora G (ou a matriz verificacdo de
paridade H) é possivel encontrar uma matriz geradora G na forma padrdo (H na

forma padréo)

G = (I—K) (4.1.5)

—A

Em que I, é a matriz identidade de ordem k e Ay x () é a matriz paridade de ordem

kX (n - K).
10 0 Qoo Ao .. Qk-10
H=[ln-wxowlAT]=[ 9 1 =0 a?l w o
00 ™1 Aon—-k-1 A n-k-1 " Ag—1,n-k-1,
Qoo Qo1 ... Qon-k-1 10 ... 0
G=[Acxonllox]=| M0 Gt oy Gmtkl 0100y
Ak-10 Ak-11 ** Ag—1n-k-1| 0 0 ™ 1

Suponha agora que se codifiqgue a mensagem x como y = XG, mas um erro e

devido ao ruido corrompa y, ao qual resulta a palavra modificada y’ =y + e. Como
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Hy = 0, para todas as palavras do cadigo, temos, H y’=H e, em que Hy’ é denotada
a sindrome de erro. Uma funcédo do estado corrompido y’, do mesmo modo que a
sindrome de erro quantica, determinada por medidas do estado quéantico
corrompido. Como H y’ = H e, a sindrome de erro contém informacdo sobre o erro
cometido, 0 que deveria permitir a recuperacao da palavra original y. Analisando
essa possibilidade, suponha que nenhum, ou apenas um erro tenha ocorrido. Logo a

sindrome de erro Hy’ sera igual a 0 no caso de nenhum erro, e igual a He; no caso

ter ocorrido erro no j-ésimo bit, consistindo e; o vetor unitario com componentes 1 na

j-ésima componente. Agora, Se SUPUSErmos que ocofra apenas um erro, para

corrigir este erro, calcula-se a sindrome de erro He; para determinar o bit que

precisa ser corrigido.
Abaixo, exibiremos uma importante desigualdade com relacdo aos

parametros de um codigo linear C [n, k, d]y , denominado limitante de Singleton.

Teorema 4.1.1 (Limite de Singleton) Se C é um cdédigo linear [n, k, d];, entéo
d<n -k + 1. Se a igualdade é valida diz-se que o coédigo é maximum distance
separable (do inglés, maximum distance separable MDS), ou seja, possui a distancia

maxima de separacao.

Observacdo 4.1.1 Codigos MDS sao otimos, ou seja, fixados 0s mesmos
parametros n e k, ndo existem codigos capazes de corrigir mais erros que o
correspondente MDS.

Demonstracdo do Teorema 4.1.1 Seja H uma matriz de paridade de um
codigo linear C [n, k, d]q. Como H é uma matriz de ordem (n - k) x n e que (n - k) séo
linhas linearmente independentes. Entdo, cada coluna de H tem n — k entradas, ou

seja, de comprimento n — k. Agora, para quaisquer d — 1 coluna de H é linearmente

)

: ~ : -k L
independente. Entdo o conjunto de vetores F(n tem no maximo n - k vetores,

portanto d - 1< n — K. Conclui-se que d <n -k +1. 0

Um exemplo da teoria acima. Seja o cédigo linear [6, 3, 3], entdon -k >d —

1-6-3>3-1= 3> 2. Este teorema fornece um limitante superior para o codigo.
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Exemplo 4.1.4 Um bom exemplo de codigos lineares de correcdo de erro sdo os
codigos de Hamming, pois conseguem corrigir 1 erro por bit ou detectar 2 erros em
bits diferentes. Seja r > 2 um inteiro, e H uma matriz cujas colunas séo todas as
2" — 1 sequéncias de bits de comprimento r que ndo sejam identicamente iguais a
zero. Essa matriz verificadora de paridade define um cédigo linear [2'— 1, 2" —r — 1,
3]y conhecido como cédigo de Hamming.

Um caso particular, para correcdo quantica de erro é de r = 3, o qual define
um caodigo [7, 4] ou C (7, 4, 3) em que as matrizes geradoras de verificacdo de
paridade estao expressas abaixo.

®

11
e
O RR
o oOR O
= O
_ o0 O
oo R
oROo O

(e}
(e}
[E
[
—_

0 1
H=(0o 1 100 1 1 (4.1.7)
1010101

Portanto, quaisquer duas colunas de H s&o diferentes e linearmente
independentes. As trés primeiras colunas séo linearmente dependentes e a distancia

do cddigo é igual a 3. Logo, este codigo € capaz de corrigir qualquer erro em

qualquer g-bit isolado. Por (4.1.7) a sindrome He; € uma representacao binaria para

J, que nos diz qual bit deve ser corrigido.

4.2 CODIGOS QUANTICOS

Primeiramente, iremos introduzir os postulados da Mecanica Quantica. Para
mais informacdes, referimos ao leitor a NIELSEN e CHUANG (2005). Séo estes:

Postulado 1: A qualquer sistema fisico isolado existe, associado um espaco vetorial
complexo com produto interno ( ou seja, um espaco de Hilbert), conhecido como
espaco de estados do sistema. O sistema € completamente descrito pelo seu vetor

de estado, um vetor unitario no espaco de estados.

Definicdo 4.2.1 O estado quéantico utilizado € o qubit (do inglés, quantum bit), ou

seja, um vetor de estado arbitrario dado por |y) = a|0) + b|1), em que a e b sdo
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nameros complexos e |0) e |1) (correspondentes aos estados classicos 0 e 1),
formam uma base ortogonal desse espaco. A condicdo de que |J5) deve ser um

vetor unitario (Yr|) = 1, é equivalente |a|2 + |ﬁ|2 = 1, denotada como condic&o de

normalizag&o para o vetor de estado.

Postulado 2: A evolucdo do sistema quéantico fechado € descrito por uma

transformag&do unitaria. Em outras palavras, o estado |{y) de um sistema em um
tempo t; esta relacionado ao estado |)’) do sistema t, por um operador unitario U

que depende somente de ty e t: [P') = U|P).

Para o caso de um qubit qualquer operador unitario pode ser implementado
em sistemas fisicos reais. Na Computacdo e Informacdo Quantica sédo utilizados
operadores que atuam em qubits separadamente, como por exemplo, as matrizes de
Pauli e algumas portas quanticas.

O Postulado 2, somente é valido para sistemas isolados, i.e., sistemas que
nao interagem com outros sistemas. Ainda, descreve como os estados em dois
instantes de tempo de um sistema quantico fechado estéo relacionados por meio de

transformacdes unitarias.

Postulado 3: As medidas quanticas sédo descritas por determinados operados de
medidas {Mn, }. Esses operadores atuam sobre o espaco de estados do sistema. O

indice m se refere aos possiveis resultados da medida. Se o estado de um sistema

quantico for ), imediatamente antes da medida, a probabilidade de um resultado

m ocorrer € dada por: p(m) = (dJleTMm |L|J>, e o estado do sistema apods a
medida é:
Mm )

J (UM M |)

Os operadores de medidas satisfazem a relacdo de completitude:

Z M, "Mm =1
m
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A relacdo de completitude expressa o fato de que a soma das

probabilidades deve serigual a 1.
1= ) plm)= ) (M Mm )
m m

Portanto, o Postulado 3 pode ser aplicado ao problema que se refere da
distingcdo de estados quéanticos. No mundo classico, no caso de probabilidade de
uma moeda sair cara ou coroa € facil de ser resolvido. Ja no mundo quéantico a
situacdo € mais complicada, pois estados quanticos que ndo sdo ortogonais nao
podem ser distinguidos, este Postulado 3 pode resolver de uma forma mais

convincente.

Postulado 4: O espaco de estados de um sistema fisico composto € o produto
tensorial dos espacos de estados dos sistemas fisicos individuais. Se os sistemas

foram enumerados de 1 até n, e o sistema i for preparado no sistema |lIJi> entao o

estado do sistema composto sera [ ) ®|Y,) ®...Q|_ ).

Este postulado, nos mostra que espacos de estados de sistemas quanticos

devem combinar-se para formar um sistema quantico composto.

Definicdo 4.2.2 Uma porta quantica de um qubit ou multiplos qubits séo operadores
unitarios que podem atuar sobre um ou varios qubits. Tais operadores podem ser
expressos de maneira matricial. Dessa forma, os qubits sdo representados por um

vetor (ket) e a porta quantica por meio de um operador em forma de matriz de Pauli.
0 1) _ (0 =i _(1 O
Y= , L=
(1 0 (l 0 ) (O —1)

Uma porta l6gica de muitos qubits € o NAO- controlado ou porta CNOT ( do

X

inglés “Contolled-NOT). Esta porta tem dois qubits de entrada, conhecidos como o
gubit de controle e o qubit de alvo. Na figura 9 € mostrado o circuito que representa
o CNOT.
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Figura 9. Algumas portas classicas de um ou mais bits (esquerda), e a direita o protétipo da porta
guantica de muitos qubits, o NAO-controlado. A representagdo matricial do NAO-controlado, Ucy, €
escrita com relagdo as amplitudes de ]00), [01), |10) e |11) nessa ordem.

('24[>O—N_E.O a g:j>~ azb
(a)

(b

Nao-controlado

a D aoubh a a ou- [4) — |4)
/) ' b i i
EXCLUSTVO &
(c)

(d) 1 \
|B) —— |B@ A)

)

1

a—
(e} b_DO—aNsIo-Eb = :D—-{>3—
Uy =
; e N 0
C Da Nio-ou b= j_bo_ D0
b

o T -
=0 aie
Ol O

()

FONTE: Nielsen e Chuang, 2005.

A linha superior representa o qubit de controle e a linha inferior o qubit alvo.
Deste modo, a acdo da porta pode ser descrita da seguinte maneira: se o qubit de
controle for colocado zero, nada acontece com o qubit alvo. Agora, para o caso de 0
gubit de controle for um, o qubit alvo troca seu estado. Como percebemos a seguir
em simbolos:
Cnot |[0)®]0) = |00); Cnot|01) =]01); Cnot|10) = |11); Cnot[11) = |10).
Como exemplo, as portas CNOT que tem a fungdo de trocar os coeficientes @ e [
do qubit, para os estados quanticos ele leva o estado |0) para |1) e o estado |1)

para |0), ou seja, inverte o qubit. A porta Hadamard é utilizada em qubits em uma

superposicdo do estado de base [0) e |1) em que se destaca no uso do
emaranhamento, pois permite criar os estados de superposicéo a partir dos estados
guanticos.

Ao codigo quantico para protecdo de inversdo de bit e realizando essa
comparacdo com coédigo de repeticdo classico, identificamos que as palavras do
cbdigo de repeticdo sdo os rotulos para o codigo quantico. O rétulo de um estado
guantico para representacdo binaria, contida na simbologia de Dirac é | )bra. Para o

mapeamento quantico, realizado pelo cddigo de inverséo de bit, dos rétulos de base

padrdo para o estado quéntico de informacdo |) = a|0) + B|1), seja mapeada
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para estados quanticos de bases novas, em que sua representacdo € idéntica as
palavras-cédigo do codigo de repeticdo. Este procedimento esta esquematizado

pelas equacdes abaixo.
lu=0) - |v=00,0).

lu=1) - |v=111). (4.2.1)

Sendo o erro de inversédo de bit no caso quantico, um simples erro para o
caso classico no que refere aos rétulos dos estados quanticos, temos um modelo

abaixo;
e = |100) + v [000) —» r |100) & X; |101) = |100).
e =|010) + v |[111) - r |101) & X, |000) = |101). (4.2.2)

Desta forma, os operadores lineares de inversdo de bit com representacao
binaria na forma de vetores linhas, na matriz identidade colocando o vetor linha o bit
zero e nas posicdes em que se encontra a matriz de inverséo de bit, colocando se o
bit um. Portanto, pode ser definido, pois a acédo de inversdo de bit no caso classico é

realizada quando a palavra- cédigo € somado a um vetor linha. Exemplo.
e = [010] © E = IXI
e = [100] © E = XII (4.2.3)

Sendo que qualquer codigo classico passa a ser transportado, para
apresentar uma aplicacdo quanto aos cédigos quanticos, no que se refere a erros de
inversdo de bit. Assim, a capacidade de correcao do codigo classico, é transportada
também para o codigo quantico, para erros de inversao de bit.

Concluimos que a correcdo classica de erros, sobre a construcdo de
cbdigos, é conhecido como construcdo dual.

Seja C um coédigo [n, k] com matriz geradora G e matriz verificadora de
paridade H. E possivel, definir outro cédigo o dual de C, denotado por Ct, como o

c6digo cuja matriz geradora é H' e uma matriz verificadora de paridade G'. Portanto,

o dual de C consiste em todas as palavras y tais que y é ortogonal a todas as

palavras de C. Um codigo é fracamente auto- dual se C < Ct e auto- dual se C
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=C*. O fato de que a construcdo dual para codigos classicos lineares aparece nos

estudos das corre¢des quantica de erro, em que esta classe é muito importante para
a construcdo de cédigos conhecido como CSS.

4.3 CODIGOS DE CALDERBANK-SHOR-STEANE (CSS)

Uma classe especial de codigos quanticos corretores de erros € a classe dos
cbdigos Calderbank-Shor-Steane (CSS) em homenagem aos seus inventores, uma
das mais importantes subclasses de uma classe mais geral de cdodigos
estabilizadores (NIELSEN e CHUANG, 2005). Para os codigos CSS, daremos uma
leve introducéo da simbologia e a teoria de codigos classicos que utilizaremos para
a construcao de codigos CSS.

Calderbank, Steane e Shor sdo conhecidos pelos codigos CSS, em que
destacam a ortogonalidade entre espacos vetoriais que contém as palavras dos
codigos.

Sejam C; e C;, cbdigos classicos lineares com parametros [n, ki, di]2 e Cz[n,
ko , d2]2, respectivamente, tais que C, €C; e C; e CZJ' corrigem ambos t erros.
Define-se um cdédigo quantico CSS (Cy, C;) com parametros [n, ki — kp], capaz de
corrigir erros em t qubits, por meio da seguinte construcao.

Seja x € C; uma codificagdo no codigo C;. Define-se o estado quéantico
1
|X+C2)p0r|X+C2):ﬁ2yecz|x"')’) (4.3.1)

Seja x’ um elemento de C; tal que x - x’ € C,. Portanto, €é facil ver que | x +

C,)=|x+C;), donde o estado | x + C, ) depende somente do espaco- quociente
de C;/ C, que encontra X, explicando a notacdo de espaco-quociente para | X + C; ).

Se x e x’ pertencem a diferentes espacos-quociente de C,, resulta que, para nenhum
y, Y’ € Cyocorre x+y = x’+y, portanto | x + C, ) e | X'+ C, ) sdo espacos ortogonais.

O cdbdigo quantico CSS (Cy, C,) é definido como sendo espaco vetorial
gerado pelos estados | x + C,) para x € C;. Assim, o niumero de espacos-
guocientes de C, em C; é |C4| / |C,|. A dimensdo de CSS (Cy, Cy) é |Cy| / |Cy| =

2K1-K2 - assim CSS (Ci, C2) é um codigo quantico [[n, ki — kz]]. Logo, é possivel
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corrigir erros em até t qubits e erros de inversédo de fase em CSS (C;, C,) usando as
propriedades C; e CZL.
Supor que os erros de inverséo de bit sejam descritos por um vetor de n bits

e; com componentes iguais a 1 em que ocorrem as inversoes, e 0 onde elas nao

ocorreram e que erros de inversao de fase sejam descritos por um vetor de n bits e,

com componentes iguais a 1 onde ocorreram as inversdes, e 0 onde tais n&o

ocorreram. Se o estado original era | x + C, ), o estado corrompido é.

= Ty, (DI x4y +ep) (4:32)

Para a introducdo desse sistema quantico faz se uso da computagao
reversivel, para aplicar a matriz de paridade H; para o codigo C; e que seja iniciado

pelo estado padrdo da base computacional |0) para armazenar a sindrome para o
cddigo C;. Esse procedimento leva o estado | x +y + e; ) |0) para | x +y + e; )|0)
[Hi x +y +e;) ) =|x+y+e;)|Hieq)pois (x +y) € C; é extinto pela matriz de
paridade. Portanto, o efeito dessa operacao € produzir o estado:

% Lye Cz(_l)(x+y)'ez X +y+e;)|Hier) (4.3.3)

2|

O erro de inversao de bit pode ser detectado realizando uma medida sobre o
sistema quantico introduzido, jA que neste sistema esta contido o padrdo de
sindrome do erro que afetou o estado codificado. Essa medicdo ndo afeta o estado

principal o qual permanece intacto como mostra a operacao abaixo

T Zyeq, (DI x4y +er) (4.3.4)

2|

Sabendo que a sindrome do erro Hie;, podemos induzir o erro eq, pois C;
pode corrigir até t erros completando a etapa de deteccdo. A recuperacao € obtida
aplicando—se as portas NAO ao qubits cujas posicdes em e; detectaram uma

inversao de bit. Consequentemente, todos o0s erros seréo corrigidos e o estado fica.

= Tyeq, ("D x+y) (4:35)
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Neste instante j& foram corrigidos os erros de inversdo de bit. Para a
correcdo de erros de inversdo de fase é requerido uma mudanca de base
computacional para a base de Hadamard. Aplica a cada qubit do estado codificado
corrompido uma porta de Hadamard para que essa mudanca de base seja efetuada
levando o estado para

1
szzyecz(—l)("+”-(ez+z> 1Z) (4.3.6)

Portanto, o somatério introduzido é realizado sobre todos os valores
possiveis de z de n bits. Faz necesséaria uma mudanga de variavel com z’ = z + e,.

Assim, o estado quantico pode ser reescrito como.
— —)xZ 7' 4 e, ) 4.3.7
TG ZZ’Z)/ECZ( ) €2 (4.3.7)

Considerando z’ pertencente ao espaco vetorial ortogonal a C,, supondo que
J J— Z z -zl _ s o= Y
z’ € C,~ é possivel que Zyecz(—l)y =|C,|, caso contrario se essa Suposi¢ao
ndo pudesse ser realizada ao passo que z’ € C," entdo Yyec,(—1)Y#=0.0
estado quantico pode ser reescrito como

1 A
J21G,| Zz’eczl(_l)x'z 12"+ e3) (4.3.8)

Realizando a mudanca de base, para uma base mais apropriada é que 0s
erros de inversao de fase transformam erros de inversédo de bit para essas bases.
Introduzindo um sistema auxiliar e aplicando na matriz verificadora de paridade H,
para Czl para obter Hze, e programando a correcdo de inversdo de bit para e,.

Resulta no estado
1 J
e 27 e ot (=D Z) (4.3.9)

Para a ultima etapa da correcéo, aplicam-se portas Hadamard a cada um do
gubits para que se retorne ao estado quantico original. O resultado pode ser
computado direto ou o efeito de aplicar portas Hadamard ao estado (4.3.8) com e;=
0. A operacao leva de volta ao estado (4.3.5) com e,= 0, pois a porta de Hadamard

é auto-inversa
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m%ijeq|X+Y>, (4.3.10)

que é o estado codificado original.

Assim, os codigos quéanticos CSS sado codigos quanticos construidos a partir
de cédigos classicos lineares C; e C, com parametros [n, ki, di] e [n, kz, dg],
respectivamente, tal que C,; c C; e tanto C; quanto C2l devem corrigir t erros. Além
disso, note que as etapas de deteccéo e correcdo dos erros requerem somente a
aplicacdo de portas de Hadamard e CNOT, para cada caso em numero linear no
tamanho do codigo.

Agora, mostraremos alguns exemplos de cddigos CSS. Um exemplo é o
codigo de Steane. Esse codigo € construido tomando como base o codigo (classico)
de Hamming C [7, 4, 3], cuja matriz verificadora de paridade é:

0001111
H=<01 1 0 0 11) (4.3.11)
1701 0101

Para definir um cédigo CSS € preciso verificar se C, ¢ C;. Rotule esse

codigo por C e defina C; = C e C, = Ct. Por definicdo, a matriz verificadora de

paridade de C, = cte igual a transposta da matriz geradora de codigos de C; = C.

1 000011
HICA=cCd™=(g 0 9 0 1 5 o (4.3.12)
0 001 111

Analisando estas matrizes, e comparando com (4.3.11), observamos que o
espaco gerado pelas linhas H[C,] contém o espaco gerado pelas linhas de H[C,4], na
medida em que os cédigos séo os kernels de H[C;] e H[C1], ou seja, conclui-se que

C, c C,. A segunda propriedade esta relacionada a capacidade dos codigos, em que
C. e Ct corrija ambos t erros. O que ocorre é que CZl = (Cll)l = C, onde se vé que
Cie CZl sdo codigos de distancia 3 onde a propriedade é verificada. Como C; é um
cbdigo [7, 4] e C, um cobdigo [7, 3] segue que CSS (Cy, C,) é um cddigo capaz de
corrigir erros em unico g-bit. Portanto, o cédigo quéantico [[7, 1, 3]] é conhecido como

cbdigo de Steane.
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Note que, no codigo de Steane, o “zero légico” | 0 + C, ) é dado por:

R \/ig [[0000000 ) + [1010101 ) + | 0110011 ) + | 1100110 ) +/0001111 ) +
1011010 ) + [0111100) + |[1101001 )] (4.3.13)

E o um légico |1, ) é dado por

1) = \/ig [[1111111)+ |0101010) + [1001100) + |0011001) + |1110000 )
+(0100101 ) + [1000011) +]0010110)] (4.3.14)

Para os codigos CSS e cédigo sete qubit. Os cddigos CSS sdo um excelente
exemplo de uma classe de codigos estabilizador, demonstrando o quéo facil o
formalismo estabilizador faz com que ele compreenda a construgdo do coédigo
guantico. Suponha que C; e C; séo [n, ki] e [n, ky] codigos lineares classicos, tais
que C,c C;eCie CZl corrigem t erros. Define uma matriz de verificagdo com a
forma

L
[H(%Z ) ‘H(%l)] (4.3.15)
Mediante essa equacao, poderdo ser analisadas, como projeto futuro, as
conexdes entre a Teoria de Matroides e a Teoria de Codificacdo. A relacéo entre a
matriz de paridade de um codigo CSS e a matriz que gera um dado matréide
vetorial.

Para ver que isto define um codigo de estabilizador, precisamos da matriz de

verificacdo para satisfazer a condicdo de comutatividade H (CZJ') H (Cy)" = 0. Mas
n6s temos H (C,™) H (C1)" = [H (C1) G (C2)]" =0
A construcéo dos operadores logicos Z e X para um codigo de estabilizador é
feito de maneira facil de entender se colocarmos o cédigo em forma padrédo. Para
entender o que é a formula padréo, considere a matriz de verificacdo para um cédigo
de estabilizador C [n, K]:
G =[G;1|G7] (4.3.16)
Esta matriz possui n — k linhas. As linhas de troca desta matriz correspondem
a rotular de novo geradores, trocando colunas correspondentes em ambos o0s lados
da matriz para rotular de novo qubits, e adicionar as duas linhas corresponde a
geradores de multiplicacdo. E facil ver que sempre podemos substituir um gerador g;

por gigj quando i # j. Assim, existe um cédigo equivalente com um conjunto diferente
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de geradores cuja matriz de verificacdo corresponde a matriz G onde a eliminacdo

gaussiana foi feita em G3, trocando qubits conforme necessario:

{ T n-—r T n—-r
I _rr{ ll 4|B C ] (4.3.17)
0 0'D E

Onde r é o rank d G;. Em seguida, trocando qubits conforme necessario,

realizamos uma eliminagdo Gaussiana em E para obter

r { ’_1; n—lﬁ;r—s k,.if L n_kC_r_s kg\s

— k-7 — I Ay 2 B 1 2
n—k—r i §0 0 o | D, I E (4.3.18)

0 0 0| D, 0 0

Os ultimos geradores s ndo podem comutar com 0s primeiros geradores r, a
menos que D, = 0 e, portanto, podemos assumir que s = 0. Além disso, podemos
também definir C; = 0, tomando combinacdes lineares apropriadas de linhas, entéo

nossa matriz de verificacao tem a forma :

T‘{ /Z:\ n{—lc_\—r ,_’f_\ Ln—k—r k
n—k—r{ I A4, A,|B 0 C (4.3.19)
0 0O !D I E

Onde rotulamos E, como E e D; como D. Nao é dificil ver que este
procedimento ndo é unico. No entanto, diremos que qualquer cédigo com matriz de

verificacdo na forma (4.3.19) esta em forma padrao.

4.4 CODIGOS ESTABILIZADORES

Caddigos estabilizadores forma uma importante classe de codigos quanticos,
com construcdo analoga a dos cédigos classicos lineares. Para se compreender 0s
cbdigos estabilizadores é necessario compreender o formalismo estabilizador.

O formalismo estabilizador € uma ferramenta de descricdo de uma extensa
classe de operacdes da Mecéanica Quantica, em que, € possivel exemplificar como
as portas logicas e as medidas podem ser descritas por meio desse formalismo, que

guantifica as limitagbes das operagdes estabilizadoras.
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4.4.1. O FORMALISMO DE ESTABILIZADORES

Considere o estado EPR (Estado de Bell ou par de Einstein Podolsky-
Rosen) de dois qubits como um exemplo para o formalismo estabilizador.

100) +]11)

ly) = 7z

(4.4.1)

Sobre este estado algumas caracteristicas sdo bastante importantes, ou
seja, esse estado satisfaz as identidades X; Xo|P) =|P) e Z1 Z, |P) =|U). O estado

|Ys) é estabilizado pelos operadores X; X, € Z; Z, de fato, esse estado quantico é o
unico que € estabilizado por tais operadores. Em muitos cédigos quanticos utilizam-
se 0s estabilizadores em vez dos vetores estados, pelo fato de que os
estabilizadores sdo mais facilmente manipulados. A principal ideia do formalismo é
identificar os estados quanticos por meio dos operadores que os estabilizam.

Os codigos CSS e o codigo de Steane que sdo descritos em vetores de
estados, podem ser descritos de forma mais compacta utilizando-se o formalismo
dos estabilizadores. Assim, os erros de qubit e operacfes tais como a porta de
Hadamard, porta de fase, porta de CNOT e medidas computacionais, sao facilmente
descrita pelo formalismo de estabilizadores.

No formalismo de estabilizadores a ideia principal esta relacionada a teoria
de grupos. Para as aplicacdes relacionadas aos codigos quanticos o grupo
fundamental é o grupo das matrizes de Pauli, G, que atua sobre n qubits, com os

fatores multiplicativos +1 e + i.

Gi={tlL+il, +X, £iX,+Y, +iYV,+2+i2} (4.4.2)

Na operacdo de multiplicacdo matricial, ndo podemos omitir os fatores +1 e
+i, pois a razdo de inclusdo é que estes garantem que G; seja fechado com respeito
a multiplicacdo, e também formem um grupo. O grupo de Pauli, de n qubits, é
definido como sendo o conjunto de todas as matrizes formadas pelos produtos

tensoriais de ordem n das matrizes de Pauli com os fatores +1 e + i.
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Considere S um subgrupo de G, e Vs 0 conjunto de estados de n qubits tal
que séo estabilizados por cada elemento de S. E facil ver que Vs € o espaco vetorial
estabilizado por S; analogamente, S estabiliza Vs, na medida em que cada elemento
de Vs ndo é modificado quando sobre ele age um elemento S.

Vamos introduzir alguns exemplos de formalismo estabilizadores. Para o
caso n = 3 qubits e S = {l, Z; Z,, Z» Z3, Z1 Z3}. O subespaco definido por Z; Z, é
gerado por |000 ), |001 ), [110 ) e |[111 ), o subespaco definido por Z; Z3, € gerado por
|000 ), |100 ), |011) e |111 ). Observe que os elementos [000 ) e |111 ) sdo os Unicos
estados quanticos que fazem parte dos conjuntos estabilizadores. Assim, conclui-se
gue o conjunto vetorial Vs é estabilizado pelos operadores Z; Z, e Z; Z3; Vs €é 0
subespaco gerado pelos estados |000) e |111). Percebe que o espaco vetorial de
estados estaveis foi determinado através de dois operadores de S, pois 0 conjunto
de vetores pode ser determinado através dos operadores geradores. Sendo visivel
a descricao de um grupo por meio de seus geradores.

Considere um conjunto de elementos, g¢i,..., g em um grupo G. Estes
elementos sdo geradores do grupo G, se todo e qualquer elemento do grupo pode
ser representado como um produto destes elementos, gi,..., g. Usamos a notacéo
usual G = (ga,..., ) para denotar conjunto gerador de um dado grupo. No exemplo
acima, o conjunto de geradores € S = (Z12Z,, Z,2Z3), pOis Z1Z3 = (212, (Z2Z3) e | =
(Z1 Z,)*. A vantagem de usar geradores para descrever grupos é que eles sdo uma
representacdo compacta. Um grupo G de dimenséo |G| possui um conjunto de no
maximo log (|G|) geradores. Agora, para ver se um vetor particular € estabilizado por
um grupo S, € preciso verificar se o vetor é estabilizado por todos o0s seus
geradores, pois, automaticamente, 0 mesmo € estabilizado pelos produtos destes.

Nem todo subgrupo S de um grupo de Pauli pode ser utilizado como
estabilizador para um espaco vetorial ndo trivial. Como um exemplo, considere o
subgrupo de G, formado por {#I, £X}. A Gnica solucdo para (-1) [{) = |[) é |[P) =0
e, portanto {£I, =X} é o estabilizador para um espaco vetorial trivial.

Quais condicBes devem ser satisfeitas por S a fim de estabilizar um espaco
vetorial ndo trivial Vs? Para isso, € necessario obedecer as seguintes condicoes:

a) Os elementos de S devem apresentar a propriedade comutativa e;

b) -1 ndo pode ser um elemento de S.
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Considere que um espaco vetorial ndo trivial que contenha um vetor |{) ndo

nulo. Sejam M e N elementos S. Portanto, M e N s&o operadores que sao produtos
tensoriais das matrizes de Pauli. Uma das caracteristicas das matrizes de Pauli é
gue elas comutam ou anticomutam entrem si. Para estabelecer a condi¢éo (a), a de

que essas matrizes comutam, vamos supor que M e N anticomutam e mostraremos
que isso leva a uma contradicdo. Por hiptese -N M = M N, e, portanto —|{) =
—N M |{) = M N|U) = | ). Assim, da primeira e Gltima igualdade segue que M e N,
estabilizam |{r). Assim, |P/) = —|U) ou seja, |P)=0, que é uma contradicdo. Para
provar a condicdo (b) observe que se - | é um elemento de S, resulta que
-1 |W) = |¥), 0 que também é uma contradig&o.

O coddigo de Steane € um bom exemplo de formalismo de estabilizadores.

Na Tabela 1 estdo destacados os geradores do grupo estabilizadores de operadores
para o codigo de Steane de sete bits.

Tabela 1. Geradores estabilizadores para o cédigo de Steane de sete qubits

NOME OPERADORES
01 [TITX XXX
02 I XXTIXX
O3 X IXIXIX
04 1zzzz
Os 12211227
Js Z1Z1Z21Z

FONTE: Nielsen e Chuang, 2005.

Os elementos representam produtos tensoriais atuando no qubit respectivo.
Porexemplo: Z1Z1Z1Z=2ZQIQZQIQRZQIQRZ = Z,2Z37Z5 Z7.

Percebemos a semelhanca da estrutura entre os geradores da Tabela 1 e
as matrizes verificadora de paridade usados na constru¢cdo do codigo de Steane,
em gue os trés primeiros geradores do estabilizador tém operadores X nos lugares
correspondentes aos “1s” da matriz de verificadora de paridade de Ci, os trés

ultimos geradores de g, até gs possuem operadores Z nos lugares correspondentes

aos “1s” da matriz verificadora de paridade Czl.
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Para que os geradores gi,..., g Sejam independentes, a remocédo de

gualquer gerador g; torna o grupo menor:

(91,0e,0i— 1,9 i+, - Q1) # (O1, ..., U1 ) (4.4.3)

Seja S = (gy,..., 91). Uma forma util de se representar os geradores de S sédo
por meio da matriz de paridade. Na verdade, é uma matriz | x 2n cujas linhas
correspondem aos geradores de g; a gi. O lado esquerdo da matriz contém “1s” para
indicar quais geradores contém X, e o lado direito contém “1s” que indicam quais
geradores contém Z. Quando aparece um “1” nos dois lados, indica uma matriz Y
no gerador. Através da Tabela 1, pode ser construida a matriz verificadora de
paridade do codigo de Steane de sete qubits.

0001111000000 0
/01100110000000\
t1 010101000000 0]
loooo0000000 111 1| (4.4.4)
\00000000110011
0000000101010 1

Assim, a matriz verificadora ndo contém informacdo sobre os fatores
multiplicativos na frente dos geradores. Se usarmos r (g) para representar o vetor
linha 2n- dimensional de um elemento g do grupo de Pauli se define uma matriz A,
2n x 2n, dada por:

A= ((I’ (I)) (4.4.5)

As linhas [ fora da diagonal sdo matrizes identidade n x n. Se verifica que os

elementos g e g’ do grupo de Pauli comutam se, e somente se, r (g) A (g)" = 0. A
formula x A y' define de produto interno “ torcido” entre as matrizes linha x e y que
expressa os elementos do grupo de Pauli a x e y comutam ou nao.

Neste momento, proferido algumas proposi¢cfes que estabelecem uma
conexao entre a independéncia dos geradores e a matriz verificadora.

Proposicao 4.4.1 Seja S =(g:.. g ) tal que - I ndo é elemento de S. Os geradores

.....

I de g; até g, sdo independentes se, e somente se, as linhas correspondentes da

matriz verificadora forem linearmente independentes.
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Demonstracdo: E facil ver que g deve ser igual a I para todo i. Note que r
(@) +r(9) =r(g9), logo a adicdo na representacao de vetores linha corresponde a
multiplicagéo dos elementos do grupo. Assim, as linhas da matriz verificadora serao

linearmente dependentes, )}; a; r (gi) =0, com a; # 0 para algum j, se, e somente se

[1; g;% for igual a identidade, a menos de um fator multiplicativo. Mas - I € S, e,
portanto o fator multiplicativo deve ser igual a 1, e a Gltima condicdo sera g; = ¢ ,-'1 =

Hiij ;% portanto g;...g, ndo sdo geradores independentes. O

A préxima proposicéo transporta a dimens&o Vs é 2X quando S, for gerado

por | = n — k geradores independentes comutativos, e - [ € S.

Proposicao 4.4.2 Seja S = (g1, g1) gerado por | geradores independentes, tal que

.....

-1 ¢ S. Fixe ino intervalo 1,..., | .Resulta que existe g € G, tal que g g gT: -gi e

g gng = gj paratodo j # 1.

g. Com a

Demonstracédo: Seja G a matriz verificadora associada a g:

Proposicdo 4.4.1, as linhas de G séo linearmente independentes, logo existe um
vetor x, 2n-dimensional, tal que G Ax = e;, em que e; é um vetor I-dimensional
contendo “1” na i-ésima posicdo e 0 em todas as outras. Seja g tal que r (g) = x'. Por

definicdo de x, teremos r (g) Ar (g)' =0, paratodoj=#ier (g) Ar(g)" = 1. Portanto,

ggigt=-g e ggg'=g paratodoj=1. O

Além disso, existe ainda uma proposicao que relaciona o fato espaco vetorial

estabilizado que sera néo trivial de S se for gerado por geradores independentes
comutativos e - I & S. Ou seja, se existem | = n — k, geradores ao qual sera

demonstrado que Vs seja 2¢ dimensional em que cada gerador adicional para o
estabilizador divide a dimensao de Vs por um fator 2, uma vez que 0s auto espacos
+ 1 e — 1 do produto tensorial das matrizes de Pauli dividem o espaco de Hilbert total

em dois subespacos de igual dimensdo como sera visto na proposicao a seguir.

Proposicao 4.4.3 Seja S = (g1,..., gnk ) gerado por n — k elementos independentes
e que comutam de G, e suponha que - I € S. Resulta que Vs é um espaco vetorial

2%_ dimensional.
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Nas descricbes posteriores sobre o formalismo de estabilizadores, sera

usado a convencao de que estabilizadores sdao sempre descritos em termos de
geradores independentes comutativos tais que - I € S.

Demonstragcéo da Proposicdo 4.4.3: Seja x = (Xg,..., Xn-k) Um vetor com n — K
elementos de Z,. Defina

pa M= (1+(-1D)¥ig))

= ok (4.4.6)

Como (I + g;) / 2 é o projetor sobre o espago +1 de g;, é facil ver que PS(0 """
deve ser o projetor sobre Vs. De acordo com a proposicao 4.4.2, para cada x existe
gx em G, tal que g, P (g,)T= P& de onde se observa que a dimensdo P¥ é a
mesma que a Vs. Pode-se ver facilmente que para diferentes x os P sao ortogonais.

A demonstracéo € concluida com ressalva de que:
= Y,P¥ (4.4.7)

O lado esquerdo € um projetor sobre um espago 2"-dimensional, e o lado
direito é a soma sobre 2 " ~* projetores ortogonais da mesma dimens&o que Vs, e

portanto, a dimens&o dos Vs tem que ser 2%, 0

4.5. PORTAS UNITARIAS E O FORMALISMO DE ESTABILIZADORES

Foi analisado anteriormente o formalismo de estabilizadores para descrever
espacos vetoriais. O processo de dinamica desses espacos vetoriais diante das
interacOes de outros operadores é Util na descricdo dos efeitos dos ruidos sobre o
espaco de estados o qual pertence o codigo corretor de erros. Considere que um
operador linear unitario U seja posto a interagir com um estado quantico que é
estabilizado por um grupo S. Seja |{/) um elemento qualquer de Vs. Entdo, para

gualquer elemento g de S, tem-se que

Ulp)=uUglP)=ugUTu |y) (4.5.1)
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O estado U|{) é estabilizado por U g UT. Ao qual pode ser estendido para

todo espaco vetorial, ja que ndo se realizou nenhuma observacdo que afetasse a
generalidade das hipoteses, resultando em garantir que o espac¢o UVs é estabilizado

por usut = {Ug Ut |g € S}. Essa extensao pode ser alcancada ao mesmo tempo
aos geradores, pois que o conjunto gs,...,gigera o grupo S, resultando que UglUT,...,

UglUT gera uUsUT. Assim, para computar as mudancas ocorridas nos
estabilizadores, faz necessario, computar a mudanca sobre os geradores do
estabilizador.

Para certas operagdes unitarias U, a transformacédo dos geradores adquire
uma forma interessante.

Exemplo 4.2.1 Para uma porta Hadamard sobre um unico qubit tem-se que

HXHt=Z HYHt=-Y;HZH' =X (4.5.2)

Em que, pode-se deduzir que apos a porta de Hadamard ter sido aplicada ao

estado estabilizador por Z (o estado|0)), o estado resultante sera estabilizado por X

ou seja, (o estado| +)).

Tabela 2. Propriedades de transformacdo dos elementos do grupo de Pauli sob conjugacéo por
varias operacbes comuns. O NAO CONTROLADO tem o g-bit 1 como controle e o g-bit 2 como alvo.

OPERACAO ENTRADA SAIDA
Nao- controlado X1 X1 Xo
X2 XZ
Z1 Zy
Z Z17Z5
H X Z
Z X
S X Y
Z Z
X X X
Z -Z
Y X -X
Z -Z
Z X -X
Z Z

FONTE: Nielsen e Chuang, 2005.



80

Agora, considere os operadores Xi;, Xz, Zi, Z; se comportam sobre a
operacgao conjugada pela porta CNOT. Denota-se essa porta por U, como o qubit 1
sendo o qubit de controle e 0 2 como qubit alvo, temos:

1 00 0060 O1 0, 1 0O0 O 0 0 0 1
ux,Ut= 0 1.0 0}f0 0 0 1}({0 1 0 O}-(0 0 1 O =X, X»

0 00 1/\1 00 O0/J\0 O 0 1 0 1.0 0

0 01 0/MM 10 0/ N 010 1 00 O

Observamos que U X, UT= X, U z, Ut =z, e U Z, UT =2, Z,, Como U
conjuga os outros operadores do grupo de Pauli para dois qubits. Tomamos por
exemplo, para calcular U X; Xo UT notamos que U X; X, UT = U X, UTu X, UT =
(X1 X2)X2 = X1. A componente Y da matriz de Paulitem U Yo UT =i U X,2, UT =
iUX,UTUZ, Ut =i X, (2422) = 21Y> .

Na dinamica unitaria, ainda para o formalismo de estabilizadores, considere
um circuito para a porta TROCA, como mostra o circuito na Figura 10. A porta

guantica TROCA transforma o operador Z; na sequéncia Z; »Z;— Z1 Z,— Z; € 0

operador Z, em Z,— Z1 Z,—~ Z;—~ Z; .De forma analoga, tal porta opera em X; como,

X1 = Xz e Xz » X;. Tomando U como operador TROCA conclui-se que U Z; Ut=z,

eUZ,UT =27, 0 mesmo para X; e X, como ocorre no circuito da Figura. 10.

Figura 10. Circuito para trocar os estados de dois qubits

P—eo— —
—:l:—-—e— ——

FONTE: Nielsen e Chuang, 2005.

Um dos exemplos utilizados no formalismo de estabilizadores € o circuito da
porta TROCA. Mas, portas juntas como a de Hadamard e CNOT podem criar

emaranhamento.
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Definicdo 4.5 O emaranhamento, aceita que dois ou mais subsistemas
estejam correlacionados de tal forma que um subsistema ndo pode ser descrito

corretamente sem que a sua contra-parte seja referenciada.

A préxima porta a de fase é mais importante desse conjunto.

Para a porta de fase, ou seja, uma porta de um Unico qubit € reescrito como.
_(1 0
S= (o i)

A porta de fase sobre a matriz de Pauli € computada por
sxSt=vy; szSt =z (4.5.5)

Por definicdo, diz-se que o conjunto de operadores U, tais que uc Ut =G,
€ normalizador de G, e o denotamos por N (Gp). Assim, o normalizador de G, é
gerado pelas portas de Hadamard, porta de fase e porta de CNOT, em que essas

portas também pode ser chamadas de portas normalizadoras.

Teorema 4.5.1 Considere U um operador unitario sobre n qubits, com a propriedade

de que, se g € Gy, entdo U g Ut € G, Resulta gue, a menos de uma fase global U

pode ser construido a partir de O(n?) portas Hadamard de fase e CNOT.

Figura 11. Construcdo usada na demonstracéo de que as portas Hadamard, de fase de CNOT geram
0 normalizador N(Gn).

H

A uvHg

FONTE: Nielsen e Chuang, 2005.
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4.6. MEDIDAS SEGUNDO O FORMALISMO DE ESTABILIZADORES

As medidas de base computacional também podem ser descritas nesse
formalismo. Suponha que se realize uma medida de g e que este elemento pertenca
ao grupo de Pauli para n qubits. E possivel, pois g € um operador linear e pode ser
visto como observavel ou seja, em que todas as grandezas reais que podem ser
medidas sdo denotadas por operadores. Relacionando as matrizes de Pauli, ndo ha
problema em supor que este elemento € formado por uma multiplicacdo de Pauli,
sem inserir qualquer fator multiplicativo, -1 + i. Considere ainda que o sistema
quantico esteja no estado [{) que apresenta como grupo estabilizador S = (gx,...,
gn ). E possivel descrever as transformacdes que ocorrem apos a realizacdo da
medida. Existem duas possibilidades:

e g comuta com todos os geradores do estabilizador.

e g anticomuta com um ou mais geradores do estabilizador.

O estabilizador apresenta como geradores gs,..., gn, € que g anticomuta com
0:. Nao oferece dano a teoria e supor também que g comuta com os geradores ga,...,
gn. Como isso ndo ocorre a anticomutatividade com um dos geradores, por exemplo,
g2 comutara ¢gi:g> em que pode ser substituido por g, na lista de geradores do
estabilizador.

Analisando o primeiro caso, pode-se garantir que g ou -g faz parte do
conjunto de geradores, pois g; g|W) = g g; |¥) = g|P). Isso implica que o estado
g|w) faz parte do espago vetorial Vs formado por estados quéanticos que s&o
estabilizados por S. Portanto, o estado g|{s) € um multiplo de |{r), mas como g €
Gntem-se que g2 = |. Entdo, g|{) = + [), implicando no fato que g ou — g é um
estabilizador de g|y). Nesse caso, g|{) = |{), entdo, uma medida como g resulta

sempre, no valor +1 com probabilidade igual a 1. Fato g |{) = - |{), uma medida

como g resulta sempre no valor -1 com probabilidade 1.

No segundo caso, 0 operador g anticomuta com g; e comuta com todos os
outros geradores estabilizadores? Como g € G, 0s seus possiveis autovalores de g

sdo t1, e seus projetores para as medidas sdo (I + g) / 2. Agora, as medidas podem

ter os seguintes resultados de probabilidades.
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p(+1) =tr (52 W) (W) (4.6.1)
p(-1) =t (52 W) () (4.6.2)
Sabendo que g; |P) =|P)e ggr = - gig, é possivel expressar a

probabilidade de resultado 1 como:

p(+1) = tr (52 g, [W) () (4.6.3)

p(+1) = tr (g, 52 1) (W) (4.6.4)

Aplicando a propriedade ciclica do trago, pode-se levar g; ao lado direito do

produto e absorver em (/| usando g; = g;r, temos.

p+1) =tr (52 1) (9] ) =p-1) (4.6.5)

Portanto, p(+1) + p(-1) = 1 entdo p(+1) = p(-1) = 1/2. No caso do resultado da
medida ser de valor 1, o estado quéantico € modificado com a medida e o conjunto

estabilizador € modificado de modo acrescentar novo estado quantico. 0



84

5. CONCLUSAO

As principais contribuicbes desta dissertacdo de mestrado foram as
seguintes: Demonstrar alguns resultados que nao aparecem no livro texto, com
relagdo a Teoria de Matrdides. Descrever de forma mais clara parte da Teoria de
Matroides bem como parte da Teoria de Codificagdo Quantica (codigos
estabilizadores). Utilizacdo da Teoria de Codificacdo Classica para o entendimento
de uma classe particular de Cdédigos Quanticos, a saber, a classe dos codigos
guanticos estabilizadores Calderbank-Shor-Steane (CSS). E Inicio da tentativa de
relacionar a Teoria de Matréides com a Teoria de Codificacdo Quéntica, mediante a
possivel identificacdo das matrizes de um codigo CSS com as matrizes que geram
0s respectivos Matroides vetoriais. Além disso, conclui-se que estas teorias sao
bastante abrangentes tanto na Matematica quanto na Fisica, acreditamos ter
possibilitado uma interacédo eficaz entre tais areas de conhecimento, o que pode

contribuir para despertar o interesse de futuros pesquisadores nessas areas.
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6. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Com o advento do computador quéantico, faz-se necessario ampliar e
aprimorar a construcdo de cddigos quanticos existentes na literatura. Como
contribuicdes futuras, esperamos continuar o trabalho no doutorado gerando-se,
possivelmente, codigos quanticos eficientes. Além disso, uma tentativa natural € a
criacdo de uma classe de codigos quanticos derivados de Matréides vetoriais, ou
mesmo derivados de modulos vetoriais (que € uma generalizacdo do conceito de
espacos vetoriais, em que os escalares sao definidos sobre um anel, e ndo sobre
um corpo).

Outro topico para trabalhos futuros é a criacdo de cdodigos quanticos
topologicos provenientes de Matroides (vetoriais ou outras classes de Matroides).
Evidentemente, este ultimo tépico requer bastante estudo e investigacdo, pois
ambas as teorias apresentam as dificuldades de aprendizado, inerentes ao processo

intrinseco de abstracao.
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