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RESUMO

DE OLIVEIRA, André. Spin Squeezing em Nicleos Quadrupolares em Ressonincia Magnética
Nuclear e Hamiltonianos de One-Axis Twisting com adicao de termo do tipo interagcdo dipolar.
2018. 81p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias-Fisica) - Universidade Estadual de Ponta Grossa.
Ponta Grossa, 2018.

Neste trabalho sdo analisados os efeitos da adi¢cdo de um termo de acoplamento baseado na
interacdo dipolar entre nicleos quadrupolares em RMN na produgao de spin squeezing através
de Hamiltonianos de One-Axis Twisting. Diversos regimes de acoplamento sdo abordados para o
caso de subsistemas com momento angular [ = 7/2 e J = 3/2. Verifica-se através das dinimicas
abordadas e pelos valores minimos do pardmetro de spin squeezing % em fungdo da intensidade
do acoplamento D que, apesar de mudangas significativas nas dinamicas, estados spin squeezed

ainda sdo encontrados durante as evolucoes.

Palavras-chave: Spin squeezing. Condensados de Bose-Einstein. Ressonincia Magnética Nu-
clear. Hamiltonianos de OAT. Interagdo dipolar.



ABSTRACT

DE OLIVEIRA, André. Spin Squeezing in Quadrupolar Nuclei in Nuclear Magnectic Ressonance
and One-Axis Twisting Hamiltonians with addition of a dipole-like interaction term. 2018. 81p.
Dissertation (Mestrado em Ciéncias-Fisica) - Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta
Grossa, 2018.

In this work, are analyzed the effects of the addition of a coupling term based on the dipole
interaction between quadrupolar nuclei in NMR in the production of spin squeezing through One-
Axis Twisting Hamiltonians. Several coupling regimes are addressed in the case of subsystems
with angular momentum / = 7/2 and J = 3/2. It is verified through the dynamics addressed and
by the minimum values of the spin squeezing parameter 2 as a function of the coupling intensity
D that, despite significant changes in the dynamics, spin squeezed states are still encountered

during the evolutions.

Keywords: Spin squeezing. Bose-Einstein condensates. Nuclear Magnectic Ressonance. OAT

Hamiltonians. Dipolar interaction.
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1 INTRODUCAO

Desde o inicio do século XX, intensa pesquisa foi dedicada a Mecanica Quantica, uma
das teorias cientificas mais precisas e surpreendentes de toda a Fisica, a qual levou a uma
verdadeira revolu¢do na compreensdo humana da realidade (1-3). Além de suas fascinantes
consequéncias cientificas e filoséficas, a Mecanica Quantica também abre portas no desenvolvi-
mento de novas tecnologias, em especial nas dreas de Informacio e Computacao Quantica, na
busca do desenvolvimento de computadores quinticos exponencialmente mais eficientes do que
computadores classicos (4). Muitas das aplicagcdes nestas dreas utilizam dois dos mais intrigantes
conceitos da Mecanica Quantica, sendo eles correlagdes quanticas e emaranhamento, temas in-
tensamente pesquisados na atualidade (5, 6). Devido a importancia destes conceitos, ferramentas
que identifiquem, caracterizem ou quantifiquem emaranhamento e correlagdes quanticas sdo de
extrema importancia na busca da implementa¢do de protocolos quénticos em laboratdrio (7).

Além das aplicagdes em Computagdo e Informacdo Quantica, correlagcdes quanticas
também desempenham papel importante na drea de Metrologia Quantica (8—10), cujo o foco
central consiste no esclarecimento de questdes relacionadas aos limites de precisdo tedrico e
experimental impostos pela Natureza como, por exemplo, existe um limite de precisdo imposto
pelo carater quantico da Natureza? Caso sim, qudo proximo € possivel chegar deste limite? Que
ferramentas podem ser exploradas para o aumento de precisdo experimental?

Relacionada ao conceito e caracterizacdo de correlagdes quanticas e emaranhamento,
assim como as questoes apresentadas pela Metrologia Quantica estd a nocao de spin squeezing,
uma estratégia quantica que consiste na producio de estados spin squeezed, onde flutuacdes de
observdveis de momento angular sdo reduzidas em comparag@o aos chamados Estados Coerentes
de Spin que, embora quanticos, apresentam caracteristicas mais proximas do comportamento
cldssico. Definido primeiramente por Kitagawa e Ueda (11) inspirados pelo conceito de squeezing
no contexto de Otica Quantica, spin squeezing foi posteriormente relacionado a metrologia nos
trabalhos de Wineland, et al. que exploram a utilidade desta estratégia quantica no aumento de
precisdo de medidas em técnicas interferométricas, com aplicagdo direta no desenvolvimento
de reldgios atdmicos mais precisos (12, 13). Apesar de Kitagawa e Ueda j4 indicarem a ligacao
entre correlagdes quanticas e spin squeezing em seu trabalho pioneiro, esta ligacdo foi abordada
posteriormente de maneira mais clara e precisa em diversos trabalhos (14—17), onde muitas
vezes as definicdes de spin squeezing sao generalizadas de modo a se apresentarem como uma
ferramenta na identificacao e quantificacdo de correlagdes e emaranhamento, mais um exemplo
da importancia do estudo desta estratégia quantica.

Para explorar o potencial destes estados spin squeezed, sao necessarios processos que
permitam a producdo destes estados em laboratorio. Embora diversos processos tenham sido
introduzidos na literatura, a maneira mais frequentemente abordada devido a sua simplicidade e

possibilidade de implementagdo, é a geracdo de estados spin squeezed através dos chamados



Hamiltonianos de One-Axis Twisting (OAT) introduzidos por Kitagawa e Ueda, Hamiltonianos
com dependéncia quadritica em um operador cartesiano de momento angular (11,17). Dinamicas
regidas por tais Hamiltonianos produzem estados spin squeezed quando estados coerentes
adequados sdo adotados como estados iniciais dos sistemas quanticos. Dentre os sistemas
quanticos onde tais dindmicas podem ser realizadas, dois possuem papel de destaque neste
trabalho: condensados de Bose-Einstein em pogos-duplos (18-20) e nicleos quadrupolares em
Ressonancia Magnética Nuclear (21). A realizacdo de Hamiltonianos de OAT nestes sistemas é
abordada de maneira detalhada no texto, permitindo destacar um dos pontos principais visados
na elaborag@o deste trabalho, sendo ele a relacdo entre sistemas bosonicos de dois modos, como
condensados em poco-duplo, e sistemas de momento angular, onde uma descricio comum ¢é
possivel através da Representacdo de Schwinger (22).

Uma vez salientada a importancia do conceito de spin squeezing e apresentada a sua
producdo através de Hamiltonianos de OAT, destaca-se o ponto central deste trabalho, que
consiste em estudar os efeitos introduzidos pela adi¢do de um termo de acoplamento entre dois
sistemas de momento angular nos quais spin squeezing é produzido através de Hamiltonianos
de OAT, sendo as dinadmicas obtidas os resultados originais deste trabalho. A inspiracao de tal
estudo € proveniente da recente implementagdo de dindmicas de spin squeezing em sistemas de
nicleos quadrupolares em Ressondncia Magnética Nuclear (21), sendo o termo de acoplamento
utilizado no Hamiltoniano baseado na interagdo dipolar, uma interacdo do tipo spin-spin de
origem magnética (23). Visando o estudo das dinamicas de spin squeezing com acoplamento do
tipo dipolar, este trabalho foi estruturado de modo a introduzir as ferramentas indispensdveis na
construcao e andlise destas dindmicas. O capitulo 2 traz as bases da descricao quantica de um
sistema fisico, apresentando os postulados e objetos basicos desta descricdo como vetores de
estado e operadores, utilizados em todo o decorrer do trabalho. Este capitulo contém também uma
introducdo ao tratamento quantico de momento angular, como operadores de momento angular,
sistemas de spin-1/2 e adicdo de momento angular. Sdo abordados também a descri¢do de
sistemas de NV spins-1/2 idénticos e o conceito de estado coerente de spin, ambos necessarios na
descricao de spin squeezing. Por fim, este capitulo introduz o ferramental basico de representacdo
de estados quanticos de momento angular em espaco de fase através da fungao distribuicao de
quasiprobabilidade de Wigner, a qual é empregada nos capitulos seguintes como uma maneira
de visualizacdo grafica das dindmicas abordadas.

O capitulo 3 € voltado para a descri¢ao de sistemas de Condensados de Bose-Einstein
em pog¢o-duplo, introduzindo o formalismo de Segunda Quantizacio frequentemente empregado
na descricdo de sistemas de muitas particulas idénticas. Condensados em pogo-duplo s@o abor-
dados por dois motivos principais: representam uma forma de implementagao experimental de
Hamiltonianos de One-Axis Twisting (OAT) utilizados na produc¢do de estados spin squeezed,
e devido a relagao da descrig¢do destes sistemas pela aproximac¢do de dois modos com a teoria
de momento angular do capitulo 2 através da representacdo de Schwinger. Estes conceitos sdo

abordados de forma detalhada neste capitulo.
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O capitulo quatro apresenta a definicao de spin squeezing proposta por Kitagawa e Ueda,
assim como a de Wineland, et al., em conjunto com conceitos de squeezing no contexto de Otica
Quantica. Os parAmetros de spin squeezing £ € £% sdo entdo definidos, assim como a produgdo
de estados spin squeezed caracterizados por estes parametros através de Hamiltonianos de OAT,
sendo discutido o ciclo de squeezing obtido através destes Hamiltonianos, com estados sendo
representados através da distribuicdo de Wigner introduzida no capitulo 2.

O quinto capitulo contém as ideias bésicas da descricao tedrica de nicleos quadrupolares
em RMN, outra possivel implementacdo de Hamiltonianos de OAT. Nele € discutido também
a relacdo entre estes sistemas e condensados de Bose-Einstein em pogo-duplo, duas possiveis
realizacOes do Hamiltoniano de Bose-Hubbard de dois sitios.

Tendo em maos os conceitos introduzidos nos capitulos anteriores, o capitulo 6 ocupa-se
da descri¢do da interag¢do dipolar magnética entre nicleos homo e heteronucleares em RMN,
focando no Hamiltoniano devido a dois ndcleos quadrupolares heteronucleares interagindo por
interacdo dipolar. Baseado neste Hamiltoniano, sdo analisadas dindmicas de spin squeezing para
um sistema composto por dois subsistemas de momento angular / = 7/2 e J = 3/2 através de
Hamiltonianos de OAT em conjunto com um termo de acoplamento da mesma forma do termo
de interacdo dipolar em RMN. Diversos regimes de acoplamento sdo analisados no texto, sendo
as dinamicas de spin squeezing obtidas caracterizadas pelo parametro de spin squeezing £% de
Kitagawa e Ueda.

Antes de finalizar este capitulo, € importante destacar o fato de que as defini¢des apresen-
tadas neste trabalho utilizam unidades nas quais a constante de Planck reduzida # € considerada
igual a unidade, o que pode levar a defini¢cdes diferentes das frequentemente encontradas na

literatura.



11

2 TEORIA QUANTICA DE MOMENTO ANGULAR

Este capitulo contém o ferramental basico de Mecéanica Quantica, como seus postulados
e Teoria Quantica de Momento Angular, encontrados em livros-texto tipicos deste topico (2,
24-26). Também sado introduzidos os conceitos de Estado Coerente de Spin e distribui¢do
de quasiprobabilidade de Wigner, ferramentas empregadas posteriormente no estudo de spin

squeezing.
2.1 ELEMENTOS BASICOS DA MECANICA QUANTICA

A construgdo de qualquer pensamento cientifico necessita de alicerces sélidos, fatos ou
defini¢des fundamentais nos quais todo o processo de raciocinio e andlise serdo baseados. A
Mecanica Quantica, teoria fisica empregada na investigacao de sistemas em escala atdmica ou
subatomica, tem como alicerces postulados fundamentais que estabelecem de forma axiomadtica
0s objetos necessarios a descricdo quantica de um sistema fisico (2,24,25) . Estes postulados
estabelecem que o estado de um sistema quéntico € descrito matematicamente através de vetores
pertencentes a espagos vetoriais complexos com norma chamados espacos de Hilbert (H). Estes
vetores sdo usualmente representados através da notagdo de Dirac, utilizando kets |1)) e seus
adjuntos (1|, chamados de bras. Um observavel fisico A relativo ao sistema é representado
através de um operador linear hermitiano A=A que atua no espaco de Hilbert do sistema,
onde At ¢ o adjunto de A. Os possiveis valores deste observavel sdo os autovalores (todos reais)

do operador A, ou seja, valores a; definidos pela expressao
Ala;) = a;|a;) 2.1)

onde os vetores |a;) sd0 os autovetores ou autokets deste operador. Sendo em seu cerne uma
teoria probabilistica, a Mecanica Quéntica permite estabelecer valores médios (A) = (1| A[¢))
destas grandezas fisicas observaveis, uma vez conhecido o estado do sistema. Outro aspecto
de cardter estatistico central ao formalismo quantico € a relagcdo entre as variincias de dois
observdveis e a relacdo de comutacdo entre ambos através de uma desigualdade, estabelecendo
um limite de precisdo na estimativa simultanea de dois observaveis fisicos ndo-comutantes. Tal
relacdo é chamada de principio de Incerteza de Heisenberg, sendo expressa formalmente pela
desigualdade

(AAXAB)* > L[([A.B) I% (2.2)

> =

relacionando as variancias

(AA)? = (4%) — (4)", (2.3)

(AB)* = (B% —(B)", (2.4)
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com o comutador
[A, Bl = AB — BA, 2.5
entre os operadores. Dois operadores sdo ditos comutativos caso o comutador entre eles seja
nulo.
A dinamica de um sistema quantico, ou seja, como estados s@o alterados no decorrer do

tempo, € estabelecida através da famosa equagdo de Schroedinger
d 3
i lo(6) = B (), 2.6)

onde H é o operador Hamiltoniano, associado a energia do sistema. Um resultado importante
derivado desta equag@o estabelece que um estado [¢)(#)) no tempo ¢, evoluird através da

aplicacdo de um operador unitirio chamado operador de evolugdo temporal

A~

U/t tg) = e~ H1=10), 2.7)
sendo o estado quantico no tempo t > £,

(1)) = Ult, to) [¥(to)) (2.8)

caracterizando toda a dindmica do sistema. Uma vez definido estes conceitos fundamentais, o
restante deste capitulo é dedicado a aplicacao deste formalismo no contexto de observaveis de
momento angular que posteriormente serd empregado no conceito de spin squeezing, um dos

pontos centrais deste trabalho.

2.2 OPERADORES DE MOMENTO ANGULAR

O momento angular é uma grandeza fisica de extrema importancia, tanto em Mecanica
Cléssica quanto em Mecanica Quantica, uma vez que € gerador de rotagdes em sistemas fisicos e
uma quantidade conservada em sistemas rotacionalmente simétricos (24,27,28). Em Mecanica
Classica, momento angular € uma grandeza fisica vetorial associada a rotacdes em torno de um
ponto especifico, definida matematicamente como o produto vetorial entre os vetores posi¢ao e
momentum linear de um corpo num dado referencial (28)

L=rxp, (2.9)

sendo conservado sempre que torques externos nio atuem sobre o sistema. J4 em Mecanica
Quantica, momento angular é definido de maneira mais geral, com foco em sua relagdo com
rotacdes (25). Neste contexto, a grandeza momento angular é associada a um operador vetorial

geralmente expresso em coordenadas cartesianas como
J=(Js, Jy, J.), (2.10)

cujas componentes J; sdo operadores que geram rotacdes em torno dos eixos k = z,y, z. O
termo gerador de rotacdes € proveniente do fato de que estes operadores sdao empregados na
constru¢do de operadores de rotacdo da forma

~

Ru(p) = e7/0m%, @.11)
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equivalente quantico de uma rotacdo do sistema por um angulo ¢ em torno do eixo estabelecido
pelo vetor unitdrio n. Uma imposicao razodvel na construg¢io destes operadores € que valores
esperados de observaveis fisicos calculados através dos estados quanticos rotacionados sejam
iguais aos valores calculados através da rotagc@o do valor esperado através de matrizes de rotagao

usuais R, () (28), ou seja

(WIBL(p) A Ru()|9) = Ru(w) (A) . (2.12)

Esta imposic¢do resulta em relacdes de comutagdo especificas para os geradores (24—26):
ey J)=id. [, L) =id,  [J, J] =il (2.13)

Estas relacdes de comutacdo fundamentais caracterizam todo o tratamento quantico de momento
angular e rotagdes em Mecanica Quantica. Um resultado direto destes comutadores sdo as

relacdes de Incerteza para operadores de momento angular, que de acordo com (2.2) s@o

(AJ2)*(AJy)? = 5 (J, >

(AL (AT,)? > <> (2.14)
J,)2 >

(AL(AT)? > 1 ()"

Estas expressoes serdo importantes na definicao do conceito de spin squeezing no Capitulo 3

LSS TN

deste trabalho. Para se trabalhar com problemas de momento angular em Mecanica Quantica,
um passo fundamental € estabelecer uma base adequada. A base geralmente (25,29) empregada

neste contexto € a base de autokets simultaneos do operador J, e do operador quadrético
72 72 72 72
J=J,+J,+J, (2.15)

sendo os elementos desta base expressos por |.J,m) devido aos autovalores definidos por

J. |J,m) = m|J,m) (2.16)
e
I J,m) = J(J+1)|J.m) (2.17)
onde os numeros quanticos
1.3
=0,-,1,=,.
J 07 27 ) 27

m=—J,—J+1,....J—1,J

caracterizam estes autovalores. Dois outros operadores importantes no contexto de momento
angular s@o os chamados operadores de levantamento e abaixamento, nomeados de tal forma

devido aos efeitos produzidos pela aplicagdo destes operadores em estados da base |.J, m):

JylJm) =/ (J—=m)(J+m+1)|[J,m+1) (2.18)
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J_|Jm)y =/ (J+m)(J—m+1)|[J,m—1), (2.19)

respeitando
o J =20, [J.,Ji ==+Js (2.20)

como regras de comutagdo. Outra forma de definir estes operadores € através de suas relagdes

com os operadores .J, € J:

A A

Jo = Ju+idy, (2.21)

J_=J,—ily, (2.22)

expressoes que podem ser invertidas resultando em

Jo= 5L+ o), (2.23)
~ 1 - ~
y =5, (J+ = J-), (2.24)

expressoes Uteis na computacdo dos efeitos dos operadores Jy, e jy na base |J, m).

Uma questdo natural em relacdo ao momento angular é a diferencga entre a defini¢ao
classica desta grandeza e sua defini¢do quantica. Esta discrepancia surge devido ao fato de que
particulas quanticas podem apresentar valores intrinsecos de momento angular referidos pelo
termo spin, quantidades que nio possuem equivalentes cldssicos, apresentando uma contribui¢do
puramente quantica no momento angular de sistemas. A defini¢do de operadores de momento
angular como geradores de rotacdo em Mecanica Quantica engloba de maneira natural estas
propriedades intrinsecas de sistemas quanticos. O equivalente quantico da expressdo (2.9) é
chamado momento angular orbital, sendo dependente de operadores de posi¢cdo e momento
de particulas e representado por L, operador que também respeita todas as propriedades de

momento angular apresentadas anteriormente.

2.3 SISTEMAS DE SPIN-1/2

Um modelo de grande importancia em diversas dreas da Mecanica Quantica sdo os
chamados sistemas de spin-1/2, sistemas onde o nimero quantico J possui valor igual a 1/2,
sendo um exemplo tipico de momento angular intrinseco citado no final da se¢do anterior. Nestes
casos € usual substituir J por S, reescrevendo os operadores como 5‘1 S'y, S’Z e SQ, chamados
usualmente de operadores de spin, que atuam no espago de Hilbert de dimensao 2 referente ao
sistema. Como no caso de .J geral, a base empregada € a base de autokets simultaneos de S.e
S2, cujos elementos serdio representados como |1) param = 1/2 e ||) param = —1/2. Outra

prética frequente € representar os operadores matricialmente através das chamadas matrizes de

01 0 —i 10
Gy = o= ') 6= (2.25)
1 0 1 0 0 —1

Pauli:
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onde os operadores de momento angular de spin sdo compostos por
S, =-6, a=umuuy,z (2.26)

Nesta representacdo matricial, os estados da base ficam na forma

1 0
) = < 0 ) e [I)= ( ) > (2.27)

sendo referida como representacdo de spinores. Estados gerais de sistemas deste tipo na base

{I1),]4)} s@o compostos por superposi¢des da forma

) =all) + 81, (2.28)

onde os coeficientes complexos « e 3, amplitudes de probabilidade dos estados da base, estdo

sujeitos a condi¢do de normalizagdo
la? + |B]> = 1. (2.29)

Outro modo de representar estes estados gerais € pela parametriza¢do das amplitudes de probabi-
lidade através dos angulos 0 < 0 <7me (0 < ¢ < 27

1) = cos (6/2) 1) + ¢sen (6/2)]1) . (2.30)

Tal parametrizacdo tem a vantagem de possibilitar uma interpretacdo geométrica vetorial simples

para o spin, sendo a direcao esperada de spin

(S)

n,, = |(S>| = (sen 6 cos ¢, sen # sen ¢, cos 0), (2.31)
especificada pelos valores médios das componentes, uma vez que
(8) = ((52) . (,) . (52)) (232)
e
A A\ (2 2 A2
)1 = V(8 + (8" + (8" 23

Também € possivel visualizar graficamente estados quanticos com esta parametrizacdo através
da chamada esfera de Bloch (4), onde os estados quanticos sdo representados como pontos na

superficie de uma esfera de raio unitério especificados pelas coordenadas esféricas (6, ¢).
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Figura 1 — Representagdo de estados quénticos para sistemas de spin-1/2 na esfera de Bloch.
Estados quanticos sdo representados por pontos (6, ¢) na superficie de uma esfera
unitéria. Fonte: adaptado de Wikipedia'.

A representacdo de estados quénticos na esfera de Bloch pode ser generalizada para
qualquer sistema de dois niveis, ou seja, sistemas quanticos cujo espaco de Hilbert possuem

dimensao igual a dois.

2.4 ADICAO DE MOMENTO ANGULAR E COEFICIENTES DE CLEBSCH-GORDAN

Em diversos casos, o operador de momento angular definido anteriormente representa
um momento angular total proveniente da composicdo de diversas contribui¢des, sejam elas de
spin, de momento angular orbital ou devidas a presenca de muitas particulas com momentos
magnéticos ndo-nulos (24,25,29). Supondo um sistema composto por duas contribuicdes de
momento angular J; e Jo, o operador momento angular total ou momento angular coletivo deste

sistema € construido pela soma
J=J,01+ield, (2.34)

sendo 1 operadores identidade para cada subespaco e ® representando o produto tensorial
entre operadores em subespacos distintos. Com esta defini¢do de momento angular total, as

componentes cartesianas deste operador sdo obtidas através de somas da forma
Jo = Ao(él) R1+1® J,§?> a=2x,,z, (2.35)

i . 5 5(1 5(2
sendo estas adi¢des comumente expressas de modo simplificado por J, = J + J? . Uma vez
estabelecidos os operadores, € necessdrio adotar uma base conveniente no tratamento quantico
de momento angular total. Uma das alternativas consiste em compor as bases usuais de momento

angular de cada subsistema através de produtos da forma

|J1,m1) ® | Jo, mo) = |J1, Jo;my, ma) (2.36)

' <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bloch_Sphere.svg>.
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obtendo uma base que diagonaliza os operadores locais J 2 J %, J;l e J;Z simultaneamente,
embora ndo diagonalizando J2. Outra alternativa consiste em empregar uma base que diagonaliza
operadores do sistema total, ou seja, J2e J.. Abase que realiza esta diagonalizacio é conhecida
como base de Dicke, representada por {|.J,m)}, que além de base de autovetores simultineos
de J2 ¢ J,, também diagonaliza J 2e J 2. A ligacdo entre as duas bases pode ser estabelecida
fazendo uso da relacdo de completeza

ZZ|J1,J2;m1,m2> (J1, Josma,mg| =1 (2.37)
mi ma
aplicada sobre |.J, m):
[Tom) =) 0> O [T T2 m) (2.38)
my mo
onde os coeficientes
Co iy = (J1, Jayma,mal Jym) = (J,m|Jy, Joyma, ma) (2.39)

s@o os chamados coeficientes de Clebsch-Gordan, ndo-nulos apenas nos casos onde

m = mi + My

|1 — o] < J < Ji+ Ja.

Para detalhes do calculo dos coeficientes de Clebsch-Gordan, recomenda-se a referéncia (29),
que apresenta diversas expressdes numéricas para o cdlculo dos coeficientes assim como tabelas
para diversos valores de J; e J,. Como exemplo de aplicacio destes conceitos, serd realizada
aqui a adicdo de momento angular para um sistema composto por trés particulas spin-1/2, sendo

as componentes do operadores de momento angular total dadas por:
A 3 ~
Jo=3 50, (2.40)
i=1

Como apresentado anteriormente, a adicdo de momento angular deve ser realizada entre pares,
portanto o primeiro passo deve ser adicionar dois spins-1/2, o que resulta em dois valores

possiveis para 0 momento angular total, expresso por Ji2:
Jp=[51—=5%|=0 e Jp=S+S5=1 (2.41)

O valor Ji2 = 0 implica em m5 = my + my = 0, com duas possibilidades:
1 1 1 1
m1:§ € m2:—§ ou m1=—§ € 7TL2:§,
com elementos de base |1]) = [1) ® [{) e [{T) = |}) ® |1), respectivamente. O elemento
da base de Dicke correspondente a essas possibilidades € obtido através dos coeficientes de
Clebsch-Gordan

(2.42)
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resultando no chamado estado de singleto (3) da base de momento angular para J;5:

[ =

Ji2=0,m12=0 2.43
| J12 12 ) = \/5 ( )
Para J;» = 1, trés estados sdo possiveis, uma vez que mi, = —1,0, 1. O estado onde m5 =1
implica em m; = my = 1/2, de modo que
|J12 =1,mp = 1) = |TT> ) (2.44)
e de modo similar:
|Ji2 =1, m = —1) = |1]). (2.45)
O estado restante (mi2 = 0) na base de Dicke depende dos coeficientes de Clebsch-Gordan
1
C’1011 _O}I 11— — = 2.46
3333 22733 /2] ( )
resultando no elemento

V2

Estes trés estados sdo chamados estados de tripleto (3). Deste modo, a base de Dicke resultante
da adic@o de dois spins-1/2 é

() () + D) /vV2, (110 = [1)) /v2, 1L} (2.48)

sendo esta base usualmente chamada base de singleto-tripleto(26,30). Agora resta adicionar os
dois possiveis valores de .J5 a S5. Para J15 = 1, outros dois valores de .J sdo possiveis, sendo

eles .
J = |J12—S3| :é € J:J12+83:3/2 (249)

O estado |.J = 3/2,m = 3/2) é expresso facilmente em termos dos estados de uma particula:

|J = 3/2,m = 3/2) = [111) . (2.50)

Os estados restantes onde J = 3/2 podem ser obtidos através do operador de abaixamento
(2.22), notando que este operador total € composto pela soma

J =5 @Iel+IeS ol+I0les_. (2.51)
Aplicando sucessivamente este operador sobre o estado (2.50) encontra-se
|7 =3/2,m=1/2) = 22 (L11) + [11) + [111)

|7 =3/2,m = —1/2) = 1 (1144) + [1) + [L41) (2.52)
T =3/2,m=~3/2) = |L11).

Os demais estados da base de Dicke para J se dividlem em J = 1/2 devido aos estados de
tripleto e singleto, sendo eles:

T = 1/2,m = 1/2)ye0 = o (= [111) = [11) + 2110)

1 (2.53)
|'] = 1/2)m = _1/2>triplet0 = V3 <|T\L\L> + |J'T\L> -2 Hf\l/T>)
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|J = 1/27m = 1/2>singleto = \/LQ (|T¢T> - |\1’TT>)
|J = 1/2777’71 = _1/2>singleto = \/Lﬁ <|TJ/\L> - |\L/Nf>) )

formando um espaco de Hilbert de dimensao 8. Uma observagdo de grande importancia na

(2.54)

realizacdo da adi¢do de momento angular € a distinguibilidade das particulas que compdem o
sistema. Como serd discutido em mais detalhes no préximo capitulo, particulas de spin-1/2 séo
férmions, possuindo funcdo de onda total antissimétrica em relacdo a permutagdo de particulas
indistinguiveis. A anti-simetria da fun¢do de onda total para um sistema de muitos spins-1/2,
composta pelo produto entre a fun¢do de onda espacial e a fung¢do de onda de spin, pode se
apresentar de duas maneiras (3), uma delas sendo a func¢do de onda espacial antissimétrica com
func¢do de onda de spin simétrica, ou o contrério, funcdo de onda espacial simétrica com fun¢do
de onda de spin antissimétrica. Para o caso onde os trés spins tratados acima sao indistinguiveis
e com func¢do de onda espacial antissimétrica, a base de momento angular total € reduzida,
contendo apenas os termos onde JJ = 3/2, uma vez que sdo simétricos em relagéo a permutagido

de particulas.

2.5 SISTEMAS DE N SPINS-1/2 E ESTADOS COERENTES DE SPIN

O processo de adi¢do de momento angular apresentado na se¢do anterior para um sistema
de 3 spins-1/2 pode ser estendido para sistemas mais complexos, aumentando a dimensao do
espaco de Hilbert e os possiveis valores de .J para 0 momento angular total. Um modelo elementar
no desenvolvimento deste trabalho, frequentemente empregado na introducio do conceito de spin
squeezing, consiste num sistema de N spins-1/2 idénticos com estados simétricos de momento
angular, implicando em funcdes de ondas espaciais antissimétricas em relagdo a permutagdo de
particulas. Analogamente ao caso de 3 spins, as componentes coletivas de momento angular sdo

construidas através da soma dos operadores de spin para cada particula:
jm = Zz]il ‘gﬂ(ﬂi) jy = Zfil S@SZ) jz = Zfil Sgi)» (2.55)

sendo o comprimento de spin J = N/2, uma vez que garante estados simétricos de momento
angular total. Um estado geral deste sistema pode ser construido pelo produto tensorial do estado

de cada particula que compde o sistema
N
¥) = Q) [¢), (2.56)
i=1

onde |4V} representa estados gerais da forma (2.30) com valores especificos de 6; e ¢; para
cada spin. Uma classe importante de estados deste sistema sio os chamados Estados Coerentes
de Spin (ECS) (31-33), definidos por produtos tensoriais entre estados de uma tinica particula

todos parametrizados por valores iguais de 6 e ¢:

N

16,6) = Rlcos (6/2) 1) + esen (8/2) [1)], (2.57)

i=1
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resultando em coeréncia na direcao ou alinhamento médio de spin, sendo ele especificado pelo

vetor unitario’

T
[
—

n,, = = (sen 6 cos ¢, sen # sen ¢, cos 0), (2.58)

(D
sugerindo uma interpretaciio geométrica similar ao caso de um spin-1/2. Outra representagio ttil
no tratamento de ECSs € realizada através da base de Dicke, introduzida na se¢do anterior. Nesta
base os ECSs sdo compostos por combinagdes lineares de |/, m) com coeficientes dependentes
dos angulos de alinhamento do estado coerente a ser expandido:

J
10,0) = Y cm(®)e TS m) (2.59)

m=—J

com fungdo ¢, (), uma distribui¢do binomial (34) definida por:

(ST

em(6) = ( Jijm>cos‘]_m((9/2) sen”+(0/2), (2.60)

sendo o termo em parénteses um coeficiente binomial, objeto frequentemente encontrado em

andlise combinatéria definido pela expressao

n n!

Dentre a gama de estados coerentes de spin, dois estados devem ser destacados: primeiramente o
estado no qual todos os spins que compde o sistema encontram-se no estado ||), dando origem
ao estado coerente

N
0=0.6=0)=1J.-J) =) (2.62)
1=1

seguido pelo estado onde todos os spins encontram-se no estado |1)
N
0 =m0=0)=JJ) =) 1), (2.63)
i=1

estados que além de ECSs, sdo auto-estados do operador J,. A partir destes estados, todos os

outros estados coerentes de spin podem ser obtidos através de rotacdes da forma:
10,8) = (1+|21%) e |J, —J) (2.64)

onde p
z = e_id)tg 5 (2.65)

Como j4 citado, o vetor unitdrio n,, de alinhamento médio de spin permite uma in-
terpretacdo geométrica vetorial para ECSs semelhante ao caso de apenas um spin-1/2, o que
sugere a existéncia de uma generalizacao do conceito de esfera de Bloch para N spins. Esta

2 Compativel com as argumentagdes da Eq. (2.31) para uma tnica particula de spin-1/2;
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generalizacdo é frequentemente realizada através de distribuicdes de quasiprobabilidade, as quais
permitem uma representacdo em espaco de fase dos estados coerentes de spin. O método geral
para construir estas distribuicdes para momento angular € apresentado na referéncia (35), aqui
sendo apresentadas apenas as ferramentas bésicas utilizadas na construcao destas distribui¢cdes.
Para formular distribui¢des de quasiprobabilidade para sistemas de momento angular J fixo, a
base empregada € a base de tensores esféricos irredutiveis ou operadores de estado multipolar, na

qual o estado do sistema, expresso através da matriz densidade p = |¢) (1|, € expandido como

K

2J
Z Z prgTL, (2.66)

onde os tensores esféricos sdo explicitamente expressos por (35, 36)

[2K +1 -
2J +1 Z Z Clomg | T} (Jym] (2.67)

m=—J m/'=—J

. . Jm’ .
sendo K inteiro e C'y%.,  os coeficientes de Clebsch-Gordan referentes ao acoplamento de
um momento angular J com um momento angular X em um momento angular coletivo .J. Os

coeficientes da expansdo em (2.66) sdo dados por
preg = Tr [p(T;g)T] , (2.68)

referidos como funcdes caracteristicas. Com estes ingredientes, diversas fun¢des de distribuicao
de quasiprobabilidade podem ser construidas no contexto de operadores de momento angular
(35). Uma destas distribui¢des € a fungio distribuicdo de quasiprobabilidade de Wigner W (6, ¢)

(37), definida como
2J+1
=\ Z Z picqYica(0 (2.69)

K=0¢=—K

onde Y5, (0, ¢) sdo fungdes especiais chamadas de harmonicos esféricos (25,29). E importante
notar que substituindo px, em (2.69) por Ag, = Tr [A(TI"{)T] , obtém-se uma distribui¢ao
Aw (0, ¢) para o operador A A partir desta distribuicdo e junto a defini¢cdo de distribuicio de

Wigner (2.69), a média de um operador pode ser obtida:

N 4
() =[5 / W (8, ) Aw (6, &) sen 0.d8do. (2.70)

Esta média € obtida de maneira semelhante ao valor esperado de um observavel classico no

espaco de fase, com W (0, ¢) agindo de maneira andloga a uma distribuicéo de probabilidade
neste espaco. Mas é preciso ter cuidado nesta analogia, uma vez que 1 (6, ¢) ndo representa
uma distribui¢do de probabilidade no sentido cldssico usual, podendo até mesmo assumir valores
negativos. Devido a isso, € referida como funcdo de distribuicao de quasiprobabilidade.

A fungdo de distribuicdo de Wigner pode ser empregada na visualizacdo de estados

quanticos de momento angular com o uso de espacos de fase esféricos, uma vez que esta
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distribui¢do possui dependéncia nas varidveis angulares 6 e ¢. Esta representacdo em espaco
de fase representa uma generalizacdo do conceito de esfera de Bloch para sistemas de N spins,
sendo uma ferramenta conveniente na visualiza¢do de ECSs. A figura 2 apresenta a distribui¢io
W (0, ¢) no espago de fase esférico para o estado coerente |r/2,0) para J = 7/2 (N = 7 spins),
eparaJ = 3/2 (N = 3).

Figura 2 — Distribui¢do de quasiprobabilidade de Wigner W (6, ¢) do estado coerente de spin
|7/2,0) no espago de fase calculada para um sistema que representa N = 7 particulas
(a) e N = 3 particulas (b). A forma esférica das distribui¢des ilustra o fato de que
as variancias em qualquer direcdo ortogonal ao alinhamento médio em z € a mesma,
tendo valor .J/2 = N/4. Fonte: o autor.

(a) J=7/2 (b) J=3/2

A Z \

Pela figura, duas vantagens desta representacdo ficam evidentes: as distribuicdes sdao
centradas na direcao de alinhamento médio de spin, neste caso na direcio-z, e a forma circular
destas distribuicdes para ECSs, o que indica a isotropia das varidncias de componentes de
momento angular em qualquer direcdo perpendicular a direcao de alinhamento médio de spin.
Esta isotropia € uma caracteristica dos estados coerentes de spin, uma vez que estes estados
possuem variancia (AJ})? = J/2 em qualquer dire¢do perpendicular ao alinhamento médio.
Uma consequéncia do valor destas variancias é a minimizagdo da relacdo de Incerteza em

direcdes perpendiculares a este alinhamento, resultando em relacdes da forma

1,- 2 1
(AT ATL) = 7 ) = 377 @.71)

Sendo | e L, também perpendiculares entre si. Como serd explicado no capitulo 3, o fendmeno
de spin squeezing consiste na reducdo de uma destas variancias em dire¢do perpendicular,
resultando em quebra de isotropia na distribui¢do de Wigner, achatando a forma esférica da
distribui¢c@o. Deste modo, a representacdo em espaco de fase também se apresenta como uma

ferramenta de visualizacdo de estados spin squeezed.
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3 CONDENSADOS DE BOSE-EINSTEIN EM POCOS-DUPLOS E REPRESENTA-
CAO DE SCHWINGER

Condensados de Bose-Einstein sdo sistemas atdmicos de muitas particulas de grande
interesse tedrico e experimental, sendo aplicados como realizacdo de diversos problemas fisicos
devido ao controle de parametros regulados pela geometria das armadilhas e interacao entre
particulas (18,38—40). Dentre as possiveis geometrias de armadilhas, uma das mais importantes
sdo armadilhas em poco-duplo, que possibilitam, em regimes especificos, a formagdo de dois
condensados em modos espaciais distintos (41,42). Um dos aspectos mais interessantes desta
descri¢do de condensados em dois modos € a possibilidade de mapear todo o formalismo quantico
de momento angular tratado no capitulo anterior em termos de operadores bosOnicos através
da chamada Representacdo de Schwinger (22,25), que se apresenta como uma ponte entre as
descricdes destes sistemas a principio tao distintos.

Este capitulo € destinado a definir este mapeamento entre as duas descri¢des, apresen-
tando primeiramente a linguagem de Segunda Quantizagcao bosonica, que € entdo empregada na
obtencdo do Hamiltoniano de Bose-Hubbard de dois sitios para o Condensado em armadilhas
de pogo-duplo através da aproximacgdo de dois modos para os operadores de campo do sistema.
Em seguida, a representacdo de Schwinger € abordada, permitindo definir objetos da teoria
de momento angular como operadores de momento angular e estados coerentes de spin em
termos de operadores de criacdo e aniquilagdo bosdnicas. O Hamiltoniano de Bose-Hubbard em
termos de operadores de momento angular serd empregado no capitulo 3, sendo um exemplo de
realizacdo de Hamiltonianos de One-Axis Twisting, empregados na producdo de estados spin

squeezed.

3.1 BOSONS, FERMIONS E CONDENSADOS DE BOSE-EINSTEIN

A Mecanica Estatistica Quantica divide particulas quanticas em duas categorias (2): parti-
culas com spin total nulo ou inteiro (unidades de /) sdo chamadas bdsons, enquanto particulas de
spin semi-inteiro, férmions. No entanto essa divisdo ndo tem origem devido ao valor de spin, mas
as possibilidades de ocupacdo de estados quanticos em sistemas de particulas indistinguiveis (43).
Bdsons ndo apresentam restri¢des no nimero de ocupagdo de estados quanticos de uma particula,
obedecendo a chamada Estatistica de Bose-Einstein, possuindo fun¢do de onda de muitos corpos
simétrica em relagdo a permutacdo de duas particulas indistinguiveis. Em contraste, férmions
obedecem a Estatistica de Fermi-Dirac, onde duas particulas idénticas ndo podem ocupar um
mesmo estado quantico (restricdo conhecida como Principio de Exclusdo de Pauli (2)), com
funcdo de onda de muitos corpos anti-simétrica em relacdo a permutacdo. Estas propriedades de
simetria desempenham um papel fundamental na drea de dtomos ultra-frios, 4tomos em armadi-
lhas magneto-Opticas resfriados a temperaturas préximas do zero absoluto, tipicamente abaixo

de décimos de micro-kelvins. As baixissimas temperaturas sao obtidas através da combinagdo de
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técnicas de resfriamento a laser e por evaporagdo (44, 45). Experimentos com dtomos ultra-frios
s30 muito importantes em diversas areas da Fisica como Otica Atdmica (46,47), Simulacdo
Quantica (48) e Fisica da Matéria Condensada, como por exemplo, na realiza¢do e manipulagdo
de Condensados de Bose-Einstein.

O fendbmeno de Condensagdo de Bose-Einstein ou BEC (do inglés Bose-Einstein Con-
densation) é proveniente da ocupagdo em escala macroscépica de bésons em um mesmo estado
quantico, ocorrendo abaixo de uma determinada temperatura critica (18-20). As primeiras
nog¢des deste fendmeno foram estabelecidas por A. Einstein em 1925, generalizando para par-
ticulas ndo-interagentes de massa nao-nula o trabalho do fisico indiano S.N. Bose a respeito
da descri¢do quantica estatistica para fétons. Apds quase 70 anos, Cornell e Wieman (49) em
1995 obtiveram a primeira realizagdo experimental de BECs, utilizando técnicas de resfriamento
e armadilhamento magneto-6pticas aplicadas a um gds de dtomos de Rubidio, expandindo o

interesse nas propriedades tedricas e experimentais de condensados.

3.2  FORMALISMO DE SEGUNDA QUANTIZACAO

A linguagem usual utilizada no tratamento de sistemas quanticos de particulas indis-
tinguiveis € o formalismo de Segunda Quantizagdo (43, 50), cujos objetos fundamentais sdo
os operadores de criacdo e aniquilacdo, com relacdes de comutacdo ditadas pela espécie de
particulas que compdem o sistema (bdsons ou férmions). Neste trabalho o tratamento € restrito
apenas a sistemas bosonicos. Assumindo a estrutura formal dos postulados da Mecanica Quéntica
(24), ¢ feito referéncia ao conceito de estados de ocupagdo, simbolizados por

|na17na27 o '>7

que representam n,, particulas no modo (ou nivel) oy, n,, particulas no modo o, e assim
por diante, formam uma base ortonormal de um espaco de Fock B (43) associado ao sistema,
chamada base de Fock. Além da defini¢do de estado, os postulados da Mecanica Quantica
abordam também o conceito de operadores, relacionados aos observdveis do sistema quantico.
Como j4 citado, os operadores fundamentais do formalismo de Segunda Quantizagdo sdo os

operadores de criacdo e aniquilagdo definidos respectivamente por (50):

&,It; |na1yna27"' 7nak7"'> =V nak +1|na17na27"' 7(nak +1)7> (31)

dk |na1)na27 oy Ny, > = \/nak |nauna27 e 7<nak - ]-)7 t > (32)
T

com (a},)" = ay. O efeito destes operadores € adicionar ou remover particulas de um determinado
modo de uma particula ay. As propriedades de simetria de estados bosonicos estdo contidas nas

relagdes de comutacdo destes operadores:

af,al] =0, [aga] =0, [|ax,a)] = o (3.3)
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Operadores de criag@o e aniquilagdo particularmente importantes em matéria condensada sdo os
chamados operadores de campo ‘iﬁ(r) e \i/(r) operadores que inserem e removem particulas na
posic¢do r, seguindo as relacdes de comutagao usuais para operadores bosonicos. Dada uma base
{]e;) } de uma particula, os operadores de campo podem ser expandidos nesta base:

U(r) =D (rlag) ar =Y da,(r)ax, (3.4)

k k

onde ¢,, (r) € a representagdo em coordenadas espaciais da func¢do de onda para o modo
de uma particula. Os elementos da base de Fock podem ser construidos através da aplicacao
sucessiva de operadores de criagdo sobre o chamado estado de vdcuo |(}), elemento da base de

Fock cujo o nimero de ocupacio de todos os modos € nulo:

AT "Lak
|n0¢1vn0¢2v"'> = H%m} (3.5)

. Ney,!

A base de Fock € a base de autovetores dos chamados operadores de niimero
oy, = ) dg, (3.6)

cujos autovalores sdo os nimeros de ocupacdo do modo .

Tendo definido o espago de Fock e seus elementos, € preciso construir operadores em
Segunda Quantizacdo que representem os observaveis na teoria quintica de muitos corpos. Uma
classe importante de operadores sdo os chamados operadores de um corpo, obtidos pela soma
da acdo de um operador de uma unica particula aplicado sobre cada particula do sistema. Em
termos matematicos, sendo A um operador que atua no espaco de Hilbert H de um sistema de
uma Unica particula, o operador de um corpo A correspondente para um sistema de /N particulas

¢ da forma: N
A=A 3.7)
onde 5\1 deve ser entendido como

M=1l®.. 9leiele...l,
—
(i—1) vezes

sendo 1 o operador identidade do espaco H de uma particula. Um exemplo importante de
operador de um corpo € o operador energia cinética K para um sistema de muitas particulas de
massa m

R=;%ﬁ, (3:8)
jd que a energia cinética total € obtida pela soma da energia cinética de cada particula que compde
o sistema. Para sistemas de particulas indistinguiveis no formalismo de Segunda Quantizacio
operadores de um corpo sio expressos através dos elementos de matriz Ay = <Ozk|;\|0zl> e dos

operadores de criacdo e aniquilagdo (50):

A=Y "My (3.9)
k,l
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Dois operadores de um corpo frequentemente necessarios a descricao de BECs sdo o ja citado
operador de energia cinética, e operadores relativos a potenciais de armadilhamento V. (r). Em

termos de operadores de campo (base de posi¢do), estes operadores sdo expandidos em:

. . v2\ .
K = /dr\If (r) <—%> B(r) (3.10)
c
Vo = / i () Vi 0 (1), (3.11)

onde na expressao (3.10) foram utilizados os elementos de matriz do operador de momento

linear para uma particula na base de posi¢ao
(r'[plr) = —idv V.

Estes dois operadores compdem Hamiltonianos utilizados na descricao de BECs armadilhados
onde interagdes entre particulas podem ser desprezadas (BECs ndo-interagentes)(18).
Frequentemente em sistemas de muitos corpos, interacdes entre particulas representam
um papel importante na descricdo do sistema, principalmente interagdes que envolvam duas
particulas por vez. Na teoria quantica, estas interacdes em pares sao representadas por operadores
atuando no espaco de Hilbert do sistema de duas particulas. Semelhantemente ao caso de opera-
dores de um corpo, podemos definir operadores de dois corpos para N particulas, construidos
pela soma das interacdes entre cada possivel par que compde o sistema:
V= %Zvj (3.12)
i#]
onde 9;; atua em elementos do espago de Hilbert H;; = H; ® H;. A versdo destes operadores
em Segunda Quantizagdo novamente envolve elementos de matriz dos operadores [0;;]kmig =

(km|v;;|l q) e operadores de criagdo e aniquilacao:

V=" [0i]kmig afa, iy, (3.13)

kylm.g
Operadores de dois corpos sdo empregados na teoria de Condensac¢io de Bose-Einstein na
descri¢do de potenciais de interacao interatdmicas no condensado, principalmente espalhamentos
de baixa energia através de pseudopotenciais (18). Utilizando (3.13), potenciais de interacio sdao

expressos através de operadores de campo como:

. 1 . . SN
Vi = 5 / drdr’ Ul (e)UT (2 )V (r' — 1)U (r)¥(r). (3.14)
O potencial de interagcdo frequentemente utilizado € o pseudopotencial de contato
V(' —r) =~ gi(r), (3.15)

onde g = 4nh%*a,/m, onde a, é comprimento de espalhamento de onda-s (2). Em Segunda

Quantizacdo este potencial € expresso por:

Vit = g/dr U ()0 (r) T () D (x). (3.16)
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Esta aproximacgdo € vdlida quando a distdncia média entre particulas € muito maior que a distancia
de interacdo interatdmica, o que ocorre em gases diluidos.

Tendo definido o formalismo geral de Segunda Quantizacao, Hamiltonianos para BECs
podem ser analisados utilizando este ferramental. Estes Hamiltonianos geralmente sdo divididos
em duas partes, sendo uma relativa aos operadores de um corpo como energia cinética e potencial

externo, e a outra relativa a potenciais de intera¢io entre 4tomos:

H = Hy+ Hpy, (3.17)

272
Hy = / dr ¥'(r) (—ZZ +vext(r)> U(r), (3.18)
Fini = g / dr O (r) T ()T (r) (), (3.19)

onde o potencial de interacdo utilizado foi o pseudopotencial de contato (expressdo (3.15)).
Tendo a descrigao, € preciso especificar o sistema bosdnico de interesse, definindo os termos
de potencial (potencial de armadilhamento, interacdo entre particulas) do Hamiltoniano e os
regimes de interesse (sistemas interagentes, nao-interagente). No presente trabalho, o sistema
abordado sdo os chamados BECs em poco duplo.

3.3 BECS EM POTENCIAIS DE POCO DUPLO E HAMILTONIANO DE BOSE-HUBBARD

Um dos sistemas mais importantes e discutidos na drea de Condensacdo de Bose-Einstein
consiste em BECs armadilhados em potenciais de pogo duplo (38,39,41,42,51-55). O termo
potencial de pogo duplo € empregado aqui para potenciais gerais que possuam dois pontos de
minimo (pocos) e um ponto de maximo (barreira) alinhados num mesmo eixo, conforme a figura

3. O Hamiltoniano em termos dos operadores de campo para BECs em pogos duplos possui a

Figura 3 — Forma genérica de um potencial de po¢o duplo com minimos em «a e b, barreira de
altura d e assimetria entre os pogos caracterizada pelo parametro o.

Vix)

forma geral de Hamiltoniano (3.17), onde o potencial a ser inserido em H, deve ser o potencial

de pogo duplo V,(r) utilizado no armadilhamento.
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3.3.1 APROXIMACAO DE DOIS MODOS

Para potenciais onde a barreira de potencial (parametro d na figura 3) € alta em relagcdo
a escala de energia das particulas armadilhadas, o sistema é comumente descrito através do
chamado modelo de dois modos (41,42,51,56). Este modelo consiste em considerar que as
particulas que compdem o sistema podem ocupar apenas o estado fundamental de uma particula
¢,4(r) e o primeiro estado excitado ¢, (r) de Bogoliubov (18), proveniente do termo de interacdes
interatdmicas no condensado. Matematicamente, isto significa expandir o operador de campo O
em

W(r) = ¢y(r) g + Pe(r) e, (3.20)

onde a4, 830 os operadores bosdnicos de aniquilagdo de particulas nos modos ¢, ). Como em
(56), assume-se que as fungdes de onde sejam reais e que ¢,(r) seja simétrica e ¢.(r) assimétrica
no intervalo que define o potencial. Uma maneira mais conveniente de interpretar o sistema €
através do nimero de particulas em cada poco, ou seja, utilizar a base de Fock de ocupagdo dos
pocos, que serdo referidos como pogos a e b. Nesta base de Fock, os operadores a, € a. sdo
expandidos em termos de operadores de aniquilagdo de particulas em cada poco, expressos por a
e 13, na forma: .

g = E(a +b) (3.21)

e = E(d —b), (3.22)

ou seja, superposicoes dos modos de ocupacido em cada pogo. Nesta base, o modelo de dois
modos pode ser visto sobre outro angulo: se a barreira entre os pogos for alta o suficiente, cada
pogo pode ser visto como um modo espacial localizado, com fun¢des de onda distintas formadas

por superposicdes do estado fundamental e excitado de uma particula (figura 4). Reescrevendo o

Figura 4 — Modos espaciais « e b. No modelo de dois modos cada pogo representa um modo
espacial localizado.

operador de campo (3.20) na base de Fock:

0y 00,

ng_ﬁbel;
\/§ .

U =
V2

+ (3.23)
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Aplicando (3.23) no Hamiltoniano (3.17) e ignorando os termos cruzados em ¢, ¢, (sobreposi¢des
despreziveis devido a altura da barreira), podemos reescrevé-lo como

o (ec+€g)

H= (a'a + b'b) — %(a*a —blb) — %(&Tl} +bla) + %(eﬁa —b'b)?, (324

onde os coeficientes sdo
2v72
o) = J dr d00(1) (~55° 4 Vau(r) ) 00 (x),

(3.25)
A=2 fdr $g(r)Vaaw (r)Pe(r),

X =2g [ dr[gy(r)]",

integrais espaciais dependentes das fungdes de onda ¢, . (r).

3.3.2 HAMILTONIANO DE BOSE-HUBBARD DE DOIS SITIOS

Modificando o Hamiltoniano (3.24) através da subtracao do primeiro termo a direita da
igualdade (o qual depende apenas do niimero total de particulas), equivalente a um deslocamento
na energia fundamental, o Hamiltoniano obtido é o chamado Hamiltoniano de Bose-Hubbard de
dois sitios:

Hpn = %(aﬂa — bih)2 - %(a*a — bth) — %(&T b+ bla), (3.26)
um Hamiltoniano de grande importancia em Fisica da Matéria Condensada (57, 58). O Hamil-
toniano Hppy possui trés contribui¢des, cada uma associada as constantes A, 2 e y. O termo
de coeficiente A depende da forma do potencial de armadilhamento, conforme (3.25). Para o
caso onde os pogos sdo simétricos, a integral A € nula, uma vez que o integrando é impar. Em
casos A # 0, ou seja, pogos assimétricos, este termo insere uma quebra de degenerescéncia
no estado fundamental (19). O termo de coeficiente 2 € uma superposicdo das possibilidades
de uma particula "pular"de um pogo para outro, ou seja, € o termo relacionado ao tunelamento
de particulas entre os modos. J4 o termo quadrético de coeficiente x se refere a interagdes
entre as particulas que compdem o condensado. Dois casos sdo possiveis conforme a espécie
de particulas que compdem o condensado: intera¢des repulsivas x > 0, ou interacdes atrativas
x < 0. Fisicamente, a interacdo € definida como atrativa ou repulsiva dependendo de qual das
duas interagdes interatdmicas principais ¢ dominante: a repulsdo coulombiana ou forcas atrativas
de van der Waals (18). No regime onde €2 e A sdo despreziveis, equivalente a pogos simétricos
com barreira de potencial muito acima da escala de energia das particulas, apenas as interacdes
interatdmicas sdo relevantes:

Hpn — %(a*a — bih)2.
Neste caso, o sinal de x impde duas possibilidades para estado fundamental do sistema de pogo

duplo. Neste regime Hpy é diagonal na base de Fock

{Ina,ne)} = {Ik, N = k)}
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para N = n, + n, fixo, com espectro dado por

By = %(2/@ — N2 (3.27)

Figura 5 — Energia I, em fun¢do de k£ para N = 100.
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Para x > 0, (3.27) é minimizada para k = N/2, ou seja, o estado fundamental é o estado
de Fock |N/2, N/2), com metade das particulas ocupando o pogo a e a outra metade ocupando b.

Jano caso x < 0 os minimos sdoem k = 0 e k = IV, sendo o estado fundamental a superposicio

[V, 0) +10, N)
\/§ )

frequentemente chamada de estados de gato de Schroedinger (Schroedinger cat-states).

(3.28)

3.4 REPRESENTACAO DE SCHWINGER

Uma das conexdes entre sistemas de momento angular e sistemas bosonicos € a repre-
sentacdo de Schwinger, que consiste no mapeamento de operadores de momento angular em
operadores de criacdo e aniquilagdo bosonicos de dois modos distintos (22,25). Como discutido
no item anterior, BECs em pocos-duplos podem ser analisados em termos de dois modos espaci-
ais, apresentando-se como uma excelente aplicacdo de sistemas bosonicos de muitas particulas
indistinguiveis simulando sistemas de momento angular. Uma das maneiras de construir a repre-
sentagdo de Schwinger € através de operadores de um corpo em Segunda Quantizacao. Como
discutido no primeiro capitulo, os operadores das componentes de momento angular coletivo para
um sistema de NV spins-1/2 sdo construidos pela soma dos operadores de spin de cada particula,
do mesmo modo que operadores de um corpo no contexto de bosons indistinguiveis. Isto indica

que, dado um sistema onde um bdéson pode ocupar dois modos distintos € possivel construir
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operadores que simulam o efeito dos operadores cartesianos de spin S, = %[7& (v ==z,y,2) em
estados de spin. Na base dos modos |a) e |b) de uma particula, tais operadores bosonicos de uma
particula possuem mesma representacio matricial que seus andlogos de spin (h = 1):

R 0 1 n 0 —2 n 1 0
S;v oson — i S, oson —— 1 Sz oson — i . 3.29
(Sa)o 2<10>(y)b 2(2. O)Hb 2<0_1> (3.29)

Em um sistema de N particulas indistinguiveis podendo ocupar estes dois modos, estes operado-
res se combinam, formando um operador de um corpo:

. 1. JUR
Jo= ) 5 ()i i, (3.30)
k,l=a,b
conforme (3.9). Estes operadores J,, de um corpo sdo os andlogos bosonicos dos operadores de
componentes de momento angular para J = N/2, respeitando as mesmas relagdes de comutagido

(2.13). A forma explicita destes operadores em termos dos operadores bosonicos é

A

J. = i — i) J, =L@t +bta) J, = L(ab—bla) (3.31)

com andlogos de operadores de levantamento e abaixamento

A

J.=alb  J_=bla. (3.32)

Figura 6 — Ilustragdo do efeito dos operadores J. em estados de Dicke ¢ em BECs em poco-
duplo. Em sistemas bosonicos estes operadores retiram uma particula de um modo e
inserem em outro, equivalente a diminuir ou aumentar o autovalor m em sistemas de
spin.

m+1

a b

Sendo o operador J, diagonal na base de Fock, sendo seus autovalores dependentes da
diferenca entre o nimero de ocupagdo dos modos, variando de —N/2 a N/2, fica clara a relagio
destes autovalores com os autovalores m do operador andlogo em momento angular:

1
mzé(na—nb) —mef J J:§(Ha+nb)) (333)
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com estas expressoes fica clara a relagéo entre as bases de Fock e de Dicke {|.J,m)}, cujos

elementos podem ser escritos em termos de operadores bosénicos como

(@) by

= T =)

10), (3.34)

através da expressao (3.5). Estados coerentes de spin podem ser expressos em termos de ope-

radores bosonicos através da representacdo na base de Dicke, ou seja, através da expressao
J

10,6) = > (J2+Jm>2°°s‘]‘m<9/2) sen” "(0/2) e L m) - (3.35)

m=—J

em conjunto com (3.34):

0, ¢ < ; ijm) (at cos 0/2)7™(bT sen (0/2))7 e+ ) (3.36)

1 J

reescrevendo esta expressao utilizando n, = J +men, = N —n, = J —m derivada de (3.33):

N
0, ¢) = \/_1N Z (ri\[)(dT cos 0/2)" (bT sen (0/2))N~ra)eina? |) | (3.37)
Ng=0 a

Multiplicando pela fase global ¢*¥¢/2, de acordo com a expansio binomial

(x+y)" =) (Z) T (3.38)

k=0

o estado coerente de spin em termos de operadores bosonicos € dado por
10, ¢) = L (dTe_i¢/2sen 0/2 + be®?cos 9/2>N |0) . (3.39)
’ VN!

Os estados onde |m| = J sdo equivalentes a todas as particulas ocupando um tnico modo:

1

| ) = STV () —

0,¢) = [J,—J) m(a) 0) = |N,0) (3.40)
1 N

7w, @) = |J,J) = ﬁaﬁ)N 0) = |0, N). (3.41)

Com a Representagdo de Schwinger, o Hamiltoniano de Bose-Hubbard de dois sitios
(3.26) pode ser representado em termos de operadores de momento angular:

Hpy = xJ? = AJ, —QJ,, (3.42)

onde as interagdes entre particulas sdo representadas pelo termo ndo-linear em J?2, a assimetria
dos pogos pelo termo em J, e o tunelamento por J,. Esta representacio do Hamiltoniano de
Bose-Hubbard serd empregada no préximo capitulo, onde se mostra uma ferramenta importante

na realizacdo de estados spin squeezed.
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4 ESTADOS SPIN SQUEEZED

Correlagdes quanticas e emaranhamento (6) representam recursos importantes em areas
como Computacdo e Informagao Quantica (4,59), dreas de intensa pesquisa recente, além de se
apresentarem como conceitos importantes no estudo dos fundamentos da Mecénica Quantica.
Portanto, ferramentas que indiquem ou quantifiquem a presenca de tais correlagdes recebem
grande interesse tedrico e experimental. Em sistemas de momento angular, uma destas ferramen-
tas é o chamado fendbmeno de spin squeezing, uma estratégia quantica inicialmente idealizada
por Kitagawa e Ueda (11) em 1993, inspirados pelo conceito de squeezing no contexto de
Otica Quantica (60). A nogdo geral introduzida por Kitagawa e Ueda envolve redistribuicdes
de flutuacdes em dire¢des ortogonais de momento angular coletivo devido a introdugao de
correlagdes quanticas entre os componentes do sistema. No ano seguinte, em 1994, Wineland, e?
al. (13) apontaram outro uso do conceito de spin squeezing: melhoria na precisdo de medidas
interferométricas, como por exemplo, em espectroscopia Ramsey, além de aplicacdes em reldgios
atomicos (61). Posteriormente, diversos autores generalizaram a nocdo de spin squeezing de
modo a conectar este conceito com emaranhamento quantico (7, 14-16,62), como ja citado, um
recurso de grande interesse em dreas contemporaneas da Mecanica Quantica.

Experimentalmente, diversos sistemas quanticos distintos sdo empregados na produgdo
de spin squeezing, dentre eles ensembles atbmicos que fazem uso de interagdes dtomo-campo
(63), interacao dipolar entre amostras atdmicas (64), nicleos quadrupolares em sistemas de
Ressonancia Magnética Nuclear (RMN) (21) e através de Condensados de Bose-Einstein (38).
O modo usual de producio de estados spin squeezed (ESSs) € através de evolugdes de estados
coerentes devidas a Hamiltonianos nao-lineares, que introduzem as correlacdes necessarias na
reducdo de flutuacdes em uma direcdo ortogonal ao alinhamento médio de momento angular.
Dentre a classe de Hamiltonianos ndo-lineares, o mais simples e frequentemente empregado
€ o Hamiltoniano de One-Axis Twisting (OAT), explicado em mais detalhes no decorrer do
capitulo. Como um dos objetivos deste trabalho é explorar a conexao entre sistemas de spin e
sistemas atdmicos de muitas particulas indistinguiveis, foco serd dado para a implementagao
de Hamiltonianos de OAT em BECs em poco-duplo e niicleos quadrupolares em RMN (tema
abordado no capitulo seguinte), sendo spin squeezed um exemplo adequado de realizacdo de
sistemas de momento angular em sistemas bosdnicos.

Este capitulo introduz os conceitos fundamentais e propriedades de ESSs conforme
definidos nas referéncias (11, 13), discutindo os Hamiltonianos nao-lineares utilizados para
gerar spin squeezing, focando em Hamiltonianos de one-axis twisting, utilizados para obter spin

squeezing em Condensados de Bose-Einstein e amostras de nicleos quadrupolares em RMN.
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4.1 SQUEEZING NO CONTEXTO DE OTICA QUANTICA

Antes de abordar o conceito de spin squeezing conforme idealizado por Kitagawa e
Ueda, € instrutivo abordar primeiramente a no¢do de squeezing num contexto de Otica Quéntica
(17,60), uma vez que as defini¢des basicas no contexto de momento angular foram inspiradas pelo
squeezing fotdnico (em alguns casos referido como squeezing bosdnico (17)). O primeiro passo
na construcao da no¢do de squeezing € considerar a relacdo de comutacio entre os operadores X
e P, amplitudes de posi¢do e momento linear (adimensionais), respectivamente. Em termos de
operadores bosdnicos de cria¢do e aniquilagdo de fétons estes operadores podem ser expandidos
em

~

X=a+a" e P=i(a'—a), 4.1)
deixando evidente a relacdo de comutacao

[X, 15] — 9. 4.2)
De acordo com a expressdo (2.2), este comutador resulta na relacdo de Incerteza
(AX)*(AP)* > 1, (4.3)

para as amplitudes de posi¢do e momento. A classe de estados que minimiza a relagdo de Incerteza
entre estes dois observéveis é composta pelos chamados Estados Coerentes |«) (65-67), que

podem ser definidos como autokets do operador de aniquilacao de fétons:
ala) = ala), 4.4)

sendo v um ndmero complexo. Com esta defini¢cdo encontra-se de maneira direta as variancias
para as amplitudes de posi¢do (AX)? = 1, e momento (AP)? = 1, para estes estados. Devido
ao fato de minimizarem a relagdo de Incerteza, estados coerentes sdo os estados quanticos
considerados mais préximos de estados cldssicos (68).

A estratégia de squeezing neste contexto consiste em obter estados quanticos, chamados
estados squeezed, cuja variancia em uma das amplitudes seja menor do que a variancia obtida
para estados coerentes, embora acarretando em aumento de flutuacdes na amplitude conjugada.
Ou seja, estados squeezed sdo aqueles onde (AX)? < 1 ou (AP)? < 1, embora respeitando a
relacdo de Incerteza (4.3) (17,60, 68, 69). Um método geral de producao de estados squeezed
consiste na aplicacdo dos chamados operadores de squeezing S (n) em estados coerentes iniciais.
Tais operadores de squeezing sdo operadores unitrios de evolucido temporal construidos através
de Hamiltonianos nao-lineares em termos dos operadores de criacdo e aniquilacdo bosonicos, ou
seja S(n) = exp(—iHt). Dois casos especificos de tais operadores (17) sdo aqueles construidos
através dos Hamiltonianos

~

H =1i(g(a")? — g*a?), (4.5)

que da origem ao operador de squeezing

. 1 1
S(n) = exp (—577(&*)2 + 577*@2) (4.6)
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com pardmetro complexo 7 definido por |n| = 2|g|t, e através do Hamiltoniano de interacdo de
Kerr (70)

H = r(a'a)?, 4.7)
com 1
S(n) = exp (—577(&%)2) , (4.8)

com parametro temporal n = 2xt. Estes conceitos fundamentais de squeezing fotonico assim
como a produgdo destes estados através de Hamiltonianos ndo-lineares foram generalizados
por Kitagawa e Ueda no contexto de momento angular, como serd abordado a seguir. Dentre as
aplicacdes de squeezing em Otica Quéntica estio o aumento de precisio interferométrica em
espectroscopia (71), além de seu uso em processos de computacao e informagdo quéintica com

variaveis continuas (72,73).

4.2 DEFINICAO DE SPIN SQUEEZING SEGUNDO KITAGAWA E UEDA

Com base nos conceitos apresentados na secao anterior, Kitagawa e Ueda (11) definiram a
nocdo de squeezing no contexto de observaveis de momento angular, denominada spin squeezing,
que consiste na diminuic¢do de flutuacdes de uma componente de momento angular coletivo em
direcdo perpendicular a direcao de alinhamento médio. Para definir spin squeezing de maneira
mais formal, considera-se um sistema de N > 1 spins-1/2 idénticos com estados simétricos
de momento angular, como discutido na se¢do 2.5. Neste sistema, 0 momento angular total é
caracterizado pelo nimero quantico J = N/2, com componentes de momento angular total

construidas através de somas de operadores de spin individuais:
N .
Jxk=Ji=)Y 80 (4.9)
=1

As regras de comutacdo (2.13), que podem ser generalizadas para qualquer conjunto de trés

direcOes ortogonais, resultam em relagdes de incerteza que podem ser expressas na forma geral
1 -
(AT (AT 2 7 (1), (4.10)

com («, 3, ) representando as trés dire¢des mutuamente ortogonais referidas anteriormente.
De maneira similar ao caso de estados coerentes no contexto de fotons, o estado coerente de
spin com alinhamento na direcdo da componente jv minimiza a relacdo de incerteza (4.10),
resultando em variancias (AJ,)* = (AJs)? = J/2 para todo o conjunto de dire¢des ortogonais
a direcdo de alinhamento. Considerando, por exemplo, um estado coerente cujo alinhamento
médio se encontra na direcdo-x do sistema de coordenadas adotado, a relacdo de incerteza entre

as variancias de jy e J, é dada por
(AL)*(AJ,)? = J?/4, (4.11)

com (AJ,)? = (AJ,)?* = J/2.
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Como uma extensao direta do conceito de squeezing fotdonico, Kitagawa e Ueda definiram
ESSs como estados que garantem variancia abaixo do valor estabelecido por ECS em alguma
direciio perpendicular ao alinhamento médio (J), ou seja, (AJ,)? < J/2 ou (AJs)? < J/2.
Outra maneira conveniente de definir estados spin squeezed consiste em empregar um pardmetro

de spin squeezing, definido pelos autores como

) min [(AJ)?]

onde min [(AJ, )?] representa a menor das variancias em dire¢io perpendicular. Através deste
parametro, ESSs sao definidos como todos os estados onde §§ < 1, enquanto estados coerentes

apresentam &3 = 1.

4.2.1 CALCULO DO PARAMETRO &2

Como mostra a expressdo (4.12), para o célculo do pardmetro &2 é necessario encontrar
a menor variancia em direcdo perpendicular. O método aqui empregado para encontrar esta
variancia minima segue da referéncia (17). O primeiro passo na obtencdo deste valor consiste em
estabelecer a direcao de alinhamento médio
n, — <'?> _ <jx> n; + <jy> n, + <j2> nz7 (4.13)
DT + 0+ ()

versor que pode ser escrito em coordenadas esféricas de maneira usual:
n,, = (sen @ cos ¢, sen # sen ¢, cos 6). (4.14)

Dado o alinhamento, € necessario estabelecer o plano no qual a direcdo de menor variancia esta
contida. Este plano € expandido por versores perpendiculares a n,,,. Duas possibilidades de tais
versores sdo

n; = (—sen ¢, cos ¢,0) (4.15)

n, = (cos 6 cos ¢, cos fsen ¢, —sen 6). (4.16)

Tendo o plano no qual a direcdo de menor variancia estd contido, o problema pode ser simplificado
estabelecendo um subespaco vetorial bidimensional expandido pela base n;, ny, cujos elementos
neste subespago podem ser escritos como n; = (1,0) e ny = (0, 1). Todos os outros elementos

deste subespaco podem ser obtidos por rota¢des do tipo:
n, = n, R(p)" = cos ¢n; +sen pny, 4.17)

com matrizes de rotagao

R(p) = < R TRV ) . (4.18)

sen ¢ cos
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O célculo da variancia de momento angular para estas dire¢cdes contidas no plano resulta em
(AJ,,)? = <j5¢> = (AJ,, )2 cos?p + (AJ,,)? sen’¢ + sen 20 Cov(Jyn,, Ju, ), (4.19)

sendo a covariancia, dependente de um anticomutador, objeto definido por {X , Y} = XY+YX ,

dada por

1

COVlnss o) = 5 ((ass ) = (o) o) = 5 (s ) (420

uma vez que médias de componentes de momento angular em direcdes perpendiculares ao

alinhamento médio sdo nulas. Definindo a matriz

Adn ) Cov(Jn,,Ju
_ (An,)” N CARAY , 421
Cov(Jn,, Jn,) (AJy,)?
estas variancias podem ser expressas de maneira conveniente como
(AJn,)? =n,I'n] =n; R(¢) L R (¢)n]. (4.22)

O problema restante no cdlculo do parAmetro £2 € encontrar o valor de ¢ que minimiza (Ad,, )2.

Este angulo € aquele que resulta em matriz de rotacao que diagonaliza a matriz I', deixando a na

forma
_ 0
RTRT =T, =( ' 7 (4.23)
0 74
com autovalores dados por
Vi = [ J2 + J2 \/ J2 - J2 * 1 4Cov (Jnl,jm)J : (4.24)

sendo y_ o menor entre estes autovalores. O angulo que realiza esta diagonalizacdo é chamado
de angulo de spin squeezing 6timo, sendo dado por

1 arccos <_—A> se B<0
2 VA2ZYB2 ) =

wL = (4.25)

)
1 —A
T — 5 arccos (m) , seB>0

onde A= (J2 — J2)e B =2Cov jn , jn sdo definidos de modo a simplificar esta expres-
nip no 1 2 p p

sdo. Portanto, a menor variancia entre as direcdes encontradas no plano é
min [(AJ,)*] =n; Tgn{ =~_, (4.26)

de modo que o parametro de spin squeezing de Kitagawa e Ueda € dado explicitamente por

o —
&= 3|6+ VU - e )| e

bastando entdo conhecer valores esperados de quantidades envolvendo duas dire¢cdes mutuamente
ortogonais contidas no plano perpendicular ao alinhamento médio. Por exemplo, no caso de
alinhamento médio na dire¢do-z, o pardmetro % pode ser calculado através do conhecimento

das médias de J? e J2, assim como da covariancia entre .J, e J,.
Yy z Yy
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4.3 SPIN SQUEEZING DEFINIDO PARA APLICACOES EM INTERFEROMETRIA

Além da relagdo de estados spin squeezed com correlagdes quanticas, spin squeezing
também se apresenta como um recurso Gtil em metrologia, possibilitando medidas mais precisas
em sistemas interferométricos. Aqui, o paradmetro de squeezing definido por Wineland, et al.
(13) sera apresentado de uma maneira mais geral, em termos da sensibilidade a rotacdes de um
estado de momento angular, conforme a referéncia (17). Supondo um estado de momento angular
que, por praticidade, possui alinhamento médio na diregdo-z, de modo que (J,) = (.J,) = 0.
Realizando uma rotag@o por um angulo ¢ em torno do eixo-x no sistema, busca-se obter o desvio
Ay, chamado sensibilidade de fase, que permite estabelecer qual a sensibilidade de medi¢ao
dos estados do sistema quando sujeitos a rotacao. Para obter a sensibilidade de fase, no quadro
de Heisenberg, ou seja, onde os estados do sistema estdo fixos e os operadores rotacionados,

calcula-se a expressdo para o operador rotacionado .J,,,:
T ipde T —ipde _ 7 7
Sy, = €97 Jye =cospJ, —seny J.. (4.28)

Através da expressao anterior, lembrando que o estado € fixo e com alinhamento em z, estabelece-
se que
(Jyp) = —senp (J.), (4.29)

1 A oA
<‘]53> = cos? ¢ <J§> +sen? o (J?) — 5 sen 2¢ ({J,. J.}), (4.30)
de modo que a variancia deste operador é
(AJ,,)? = cos? p (AJ,)? + sen® p (AJ,)? — sen 2 Cov (J,, J.). (4.31)

Tendo em mdos a expressdo (4.29) e a variancia (A.J,,,)?, a sensibilidade de fase pode ser obtida
através da férmula de propagacdo de erro Ax = Af(x)/|0 (f(z)) /Ox|, resultando em

Ap = L@”’ﬂ, (4.32)
|cos ¢ (J:) |
que no caso onde ¢ — 0 € simplificada para
A
Ap= v (4.33)
| (J2) |

Levantando a suposi¢@o de alinhamento médio em z em razao de um alinhamento geral (j ),a
sensibilidade de fase é AJ
Ap, = =+, (4.34)
(D)

onde ./, representa um operador de momento angular na dire¢do perpendicular ao alinhamento
médio. A definicdo de spin squeezing novamente é relacionada a estados coerentes de spin

através da sensibilidade de fase para ECSs

(4.35)
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para qualquer dire¢do perpendicular ao alinhamento, valor chamado em inglés de standard
quantum limit (SQL) ou shot-noise limit, que estabelece um limite tedrico de precisdo em
medidas de momento angular utilizando estados mais préximos de estados cldssicos. O parametro
de squeezing de Wineland, et al. € definido como a razao entre o quadrado da sensibilidade de
fase de um estado quantico genérico na direcdo de menor variancia e o quadrado do valor de
shot-noise limit: ) _ )
5 _ (Apmin) min [(AJ )]
€ = =N . . (4.36)
1/N |(I) 2

Este parametro define estados spin squeezed como estados quinticos cuja a sensibilidade de

fase é menor do que o valor estabelecido pelo SQL, ou seja, onde £%4 < 1. Desta forma, ESSs
tornam-se um recurso de aumento de precisdo interferométrica em relagdo a estados que nao

apresentam correlagdes quanticas. Os dois pardmetros de spin squeezing apresentados estdo

2
J
k= (— ) & 437

relacionados pela expressao

[(J) ]

estabelecendo uma hierarquia entre os parametros

€2 <& (4.38)

Vencido o shot-noise limit é cabivel a questdo: existe um limite de sensibilidade de fase estabele-
cido pela Mecanica Quantica? A resposta € sim, devido a relagdo de Incerteza de Heisenberg.
No caso de alinhamento médio em z, as desigualdades

1 ~
(AT)A(AT)? > Zl (J.) | (4.39)

J2=N?/4> (J?) > (AT,)?, (4.40)

juntamente com a defini¢do de £% definem este limite:

(4.41)

1
2
>
SR—Nv

chamado de limite de Heisenberg.

4.4 SPIN SQUEEZING E SEPARABILIDADE

Sendo correlagdes quanticas um recurso fundamental em diversas dreas da Mecanica
Quantica, ferramentas que permitam afirmar se um estado produzido em um experimento
produz ou ndo correlagdes de interesse sdo de grande importancia. Kitagawa e Ueda (11), na
definicdo do conceito de spin squeezing ja destacavam o papel de correlagdes quanticas na
reducdo das variancias em comparagdo aos casos onde correlacdes quanticas ndo estao presentes.

Emaranhamento multipartite, aquele que envolve correlacdes entre mais de dois subsistemas,
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é relacionado diretamente com a nao-separabilidade de um estado quantico (6). Se um estado

quantico pode ser escrito como
p=> mi @pl 0, (4.42)
k

ou seja, como uma soma de produtos de estados individuais dos N subsistemas que compde
o sistema total ele € dito separdvel. Estados que ndo podem ser decompostos na forma (4.42)
sdo ditos ndo-separdveis em relacdo a esta escolha de subsistemas. Diversas abordagens foram
introduzidas para identificar a relacdo de spin squeezing e separabilidade (?,14,16,17). Em (?)

spin squeezing é conectado com a ndo-separabilidade de estados quanticos através do parametro

N(AJ,)?

— s, (4.43)
(Jg)* + {J)?

S =
onde «, [ e -y representam direcdes ortogonais arbitrarias. Como é demonstrado pelos autores,
estados onde este parametro ¢ menor do que um sdo estados quanticos ndo-separaveis, nao
podendo ser escrito na forma (4.42). Nas referéncias (15, 16), os autores generalizam o conceito
de spin squeezing conectando-o com separabilidade através de oito desigualdades baseadas
apenas no conhecimento das médias e variancias das componentes de momento angular coletivo

do sistema de spins. Estas desigualdades sao:

(J2) + () + (J2) < N(N +2)/4, (4.44)
(A,)? + (AJ,)? + (AJ,)? > N/2, (4.45)

(J3) + (J3) = N/2 < (N = 1) (AR, (4.46)

(N = D)((AT)? + (AT;)?) > (JB) + N(N — 2) /4, (4.47)

onde i, j e k representam todas as permutagdes possiveis de (z,y, z). A violagdo de qualquer
uma das desigualdades por um estado quantico, acusa que este estado ndo é separdvel. E possivel
relacionar estas desigualdades com as demais defini¢des de spin squeezing conectadas com

emaranhamento.

4.5 O HAMILTONIANO DE ONE-AXIS TWISTING

Conforme apresentado na secdo 4.1, uma das técnicas utilizadas na producdo de squee-
zing fotonico € através da aplicacdo de operadores de squeezing em estados coerentes, operadores
de evolucao temporal com Hamiltonianos ndo-lineares nos operadores de criagcdo e aniquilacao,
necessdrios na introducdo de correlacdes que geram as caracteristicas nao-cldssicas dos estados

squeezed. Com base nesta técnica, Kitagawa e Ueda (11) propuseram um método andlogo para
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produzir spin squeezing em sistemas de momento angular, através dos Hamiltonianos de One-
Axis Twisting (OAT) e Two-Axis Countertwisting (TAC). Este método, do mesmo modo que o
caso fotdnico, consiste na geracdo de estados squeezed através de transformacdes continuas em
um estado coerente (de spin) inicial. Novamente, estas transformagdes sao realizadas através
de operadores de evolucdo temporal empregando Hamiltonianos ndo-lineares, neste caso em
operadores de momento angular coletivo, uma vez que estes termos ndo-lineares representam
interagdes internas do sistema, gerando as correlagdes necessarias para quebrar a "classicali-
dade"dos estados coerentes de spin. Os Hamiltonianos ndo-lineares mais simples empregados
(17) na producgdo de spin squeezing sdo os chamados Hamiltonianos de One-Axis Twisting,
Hamiltonianos com dependéncia quadritica em um operador de momento angular coletivo em
direcdo perpendicular a dire¢do média de spin (11,17,74), inspirados no Hamiltoniano de Kerr
(4.7). Mais especificamente, frequentemente sdo empregados ECSs com alinhamento na direcao-

x ¢ Hamiltonianos com dependéncia quadratica no operador de momento angular coletivo J,:

~ A X (i) ~(d
Hoxr = x.J2 = 3y o160, (4.48)
i,J
sendo y o parametro de ndo-linearidade. Os termos entre pares & U ), descritos por operadores

locais de cada subsistema, indicam a introducd@o de correlagdes entre pares, responséveis pela
quebra do cardter cldssico dos ECS, onde ndo ha correlagdes entre os subsistemas. O operador

de evolucao temporal construido a partir deste Hamiltoniano é
. 1 .
U(p) = exp —§wJZ , (4.49)

tendo papel andlogo ao operador de squeezing (4.8), com parametro temporal ;1 = 2xt, chamado
de angulo de spin squeezing. A evolugio do sistema com ECS inicial |0 = 7/2, ¢ = 0) a partir
deste operador de evolucdo

) = 2% |/2,0), (4.50)

produz uma dindmica periédica, chamada ciclo de spin squeezing, que pode ser caracterizada
pela variagdo de parimetro de spin squeezing £ no intervalo de angulo de OAT 0 < p < 27,
conforme a figura 7. Nesta figura, os ciclos de spin squeezing representados sdo produzidos
por Hamiltonianos de OAT em sistemas de baixa dimensionalidade, com J = 3/2e J = 7/2,
respectivamente. Em ambos os ciclos ocorre uma diminuigdo gradativa do pardmetro £% até um
ponto de minimo, com subsequente aumento do parametro e posteriormente ocorrem intervalos,
em torno do meio do ciclo, onde spin squeezing ndo aparece no sistema (£ = 1). Apés este
intervalo, o sistema retorna a um regime de squeezing novamente alcancando um ponto de
minimo e retornando para £% = 1, reiniciando o ciclo.

Além de produzir spin squeezing como definido por Kitagawa e Ueda, o Hamiltoniano
de OAT também produz estados que permitem medidas abaixo do sub-shot noise, ou seja,
durante o ciclo existem intervalos onde % < 1, embora com duragiio menor do que quando

comparado com £%, como mostra a figura 8, novamente para sistemas J = 3/2 e J = 7/2. Ap6s
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o periodo onde &% < 1, este pardmetro rapidamente diverge, uma vez que durante a evolugio o

comprimento médio de momento angular |(J)| é reduzido durante a dindmica.

Figura 7 — ParAmetro de spin squeezing £% em fungdo de y para J = 3/2em (a)e J = 7/2 em
(b), através do Hamiltoniano de OAT. Fonte: o autor.
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Figura 8 — ParAmetros de spin squeezing % e &% em fungdo de p para J = 3/2em (a)e J = 7/2
em (b), através do Hamiltoniano de OAT. Fonte: o autor.
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Como j4 citado no capitulo 2, a fun¢do de distribuicdo de quasiprobabilidade de Wigner
é uma ferramenta conveniente de visualizacdo de estados quanticos em espago de fase. No
caso de ESSs, esta representacdo grafica apresenta como caracteristica distribuicoes elipticas,
achatadas na direcdo de menor variancia, diferente do caso discutido para ECSs, uma vez que spin
squeezing envolve a redistribui¢do das flutuagdes em direcdes ortogonais ao alinhamento médio,

quebrando a isotropia prépria dos estados coerentes de spin. A figura 9 representa graficamente
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a distribuicdo de quasiprobabilidade de Wigner para trés angulos de OAT calculada para um
sistema de N = 7 spins, ou seja, J = 7/2. O primeiro angulo é ;. = 0, ou seja, estado inicial do
sistema |7/2, 0). A distribui¢@o é centrada no eixo-z sendo circular, indicando que a variancia
em qualquer direcdo perpendicular ao alinhamento médio de spin é a mesma, tendo valor igual a
J/2. O segundo angulo é p = 0.65, angulo no qual o estado é maximamente squeezed. Neste
angulo, o efeito de tor¢do devido ao Hamiltoniano e o efeito de spin squeezing ficam evidentes na
distribuicdo, que se torna uma elipse na superficie da esfera devido ao aumento e compressao das
variancias em direcdes perpendiculares. Além disso, nota-se que existe um angulo de squeezing
 entre a dire¢@o de variancia méxima e o eixo-z, sendo este angulo dependente do tempo. Por
fim, para © = 1.1 a distribui¢do comeca a perder a forma eliptica, sendo consideravelmente
torcida. A figura 10 apresenta as distribui¢des W (0, ¢) variando em intervalos de 7 /4 para a
evolugdo por Hamiltoniano de OAT para um sistema com J = 3/2, ilustrando a forma geral de
um ciclo de spin squeezing no espaco de fase.

Uma das implementagdes dos Hamiltonianos de OAT ¢ através de BECs em pogos-duplos
onde o Hamiltoniano de Bose-Hubbard (3.26) pode ser empregado. Como ja explicado, através
da representacdo de Schwinger o Hamiltoniano de Bose-Hubbard de dois sitios é expresso em

termos de operadores de momento angular por (equacao (3.42)):
I:IBH = XjZQ - Ajz - ij

Casos onde os pogos sao simétricos (A = 0) e onde a altura da barreira entre pogos € alta em
relacdo a energia das particulas, ou seja, probabilidade de tunelamento entre pocos desprezivel
(€2 — 0), apenas o termo ndo-linear devido a interagdo entre particulas € relevante, de modo que
o Hamiltoniano de Bose-Hubbard € simplificado para um Hamiltoniano de OAT. Toda a dindmica
para Hamiltonianos de OAT discutida acima pode ser realizada em sistemas de Condensados
de Bose-Einstein através deste Hamiltoniano em conjunto com os estados coerentes de spin em
termos de operadores bosdnicos como expressos na equagao (3.39), sendo este estado no caso

abordado dado por

_ ot i)
7/2.0) = o (a+57) " 10). 4.51)

Deste modo, spin squeezing ¢ um dos exemplos de conexao entre sistemas de momento angular,
como RMN e sistemas de atomos excitados com sistemas bosdnicos de dois niveis, como
Condensados de Bose-Einstein em pogo-duplo.

De modo a obter o maior grau de squeezing, outros Hamiltonianos podem ser empregados.
Um deles consiste em utilizar o Hamiltoniano de OAT em conjunto com um termo de controle
composto pelo operador coletivo de momento angular na dire¢do de alinhamento médio (75),

sendo no caso discutido acima o operador Jy:
H=xJ*+c,. (4.52)

Outro hamiltoniano empregado € o chamado Hamiltoniano de Two-Axis Countertwisting (TACT)

introduzido por Kitagawa e Ueda inspirados no Hamiltoniano fotonico (4.5) (11,17), onde a
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torcdo € realizada simultaneamente nas duas dire¢des ortogonais ao alinhamento médio de spin,
sendo no caso onde o alinhamento € na dire¢do-z dado por:
o X2 72
H=Z=(J.—-J9). (4.53)
21
Este Hamiltoniano apresenta como vantagem a obtencdo de maximo squeezing em relacdo aos
outros Hamiltonianos, assim como o fato de que o dngulo de squeezing ndo se altera no tempo,

embora sua implementacao ndo seja tao direta quando comparada a Hamiltonianos de OAT.

Figura 9 — Evolugdo da fungéo de quasiprobabilidade de Wigner na esfera de Bloch para J = 7/2.
O estado coerente inicial € representado em (a), com distribuicao circular. Em (b),
onde ;. = (.65, fica evidente o efeito de squeezing na direcao apontada pelas setas,
assim como o angulo de squeezing . A figura (c) é referente a 4 = 1.1, onde a
distribui¢do estd consideravelmente torcida, perdendo parte do cardter eliptico. Fonte:
0 autor.

Figura 10 — Distribui¢do de quasiprobabilidade de Wigner para o ciclo de spin squeezing para
J = 3/2 (N = 3 particulas). As distribui¢cdes apresentadas sdo relativos a dngulos
de OAT iniciando em g = 0 até 27 em intervalos de 7/4. Nas figuras, o eixo-z
aponta para fora da pagina. Fonte: o autor.
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5 NUCLEOS QUADRUPOLARES EM RMN

Uma das técnicas experimentais envolvendo principios quanticos de maior aplicabilidade
em diversas dreas da ciéncia e tecnologia € a técnica de Ressonancia Magnética Nuclear (RMN),
sendo explorada em diversos campos de pesquisa, como Fisica de Materiais, Quimica e até
mesmo Medicina (76-78). No contexto de Mecanica Quantica tem se mostrado uma ferramenta
versatil na realizacdo de protocolos e algoritmos quanticos, contribuindo para o avango das
areas de Computacdo e Informacdo Quantica (79-81). Outra importante aplicagdo de RMN no
contexto de Mecanica Quantica € a possibilidade de simular sistemas quanticos experimental-
mente (82), utilizando processos externos e controldveis do sistema como campos estiticos e
pulsos de radiofrequéncia, assim como interacdes intrinsecas do sistema, como por exemplo o
acoplamento quadrupolar, a interacdo dipolo-dipolo, entre outras. RMN se mostra entdo, além
de uma ferramenta ttil no estudo de estruturas nucleares e moleculares, uma maneira de explorar
experimentalmente fendmenos e dindmicas quanticas de sistemas aparentemente completamente
distintos. Neste capitulo é descrita a teoria basica de RMN de nucleos quadrupolares, demons-
trando a possibilidade de simular o Hamiltoniano de Bose-Hubbard de dois sitios definido neste
trabalho no contexto de BECs em pocos-duplos em sistemas de spins nucleares, além de mostrar

sua aplicacdo na producido de spin squeezing através de Hamiltonianos de OAT.

5.1 SPINS NUCLEARES EM CAMPOS MAGNETICOS EXTERNOS

A técnica de RMN tem como base a interacdo de momentos magnéticos de nicleos
atdmicos com campos magnéticos externos, juntamente com os efeitos perturbativos devido
a fatores intrinsecos do sistema (23). A interacdo principal é a chamada interacdo Zeeman,
onde momentos magnéticos nucleares interagem com um campo externo estatico. Os momentos

magnéticos nucleares p,,, sdo relacionados com o momento angular do nicleo através de

i (5.1)

sendo a constante de proporcionalidade v chamada de razdo giromagnética e o operador vetorial
I= (fx, I ys I .), geralmente chamado spin nuclear, um momento angular efetivo gerado pelo
acoplamento entre spins e momentos angulares orbitais de particulas que compde o nucleo,
obedecendo a todas as propriedades usuais de momento angular introduzidas no capitulo 2. O
Hamiltoniano de interacdo de um momento magnético com um campo magnético € dado em

termos de um produto escalar entre os vetores de momento e campo magnético:
ﬁ:—m,3=44m3+@@+&@) (5.2)

sendo simplificado no caso de um sistema de coordenadas onde o campo B, aponta na direcao-z

para:

A~

Hy = —yBol, = —wol, (5.3)
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onde wyg = B, € a chamada frequéncia de Larmor, sendo a frequéncia natural do sistema.
A dindmica dos spins nucleares no campo estitico pode ser manipulada através de pulsos
perturbativos devidos a aplicacdo de campos magnéticos dependentes do tempo em direcdes
perpendiculares a direcdo do campo estético, induzindo transi¢des entre niveis de energia. Tais
pulsos sdo referidos como pulsos de radiofrequéncia, devido a frequéncia tipica destes pulsos se
encontrarem na faixa de rddio do espectro eletromagnético. Para um campo magnético tipico

B,; = B,(cos w,st, —sen w,t), o termo perturbativo do Hamiltoniano é:

ffrf = —wl(fgﬁ COS wypt — fy sen wyt) (5.4)
onde w; = 7B, e w, € a frequéncia do pulso aplicado. Levando em conta estas duas interacoes,
o Hamiltoniano de RMN para nucleos interagindo com campos externos é dado por

H=Hy,+ f[,.f = —wol, — wl(fz COS wy it — fy sen wyt). (5.5)

Até o momento, apenas interagcdes com campos externos foram consideradas, mas em muitos
casos interagdes internas possuem papel fundamental, quebrando degenerescéncias ou introdu-
zindo correlagdes no sistema. Dentre estas interagdes, duas sdo de interesse nesse trabalho: o
acoplamento quadrupolar e a interacao internuclear do tipo dipolo-dipolo magnético, que serd

abordada no capitulo seguinte.

5.2 ACOPLAMENTO QUADRUPOLAR

O acoplamento quadrupolar tem como origem a energia de interacdo entre um nucleo
com distribui¢do de carga (devida aos prétons) assimétrica com um potencial elétrico externo,
devido aos elétrons em torno do nicleo ou ions externos, variando de acordo com a orientagao
do nucleo em relacdo a esse potencial externo (23). Classicamente, a energia de interacdo entre
uma distribui¢do de carga p(r) e um potencial eletrostatico externo V (r) ¢ dada por (30)

E = /p(r)V(r)dr. (5.6)

Considerando que o centro de massa das particulas que formam a distribui¢do de carga localiza-se
na origem do sistema cartesiano de coordenadas, o potencial eletrostitico pode ser expandindo

em série de Taylor em torno deste ponto:

2
V) =V(0)+ Y (g—D a—i—% > (aié%) aB+--. (5.7
r=0 : r=0

a=x,y,z a,B=x,y,2

Dentre as contribui¢des para este potencial, estd o termo quadrupolar

1
V(Q) — E Z Va,B axﬁ) (5.8)

a7/8:1‘7y7z

%
Vg = ( 55 5)r:o (5.9)

onde € introduzida a notacdo
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para os gradientes de campo elétrico. Substituindo o potencial total V' (r) pela contribui¢do

quadrupolar V) na expressio (5.10), encontra-se a energia eletrostatica de interacdo devida a
este termo:

E® = / p(r)V @ (r)dr = % > Vg / a B p(r)dr. (5.10)

a,B=wy,z

Esta expressao é simplificada no caso onde ndo hé cargas elétricas na origem através da equagao
de Laplace

V2V =, (5.11)

que estabelece, quando calculada na origem, que
Ve + Viyy + V22 = 0. (5.12)

Com esta restri¢ao a energia de acoplamento quadrupolar fica na forma

1
(CH——
E® =2 ) VasQus, (5.13)
a,f=z,y,z
onde € introduzido o parametro
Qap = / (3(16 — 00,3 7’2) dr. (5.14)

O formalismo definido anteriormente é aplicado para nicleos atomicos onde / > 1/2, chamados
nicleos quadrupolares, através do andlogo quantico da distribui¢do de cargas p(r), definido

como

PP =Y 6(r—1y), (5.15)
k

onde o somatorio em k refere-se a soma da contribuicdo de cada préton de carga e pertencente
ao nidcleo, uma vez que néutrons ndo possuem carga, e Ty, = (2, Yk, 2x) € 0 operador quantico
de posicdo referente ao k-ésimo préton. Substituindo este operador densidade de carga e as coor-

denadas pelos operadores de posi¢do na expressao (5.14), obtém-se o operador de quadrupolo:

Qus =€) (Bdkﬁk - 5a,gf£) 7 (5.16)
k
dando origem ao Hamiltoniano de acoplamento quadrupolar
. 1 .
Ho = ﬂz Vig Qap- (5.17)
o,f=x,y,z

E conveniente no tratamento de niicleos quadrupolares em RMN transformar o operador de
quadrupolo da representacao em termos de operadores de posi¢cao para a representacao em termos
de operadores de momento angular nuclear f v fy, I . € I2. O ferramental te6rico necessario
para essa transformacdo € contido no teorema de Wigner-Eckhart (25), que relaciona elementos

de matriz de tensores esféricos irredutiveis com os coeficientes de Clebsch-Gordan. Com o
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uso deste teorema demonstra-se que, em termos de operadores de momento angular nuclear o

Hamiltoniano de acoplamento quadrupolar é dado por(23):

Hg = 21 5 Vs < (Inds+ I51,) — 5,1,512) : (5.18)
a,f=x,y,z
onde Q = (I,m|Q,.|I, m) é o momento de quadrupolo do nicleo em questdo. Adotando o
sistema de coordenadas onde V, 3 = 0 se o # 3, chamado comumente de sistema de eixos
principal e a condigdo (5.12) estabelecida pela equacdo de Laplace:

g _QVzz (g oy Vax =Wy g

Duas aproximagdes sdo usualmente empregadas, sendo a primeira a condi¢@o de simetria axial
Vxx = Vyy, equivalente a considerar o gradiente de campo elétrico cilindrico. Com essa
aproximacdo o Hamiltoniano quadrupolar é simplificado para

2 GQVZZ 29 29
o= o1 (3IZ 1). (5.20)

A segunda aproximacdo € considerar, que na presenca de um campo externo na direcdo-z deslo-
cada por um angulo ¥ do eixo-Z do sistema de eixos principal, o acoplamento quadrupolar pode
ser tratado como uma perturbacdo em relacdo a interacao Zeeman. No sistema de coordenadas

do campo magnético estdtico, o operador I é reescrito como
I, =1, cos 9+ I, sen . (5.21)

Substituindo no Hamiltoniano e aproximando em primeira ordem, ele pode ser reescrito como

Ho = 4]6(22;/ Z—Z1) . COS? - (3];2 1 2) ) (5.22)
ou por
Ay = éwQ (322~ 1), (5.23)
com a defini¢ao de frequéncia quadrupolar
“Yo = 4?(62@[—‘/521)(3 05’9 — 1) = Cg(3 cos®? — 1), (5.24)
onde .
Co=Tpr-1 (5.25)

Levando em considerac¢do o acoplamento quadrupolar dado por (5.23), o Hamiltoniano para um

spin [ > 1/2 na presenga do campo estdtico e campo de radiofrequéncia é
. . . . 1 N a
H = —wp 1, —wi(Lcos west — I sen wept) + cwg (32— 12). (5.26)

um Hamiltoniano nao-linear com dependéncia explicita no tempo.
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5.3 REFERENCIAL GIRANTE E HAMILTONIANO DE BOSE-HUBBARD

O Hamiltoniano (5.26) possui dindmica complexa de analisar, principalmente devido a
dependéncia temporal inserida pela radiofrequéncia. Esta complicacdo pode ser evitada mudando
do referencial de laboratério, que estava sendo adotado até o momento, pelo muitas vezes
chamado referencial girante, equivalente a rotacionar os estados do sistema em torno do eixo-z
na frequéncia w,; da radiofrequéncia. Em termos mais formais, a simplifica¢do consiste em
adotar um sistema de coordenadas onde os estados do sistema sdo |1/,y), relacionados com os

estados no referencial de laboratério por

[thror) = €777 [ty (5.27)
Neste referencial, a evolucdo do sistema € regida pela seguinte equacdo de Schroedinger

d .

Z% W}rot) = Hiot |7»/}rot> ) (528)

onde H,, € o Hamiltoniano do sistema no referencial girante. Em termos do referencial de

laboratério e derivando no tempo, esta equacdo fica na forma

—iwy pt] 7 d & —iwy st
e rftlz <w7‘f]z |1/)]ab> + ZE hblab)) = Hrot <e (2 rft[z

wlab>) . (5.29)

A derivada do estado no referencial de laboratério pode ser substituida pelo Hamiltoniano neste

referencial fazendo uso da equacao de Schroedinger

.d -
o |V1ab) = Hyap [V1ab) » (5.30)

resultando em

—dw,pt] s ' 2 —iwyptl
€ rftie (wr‘f[z + Hlab) |wlab> - Hrot (6 itz

i) (5:31)

Para encontrar H,, € preciso analisar as relacdes de comutagdo entre o operador de rotacdo
R.(t) = e~*ritl= ¢ os operadores I, e I,. Uma maneira direta de encontrar estas relagdes é

através das expressoes para operadores de momento angular rotacionados (25)

A

R.(¢)J,Ri(p) = J, cos ¢ + jy sen (5.32)

R.(¢)J,Rl(0) = —J, sen ¢ + J, cos ¢, (5.33)

que podem ser provadas através da expansdo em série do operador de rotacdo em conjunto
com o lema de Baker-Hausdorff. Outra maneira de comprovar estes resultados € notando que o
valor esperado dos operadores rotacionados correspondem a uma rotagao do valor esperado no
referencial de laboratdrio através de matrizes de rotacao cldssicas no espaco cartesiano. Através

destas expressoes, juntamente com a unitariedade dos operadores de rotacdo, ou seja

~

R.(¢)Rl(¢) = Ri(p)R.(0) = 1, (5.34)
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encontra-se que

et ], — <fa; cos w, st + I, sen wrft) ettt (5.35)

e~wrrtl ] — (—fz sen w,st + I, cos wrft) e twrstls, (5.36)
Inserindo na expressdo (5.31), encontra-se que o Hamiltoniano efetivo no referencial girante é

. o A 1 A A
i = ~(0 = wop) L = L + g (3I§ - 12) , (5.37)
um Hamiltoniano ndo-linear independente do tempo. Um dos aspectos mais importantes deste

Hamiltoniano € que pode ser utilizado para simular o Hamiltoniano de Bose-Hubbard de dois

sitios (3.42) em sistemas de spin nuclear. Definindo

(Wo — wyf) =0,
O =uw, (5.38)
(,UQ = 2X,

o Hamiltoniano de nicleos quadrupolares no referencial girante fica na forma
2 7 7 o 12
Hyy=—01, —QI, + xI; — gXI : (5.39)

Eliminando o termo constante em 12 = [ (I + 1), encontra-se o Hamiltoniano de Bose-Hubbard
de dois sitios:
Hpy = =61, — QI + xI?. (5.40)

Deste modo, estabelece-se a relacdo entre BECs em poco-duplo e sistemas de niicleos quadrupo-
lares em RMN, mostrando que estes sistemas, a principio completamente distintos, se mostram
como realizacdes do mesmo Hamiltoniano. O termo referente a componente-z de momento
angular no sistema de nucleos quadrupolares € devido a interagdo Zeeman entre o nucleo e o
campo externo, possuindo o mesmo papel do termo de assimetria no Hamiltoniano de BECs em
poco duplo, sendo em ambos os sistemas parametros controldveis: em RMN este parametro pode
ser modificado mudando o valor da radiofrequéncia w, ¢, enquanto em BECs esta modificagdo
implica mudanga na geometria das armadilhas. O termo envolvendo a componente-z novamente
é relacionada a transi¢des de estado: enquanto em BECs este termo implica em probabilidades de
transicao de uma particula de um pogo para outro, em RMN este termo € devido a radiofrequén-
cia, que pode induzir transi¢des entre niveis de energia do nucleo através da absorcdo e emissao
de fétons. Novamente, em ambos 0s sistemas estes parametros sao controldveis: em BECs a
altura da barreira de potencial pode ser modificada e em RMN basta modificar a intensidade
do campo de radiofrequéncia ou w;,¢. Ja a ndo-linearidade dos Hamiltonianos, em ambos os
casos, envolvem interacdes internas nos sistemas, sendo colisdes entre particulas no caso dos
condensados, ou interagdes com gradientes de campo elétricos em niicleos quadrupolares. No

caso do Hamiltoniano de Bose-Hubbard para nicleos quadrupolares em RMN, o tinico parametro
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de controle da ndo-linearidade do sistema consiste no angulo descrito entre o sistema de eixos
principal e o alinhamento do campo estatico, como indicam as expressoes (5.24) e (5.38). No
caso de condensados o controle da nao-linearidade do Hamiltoniano é realizado através do
fendmeno de ressondncia de Feshbach (18, 19), que permite controlar as intera¢des entre parti-
culas que compdem o sistema. Uma vez que o Hamiltoniano de nicleos quadrupolares simula
um Hamiltoniano de Bose-Hubbard, também pode ser utilizado para produzir spin squeezing
neste tipo de sistema, do mesmo modo que em BECs. Para tanto, basta adotar a frequéncia de
ressonancia w,y = wy para o referencial girante e eliminar o campo de radiofrequéncia (w; = 0),

deste modo obtendo o Hamiltoniano de OAT:
Hoar = xI2, (5.41)

de modo que a dindmica de spin squeezing com Hamiltonianos de OAT pode ser implementada
em nucleos quadrupolares em RMN (21), reproduzindo os resultados de Hamiltonianos de OAT

apresentados no capitulo anterior.
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6 A INTERACAO DIPOLAR E SPIN SQUEEZING

Ap6s discutido o papel das interacdes quadrupolares em RMN, a possibilidade de imple-
menta¢cdo do Hamiltoniano de Bose-Hubbard de dois sitios através destes nicleos quadrupolares
e seu uso na producdo de spin squeezing em RMN, neste capitulo serd considerado o efeito
de outra interacdo entre nicleos: a interacdo dipolar de cardter magnético entre ndcleos em
RMN. Esta interacdo, de cardter geralmente perturbativo, é empregada em alguns casos como
uma maneira de obter informacdes estruturais em amostras de sélidos em RMN (83, 84). Neste
capitulo serd discutido a forma do Hamiltoniano introduzido ao considerarmos este tipo de
interacdo spin-spin no caso de dois nicleos de mesma espécie ou de espécies diferentes, assim
como o Hamiltoniano completo ao considerar nicleos quadrupolares distintos interagindo através
de um acoplamento dipolar. Com base neste Hamiltoniano serd analisado o efeito da adi¢do de
um termo andlogo a interacao dipolar em um Hamiltoniano composto por dois Hamiltonianos de
OAT, um para momento angular 7/2 e outro 3/2, discutindo o efeito desta adi¢ao na dindmica
de spin squeezing em diversos regimes de proporcao entre os Hamiltonianos de OAT e o termo
do tipo dipolar.

6.1 INTERACAO DIPOLAR EM RMN

Classicamente, a energia de intera¢do entre dois momentos magnéticos 1 € o € dada

por

ED:H1'M2_3(H1"'°>(I~L2"’°)7 ©6.1)

r3 7o

onde o vetor r = r; — 7 € relativo a distancia entre os dois momentos. Esta energia € devida a
interacdo entre um dos momentos magnéticos e o campo magnético produzido pela presenca
do outro momento magnético. Para avaliar o efeito da interacao dipolar entre nicleos em RMN,

devemos utilizar a abordagem quantica, onde os momentos magnéticos sao substituidos por

M1 — 71j1 M2 — 72j27 (6.2)

onde I e I, sdo os operadores de spin total dos nicleos atdmicos. Em termos de coordenadas
esféricas, em um referencial onde a particula 1 encontra-se na origem, ou seja, onde r =
(r cos ¢ sen 6, r sen ¢ sen 6, cos #), o Hamiltoniano de interagdo dipolar é dado em termos de
seis contribuicoes:

FID:%(A+B+C+D+E+F), (6.3)
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onde
A= (1-3cos?0) [V @ [[?

B =—1(1—3cos?0) (IAJ(FI) 9 I®+1Mg ff))

C'=—2senfcosfe (ffrl) I[P +1M e ff))
6.4)

D = —3 sen 6 cos 0 ¢ (f(_l) IP+IY f@)
E = —3 sen’ 02011 @ [1?)

F=-3sen?ge? (1Y o [?).

Em RMN, o termo de interacao dipolar representa apenas um termo perturbativo em relagao
a energia de interacdo Zeeman entre os nucleos e o campo estético aplicado, uma vez que
os campos produzidos pelos momentos magnéticos nucleares estdo em ordens de grandeza
abaixo dos valores tipicos de intensidade de campo magnético estitico. Dentre os termos
perturbativos de A a F' no Hamiltoniano Hp, alguns termos possuem contribui¢io desprezivel
neste regime de campo estdtico intenso, em relacio a aproximacdes de ordens baixas. Usualmente,
este Hamiltoniano € simplificado no regime de campo estdtico intenso através da chamada
aproximagdo secular , que mantém apenas os termos A e B para nicleos de mesma espécie
(homonucleares), ou seja:

Hp =252 (A+ B) = 2221 — 3cos’0) BV @I® — 1 L), (6.5)

Em relacao a espécies distintas (nucleos heteronucleares), na aproximacao secular, mantém-se
apenas o termo A do Hamiltoniano, de maneira que a interacdo dipolar depende apenas das
componentes-z (dire¢do do campo estdtico) dos momentos angulares nucleares:
F Y172 7172 - 2

HD:?A 3 (].—3COS G)IZ(X)JZ, (66)
onde por conveniéncia de notagdo, o momento angular do nicleo 2 € representado por J. Esta
expressao exibe a dependéncia espacial da energia de interacao dipolar, sendo regulada pela
distancia entre os nucleos, assim como pela orientacdo relativa entre as particulas, expressa pelo
termo dependente do angulo §. Em relacdo ao dngulo ¢, a mdxima contribui¢cdo de energia por
interacdo dipolar ocorre quando ambas as particulas estdo posicionadas ao longo do eixo-z, de

modo que

Hp = 77132 (f ® J) 6.7)

para nucleos de espécies distintas. O caso oposto, de minima contribui¢do dipolar, ocorre no
angulo de aproximadamente 6 = 54, 7°, conhecido como dngulo mdgico, uma orientacdo que

permite tornar a contribui¢do anisotrépica da interagdo dipolar desprezivel. O angulo mégico
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possui grande importancia em RMN de sélidos, uma vez que a interacdo dipolar representa
uma contribuicdo significativa, ao contrério do caso de liquidos, onde o constante movimento
das particulas torna a contribuicdo média dipolar nula. Outra observag¢do importante é que a

expressao (6.6) possui mesma forma geral do acoplamento escalar entre niicleos heteronucleares:

Hy=J (I}” ® fg”) , 6.8)
uma forma aproximada da interacdo

;= JI,- L), (6.9)

uma interacdo mediada por elétrons compartilhados em ligagdes quimicas entre dtomos e

sobreposicdes entre as fungdes de onda destes elétrons compartilhados e dos nicleos acoplados.

Considerando no referencial de laboratério um sistema composto por dois nudcleos

heteronucleares na presenca de um campo estdtico B interagindo por acoplamento dipolar, o
Hamiltoniano do sistema é da forma

H = —wp, I, — wo,J, +d(r,0)L,J., (6.10)

onde a notacdo de produto tensorial é suprimida por praticidade. Como no caso discutido no
capitulo anterior, a dindmica deste Hamiltoniano pode ser simplificada adotando um referencial
ndo-estatico em relagc@o ao laboratério, neste caso sendo um referencial duplamente girante, ou
seja, os estados do sistema neste referencial sdo relacionados com os estados no referencial de
laboratério através da expressao

|hror) = €01tz =02t )z g 1y (6.11)

duas rotagdes cada uma em ressonancia com a frequéncia natural de um nicleo. Fazendo uso das
equagdes de Schroedinger em ambos os referenciais em conjunto com a relacdo de comutagdo
entre 0 Hamiltoniano no referencial de laboratdrio e os operadores de rotagdo, encontra-se que o

Hamiltoniano efetivo no referencial girante inclui apenas a contribui¢do dipolar:
Hyo = d(r,0)1,.J., (6.12)

onde
d(r,0) = %(1 — 3cos20). (6.13)

Em casos onde [ > 1/2 e J > 1/2 termos de acoplamento quadrupolar devem ser incluidos
no Hamiltoniano, sendo ele entdo referente a um sistema onde dois nicleos quadrupolares
interagem através de acoplamento dipolar. Em um caso simples de gradientes de campo elétrico
com simetria cilindrica, a forma do Hamiltoniano € obtida diretamente, uma vez que os termos
de acoplamento quadrupolar comutam com os operadores de rotacio do referencial duplamente

girante. Neste referencial, o Hamiltoniano do sistema ¢é

= éle (3f§ - 12) + éng (313 - 32) v d(r,0)1.J.. (6.14)
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Eliminando os termos constantes em 12 = I(] + 1) e J> = J(J + 1), este Hamiltoniano pode
ser reescrito como
H =112 + x2J2 + d(r,0)1.J., (6.15)

que corresponde a Hamiltonianos de OAT para cada spin nuclear com a adicao de um termo
de acoplamento devido a presenca da interagdo dipolar. Tendo como base este Hamiltoniano,
neste trabalho serd analisado um modelo de Hamiltoniano composto por dois termos de one-axis
twisting, cada um referente a um subsistema de momento angular especifico e distinto, em
conjunto com um termo de acoplamento do tipo dipolar, de modo a observar as discrepancias
entre as dinAmicas em relacdo a um sistema sem acoplamento e o efeito na producao de estados

spin squeezed.

6.2 HAMILTONIANO DE OAT COM TERMO DO TIPO DIPOLAR

Como j4 citado, com base no Hamiltoniano (6.15), neste trabalho serd analisado os
efeitos da adi¢do de um termo dipolar no Hamiltoniano composto por dois Hamiltonianos de
OAT cada um referente a um subsistema com momentos angulares definidos pelos nimeros

quanticos I = 7/2e J = 3/2. A forma geral empregada para o Hamiltoniano é
H=xI*+cxJ? +dl.J., (6.16)

onde o parametro X controla a ndo linearidade do primeiro subsistema, a constante real ¢ controla
a ndo-linearidade do segundo subsistema em termos de Y, e d define a intensidade da interagdao
do tipo dipolar no Hamiltoniano. Como é dependente apenas das componentes na direcio-z de
momento angular, este Hamiltoniano € diagonal na base gerada pelo produto tensorial entre as

bases de Dicke de cada sistema, ou seja, na base composta por elementos
|1, mq; J,me) = |I,my) @ |J, ma) , (6.17)
sendo o Hamiltoniano definido matricialmente nesta base por elementos de matriz do tipo
(I, my; Jyma| H|T,m/v; J,m'9) = By Oy onts Ot (6.18)
onde
Erime = X €myms = X (m% + cmg + gm1m2> (6.19)

sdo as auto-energias deste Hamiltoniano. Tendo em maos as auto-energias e auto-vetores deste
Hamiltoniano, encontra-se de maneira direta a evolug¢do temporal do sistema, sendo ela realizada

através do operador unitario

U =e it = Z 2t Emim |1, my; J,me) (I, my; J,msl|, (6.20)

mi1,m2

sendo este operador parametrizado no dltimo termo através de
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analogo ao angulo de OAT definido nos capitulos anteriores. Sendo o Hamiltoniano dependente de
trés parametros (, ¢, e d), diversos regimes distintos podem ser analisados conforme a propor¢ao
entre estes coeficientes. A seguir, alguns regimes onde as ndo-linearidades sdo mantidas iguais
(¢ = 1) mas termos de acoplamento do tipo dipolar estdo presentes sao abordados através de
simula¢des numéricas utilizando o software MATLAB, sendo a presenca de spin squeezing nos
subsistemas observada através do parametro de Kitagawa e Ueda. A visualizag@o dos estados
quanticos dos subsistemas ¢é realizada através da fungdo de quasiprobabilidade de Wigner W (0, ¢)
construida de forma separada para cada subsistema pela decomposi¢cdo do estado global pela
operacao trago parcial. Inicialmente, de modo a observar com mais clareza o efeito da adicio do
termo dipolar, é conveniente abordar novamente a dinamica de OAT quando interagdes entre

subsistemas ndo estdao presentes.

6.2.1 DINAMICA 1: SUBSISTEMAS DESACOPLADOS

Na auséncia do termo de interac¢do do tipo dipolar no Hamiltoniano (6.16) (ou seja, d =
0), o sistema total consiste em dois subsistemas desacoplados evoluindo através de Hamiltonianos
de OAT, de modo que cada subsistema apresenta uma dinamica propria de spin squeezing. As
correlagdes presentes sdo de cardter intrinseco de cada sistema, uma vez que ndo ha termo
de interacdo global. De modo a obter mesmo periodo de ciclo de spin squeezing para ambos
os subsistemas a nao-linearidade serd considerada igual para os dois, o que é equivalente a
estabelecer ¢ = 1 na expressao (6.16) do Hamiltoniano. O Hamiltoniano desta configuracao é

composto pela seguinte soma
H = oy + Hy gy = xI2 + 1 T2, (6:22)
com autovalores
By ms = Emy + By, = x(m} +m3). (6.23)

De maneira semelhante a dindmica de spin squeezing apresentada no Capitulo 3, nas andlises a
seguir o estado inicial do sistema serd correspondente aos dois sistemas em estados coerentes de

spin com alinhamento médio na dire¢do-z, ou seja

o) =10 =7/2,0 =0), © |0 =7/2,6=0),, (6.24)

estado que pode ser expandido em termos da base de Dicke para cada subsistema:

1/2 J/2

0=7/2,6=0),@[0=7/2.6=0),= > > Culm, |l.mi;ma), (6.25)

mi1=—I/2mo=—J/2

1 1
27\ 2 2J\32
Cmy =271 (7711) e Cm =27 <mi> . (6.26)

Como ndo ha termo de acoplamento no Hamiltoniano, é possivel investigar cada sistema indi-

onde

vidualmente, sem considerar a presenca do outro, com cada estado evoluindo através de seu
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proprio operador de evolucdo temporal

U =Y e 2" | K, m) (K,m], (6.27)

com K = [, J. Com a aplicacdo destes operadores de evolucdo temporal nos estados iniciais,

encontra-se os estados do sistema no decorrer do tempo:
—Lium?
(1) e = Y cme™ 2™ | K m) . (6.28)
m

Uma vez encontrada a dindmica para cada spin, a presenca de estados spin squeezed pode ser
demonstrada através do cdlculo do parametro de Kitagawa e Ueda. Gréficos deste parametro
calculado para [ = 7/2 e J = 3/2 sdo apresentados na figura 11.

A dinamica de cada sistema consiste em ciclos de squeezing caracterizados pelo angulo
de OAT. Em ambos os casos, a distribuicdo de Wigner esférica dos estados coerentes de spin
inicias € achatada devido a redu¢do da variancia em uma dire¢do perpendicular ao alinhamento
médio de spin. As variancias minimas durante o ciclo, ou seja, mdximo squeezing, ocorrem nos
pontos A e C para o primeiro subsistema, e em A’ e C’ para o segundo. Apds os pontos A e A’
a deformacao continua dos estados leva a descaracterizacio de spin squeezing, nao havendo a
presenca de ESSs durante o intervalo préximo da metade do periodo de squeezing, nos pontos B e
B’. As distribui¢des de quasiprobabilidade de Wigner para os pontos discutidos sao apresentadas

na figuras 12 e 13.
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Figura 11 — ParAmetros de spin squeezing £ em termos do angulo 1 de OAT para (a) I = 7/2 e
(b) J = 3/2 evoluindo através de Hamiltonianos de OAT. Em cada figura trés pontos
de interesse sdo destacados. Estes pontos sdo explicados no texto. Fonte: o autor.
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/2 ™ 32 27 /2 s In2 2
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Figura 12 — Distribui¢des de quasiprobabilidade de Wigner para os trés pontos representados na
figura 11-(a) para I = 7/2. Em concordincia com a figura citada, nos pontos A e C
as distribui¢des apresentam a forma eliptica caracteristica de ESSs. Fonte: o autor.

1=1/2

Figura 13 — Distribui¢des de quasiprobabilidade de Wigner para os trés pontos representados
na figura 11-(b) para J = 3/2. As formas elipticas das distribuicdes em A’ ¢ B’
novamente indicam a presenca de spin squeezing. Fonte: o autor.

J=3/2
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6.2.2 DINAMICA 2: APENAS TERMO DIPOLAR

Na segunda dinamica abordada, o Hamiltoniano consiste apenas no termo de interagdo
do tipo dipolar, sendo a contribuicao dos termos nao-lineares ignorada. Deste modo, em contraste
com o caso anterior, apenas o efeito do acoplamento é considerado. O Hamiltoniano neste caso
particular é

~

H=4dl,J, (6.29)

resultando em um operador de evolu¢do temporal

A i F 3 _1;
U — 6 Zdt]sz — 6 2’L,LLD z Z7 (6.30)

onde, para escrever o operador em termos do angulo de OAT, o pardmetro D = d/x relativo
a intensidade da interag@o do tipo dipolar é definido. Como esperado, para o0 mesmo estado
inicial da dindmica anterior, devido a ausé€ncia de termos nao-lineares, spin squeezing nao se
manifesta neste sistema, uma vez que o parametro de spin squeezing para ambos os subsistemas
se mantém igual a unidade durante todo o ciclo, como exposto na figura 14. As figuras 15 e 16
apresentam distribui¢des de Wigner calculadas para o inicio, meio e fim do intervalo 0 < p < 2.
E interessante notar que partindo de um estado coerente inicial, o Hamiltoniano dipolar produz
novamente um estado coerente de spin em p = 27 para ambos o0s sistemas, mas com alinhamento

em sentido oposto ao inicial.
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Figura 14 — ParAmetro de spin squeezing para I = 7/2 (a) e J = 3/2 (b) para um sistema

evoluindo pelo operador (6.30) (linha azul) em contraste com o parametro de spin
squeezing para sistemas com Hamiltonianos de OAT (linha alaranjada). Como &% = 1
durante todo o ciclo, o termo dipolar ndo gera ESSs. Fonte: o autor.
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Figura 15 — Distribui¢des de Wigner para 1 = 0, 7 e 27 relativos a dinamica devida apenas ao

Figura 16

termo de acoplamento do tipo dipolar para I = 7/2. Fonte: o autor.

1=17/2

— Distribui¢des de Wigner para ;1 = 0, 7 e 27 relativos a dindmica devida apenas ao

termo de acoplamento do tipo dipolar para J = 3/2. Fonte: o autor.

J=3/2
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6.2.3 DINAMICA 3 - TERMO DE ACOPLAMENTO COM D = 2

Apoés discutir os casos sem acoplamento e apenas com termo de acoplamento, serdo
analisadas dindmicas que envolvem ambos os termos, identificando o efeito do termo adicional
de acoplamento em Hamiltonianos de OAT. O primeiro caso abordado serd a dindmica devida ao
Hamiltoniano (6.16) com D = 2, de modo que os termos ndo-lineares e de acoplamento tenham
energias relativamente proximas. Casos onde D << 1 ndo serdo abordados, uma vez que ndo
alteram de maneira significativa os parametros de spin squeezing. O parametro de spin squeezing
para um ciclo com D = 2 ¢ apresentado na figura 17. Novamente trés pontos sdo destacados em
cada gréfico, dois em pontos de maximo (A e A’, C e C’) squeezing € um no meio do intervalo
(B e B’), instantes onde ESSs ndo estdo presentes.

A primeira observacdo pertinente é que a presenca do termo dipolar ndo destréi a
formacdo de estados spin squeezed no sistema, que neste caso especifico ainda ocorre através
de transformacdes continuas no estado coerente inicial. Além disto, este regime possui ciclo de
spin de mesmo periodo do que o caso desacoplado. Apesar da manutencao de ESSs, o termo de
acoplamento reduz o valor méximo de squeezing obtido na evolugdo, além de reduzir o intervalo
onde ele é observado. Apesar das desvantagens citadas, a presenca do termo dipolar neste regime
sincroniza os instantes de maximo squeezing de ambos os subsistemas, que ocorrem em torno
dos angulos de OAT p = 0.5 e u = 5.78. Deste modo, o acoplamento do tipo dipolar pode ser
utilizado na obtencao simultanea de estados spin squeezed em ambos os subsistemas. Outra
observacgdo interessante € o fato de que para angulo de OAT 1 = 7, os estados quanticos dos
sistemas representados pela distribui¢do de Wigner nas figuras 18 e 19 possuem a mesma forma
dos casos observados quando apenas o termo dipolar € considerado na evolucdo, embora as
direcdes de maior quasiprobabilidade estejam rotacionadas em 7 /2 em relagéio ao caso anterior.
As distribui¢oes de Wigner apresentadas também exibem as formas elipticas caracteristicas de
spin squeezing para ambos os sistemas, mas outro efeito interessante € introduzido devido ao
acoplamento: enquanto nos sistemas sem acoplamento spin squeezing € observado apenas na
direcdo de alinhamento do estado coerente inicial, o termo dipolar acarreta a produgdo de ESSs

em direcdo oposta ao alinhamento inicial em ambos os subsistemas (pontos C e C’).
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Figura 17 — Parametro de Kitagawa e Ueda para [ (a) e J (b) para evolucdo com D = 2. A
presenca do termo dipolar sincroniza os pontos de minima variancia A e A’ em
pw=05eCeC em u = 5.78. Fonte: o autor.
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Figura 18 — Distribuicdes de Wigner para os pontos A, B e C indicados na Figura 17-(a). Fonte:
o autor.

Figura 19 — Distribui¢cdes de Wigner para os pontos A’, B’ e C’ indicados na Figura 17-(b).
Fonte: o autor.

J=3/2
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6.2.4 DINAMICA 4 - TERMO DE ACOPLAMENTO COM D = 10

Em seguida serd discutido o caso para D = 10 no Hamiltoniano (6.16), caso onde o
acoplamento tem cardter mais forte que no caso anterior. Como apresentado na figura 20, a
dinamica de spin squeezing sofre alteracdes significativas neste regime, embora a duracao do
ciclo seja mantida.

Em relag@o ao subsistema com / = 7/2 ESSs estéo presentes nos pontos A e C destacados
na figura. O sistema evolui rapidamente do estado coerente inicial para um ESSs em A, embora
a redugdo na variancia ocorra de maneira pouco acentuada. Apds essa reducdo, o sistema retorna
a estados ndo-squeezed como no ponto B. Apds um certo intervalo, novamente o sistema entra
num regime de squeezing culminando em variancia minima no ponto C, ponto comum entre
0s parametros na presenca e auséncia de termo dipolar. No angulo de OAT 1 = 7 o estado
encontrado possui mesma forma do caso anterior. Ja no segundo subsistema, apesar do forte
termo dipolar, squeezing maximo em comparagcao com os sistemas desacoplados é obtido no
ponto B’, embora a duracdo deste estado seja curta com o sistema retornando ao estado sem
spin squeezing em C’. Reducdo na variancia volta a ocorrer no ponto D’, embora bem menos
significativa. Como nos casos anteriores, as distribui¢des de Wigner para os pontos de interesse

sdo apresentadas, estando contidas nas figuras 21 e 22.
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Figura 20 — Parametro de Kitagawa e Ueda para evolucdo devida ao Hamiltoniano (6.16) com
D=10 para [ = 7/2 e J = 3/2. Fonte: o autor.
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Figura 21 — Distribui¢des de Wigner para os pontos de A a D da figura 20-(a) para acoplamento
D = 10. Fonte: o autor.
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Figura 22 — Distribui¢des de Wigner para os pontos de A a D da figura 20-(a) para acoplamento
D = 10. Fonte: o autor.
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6.2.5 DINAMICA 5 - ACOPLAMENTO FORTE (D = 20)

No caso anterior de D = 10, apesar de um acoplamento forte em relagdo aos termos
de OAT, spin squeezing comparavel ao caso sem acoplamento é encontrado para o subsistema
J = 3/2, embora num intervalo curto. Aumentando ainda mais a intensidade do acoplamento
para D = 20, encontra-se maior grau de squeezing também para o subsistema I = 7/2, como
apresentado na figura 23 para o parametro de Kitagawa e Ueda (ponto A). Neste caso especifico
nota-se um aumento na frequéncia de ocorréncia de spin squeezing em ambos os subsistemas,
ocorrendo trés pontos significativos de varidncia reduzida para J = 3/2 (A’, B’ e C°), e dois
pontos para [ = 7/2 (A e C), embora intercalados por intervalos onde ESSs ndo séo encontrados
nos sistemas. As distribui¢des de Wigner das figuras 24 e 25, como nas discussdes anteriores,
apresentam os pontos destacados nas dindmicas dos parametros. Com base nestas figuras, duas
observacdes sdo pertinentes: a varia¢do da direcdo de alinhamento médio nos casos onde ESSs
sdo encontrados durante a dindmica, que como em casos discutidos anteriormente, oscilam
entre direcdes opostas, e o fato de que com o acoplamento forte os estados encontrados no
meio do ciclo (@ = 7) possuem mesma forma dos estados encontrados no regime apenas de
Hamiltonianos OAT sem presenca de termo dipolar, embora o estado para J esteja rotacionado

por um angulo de 7 /2.
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Figura 23 — Parametro de spin squeezing para os subsistemas num regime D = 20. Fonte: o

autor.
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Figura 24 — Distribui¢cdes de Wigner para os pontos destacados na figura 23-(a). Fonte: o autor.
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6.3 DISCUSSOES

Nos itens anteriores, resultados calculados numericamente foram apresentados para
diferentes regimes de acoplamento do tipo dipolar em relacdo ao valor de D no Hamiltoniano
(6.16) em casos onde os subsistemas apresentam valores semi-inteiros de momento angular
I = 7/2eJ = 3/2, sendo as dindmicas de spin squeezing caracterizadas pelo pardmetro
original de Kitagawa e Ueda, com os estados representados graficamente através da construcio
de distribui¢des de quasiprobabilidade de Wigner W (6, ¢) para ambos os sistemas, sendo os
estados de cada sistema de momento angular especificados através da operagao traco parcial para
o operador densidade global p(ut). Algumas discussdes sdo pertinentes em rela¢do aos resultados
obtidos e a abordagem empregada nas andlises. Optou-se por empregar andlises numéricas para
regimes especificos, uma vez que a dindmica do sistema torna-se ainda mais complexa com
a adi¢do do termo de interagio, que durante a dindmica introduz fases adicionais e~#Pmim2
entre estados de Dicke, acoplando ambos os sistemas, uma vez que depende dos autovalores
my € mo simultaneamente. Deste modo, a simplificagdo dos estados quanticos para valores
gerais de D de maneira analitica torna-se um problema complexo. Apesar da complexidade das
dindmicas, a adicdo da fase devido ao acoplamento ndo destr6i permanentemente o surgimento
de ESSs durante a evolugdo, sendo estes estados encontrados em todos os casos abordados neste
trabalho, embora em intervalos mais curtos e em alguns casos com reducio de squeezing. Em
relacdo a essas andlises, nota-se que com o aumento do parametro [, maior grau de squeezing €
encontrado nos subsistemas, além de aumentar a frequéncia de ocorréncia de estados ESSs. Este
padrdo fica ainda mais claro em casos extremos, onde o acoplamento do tipo dipolar apresenta
valores ainda mais altos, como no caso apresentado na figura 26 para D = 50.

De maneira mais geral, as andlises realizadas podem ser englobadas de forma sucinta
na dependéncia em D dos valores minimos do parametro de spin squeezing de Kitagawa e
Ueda durante os ciclos. Este resultado € apresentado na figura 27. Este grafico expde que
para valores baixos de acoplamento, ocorre diminui¢do do grau de squeezing em ambos os
subsistemas. Conforme a intensidade deste acoplamento atinge valores mais altos, ocorre uma
queda nos valores minimos de &2, que apesar de algumas oscilagdes, se mantém préximos do
valor estabelecido pelos casos onde o acoplamento ndo estd presente. Através destas andlises é
possivel concluir que nos regimes abordados neste trabalho a presenca de termos de acoplamento
dipolar em Hamiltonianos de OAT ndo exclui a presenca de estados ESSs durante a evolugdo do
sistema, embora em casos de acoplamento forte esta evolucdo seja significativamente afetada

pela presenca desta interacao.
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Figura 26 — Parametro de spin squeezing para os subsistemas num regime D = 50. Fonte: o

autor.
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Figura 27 — Simulag@io numérica da variagdo do valor minimo do pardmetro % durante um ciclo
de spin squeezing em funcdo da intensidade D de interacdo do tipo dipolar. Fonte: o
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Figura 28 — Simulagdo numérica da variagdo do valor minimo do pardmetro £ durante um
ciclo de spin squeezing em funcdo da intensidade D de interagdo do tipo dipolar no
intervalo 0 < D < 1. Fonte: o autor.
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Em termos do Hamiltoniano relativo a nicleos quadrupolares heteronucleares em RMN
em amostras de sélidos, os acoplamentos quadrupolares representam interagcdes muito mais
significativas do que acoplamentos do tipo dipolar, com frequéncias quadrupolares na ordem dos
MHz (85), enquanto termos de acoplamento dipolar de cardter usualmente residual representam
contribuicdes na ordem dos kHz ou inferiores (83, 84,86, 87). Com o intuito de observar o efeito
dos acoplamentos residuais no maximo grau de spin squeezing nestes casos, apresenta-se a figura
28, gréfico de £% por D num intervalo D = 0 2 D = 1, equivalente a acoplamentos dipolares
em mesma escala de grandeza do que acoplamentos quadrupolares. Nota-se que o grau de spin
squeezing é afetado significativamente a partir de D = 0.1, equivalente a acoplamentos dipolares
na ordem de centenas de kHz, bem acima dos valores usuais encontrados em experimentos de
RMN com nicleos quadrupolares. Deste modo a possivel implementa¢do de Hamiltonianos de
OAT na producao de spin squeezing em amostras onde diferentes nicleos quadrupolares estio
presentes nao seria afetada de maneira significativa pela presencga de interacdes do tipo dipolo-
dipolo. Por outro lado, a possibilidade de desenvolvimento de amostras especificas de cristais
liquidos trazem novas perspectivas em relagdo aos paradmetros envolvidos em experimentos de
RMN, possibilitando casos onde a interacdo dipolar entre niicleos quadrupolares pode apresentar
um papel mais significativo na produgdo de spin squeezing neste tipo de amostra.

Outro ponto a ser destacado é relativo a forma de representar sistemas acoplados em
espacos de fase de maneira completa. Neste trabalho a no¢@o de distribuicdes de quasiprobabili-
dade em espacos de fase, mais especificamente a distribui¢cao de Wigner, foi aplicada de modo a
representar estados quanticos em sistemas de muitas particulas. Apesar de uma ferramenta util
na visualizacio dos estados durante as evolucdes analisadas, as distribuicdes foram construidas
através da operacdo trago parcial de um operador densidade global, de modo a separar os estados
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quanticos de cada subsistema. Este modo de representacdo em espacgo de fase pode prejudicar
a observacdo de correlagdes entre ambos os subsistemas, como discutido em (88) no contexto
de distribui¢des de Wigner em 6tica quantica na producao de estados emaranhados. Com isso,
destaca-se a necessidade de generalizacOes de representagdo em espacgos de fase de sistemas de
momento angular multipartidos, ndo conhecidos pelo autor até o momento do desenvolvimento
deste trabalho.

6.4 TERMO DIPOLAR EM TERMOS DE OPERADORES BOSONICOS

Uma vez investigadas as consequéncias da adi¢do do termo dipolar nos Hamiltonianos
de OAT para dois subsistemas e seus efeitos na producdo de spin squeezing através de nicleos
quadrupolares, uma questdo natural €: existe um equivalente para condensados de Bose-Einstein
em poco-duplo para esse tipo de intera¢do, uma vez que podem ser utilizados como implementa-
¢ao de Hamiltonianos de OAT? Para investigar esta questdo é necessdrio estabelecer a forma do
Hamiltoniano em termos de operadores bosOnicos equivalente a um Hamiltoniano de interagcdo
dipolar entre momentos magnéticos. Isto pode ser feito através da aplica¢do da representacdo de
Schwinger nos termos de A a F do Hamiltoniano dipolar (6.3) utilizando quatro modos bosonicos
representados pelos operadores a e b para o primeiro sistema e ¢ e d para o segundo, resultando

em um Hamiltoniano da forma:

(6.31)

E = —3cpalétbd

F = -3¢, btdfac.

Para estabelecer o Hamiltoniano bosonico equivalente ao Hamiltoniano de interagdo
dipolar para spins nucleares considerando a aproximagdo secular, devem ser descartados os
termos C',D,FE e F', assim como estabelecer dois casos especificos: o andlogo ao caso de nticleos
homonucleares, onde os termos A e B devem ser considerados, e o caso andlogo a interacao
dipolar entre nicleos heteronucleares, onde apenas o termo A € mantido no Hamiltoniano. No
primeiro caso, equivalente a estabelecer um mesmo nimero de particulas N; = N, em ambos os

sistemas. Sendo assim, o Hamiltoniano de interagdo resultante neste caso é

N 1 A ~ N
f = e [(m — ) (e — i) + adThé + bTéTad] , (6.32)
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onde o primeiro termo em colchetes € determinado pelas diferencas de populagdes nos modos de
cada sistema enquanto o segundo e terceiro termos envolvem transi¢cdes entre modos em cada
subsistema. No segundo caso, relativo a interacio entre nicleos heteronucleares, apenas o termo

A seria mantido no Hamiltoniano de interagcdo

~ 1 . . . ~
Hy = ZCA (g — 1) (Ne — Ng)- (6.33)

Com a realizacdo deste tipo de Hamiltoniano as dindmicas analisadas na se¢@o anterior poderiam
ser realizadas num contexto de condensa¢do de Bose-Einstein. Outro fator a se destacar, é que a
implementacdo experimental do Hamiltoniano (6.31) representaria uma importante ferramenta
na simulacdo de sistemas quanticos de momento angular, uma vez que a interagdo dipolar
entre momentos magnéticos representa uma das principais contribui¢cdes de intera¢do entre dois

subsistemas de momento angular ndo-nulo.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Ap6s a defini¢@o dos conceitos bdsicos para a andlise de spin squeezing e sua implemen-
tacdo de Hamiltonianos de OAT em sistemas de BECs em pocos-duplos e niicleos quadrupolares
em RMN, foram apresentadas dindmicas de spin squeezing em diversos regimes quando um
acoplamento inspirado pelo termo de interacdo dipolar entre niicleos em RMN ¢ adicionado ao
Hamiltoniano de um sistema total composto por subsistemas com / = 7/2 e J = 3/2 evoluindo
através de Hamiltonianos de OAT. Das anélises realizadas conclui-se que, apesar de mudancas
significativas nas dindmicas dos subsistemas, até mesmo na presenca de acoplamento forte esta-
dos spin squeezed surgem de maneira periddica durante os ciclos. Também foram apresentados
graficos da relacao entre o valor minimo do parametro de squeezing de Kitagawa e Ueda e o
coeficiente D que caracteriza a intensidade do acoplamento em relagdo as ndo-linearidades dos
Hamiltonianos de OAT. Através destes graficos é possivel concluir que baseado em coeficientes
usuais de experimentos em RMN, onde acoplamentos quadrupolares tem papel dominante em
relacdo a interacdes dipolares de cardter residual, a produgdo de spin squeezing através de Hamil-
tonianos de OAT nio seria afetada de maneira significativa devido a presencga destas interacdes
do tipo spin-spin.

Por fim, tendo em vista os topicos abordados e os resultados obtidos, destaca-se algumas
perspectivas de pesquisas futuras que complementariam este trabalho. A primeira perspectiva
destacada € a de obtenc@o de forma analitica das dindmicas de spin squeezing, possibilitando
uma andlise geral para diversos valores de acoplamento, assim como de momento angular de
cada subsistema, indo além dos casos [ = 7/2 e J = 3/2 abordados nesta dissertacdo. Outra
possibilidade seria a caracterizacio de dinamicas de spin squeezing na presenca de acoplamento
através de outros pardmetros encontrados na literatura, como o pardmetro £%, ou de parAmetros
associados a presenca de correlacdes quanticas e emaranhamento, permitindo um estudo mais
aprofundado da relag@o destes conceitos espin squeezing, principalmente na presenga do termo
dipolar, que além das correlagdes intrinsecas presentes devido aos Hamiltonianos de OAT,
introduz correlacdes entre os subsistemas distintos. Associada a caracterizagdo de correlagdes
devidas ao termo dipolar, estd a necessidade de uma representacdo grafica que indicie a presenca
de correlagcdes de maneira direta e visual. Como ja discutido, apesar de util nas visualizagdo
de spin squeezing a fungdo distribui¢do de Wigner como construida neste trabalho acaba por
"separar"os subsistemas. Deste modo, outra perspectiva futura seria explorar novas propostas de
representacdo em espaco de fase que permitam visualizacdo de caracteristicas locais e globais
de sistemas compostos de momento angular. Por fim, aproveitando a relag@o entre sistemas de
momento angular e sistemas bosdnicos, busca-se encontrar sistemas de BECs em dois ou quatro
modos que permitam a realizacao de Hamiltonianos de interacao dipolar em termos de operadores
bosonicos, permitindo a simulagdo de espectros de moléculas em RMN em Condensados de
Bose-Einstein.
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APENDICE A — CONDENSADOS DE DUAS ESPECIES EM POCOS-DUPLOS E
O HAMILTONIANO DIPOLAR

Como citado em 6.4, a implementacdo experimental do Hamiltoniano bosonico (6.31)
possibilitaria investigacdo de interagdes dipolares de cardter magnético em termos de sistemas
bosonicos de muitas particulas em armadilhas 6ptico-magnéticas. Longe de resolver o assunto,
este apéndice busca apenas sugerir uma possivel implementacdo deste Hamiltoniano, embora
uma andlise detalhada dos coeficientes envolvidos deva ser realizada para avaliar a possibilidade
de realizagdo de tais sistemas. Esta alternativa de implementacdo de interacdo dipolar entre
momentos magnéticos em sistemas de BECs em poco-duplo seria um sistema composto por
condensados de duas espécies atdmicas interagentes contidas em um mesmo potencial de pogo-
duplo, conforme as referéncias (89) e (90). Novamente o formalismo empregado é de Segunda
Quantizacdo, com Hamiltoniano contendo operadores de um e dois corpos. Cada espécie, que
serdo designadas por 1 e 2, possui seus préprios operadores de campo U, e ¥y, Num processo
andlogo ao discutido para BECs de uma espécie em pocos-duplos, assume-se novamente a
validade da aproximacao de dois modos para cada espécie, de modo que os operadores de campo

podem ser expandidos em termos de operadores de aniquilagdo de particulas em cada modo:

T 909+906A Pg — Pez
Uy = a—+ b A.l
' V2 V2 @1
) Vg + 9 Vg —
N —+ — N
U, = -9 e+ 4 °d, A2
2 V2 V2 a.2)

sendo a e ¢ operadores de aniquilacdo de particulas no primeiro pogo e beddo segundo. Como
no caso de uma espécie, @, . € ¥, . representam as funcdes de onda dos modos fundamentais e
excitados de cada espécie. Desconsiderando as interagdes de particulas de espécies diferentes,
esta descrigdo resulta em um Hamiltoniano total composto pela soma de Hamiltonianos de Bose-
Hubbard, sendo os célculos idénticos ao formalismo aplicado no Capitulo 2. Ao considerarmos
as interacdes entre particulas de espécies diferentes um novo termo deve ser adicionado ao

Hamiltoniano:
912
2

A expansdo deste operador de dois corpos em termos da aproximacgdo de dois modos resulta

= / dr B B, (A3)

em um Hamiltoniano similar ao Hamiltoniano de interacdo dipolar magnética em termos de



operadores bosdnicos:

E = cpafetbd
F = cpbtdtac.

porém com dois termos extras:
G = tcg NiN,

H =L (cu, Ni(ive — fa) + cuy No(f — 7)) +

+1 <CH3NB(&TIS +bta) + e, Na(etd + c?*é))
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(A.4)

(A.S)

onde NV, 5 representa o numero de particulas de cada espécie, sendo os coeficientes contidos

neste Hamiltoniano
Ca = f%%l/}gl/)e dr

cp = [(¢] — 02) (W) — ¢2)dr
cor = [(¢) — @) Ugtedr
coy = [(¥2 — 12)pgpedr

ca = [(¢; +@2) (W +42)dr
ey, = [(9] + @2 gedr
cmy, = [(V2 4+ ) pypedr

cry = [ (95 — 92) (] + ¢2)dr

e, = [(02 4 ©2) (42 — p2)dr.

(A.6)
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Uma vez que os termos essenciais para realizar (6.31) estdo contidos neste Hamiltoniano,
uma investigacdo detalhada dos coeficientes para determinados regimes permitiria avaliar a
possibilidade de simulagdo de Hamiltonianos de interagdo dipolar em termos de operadores
bosdnicos.



