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Resumo

Neste trabalho investigamos as propriedades da bacia de atracao de estados quimera
e de suas fronteiras em uma rede de mapas de Hénon e de sistemas de Roessler com
acoplamento nao local e condi¢oes de contorno periddicas. Sabe-se que a coexisténcia de
bacias de atracao de estados distintos leva a comportamentos histeréticos nos diagramas
em que se plota a densidade de estados finais em funcao da variacao de um parametro.
Estados quimera acontecem quando dominios coerentes e incoerentes ocorrem em uma
rede simultaneamente, acredita-se que eles emergem como consequéncia da coexisténcia
de bacias de atracao de estado distintos. Consequentemente, a distribuicao de estados
quimera pode permanecer invariante por uma perturbacao de parametro, bem como
pode sofrer mudancas stubitas caso uma das bacias deixe de existir. Um fen6meno
similar é observado quando perturbacoes sao aplicadas nas condigoes iniciais. Nesse caso
o efeito resultante no estado final da rede esta relacionado a forma com que as bacias de
atracao estao organizadas. Caracterizamos a fronteira entre as bacias de atracao dos
estados coerente e quimera, e entre as bacias dos estados incoerente e quimera por meio
do expoente de incerteza. Estimando o volume da bacia de atragao por meio do céalculo
da estabilidade da bacia, mostramos que a densidade de estados quimera pode ser nao
apenas moderadamente sensivel as condicoes iniciais, consequéncia da existéncia de
estruturas fractais na bacia, como também pode ser altamente sensivel as condicoes

iniciais, devido ao crivamento nas bacias de atracao.

Palavras-chave: Quimera; Bacia de atragao; Redes; Bacia Fractal; Bacia crivada.



Abstract

In this work we investigate the properties of the basin of attraction and its boundaries
for chimera states in a network of nonlocally coupled Hénon maps and Roessler systems
with periodic boundary conditions. It is known that coexisting basins of attraction of
distinct states lead to hysteretic behaviour in diagrams in which the density of states is
plotted as a function of a varying parameter. Chimera states happen when coherent and
incoherent domains occur simultaneously in a network, it is believed that they emerge as a
consequence of the coexistence of basins of attraction of distinct states. Consequently, the
distribution of chimera states can remain invariant by a parameter modification, as well as
may undergo sudden changes if one of the basins ceases to exist. A similar phenomenon is
observed when perturbations are applied in the initial conditions. In this case the resulting
effect on the final state of the network depends on to how the basins of attraction are
organised. By means of the uncertainty exponent, we characterise the basin boundaries
between the coherent and chimera states, and between the incoherent and chimera states.
Estimating the volume of the basin of attraction via the basin stability calculation, we
show that the density of chimera states can be not only moderately sensitive to the initial
conditions, as a consequence of the existence of fractal structures in the basin, but can

also be highly sensitive to initial conditions, due to the riddling in the basins of attraction.

Keywords: Chimera; Basin of attraction; Networks; Fractal Basin; Riddled basin.
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1 Introducao

A area de sistemas dinamicos trabalha com diversos tipos de modelos que mudam com o
passar do tempo. O ponto de partida para essa area pode ser atribuido aos experimentos
de Galileu Galilei (1564 - 1642) sobre a cinematica da queda dos corpos e de oscilagoes de
péndulos [1]. Posteriormente, com a formulagao do calculo diferencial e integral de forma
independente por Isaac Newton (1642 - 1727) e Gottfried W. Leibniz (1646 - 1716), e das
leis do movimento, novamente por Isaac Newton, a modelagem da dindmica de sistemas
fisicos passou a ser fundamentada em bases matematicas mais solidas, como consequéncia
de um conjunto de leis. Esses desenvolvimentos cientificos também serviram de base para
uma corrente filoséfica chamada determinismo, defendida por Pierre-Simon, Marqués de
Laplace (1749 - 1827), segundo a qual existe uma relacao de causalidade que faz com que
o futuro possa ser determinado a partir do estado atual do objeto analisado, desde que se
conheca as equagoes que governam as particulas no presente.

A partir das suas trés leis do movimento, Newton concluiu que existe uma forca de
atracao que governa a dinamica dos corpos celestes e que é responsével por manter a Lua
orbitando ao redor da Terra, assim como mantém a Terra e os demais planetas orbitando
ao redor do Sol, a equacao dessa forca ¢ denominada lei da gravitacao universal. Segundo
Newton, dois corpos de massas m; e ms se atraem segundo uma forga que é diretamente
proporcional ao produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da
distancia entre eles, e que atua na direcao da linha imaginaria que liga os dois objetos.

Em termos matematicos é expressa por

mimes

Fy = -G Po1, (1.1)

|7 — 5|2

em que Fpéa forga sobre my exercida por may, 791 = (71 —75) /(|71 —72|) é 0 vetor unitéario

que aponta no sentido saindo de my em direcdo & m; e G ~ 6,67 x 1071t m3/(kg - s?) é

a constante de gravitacao universal, determinada apenas em 1797 por Henry Cavendish
(1731-1810) [2].

Utilizando a lei da gravitacao universal, as leis da dinamica e o calculo diferencial

e integral, passou-se a analisar as Orbitas dos planetas. Na formulacao mais geral, esse

problema é conhecido como problema dos N corpos e pode ser enunciado da seguinte

forma: dados N corpos que interagem entre si apenas por meio da forca gravitacional,

qual a funcao que descreve suas trajetorias para um instante de tempo qualquer a partir

de seus estados iniciais?
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Esse problema se tornou de grande importancia ainda na época de Newton, pois ja
tinham sido observadas flutuacoes nas érbitas dos planetas e, adicionado a isso, a lei da
gravitacao diz que todos os corpos do sistema solar se atraem mutuamente. Devido a esses
fatores a estabilidade das o6rbitas por longos periodos de tempo foi colocada em xeque.
O problema com N = 2 foi resolvido pelo préprio Newton, porém obter a solucao para
N = 3 se mostrou um feito impossivel & época. Grandes matematicos como Joseph-Louis
Lagrange (1736 - 1813) e Siméon Denis Poisson (1781 - 1840), além do proprio Laplace,
fizeram contribuigoes para o problema de trés corpos [1|, mostrando que a expressao para a
excentricidade e os eixos das Orbitas ndo apresentam termos seculares (que podem crescer
indefinidamente) para solu¢oes em séries até segunda ordem. Porém, em 1878, Spiru C.
Haret (1851 - 1912) mostrou que solucoes de terceira ordem apresentam esses termos [1],
e que, portanto, as o6rbitas nao sao estaveis como se havia pensado anteriormente.

O grande avanco seguinte na resolucao ocorreu em consequéncia do aniversario de 60
anos do rei Oscar II da Suécia e Noruega em 1889. Em comemoracio ao seu aniversario
o rei estipulou uma premiagao para quem apresentasse o melhor resultado de mecanica
celestial tratando do problema dos N corpos [3]. O prémio foi entregue ao fisico e
matematico Henry Poincaré (1854 - 1912), apesar de seus resultados iniciais
apresentarem um erro (descoberto e corrigido pelo proprio Poincaré) e de ele ndo ter
apresentado uma solucao para o problema do sistema solar, mas sim para o problema
mais simples com N = 3 corpos [3].

O sistema analisado por Poincaré apresentava diversas simplificacoes com relagao ao
do sistema solar. Ele considerou que a massa de dois corpos sao muito maiores do que a
do terceiro, my, mo > mg, que my e my orbitam circularmente em torno do seu centro
de massa, centrado na origem do sistema de coordenadas, que a trajetoria dos trés
corpos sao coplanares [4], e que o sistema de referéncia rotaciona de forma que m; e mq
aparentam estar estaticos. A primeira simplificacao é feita para que se possa
desconsiderar a influéncia de ms sobre os outros dois corpos, a segunda parte do
principio de que se desconsideramos a influéncia da massa menor as érbitas dos corpos
maiores é dada pelo problema com N = 2, cuja solucao é conhecida, e a terceira e a
quarta diminuem a dimensao do sistema e simplificam as equagoes. Assim, para resolver
esse sistema simplificado basta encontrar a equagao do movimento de x3 e y3. Na Figura
1.1(a) podemos ver um esquema exemplificando o sistema utilizado por Poincaré.

Poincaré demonstrou que é impossivel encontrar analiticamente uma féormula que
descreva o movimento a partir de um ponto inicial qualquer e, além disso, demonstrou
que as solu¢oes em séries nao convergem [3]. Mesmo em sua versao simplificada do
problema, a trajetéria da massa ms3 pode resultar em um comportamento extremamente
complicado, em que trajetorias inicialmente proximas divergem exponencialmente
tornando impossivel a previsdo para tempos longos [1].  Utilizando um aparato

geométrico que ele desenvolveu para tratar do problema de trés corpos, com curvas
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Figura 1.1: (a) Representacao do problema de 3 corpos. (b) Exemplo de trajetoria caotica
quando m1 = me. Os eixos estdo em unidades adimensionais.

(a)

2 Y
ms

Ys

g/ .
T3 z

Fonte: O autor.

especiais que existem no espaco de fase chamadas variedades estéveis e instaveis, Henri
Poincaré foi o primeiro a vislumbrar o que hoje é conhecido como teoria do caos [3]. Na
Figura 1.1(b) mostramos um exemplo de uma trajetoria cadtica no caso do problema de
trés corpos. Na Figura admitimos m; = ms e os eixos estao em unidades adimensionais,
de forma que a distancia entre as duas massas maiores é igual a unidade.

Apoés os trabalhos de Poincaré, diversos outros matemaéticos fizeram importantes
contribuicoes para a compreensao fenomenos presentes em sistemas dinamicos
nao-lineares, alguns que podemos citar sao Aleksandr Lyapunov (1857 - 1918), George
D. Birkhoff (1884 - 1944), John E. Littlewood (1885 - 1977) e Mary Cartwright (1900 -
1998), Andrei N. Kolmogorov (1903 - 1987) e seus alunos Vladmir I. Arnold (1937 -
2010)! e Yakov G. Sinai (1935), e Jiirgen K. Moser (1928 - 1999). Nos anos 1960, haviam
grupos de matematicos em Berkeley e Moscou esforcando-se para entender o tipo de
movimento que hoje denominamos caos 3|, mas a presenca do caos em uma grande
variedade de areas s6 pode ser percebida com o desenvolvimento dos computadores.

No final dos anos 1950, Edward Lorenz (1917 - 2008), um meteorologista e mateméatico
estadunidense que foi aluno de George Birkhoff, estava estudando um sistema de equagoes
diferenciais que modelavam uma atmosfera simplificada. Para realizacao dos céalculos ele
contou com um computador Royal-McBee LGP-300 com 16 kB de memoria interna [3].
Quando precisou reproduzir alguns resultados, Lorenz percebeu que apds um certo tempo
a série temporal do sistema divergia do resultado original, sendo que a diferenca entre as
duas séries dobrava a cada quatro dias simulados. Ele percebeu que a solucao calculada do
sistema de equacoes que ele estava utilizando era, além de aperiddica, sensivel as condicoes
iniciais. Inicialmente o sistema utilizado por Lorenz era composto por 12 equagoes, mas
antes de apresentar seus resultados ele gostaria de um modelo mais conveniente com menos

equacoes. A partir do modelo de 7 equagoes obtido por Barry Saltzmann, Lorenz chegou

!Kolmogorov e Arnold foram responsiveis pela solucdo do 13°problema da lista de problemas
estipulada por David Hilbert [5].
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a um sistema ainda mais simples, com 3 equagoes, dado por:

T = —O'(.T - y)>

y=z(r—z)—v, (1.2)
z=uxy — bz,

em que a variavel x estd relacionada com a intensidade da convecgao na atmosfera, y é
proporcional & diferenca de temperatura entre as correntes ascendente e descendente e 2 é
proporcional & distor¢ao do perfil vertical da temperatura [1]. Os parametros da equagao
sao o numero de Prandtl, o, o nimero de Rayleigh, r, e b que depende da dimensao do
sistema [1, 3]. Lorenz publicou seus resultados em 1963 no artigo intitulado Deterministic
Nonperiodic Flow [6] e a Eq. (1.2) é hoje denominada sistema de Lorenz. A divergéncia
exponencial de trajetorias proximas em sistemas atmosféricos ficou conhecido como efeito
borboleta, apés um seminario apresentado por Lorenz em 1972 intitulado: Predictability:
Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil Set off a Tornado in Tezas? |1].

O termo caos utilizado para descrever essa nova forma de comportamento dinamico
foi definido matematicamente por James A. Yorke e Tien-Yen Li em 1975 em seu artigo
Period Three Implies Chaos |7], em que foi demonstrada a existéncia de orbitas
aperiodicas, nao-divergentes e sensiveis as condi¢Oes iniciais em um sistema chamado
mapa logistico. Portanto, os resultados observados anteriormente nao se deviam a
possiveis erros numeéricos ou computacionais, mas sim a um novo tipo de dinamica.

A partir dos anos 1970, com o desenvolvimento de computadores mais acessiveis e
capazes de realizar mais célculos por segundo, o estudo do caos se tornou uma
importante area de pesquisa, com exemplos de dindmica cadtica nos mais variados
campos do conhecimento. Das contribuicoes feitas no desenvolvimento da teoria do caos,
podemos destacar os trabalhos de Stephen Smale, Mitchell Feigenbaum, o trio OGY,
formado por Edward Ott, Celso Grebogi e James A. Yorke, também realizaram
importantes contribuicoes Ying-Cheng Lai, Otto Roessler, Leon O. Chua, Jiirgen
Kurths, Arkady Pikovsky, Michael Rosenblum, Tomasz Kapitaniak e Miguel Sanjuén,
entre outros, sendo que grande parte continua pesquisando de forma ativa atualmente.

Na mesma época, comecaram os estudos a respeito da sincronizacao em redes de
osciladores que interagem entre si. Arthur T. Winfree descreveu em um artigo de 1967
alguns sistemas que macroscopicamente apresentam um comportamento peridédico, mas
que tal comportamento surge da interacao de um grande nimero de elementos que sao
individualmente diferentes [8]. Entre os sistemas apontados por Winfree estao o ritmo
da contracao cardiaca dada pela interacao de células marca-passo, a sincronizacao dos
lampejos de algumas espécies de vagalumes asiaticos e os ritmos circadianos que regulam
o metabolismo e sao responsaveis pelo "relogio biologico"dos seres vivos.

Inspirado pelo trabalho de Winfree, Yoshiki Kuramoto passou a se interessar por

redes de sistemas acoplados e formulou o sistema que hoje é conhecido como modelo de
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Kuramoto [9, 10]. Esse modelo é composto por N osciladores acoplados, cuja dindmica

individual é dada por
. g N
ei:wi—f—NjE:l sen(9j—9i), 221,,N (13)

em que 0; é a fase do oscilador 7, w; sua frequéncia natural, ¢ é a intensidade do
acoplamento com seus vizinhos e N é o nimero de osciladores interagentes, também
referido como sendo o tamanho da rede. Como o somatorio na Eq. (1.3) abrange todos
os osciladores da rede, esse tipo de conexao entre eles recebe o nome de acoplamento
global. Esse sistema apresenta uma caracteristica tal que, para certos valores de o e das
distribuicoes das frequéncias w;, todos os elementos da rede passam a oscilar de forma
sincronizada.

A partir de entao, modelos de osciladores e sistemas nao-lineares acoplados tém sido
utilizados no estudo de uma grande variedade de fen6menos e com uma vasta gama de
aplicagoes, como redes de transmissao de energia elétrica [11, 12|, simulagoes de redes
neuronais [13, 14|, dindmica de populacoes [15] e sistemas oscilatorios quanticos [16].
Enquanto inicialmente o interesse maior era determinar sob quais condicoes ocorria a
sincronizacao da dinamica dos componentes da rede [17, 18], a partir do trabalho de 2002
de Kuramoto e Battogtokh [19] passou-se a ter grande interesse pelo estudo de estados
em que regioes sincronizadas e dessincronizadas ocorrem simultaneamente, denominados
estados quimera |20].

Estados quimera ja foram identificados em diversos modelos teoéricos, dentre os quais
podemos citar modelos de redes acopladas de osciladores de Landau-Stuart [21], de mapas
logisticos [22], de sistemas de Lorenz e de Roessler 23|, de mapas de Hénon [24], de
automatos celulares [25], e mesmo experimentalmente em redes de osciladores mecéanicos
[26], utilizando modulador espacial de luz de cristal liquido [27] e em lasers acoplados [28],
sendo que uma dificuldade que esta sempre presente na obtencao de um estado quimera
é a definicao dos valores iniciais das variaveis do sistema.

No presente trabalho, investigamos a transicao entre os regimes de sincronizacao e
dessincronizacao em redes de mapas de Hénon acoplados e de sistemas de Roessler
acoplados. Tais redes ja foram utilizadas por outros pesquisadores em estudos que
tratam de estados quimera [24, 22|, porém com foco distinto. Analisamos a densidade de
estados em termos das condicoes iniciais, examinamos de que forma as bacias de atracao
dos estados da rede estao organizadas e de que forma suas fronteiras sao modificadas
quando realizamos a variacao de um parametro da rede. Tal caracterizacao se faz
importante devido & escassez de resultados que tratam de bacias de atracao para rede
que exibem estados quimera. Uma contribuicao extra obtida dos nossos resultados é a

metodologia para obter estados quimera em uma rede, sendo que, de acordo com o que
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observamos aqui, mesmo a perturbacao de apenas um elemento é capaz de fazer com
que toda a dinamica deixe seu estado sincronizado e passe a um estado quimera.

Este trabalho esta organizado na seguinte forma: no capitulo 2 introduzimos alguns
conceitos chaves da dinamica nao-linear, tanto para sistemas de tempo discreto como para
sistemas de tempo continuo. Fazemos uma rapida introducao a objetos com geometria
fractal, suas propriedades e formas de caracteriza-los. Entao mostramos de que forma
essas estruturas fractais se manifestam na bacia de atracao. Por fim, apontamos as
conclusoes desse capitulo. No capitulo 3 fazemos uma introdugao aos estados quimera,
caracterizados pela coexisténcia de dominios coerente e incoerentes na dinamica de uma
rede de osciladores, apresentamos alguns resultados conhecidos que tratam da bacia de
atracao em sistemas que exibem esses estados e definimos o quantificador que utilizamos
para detecté-los. No capitulo 4 apresentamos e discutimos os resultados obtidos para a
rede de mapas de Hénon e de osciladores de Roessler. Os principais resultados desta tese
foram publicados em agosto de 2018 sob o titulo Riddling: Chimera’s dilemma, no volume
28 do periodico cientifico Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science [29].
No capitulo 5 colocamos as principais conclusoes deste trabalho e perspectivas de trabalhos

futuros.
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2 Fundamentacao Teodrica

Podemos definir de maneira geral um sistema dindmico como um sistema em que o valor
das variaveis ¢ modificado com o passar do tempo de acordo com uma equacao de evolucao.
A evolugao pode ser descrita por equagoes diferenciais, em que o tempo é considerado de
forma continua, ou por mapas, em que varia de forma discreta [3].

Quando a equacao de evolucao apresenta termos nao lineares raramente se obtém
expressoes analiticas para a funcao que descreve o comportamento futuro das variaveis.
Esses sistemas podem apresentar diversos comportamentos distintos, como dinamicas
periddicas, aperiodicas e cadticas, e podem ainda convergir para diferentes estados finais
dependendo dos valores iniciais das variaveis. Devido a isso, o estudo desses sistemas
requer a utilizagao de conceitos e ferramentas de analise proprios da area conhecida
como dinamica nao-linear. Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos dessa area,
tais como pontos fixos, variedades, bacias de atracao, fractais e algumas ferramentas
comumente utilizadas, como diagramas de orbitas, analise de estruturas no espacgo de
parametros e determinacao da dimensao fractal.

Comecaremos na proxima secao tratando de sistemas de tempo discreto, em seguida
expandiremos as definicoes para sistemas de tempo continuo, entao faremos uma breve
introducao a objetos fractais e, finalmente, mostraremos a dificuldade na previsibilidade
do estado final causada pela fractalidade na bacia de atracao. Por fim, apresentaremos

as conclusoes do capitulo.

2.1 Mapas

Quando o tempo é considerado como uma variavel discreta o sistema dindmico é

denominado mapa. Em geral um mapa pode ser representado na forma

X1 = F(xy), (2.1)

em que x; = [V 2P . 2T

¢ uma matriz coluna cujos elementos sao os
valores das varidveis no tempo t, N é a dimensao do sistema e
F(x;) = [fi(x) fa(x:) ... fn(x)]F & uma matriz coluna cujos elementos nos
fornecem as fungoes que governam a evolugao das variaveis.

A evolugao temporal da Eq. (2.1) é feita da seguinte forma: definimos um vetor de

condigbes iniciais Xo, substituimos na Eq. (2.1) e obtemos x; = F(x(). Em seguida
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inserimos esses valores como entrada na equagao novamente e obtemos x; = F(x1) =
F(F(xq)) = F®(x), entdo x3 = F(x3) = F®)(xg) e assim por diante. Esse processo
recebe o nome de iterada, ou também iteracao.

Sistemas dinamicos de tempo discreto também podem ser classificados como lineares e
nao-lineares, de acordo com as func¢oes de evolucao das varidveis. Considerando um mapa
linear geral na forma

X1 = M - Xy, (2.2)

em que M é uma matriz quadrada de coeficientes constantes, é facil ver que se xg = u,
onde u é um autovetor de M com autovalor correspondente Af, entdo x, = Alx,. Portanto,

admitindo que os autovalores de M sao reais e distintos, em um tempo t qualquer teremos

N
X; = ZciA‘;uZ-, (2.3)
i=1

em que os coeficientes ¢; sao determinados a partir da condicao inicial. Assim, utilizando
os autovetores da matriz dos coeficientes para definir uma base ortogonal, a solucao da
Eq. (2.2) pode ser facilmente determinada para qualquer condigao inicial.

Na proxima subsecao vamos definir e caracterizar pontos fixos e 6rbitas periddicas em
mapas. Iniciaremos considerando um mapa unidimensional linear, seguido pelo exemplo
do mapa logistico, e entao passaremos ao mapa de Hénon, que ¢ um mapa bidimensional

que utilizamos no restante do trabalho.

2.1.1 Pontos Fixos e Periodicos

Mapas nao-lineares nem sempre apresentam uma solucao para um instante de tempo
qualquer como na forma da Eq. (2.3). Nesses casos o comportamento dinadmico pode ser
inferido a partir de pontos especiais presentes no espaco de fase desses mapas, os pontos

fixos.

Defini¢ao 1 Seja um mapa N-dimensional definido por xi+1 = F(x;), um ponto X* com

a propriedade F(x*) = x* ¢ denominado ponto fixo, ou ponto critico, do mapa.

Para ver de que forma os pontos fixos auxiliam na compreensao da dinamica,
comecaremos com a analise de um mapa linear unidimensional. A evolucao temporal é

dada por
zi1 = g(zy) = axy, (2.4)

em que a # 0 é um parametro de controle. Esse modelo pode ser utilizado para
representar o crescimento de uma populagao (de bactérias, por exemplo) considerando
recursos disponiveis ilimitados [3|. Nesse caso x; representa o tamanho da populagao no
tempo ¢, a > 0 representa a taxa de crescimento da populacao e cada instante de tempo

representa uma nova geragao.
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Tomando a Eq. (2.4) como um sistema dinamico, ela tem um ponto fixo em z* =0 e
derivada ¢'(x) = a. Iniciando o sistema com uma populacdo xg, no tempo t = 1 teremos

1 = azo. No instante t = 2 teremos s = ar, = a’

xp. Logo, a solucao para um tempo ¢
qualquer a partir de uma condicdo inicial zg # 0 é dada por x; = a'z,. Entao, o estado

assintotico para t — oo é:
e 1, — 0, se |a] <1;
® [Tt o0] — 00, se |a| > 1.

Apesar de simples, esse modelo nos permite observar que o estado assintotico do sistema
esta relacionado com o valor de |¢'(x)|, com as condigbes iniciais se afastando ou se

aproximando do ponto fixo dependendo do valor de a.

Definigao 2 Seja =* um ponto fito do mapa unidimensional xiyw = f(x;). Se existe
uma vizinhanca em que x* estd contido tal que condicoes iniciais nessa vizinhanca
possuem a propriedade T, — x*, entao ele é assintoticamente estdvel. Se existe
uma vizinhanca em que x* estd contido tal que x;_o estd fora dessa vizinhanca, entao
ele ¢ wnstdvel. Pontos assintoticamente estdaveis também sao chamados de atratores,

por atrairem um conjunto nao-nulo de condi¢oes iniciais.

Teorema 1 Seja x* um ponto fixo do mapa unidimensional x,11 = f(x¢), com f(z) sendo

uma fungao suave.
o Se|f'(x%)| <1, entdao x* € assintoticamente estdvel;
o Se|f'(x*)| > 1, entdao x* € instdvel;
o Se |f'(x*)| =1, entdo x* pode ser estdvel, instdvel ou nenhum desses casos.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [3, 30].

Portanto, se inicialmente a Eq. (2.4) apresenta |a| < 1 e o valor do parametro de
controle é aumentado, ao passar do valor critico |a.] = 1 o ponto fixo na origem perde
a estabilidade. Deixando de ser um ponto assintoticamente estavel e para ser um ponto

instavel.

O Mapa Logistico

Um dos modelos mais simples de tempo discreto capaz de exibir dinamica complexa é
conhecido como mapa logistico. Assim como a Eq. (2.4), o mapa logistico também pode
ser utilizado como um modelo para o crescimento populacional porém em um ambiente

com recursos limitados |3, 31]. Sua evolu¢ao temporal é dada por

1 = f(zy) = axy(1 — zy), (2.5)
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em que o parametro 0 < a < 4 estd relacionado com a taxa de crescimento da
populacao, cada instante de tempo representa uma nova geracao e 0 < z < 1 é uma
medida adimensional da populacao [32].

O mapa logistico apresenta dois pontos fixos, da Definicao 1 sabemos que eles sao
¥ =0ex} =1—1/a, com derivadas f'(z%) = a e f'(z3) = 2—a. Utilizando o resultado

do Teorema 1, temos
e Se a < 1, o ponto z% é assintoticamente estavel enquanto x% é instavel;
e Se 1l < a< 3, oponto x7 é instavel enquanto xj; é assintoticamente estavel;
e Se a > 3, ambos os pontos x7% e x}; sao instaveis.

Na Figura 2.1 plotamos a série temporal da Eq. (2.5) para uma condigao inicial escolhida
de forma aleatéria no intervalo unitario para diferentes valores de a. Em (a) e (b) o valor
de x; converge para o ponto fixo x%, em (c¢)-(e) converge para o ponto fixo z7;, cujo valor
muda de acordo com o valor do parametro a. Em (f) plotamos a série temporal para
a = 3,1, valor para o qual tanto x% quanto 2% sao instaveis. Podemos notar que para
esse valor de parametro a variavel x;, ap6és um certo tempo, fica transitando entre dois
valores.

Figura 2.1: 40 primeiras iteradas da série temporal da Eq. (2.5) para uma condic¢ao inicial

aleatoria 0 < zp < 1. O valor dos parametros utilizados ¢ (a) a = 0,5, (b) a = 0,9, (¢) a = 1,5,
(d)a=25,(e) a=28¢(f) a=3,1.

(a) (b) (©)

1,01 a=0,5] 1,01 a=0,9] 1,07 a=1,5[
_L ,w E s
070_ seererrererrirerrertirerrereerees - 070_ . serevereee - O’O_ L
0 40 0 40 0 40
(d) t ) t ® t
1,01 a=25 1,01 =281 1,01 a=31[
s v s ] g WA
0,0 - 0,0 - 0,0 -
0 40 0 40 0 40
t t t

Fonte: O autor.

Existem dois pontos importantes a serem destacados a partir das informacoes
observadas até agora. A primeira € que se a > 3, entdo existem dois pontos z} e z, tais
que rp = f(z5) e x5 = f(2p). A segunda é que a oscilagao entre esses pontos é estavel

e atrai orbitas proximas.

Defini¢ao 3 Seja um mapa x.11 = F(x;). Um ponto x5 é denominado ponto periddico
de periodo k se F¥)(x%) = x%, sendo k o menor inteiro positivo que satisfaz essa
condi¢cido. Ao conjunto de pontos {x5, F(x5), F®(x5), ..., F* (x5} chamamos érbita

de periodo k.
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Da Defini¢ao 3 temos que os pontos zp e x, sao pontos periddicos de periodo 2.

Uma questao que surge naturalmente é sobre a determinacao da estabilidade dos
pontos periodicos. Tomando como exemplo o caso do mapa logistico, primeiramente
temos que determinar os valores de 2 e xy,. Para isso basta notar que ambos os pontos

sdo pontos fixos do mapa z;11 = f(f(z¢)) = h(x). Dai temos:

zt = flaz™(1 —z%)),
= afax (1 —2")|[1 — az*(1 — z")],
= (a? a’z*?)(1 — az* + ax*?),
( 2% a? *2) ar (GQ:L‘* a? *2)—}-@1? (GQI* —a2x*2),
( 2% — a22°?) — (a32*? — a32*) + (aPr*® — aPrY),
= —q° *4+2a3 *3 (1+a)$* +a 33*,
0 =a*r* —2a°2* + a®(1 + a)z*? — a®x* + 2,

Para simplificar essa expressao basta notarmos que os pontos fixos z7% e zj devem

obrigatoriamente ser raizes da equagao'. Logo, podemos reescrever a equagao como
ar*(z* — 1+ 1/a)[a®z** — a(1 + a)z™* + (a + 1)] = 0. (2.6)

Resolvendo a expressao entre colchetes, obtemos

 _ 1+4a (a+1)(a—3)

Tp = ;__a + 2a ) (2 7)
o — 1+a (a+1)(a—3) ’
Q - - 2a :

Como o termo dentro da raiz deve ser positivo e 0 < a < 4, entao a orbita de periodo 2
sO existe nesse sistema para a > 3. Do teorema 1, sabemos que a estabilidade esta ligada
a derivada da funcao do mapa calculada no ponto fixo. No caso de pontos periodicos,
temos que calcular a derivada da fungao composta h(z) = f(f(z)). Do célculo de fungoes
de uma variavel real sabemos que |b'(zp)| = |f'(f(25)) - f/(xp)] = [f'(x5)] - [/ (xp)].
Portanto, basta multiplicarmos o valor da derivada da funcao calculada em cada um dos

pontos da oOrbita.

Definigao 4 Seja =} um ponto periddico de periodo k do mapa xiv1 = f(x;). Tal ponto
¢ denominado ponto periddico assintoticamente estdvel se for um ponto fixo
assintoticamente estdvel do mapa T 0= f(k)(xt). Nesse caso a Orbita
{o%, f(xh), ..., f* V(%)) ¢ dita assintoticamente estdvel, e x> também pode ser

chamado de atrator de periodo k.

Isso ocorre porque se f(z*) = x*, entdo f(f(z*)) = f(a*) = z*.
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Calculando a derivada do mapa logistico nos pontos de periodo 2 obtemos

f'(xp) = a— 2azp, f'(x3) = a — 2axy,

fl(xp)=—=14++/(a+1)(a—3), flxg) =-1—+/(a+1)(a—3).

Logo, a orbita sera estavel quando

[f(2p) - fag) =1 = (a+ 1)(a—3)] < 1. (2.8)

Considerando os casos f'(z}) - f'(x5) < Le f'(xp) - f'(x5) > —1, chegamos em

l—(a+1)(a—3)—1<0, —(a+1)(a—3) > =2,
—(a+1)(a—3) <0, (a+1)(a—3) <2,
(2.9)
(a+1)(a—3)>0, a’? —2a—5<0,
(a+1)(a—3) >0, [a— (1+V6)][a+ (vV6—1)] <0.

Da condi¢@o da esquerda obtemos que a o6rbita de periodo 2 é estavel para a > 3 (o que
coincide com o surgimento do periodo 2), enquanto que o limite superior é fornecido pela
expressao da direita a < (1 +v/6) ~ 3,449. Quando a > (1 + v/6) a orbita de periodo 2
também passa a ser instavel e a trajetoria passa a convergir para outra Orbita.

Na Figura 2.2 plotamos diagramas de orbitas para o mapa logistico. Esse tipo de
diagrama facilita a visualizacao do estado assintotico para um determinado valor de
parametro. Para construi-lo tomamos uma condicao inicial aleatéria no dominio de
f(z;) com a fixo, iteramos o mapa por um longo tempo para que a trajetoria se
aproxime da oOrbita assintoticamente estavel e entao plotamos os proximos 100 valores de
x; (claramente Orbitas de periodo maior necessitam de mais pontos), em seguida
modificamos o valor de a e repetimos o procedimento.

Nas Figuras 2.2(a)-(c) construimos o diagrama de orbitas utilizando 2048 valores de a.
Em (a) podemos ver o quadro geral da dinaAmica do mapa logistico, com os pontos fixos e
periddicos assintoticamente estaveis surgindo ou perdendo a estabilidade com o aumento
de a. Em (b) fazemos a ampliagdo da regiao marcada com uma retangulo vermelho em
(a). Dos diagramas em (a) e (b) podemos ver que com o aumento de a o sistema passa a
convergir de uma Orbita de periodo 2 para uma de periodo 4, entao para uma de periodo
8, entao 16 e assim sucessivamente até o surgimento de um atrator cadtico [3]. Esse tipo
de rota para o caos é chamada cascata de dobra de periodo e esté presente em uma grande
quantidade de sistemas nao lineares [4, 32].

Quando o mapa passa a convergir para um atrator cadtico, a trajetoria aparentemente
preenche de forma aleatoria o intervalo unitario ou um subconjunto dele. Esse tipo de
atrator possui diversas caracteristicas peculiares, como o fato de que trajetorias proximas

apresentam divergéncia exponencial e eles podem desaparecer abruptamente [3|. Essa
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ultima caracteristica pode ser vista mesmo no mapa logistico, quando a = 4 é possivel
demonstrar que o atrator do mapa é cadtico [3, 30|, porém para a > 4 ndo existe conjunto
atrator e qualquer condigao inicial no intervalo unitario (exceto casos especiais como a

condigao inicial xy = 1) se comporta como || — 0.

Figura 2.2: (a) Diagrama de bifurca¢do do mapa logistico utilizando uma grade de 2048 pontos.
Para construir o diagrama realizamos 1000 iteradas a partir de uma condigdo inicial aleatéria
zo € (0,1) e plotamos os altimos 100 valores obtidos. Em (b) e (c) fazemos amplia¢oes de (a).

(a)

Fonte: O autor.

Apesar da predominancia de atratores cadticos no intervalo a € [3,57;4], janelas de
dinamica peridédica de diferentes periodos sao onipresentes em todo o intervalo e sao
caracterizadas por uma lei de escala [33, 34]. Na Figura 2.2(c) plotamos uma outra
ampliacdo de (a), desta vez a regido do retangulo verde. Neste diagrama podemos
claramente ver o surgimento de uma orbita de periodo 3 estéavel. Apesar de nao ficar tao
definido na figura, a 6rbita de periodo 3 também passa por uma cascata de dobra de
periodo, dando origem a uma oOrbita de periodo 6, seguida por uma de periodo 12, etc.

Seja aj; o valor de parametro em que a 6rbita de periodo 2¥ deixa de ser estavel e

ocorre o surgimento de uma outra de periodo 2!, e seja &, dada pela razdo

6k:M’ Comk‘:273,..., (210)
Q41 — Qg

2

o fisico e matematico Mitchell Feigenbaum [35] demonstrou que d., = 4,669202... é
uma constante universal, presente em bifurcacoes dos mais variados modelos de sistemas
dinamicos. Em sua homenagem essa constante passou a ser chamada constante de
Feigenbaum [30].

Apesar do diagrama de orbitas auxiliar na determinacao de 6rbitas aperiodicas quando
um parametro do sistema é variado, por meio dele nao temos como garantir que tais
orbitas aperiddicas apresentam sensibilidade as condigoes iniciais, que é o comportamento

caracteristico de atratores cadticos. Para determinar essa sensibilidade devemos definir o
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expoente de Lyapunov.

Defini¢ao 5 Seja xyy1 = f(x;) um mapa unidimensional e f(x) uma fun¢ao real e
suave. Seja {x1,zs,...} uma drbita do mapa. Definimos o expoente de Lyapunov

dessa trajetoria como
n

1
AL(zq) = lim - In | f'(z;)]. (2.11)
i=1

Dado que o limite ezista [3].

Em conjunto com a condicao de estabilidade do Teorema 1, a definicao de expoente
de Lyapunov acima implica que pontos fixos e Orbitas periodicas estaveis apresentarao
A < 0.

Defini¢ao 6 Seja 111 = f(x¢) um mapa unidimensional e f(x) uma fungao real e suave.
Seja, ainda, {xo,x1,...} uma drbita do mapa confinada a uma regiao. Essa orbita serd

cadtica se
e {x9,21,...} nao for assintoticamente periddica.

e O expoente de Lyapunov da orbita for positivo.

Na Figura 2.3 a linha vermelha fornece o valor calculado do expoente de Lyapunov para
valores de a. Comparando o expoente de Lyapunov com o diagrama de o6rbitas, podemos
notar que A\;, = 0 sempre que uma Orbita periddica passa por uma bifurcacao. Nota-se
também que os valores de parametro em que as trajetorias preenchem uma determinada
regiao do espaco apresentam expoente de Lyapunov positivo, o que as caracteriza como
Orbitas caoticas. Por fim, o surgimento de uma janela periddica faz com que Ap passe
novamente a ficar negativo.

Diferentemente das Definicoes 5 e 6 uma trajetoria calculada numericamente apresenta
comprimento finito. Por esse motivo, Figuras como a 2.3 nao devem ser utilizadas como
comprovagoes matematicas rigorosas de que certas orbitas sao cadticas. A caracterizagao
de uma orbita como sendo cadtica segundo o rigor mateméatico é por vezes uma tarefa
de grande complexidade. Mesmo para o mapa logistico essa demonstracao existe apenas
para a = 4 |3, 30]. Ainda assim, em geral é aceito que uma orbita aperiodica confinada a
um subconjunto do dominio de f(x) e cujo expoente de Lyapunov obtido numericamente
é positivo, seja considerada cadtica.

Agora que definimos e exploramos conceitos como estabilidade de pontos fixos e
periodicos e expoente de Lyapunov em mapas unidimensionais, vamos expandir essas

ideias para mapas de maior dimensao utilizando como exemplo o mapa de Hénon.
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Figura 2.3: A linha vermelha é o Expoente de Lyapunov do mapa logistico calculado utilizando
1000 iteradas a partir de uma condigao inicial aleatoria xg € (0,1). Os pontos cinza ao fundo
fornecem o diagrama de orbitas. Em (b) fazemos uma ampliacao de (a) no intervalo a € [3,56;4].

a) b)
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Fonte: O autor.

O Mapa de Hénon

O mapa de Hénon é um sistema dinamico bidimensional de tempo discreto proposto por
Michel Hénon em 1976 a partir de uma secao de Poincaré do sistema de Lorenz [36]. A

dindmica do mapa de Hénon é dada por

_ 9
T = 1 — axy + yy,

(2.12)
Yir1 = Py,

em que « e [ sao parametros a serem definidos.

Assim como no mapa logistico, a dinamica do mapa de Hénon pode apresentar
comportamentos distintos dependendo do valor dos parametros o e . Na Fig. 2.4
plotamos as primeiras 80 iteradas para diferentes combinacoes de parametros, iniciando
a Eq. (2.12) com zp = yo = 0. Na Fig. 2.4(a) utilizamos a = 1,0 e § = 0,1, podemos
notar a convergéncia para uma orbita de periodo 2. Nas Fig. 2.4(b) e (¢) a dinamica
converge para atratores de periodo 5 e 7, respectivamente. Os parametros nesses casos
stoa=15e =016, e a =1,25e = 0,3. Na Fig. 2.4(d) empregamos os mesmos
valores de pardmetros utilizados por Michel Hénon no artigo de 1976 [36], « = 1,4 ¢
B = 0,3, e a dinaAmica converge para um atrator caotico.

Na Fig. 2.5(a) plotamos as orbitas periodicas no espago de fase do sistema. Aqui
podemos visualizar os pontos periddicos de periodo 2 (circulos pretos), 5 (quadrados
verdes) e 7 (asteriscos azuis) que o sistema exibe para os valores de parametros da Figura
2.4. Em (b) plotamos o atrator cadtico com formato de bumerangue que existe para
a = 14e [ = 0,3. Ainda que esse atrator aparentemente exiba uma estrutura bem

definida, por meio da ampliacao de uma regiao podemos notar uma certa complexidade
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Figura 2.4: Série temporal das primeiras iteradas do mapa de Hénon com diferentes parametros.
A condigao inicial utilizada foi a g = yo = 0 em todos os casos. Em (a) a dinadmica converge
para um atrator de periodo 2, em (b) para um atrator de periodo 5, em (c¢) para um atrator de
periodo 7, e em (d) para um atrator cadtico (ndo apresenta periodo). Parametros utilizados sdo:
(a) a=1,0ep8=0,1,(b)a=1,5e5=0,16, (c) a=1,25e =0,3e (d) a=1,4e 5 =0,3.

b
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Fonte: O autor.

em escalas menores. Essa complexidade se deve ao fato de que o atrator cadtico apresenta
uma estrutura fractal, que sera apresentada em mais detalhes na Secao 2.3. A seguir
apresentaremos algumas definicoes e um teorema que sao necessarios para a analise da

estabilidade em mapas bidimensionais.

Definigao 7 Seja um sistema de tempo discreto N-dimensional dado por X1 = F(xy).

Definimos a matriz Jacobiana (ou simplesmente Jacobiana) L do sistema como sendo

of1/0zV)  af/ox® .. 0f1/0x™)
0 Ofs/0x V) 0fy/0x® .. Ofy/0xN)
Ofn/0xV)  Ofn/0z® ... Ofn/0z™)
Teorema 2 Seja um mapa N-dimensional dado por x,.1 = F(xy) e assumindo que

F(x*) = x*.

e Se 0 mddulo de todos os autovalores da matriz Jacobiana do mapa calculada em x*

sao menores do que 1, entao X* € assintoticamente estdvel.

e Se 0 mddulo de todos os autovalores da matriz Jacobiana do mapa calculada em x*

sao maiores do que 1, entao xX* € instdvel.

Definigao 8 Seja um mapa N-dimensional dado por xi+1 = F(x¢) e assumindo que

F(x*) = x*. Entao o ponto firo x* € dito hiperbdlico se nenhum dos autovalores da
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Jacobiana do mapa calculada sobre x* possui modulo igual a 1. Se x* for hiperbolico e
L(x*) possuir ao menos um autovalor com mddulo maior do que 1 e ao menos um

autovalor com mddulo menor do que 1, entao X* € um ponto de sela.

Figura 2.5: (a) Atratores peri6dicos do mapa de Hénon. Os pontos em preto denotam o atrator
de periodo 2, os quadrados de cor verde denotam o atrator de periodo 5 e os asteriscos de cor azul
denotam o periodo 7. Em (b) plotamos uma trajetoria que converge para o atrator cadtico. Na
insercao fazemos uma ampliacdo de uma regido da trajetéoria. Parametros utilizados sdo iguais
ao da Figura 2.4.
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Fonte: O autor.

Do Teorema 2, cuja demonstracao pode ser encontrada em [3], e da Definigao 8 vemos
que o papel desempenhado pelos autovalores da matriz Jacobiana na classificacao dos
pontos fixos em mapas bidimensionais é similar ao do modulo da derivada no caso dos

mapas unidimensionais. Seja um mapa bidimensional descrito por

Ti4+1 = fl(l'ta ?Jt)a

Yt+1 = f2($t, yt)u

cuja matriz Jacobiana calculada no ponto fixo (z*,y*) é

Liz*.y") = [ 0fi/0x 011/0y ] |

Os autovalores de L sao dados por

_ Tr(L) £ /(Te(L))? — 4 - det(L)

Ay 5 , (2.13)

e podem ser reais e distintos, reais e iguais, ou complexos. Na Tabela 2.1 sintetizamos a

classificacao dos pontos fixos em mapas bidimensionais com base nos autovalores de L.

Tabela 2.1: Classificacdo dos pontos fixos em um sistema bidimensional de tempo discreto [4].



29

1 < |A4] AL <1< |Ay] | ALl <1 Ayl =1
Im(A4) =0 | no repulsivo ponto de sela no atrator | ponto marginal
Im(Ay) # 0 | foco repulsivo - foco atrator | ponto eliptico

No caso do mapa de Hénon, encontramos os pontos fixos resolvendo

v =1—ar*? +y* N ar** 4+ (1—B)r* —1=0

b

do onde obtemos
vy =52t L /T-B7 +4da
=260 4 B /(1 - B)? + da.

o 2

(2.14)

Portanto o mapa de Hénon apresenta dois pontos fixos, desde que o > —(1 — 3)?/4. A

matriz Jacobiana para o mapa de Hénon é

L= (2.15)

30

—2az* 1 ]

Logo, Tr(L) = —2ax* e det(L) = —f. Substituindo na Eq. (2.13) obtemos a expressao

para os autovalores
Ay = —az* +\/a2(z*) + B (2.16)

Para determinar a estabilidade dos pontos fixos, temos de estabelecer os valores de

x*,y*) para os quais |Ay| < 1. Fazendo isso obtemos que (z%,y%) é um ponto fixo
A YA

(1-p)* 3(1-B)

assintoticamente estavel se o € (— 7 1

sela [30].

Quando a =

), enquanto que (z%,y}) é um ponto de

3(1-p)°
4

por uma bifurcacao e surge um atrator de periodo 2. Em seguida o sistema passa por

o ponto fixo (2%, y%) deixa de ser estavel, o sistema passa, entao,

uma cascata de dobra de periodo, analoga aquela observada no mapa logistico.

A principio podemos utilizar a Definicao 3 para encontrar a localizacao de pontos
periddicos de qualquer periodo, mesmo para sistemas de alta dimensao. Porém quanto
maior a dimensao do sistema ou o periodo desejado, mais trabalhosa se torna essa tarefa,
devido ao aumento no nimero de varidveis a serem determinadas e ao aumento no grau
do polinémio a ser solucionado.

Para encontrar mudancas qualitativas no comportamento do mapa de Hénon,
construimos o diagrama de 6rbitas modificando o valor do parametro a e observando a
mudanca no comportamento assintotico da variavel z. Em alguns casos, porém, é
possivel realizar a variacao de dois parametros simultaneamente, obtendo-se entao um
espaco de parametros bidimensional. Para o mapa de Hénon, o espaco de parametros foi
investigado por Jason Gallas em um artigo de 1993 |[37] utilizando diagramas

isoperiddicos, em que valores de parametros para os quais o sistema converge para
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orbitas de periodo igual sao marcados com a mesma cor.

Na Figura 2.6(a) plotamos o espaco de parametros do mapa de Hénon utilizando
uma grade de 1024 x 1024 pontos. Para cada ponto na grade iteramos a dinamica do
sistema por um tempo transiente de 2000 iteradas, entao calculamos o periodo do
atrator para o qual a oOrbita converge. O descarte de um valor de iteradas se faz
necessario devido a um fenémeno denominado caos transiente, onde as trajetorias
podem apresentar um comportamento cadtico por um certo intervalo de tempo antes de
convergirem para o atrator periodico. A escala de cores da Fig. 2.6(a) representa o
periodo do atrator convergente, valores de parametros em que x; — 0o sao plotados em
branco e orbitas aperiodicas em azul. Podemos perceber que as regides periddicas se
organizam em estruturas bem-definidas, os chamados camaroes? [37).

Em seguida fixamos 5 = 0,164 (linha azul na Fig. 2.6(a)) e variamos o valor de & no
intervalo [1; 1,6] para construir o diagrama de orbitas do sistema. Novamente descartamos
as primeiras 2000 iteradas, mas agora plotamos o valor de x pelas proximas 200 iteradas
para cada valor de o. Podemos ver o diagrama de orbitas na Fig. 2.6(b), e a partir dele
podemos notar a ocorréncia da cascata de dobra de periodo e a existéncia de uma janela
periddica de periodo 5 em a ~ 1,44, relativa a estrutura peridédica presente no espaco de

parametros.

Figura 2.6: (a) Espaco de parametros do mapa de Hénon. A escala de cores ¢ dada de acordo
com o periodo do atrator. Na regido branca z; — 00, e na regiao azul o atrator é caético. Em
(b) tracamos o diagrama de orbitas fixando 8 = 0,164 e plotando os ultimos 200 valores de x
para cada valor de a.

@ | (b)
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Fonte: O autor.

Para uma definicao mais rigorosa de érbitas cadticas em sistemas bidimensionais nos
falta apenas definir a medida da taxa de separagao de trajetorias vizinhas, ou seja, o
expoente de Lyapunov. No caso de mapas unidimensionais essa medida é obtida, vide
Definicao 5, do médulo da derivada do mapa. A partir do comportamento da vizinhanca

de um ponto da trajetoria apos a iteracao do mapa, podemos visualizar essa taxa de

2 shrimp-shaped structures.
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separacao em sistemas bidimensionais. Considerando uma disco de raio dy centrado no
ponto (xg,yo), apos t iteradas do mapa esse disco se deformara em uma elipse com semi-

eixos dgt) e dgt). Nesse caso, os expoentes de Lyapunov sao obtidos por meio da equacao

[1]
1 (d)
dV) = dpeMt = () =Sl ==, (2.17)
0

com 7 = 1,2, Uma representagao dessa situagao pode ser vista no esquema da Figura 2.7.

Figura 2.7: Esquema representativo da evolugdao de um disco de condigoes iniciais no espaco de
fase.

(®)

Fonte: O autor.

Definicao 9 Seja um mapa N-dimensional dado por x;11 = F(x;), com F suave em RY.
Seja ainda LY (xq) a matriz Jacobiana de FU(xo). Definimos o k-ésimo expoente de

Lyapunov como

1
Ak = lim —In||L®(xq) - ugl|, (2.18)
t—oo t
em que ug € um autovetor de L) (xq) respectivo ao autovalor Ay e || - || é o mdédulo do

vetor [38]. E convencionado ordenar os expoentes de Lyapunov de modo que Ay > Ao >
cee > >\N-

Defini¢ao 10 Seja {x1,X2,...} uma drbita do mapa x¢y1 = F(x¢) confinada a uma

regiao. Fssa orbita serd cadtica se
e Nao for assintoticamente periddica.
e Nao possuir nenhum expoente de Lyapunov nulo.

o )\ > 0.

Na Figura 2.8(a) plotamos o valor do maior expoente de Lyapunov no espago de
parametros do mapa de Hénon. Utilizamos uma grade de 1024 pontos para varrer os
valores dos parametros « e 3 e, para cada combinacao de parametros, iteramos o mapa por

12000 tempos. Dessas iteradas descartamos as primeiras 2000 para evitar comportamentos
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transientes e utilizamos as restantes para obter uma boa convergéncia no valor do expoente
de Lyapunov. A escala de cores da figura foi ajustada para contrastar as regioes peridédicas
(A1 < 0) e as regides de dindmica cadtica (A; > 0).

Na Figura 2.8(b) plotamos os dois expoentes de Lyapunov do sistema para uma linha
dada por = 0,164. A linha vermelha representa os valores de A; e a linha preta representa
os valores de \y. Plotamos ainda uma linha auxiliar em laranja denotando A = 0 para
servir de guia, sendo que quando A\; = 0 o sistema passa por uma bifurcacao. Novamente
podemos comparar com o diagrama de orbitas e notar a ocorréncia de orbitas caoticas

quando o sistema possui um expoente de Lyapunov positivo. Outra caracteristica que

Figura 2.8: (a) Maior expoente de Lyapunov no espaco de pardmetros do mapa de Hénon.
A escala de cores foi definida de modo a contrastar as regioes periodicas (A1 < 0) e cadticas
(A1 > 0). Em (b) plotamos ambos os expoentes com o parametro 8 = 0,164 fixo.
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Fonte: O autor.

pode ser notada é que Ay + A2 < 0. Isso indica que o mapa de Hénon é um mapa
dissipativo, o que tem como consequéncia a contracao de area no espaco de fase |3, 4|.
Um elemento de area Ay no espaco de fase do sistema passa, apos t iteradas do mapa, a
ter uma area A, = AgeMt22)* < A, Em mapas bidimensionais conservativos A\; +\y = 0,
nesse caso um disco de condicoes iniciais sofre distor¢oes como na Figura 2.7 porém sua
adrea permanece constante.

Agora que ja temos as definicoes de pontos fixos e periddicos, classificacao desses
pontos e a definicao de trajetorias cadticas, vamos seguir para o estudo das variedades e

de que forma elas organizam o espaco de fase.

2.1.2 Variedades Estaveis e Instaveis

Como vimos anteriormente um ponto de sela é instavel, o que significa que trajetorias
proximas tendem a se afastar dele com o passar do tempo. Porém, da tabela 2.1,
sabemos que o moédulo de um dos autovalores no ponto de sela é menor do que a

unidade. Logo, existe um conjunto de condicdes iniciais que podem convergir para o
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ponto de sela conforme iteramos o mapa, a esse conjunto denominamos a variedade
estavel da sela [3].

Para melhor visualizar como isso pode ocorrer, consideramos um mapa bidimensional
linear com autovalores |A1| > 1 > |As| e autovetores u; e uy, respectivamente. A solugao

geral para esse mapa linear, segundo a Eq. (2.3), é

Ty

Yt

= clAﬁul + CQA%UQ. (219)

Se iniciarmos o sistema em uma condigao inicial tal que ¢; = 0, entao (z4,v;) — (0,0)
quando ¢t — oo. Assim, no caso de mapas lineares, os autovetores nos fornecem a dire¢ao
em que as trajetorias se aproximam e se afastam do ponto de sela. Portanto, u; esté
alinhada a variedade instavel, que é a direcao de afastamento, e uy a variedade estavel,
a direcao de aproximagao. Na Figura 2.9 plotamos exemplos de variedades para pontos

fixos do tipo sela, n6 atrator e n6 repulsivo.

Figura 2.9: Esquema representativo de variedades em mapas bidimensionais. Em (a) a origem é
um ponto de sela e representamos a variedade estavel pela linha vermelha, enquanto a variedade
instavel é a linha preta. Em (b) a origem é um né atrator, com duas variedades estéveis. Em
(c) a origem ¢ um no repulsivo, com duas variedades instaveis.

(a) (b) (©)

Fonte: O autor.

Definigao 11 Seja x¢y1 = F(x¢) um mapa suave invertivel no R? e seja x* um ponto
fizo ou periddico do tipo sela. A variedade estdvel de x* € formada pelo conjunto de
pontos x° tais que |F®)(x%) — F®)(x*)| — 0 quando k — co. A variedade instdvel de
x* ¢ formada pelo conjunto de pontos xU tais que [FH(xY) — F-F(x*)| — 0 quando
k — oo [3].

Enquanto em mapas bidimensionais lineares as variedades dos pontos de sela sao linhas
retas suaves que podem ser expressas por uma equacao na forma y = ax + b, em mapas
nao-lineares as variedades passam a ser curvas e, na maioria das vezes, nao é possivel
obter uma expressao analitica que as descreva, sendo necessaria a aplicagao de métodos

numéricos para aproximé-las.
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Para determinar numericamente as variedades em mapas invertiveis procedemos da
seguinte forma. Primeiramente determinamos as coordenadas do ponto fixo ou periédico
do tipo sela. Em seguida tomamos um pequeno quadrado ou disco de condigoes iniciais
centrado nesse ponto. Ao iterar esse conjunto de condicoes iniciais a tendéncia é de que
ele seja contraido ao longo da direcao estavel e seja esticado ao longo da direcao instavel.
Apo6s um certo tempo esse conjunto de pontos ird tragar segmentos cada vez mais longos
da variedade instavel. Para obter a variedade estavel procedemos de forma anéloga, porém
iterando o mapa inverso.

Na Figura 2.10 plotamos as variedades para o ponto de sela dado pelas coordenadas
(x%,y5) da Eq. (2.14). Os pontos vermelhos estao localizados ao longo da variedade
estavel e os pontos pretos ao longo da variedade instavel. Em (a) a ramificagao esquerda
da variedade instavel se prolonga de forma ilimitada em dire¢ao ao infinito, enquanto a
ramificacao direita se curva em direcao ao atrator de periodo 2 e oscila em torno dele de
forma erratica [3]. Podemos notar que essa ramificacao esta inteiramente contida na regiao
limitada pela variedade estavel, nao havendo cruzamento entre as variedades. Portanto,
uma trajetoria que inicia dentro da regiao limitada pela variedade estavel, permanecerd
no interior dessa regiao para tempos posteriores, convergindo para algum atrator contido
ali. Os parametros nesse caso sao o = 1,28 e § = —0,3. Em (b) utilizamos o = 1,4 e
£ = —0,3 e notamos que o comportamento qualitativo da ramificacao esquerda permanece
inalterado, porém a ramificacao direita da variedade instével cruza a variedade estavel em

alguns pontos. O cruzamento de variedades estavel e instavel de um mesmo ponto fixo

Figura 2.10: Segmentos das variedades estaveis (em vermelho) e instaveis (em preto) do ponto
de sela (cruz azul) no mapa de Hénon. Parametros utilizados sdo: (a) a = 1,28 ¢ § = —0,3, e
(bya=14e 3 =-0,3.
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Fonte: O autor.

é denominado cruzamento homoclinico e os pontos em que as variedades se cruzam sao
chamados pontos homoclinicos. Esses cruzamentos foram descobertos por Poincaré em
suas corregoes ao artigo inicial que ele submeteu a premiagao do Rei Oscar II [3]. Ele

também notou que eles podem gerar uma grande complexidade na dinamica do mapa.
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Para ter um pequeno vislumbre do motivo dessa complexidade devemos notar que
ambas as variedades sao invariantes, o que significa que se um dado ponto x; pertence
a uma das variedades (seja ela estavel ou instavel) entdo todas as suas imagens e pré-
imagens pertencem a mesma variedade. Como um ponto homoclinico pertence a ambas
as variedades, logo toda a sua orbita também pertence. Da Definicao 11 temos que a
Orbita de um ponto pertencente a variedade estavel (instavel) é infinita e se aproxima do
ponto de sela quando t — oo (t — —o00). A partir dessas informagoes, concluimos que
se as variedades se cruzam ao menos uma vez, entao elas se cruzam infinitas vezes. Dito
de outra forma, se o mapa apresenta ao menos um ponto homoclinico, entao ele possui

infinitos pontos desse tipo.

Definicao 12 Seja X1 = F(x¢) um mapa suave invertivel no RY e sejam x* e xXj dois
pontos fizos ou periddicos distintos do tipo sela. Um ponto x5, # X% que pertence tanto a
variedade estdvel quanto a variedade instdvel de X% € denominado ponto homoclinico.
Se x;, for um ponto homoclinico, entio F® (x,) — x% e F¥(x,,) — x* quando k — oc.
A orbita de um ponto homoclinico ¢ demominada orbita homoclinica. Um ponto na
variedade estdvel de X% e na variedade instdvel de x5 € chamado ponto heteroclinico,

e sua orbita € denominada orbita heteroclinica [3].

A complexidade que a existéncia de orbitas homoclinicas e heteroclinicas gera na
dinamica do mapa se deve ao fato de que elas estendem a separacao exponencial de
trajetorias vizinhas, que ocorre em regioes proximas aos pontos de sela, a qualquer regiao
do espaco de fase em que ocorram cruzamentos homoclinicos ou heteroclinicos. Portanto,
esses cruzamentos possuem um papel fundamental na dinamica caotica.

Na Definicao 10 estabelecemos as caracteristicas que definem uma o6rbita caodtica.
Porém, tomando como exemplo a Figura 2.5(b), iniciamos a orbita a partir de uma
condic¢ao inicial e, ap6s um certo tempo, ela converge para o atrator cadtico. Ainda que
a Figura 2.5(b) nos forne¢a uma visualizacao do atrator cadtico, ela ndo é o atrator, até
porque a trajetoria calculada é finita enquanto o atrator é composto por infinitos

pontos. Podemos definir um atrator cadtico como [3, 4]

Definicao 13 Um conjunto cadtico é o conjunto formado pela uniao de todos os
pontos periodicos de sela e todos os pontos homoclinicos e heteroclinicos formados nos
cruzamentos entre as variedades desses pontos. Um atrator cadtico é um conjunto
cadtico que atrai um conjunto de condi¢oes iniciais de medida nao nula, denominado

bacia de atracao do atrator.

Na proxima secao vamos explorar e definir os pontos fixos e peridédicos em sistemas
de tempo continuo. Nesse tipo de sistema, as condicoes necessarias para ocorréncia de
dinamica cadtica sao diferentes, porém, como veremos, sob certas condi¢oes existem

equivaléncias entre ambos os casos.
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2.2 Fluxos

Sistemas em que o tempo é uma variavel continua sao descritos por equacoes diferenciais.
Aqui estamos interessados no comportamento de sistemas cuja dinamica, para o caso

N-dimensional, pode ser obtida resolvendo uma equac¢ao na forma:

x = F(x), (2.20)
em que utilizamos o ponto para representar a derivada temporal, x = [£; 4o ... an]|7
é um vetor cujos elementos sao a taxa de variacao das variaveis dependentes x1, zo, ..., xy,
e ovetor F(x) = [fi(x) fa(x) ... fy(x)]¥ éuma matriz coluna cujos elementos nos

fornecem as funcgoes que governam as taxas de variacao. Como podemos interpretar
uma equagao diferencial como um campo vetorial no espago de fase [32], que acaba se
assemelhando ao escoamento de um fluido, a Eq. (2.20) também é chamada de fluxo.

A Eq. (2.20) é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem,
pois nao apresenta termos derivados de ordem maior do que um. Nos casos em que F
nao depende explicitamente do tempo, a equacao também é denominada como
autobnoma. Apesar de aparentemente essas qualificacoes restringirem o alcance da
analise sobre fun¢oes na forma da Eq. (2.20), uma grande variedade de sistemas que
apresentam termos derivados de ordens superiores ou sao equacoes nao-autdonomas
podem ser reescritos nessa forma por meio de mudangas de variaveis [3].

Equacgoes diferenciais podem ainda ser classificadas como lineares e nao-lineares,
dependendo se F(x) possui apenas termos lineares de x ou ndo. Seja uma equagao
diferencial linear

X = Ax + X, (2.21)

em que A é a matriz dos coeficientes e X = [T, Ty ... :EN]T fornece a taxa de variagao
das variaveis dependentes na origem. Admitindo que A seja invertivel e fazendo uma

transformacao de variaveis x — x — A~!X, obtemos
x=Ax - AAT'R + X,
e podemos reescrever a Equagao (2.21) como
X = Ax. (2.22)

Essa forma da equagao é mais conveniente porque na origem temos x = 0. Considerando

A

uma solugao na forma x(t) = e*u, sendo A uma constante e u # 0 um vetor a serem

determinados, chegamos em
AeMu = eMAu, ou

(2.23)
Au = Au.
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Portanto, a solu¢ao proposta satisfaz a Eq. (2.22) desde que A seja um autovalor de A e
u o autovetor correspondente.

Como A é uma matriz N x N nao-singular, ela possui N autovalores. Considerando
0 caso mais simples, em que os autovalores possuem valores distintos e reais, a solucao

geral para a Eq. (2.22) é descrita por

N
x(t) = Zciemtui, (2.24)
i=1

em que ¢; sao constantes a serem determinadas a partir das condigoes iniciais do sistema.

Mesmo que A apresente autovalores degenerados ou complexos, as equacoes
diferenciais lineares apresentam solucoes analiticas, entretanto as nao-lineares nem
sempre possuem esse tipo de solucao, porém isso nao significa que tais equagoes nao
tenham solucao. Sua solucao é garantida pelo teorema de existéncia e unicidade,

enunciado a seguir.

Teorema 3 Considere uma equagao diferencial N-dimensional na forma x = F(x), com
condi¢ao inicial X(0) = xq. Suponha que F(x) seja continua e que todas as suas derivadas
parciais 0f;/Oxj, com i,7 =1,..., N, sejam continuas para x em algum conjunto aberto
conezo D C RN, Entdo para X9 € D, a equagio diferencial tem uma solugao x(t) em um

intervalo (—7,T) centrado em t =0, e essa solugao é unica [32].

De maneira geral fluxos nao-lineares sao solucionados utilizando métodos de integragao
numérica. Em muitos casos é possivel aproximar o comportamento de sistemas nao-
lineares por meio de uma linearizacao do fluxo nos pontos fixos. Contudo, ao fazermos
isso acabamos perdendo certos comportamentos particulares ao sistema nao-linear [39].

Na proxima secao apresentaremos esse método em mais detalhes.

2.2.1 Pontos Fixos e Orbitas Periodicas

Um sistema da forma da Eq. (2.20) pode apresentar pontos especiais, em que a taxa de
variacao das varidveis é nula. Assim como no caso dos mapas, tais pontos sao denominados

pontos fixos, e vamos utiliza-los para obter informacoes sobre a dinamica dos sistemas.

Definicao 14 Dada uma equagao diferencial na forma da Eq. (2.20), um ponto x* =
[zt oy .. x|t tal que F(x*) = [fi(x*)  fo(x*) ... fn(x*)]T =0 ¢ denominado

ponto fixo, ou ponto critico, da equacao.

Consideramos como exemplo o movimento de uma particula sujeita a um potencial

V(z) = —ax?® + bz*, também conhecido como potencial de Duffing® [3] ou potencial de

SEm homenagem a Georg Duffing (1861-1944).
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poco duplo. Admitindo uma particula de massa unitaria, a equagao de movimento é dada

por
av

e 2.25
i = —4bx® + 2ax, ( )

mi =

que é uma equacao diferencial de segunda ordem e a, b > 0 sao os parametros do potencial.

Definindo uma nova variavel v = &, podemos reescrever a Eq. (2.25) como

T =uv,

2.26
0 = —4bx® + 2az, (2:26)

em que passamos a ter um sistema de equagoes bidimensional nao-linear (se b = 0 o
sistema passa a ser linear) na forma da Eq. (2.20). A Eq. (2.26) apresenta trés pontos
fixos, localizados em (27 p, v} ) = (£1/a/2b,0) e (v, v5) = (0,0).

Na Figura 2.11(a) plotamos V(z) considerando a = 2,0 e b = 1,0. Da figura
podemos ver que os pontos fixos equivalem a pontos de méximo e minimo do potencial.
Intuitivamente sabemos que o ponto fixo C' é mais instavel que os pontos A e B. Isso
ocorre porque C' é um méaximo local do potencial, enquanto A e B sao minimos. Essa
instabilidade se apresenta ao aplicarmos uma perturbacao a particula inicialmente em
C. Tal perturbagao resultara no surgimento de uma for¢ca que faz com que a particula se
afaste do ponto fixo. Se a particula esta localizada inicialmente em A ou B, a aplicacao
de uma perturbagao resulta em uma forca que a direciona novamente ao ponto fixo.

Na Figura 2.11(b) plotamos o retrato de fase de uma particula sujeita ao potencial
ilustrado em (a). Esse tipo de diagrama é uma representacao geométrica de todas as
trajetorias de um sistema dindmico no plano, sendo os eixos dados pelas variaveis do
sistema. Na figura as linhas vermelhas (azuis) representam trajetorias de energia constante
no espaco de fase que ficam oscilando em torno do ponto fixo localizado em z* = —1
(z* =1) e v* =0, permanecendo confinadas ao pogo esquerdo (direito) do potencial. As
linhas pretas representam trajetorias com energia suficiente para superar a barreira entre
0s pogos e, portanto, nao ficam mais confinadas a um pogo em particular. Da Figura
2.11(b) podemos notar ainda que o ponto fixo em (0,0) se caracteriza como divisor entre
os diferentes tipos de trajetorias.

Para uma definicao mais rigorosa de estabilidade utilizamos o método da estabilidade
linear, em que analisamos os autovalores da matriz Jacobiana no ponto fixo. Assim como
no caso dos mapas, a matriz Jacobiana, ou matriz de estabilidade [4], é uma matriz
quadrada cujos elementos sao derivadas parciais de primeira ordem da funcao que define

o fluxo em relagao as variaveis [3|.

Defini¢ao 15 Seja um sistema de equagoes diferenciais N-dimensional dado por (2.20).
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Figura 2.11: (a) O potencial V(x) = z* — 22%.(b) Retrato de fase de uma particula sujeita a
esse potencial. Em (b) as linhas vermelhas (azuis) representam trajetérias confinadas ao pogo
esquerdo (direito) do potencial, enquanto as linhas pretas representam as trajetorias com energia
suficiente para transitar em ambos os pogos. Os parametros utilizados sdo: a = 2,0 e b = 1,0.

@) - ©®)

2,0
1,0- :

S~ ¢ - @
1 o_ A s/ |
| ‘V(x):x4—l2a:2 - 2 O | | | | | | |
2.0 2.0 U5 1,5
i X
Fonte: O autor.

Define-se a matriz Jacobiana (ou simplesmente Jacobiana) J do sistema como sendo

8f1/0x1 6f1/8$2 . 8f1/8$N
J— 8f2/8x1 8f2/(9x2 . 8f2/8a;N
8fN/8x1 8fN/8x2 8fN/8xN

Por se tratar de um método de primeira ordem, com a estabilidade linear obtemos
informagoes a respeito de trajetorias em uma vizinhanca ao redor dos pontos fixos. O
motivo dessa limitacao se torna mais aparente ao definirmos uma nova variavel x’ = x—x*.
Substituindo na Eq. (2.20) obtemos

X =Fx +x")=Fx") +Jx")-x' +..., (2.27)

onde realizamos a expansao em série de Taylor de F, e J(x*) é a matriz Jacobiana calculada
no ponto fixo. Como, pela definigao de ponto fixo, F(x*) = 0, e visto que nas vizinhangas

do ponto fixo x’ — 0, podemos desprezar os termos de maior ordem da expansdo e obter
x' ~ J(x*) - x. (2.28)

Definigao 16 Um ponto fizo x* de x = F(x) é denominado hiperbdlico se nenhum dos

autovalores da matriz J(x*) tem parte real nula [3].

Comparando com a Eq. (2.22), notamos que nas vizinhangas de um ponto fixo

hiperbolico os sistemas nao lineares se comportam aproximadamente como um sistema
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linear com A = J(x*). De fato, isso é demonstrado no teorema:

Teorema 4 Seja X* um ponto fizo hiperbolico de x = F(x). Entao existe uma vizinhanga

de xX* em que o retrato de fase do sistema nao linear se assemelha ao do sistema linear

x =J(x*)-x [31].

Apesar de garantir a existéncia de uma vizinhanca do ponto hiperbolico em que existe
uma correspondéncia entre os retratos de fase, o teorema 4 nao indica o tamanho dessa
vizinhanca. Isso é importante porque os autovetores fornecem as direcoes das variedades
no espago de fase. Enquanto nos sistemas lineares o angulo entre as variedades é constante,

no caso nao-linear isso é verdade apenas dentro da vizinhanca do ponto fixo.

Definicao 17 Um ponto fizo x* é dito estdvel se qualquer condi¢ao inicial Xo que esteja
nas vizinhancas de X* tem a propriedade de que sua trajetoria permanece nessa vizinhanga
para qualquer t > 0. Caso a trajetoria se aprorime de xX* quando t — oo, entao o ponto
firo € assintoticamente estdvel. Um ponto fizo é denominado instdvel caso ele nao

seja estavel [3].

Novamente utilizaremos os autovalores da matriz Jacobiana para classificar os pontos
fixos. Assim como nos mapas, os autovalores da Jacobiana de fluxos bidimensionais sao

obtidos resolvendo a equacgao
A% — Tr(J)Ax +det(J) =0, (2.29)

de onde chegamos em

A, = B & VIrI)) —4- det(T)

> (2.30)

Teorema 5 Seja x* um ponto fivo de x = F(x). Se a parte real dos autovalores de J(x*)
¢ estritamente negativa, entao x* € assintoticamente estdavel. Se a parte real de ao

menos um autovalor for positiva, entao ele é instdvel [3].

Na Figura 2.12 apresentamos os principais tipos de pontos fixos em um sistema
bidimensional, classificados de acordo com a Eq. (2.30). A pardbola vermelha da figura
¢ dada por Tr(J)? — 4 - det(J) = 0. Quando a Jacobiana possui Tr(J) = 0 o sistema ¢
conservativo e sao permitidos apenas pontos hiperboélicos e pontos elipticos no espaco de
fase. Se Tr(J) < 0 entdo o sistema passa a ser dissipativo e a contar com a presenca de
atratores, e se Tr(J) > 0 entdo passam a existir pontos repulsivos. Existem, ainda,
alguns casos especiais que ocorrem quando 4 - det(J) = Tr(J)?, denominado né
improprio, ou det(J), em que existem infinitos pontos fixos ao lingo de uma reta no

espaco de fase.
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Figura 2.12: Esquema ilustrativo dos tipos de pontos fixos presentes em fluxos bidimensionais.
A parabola vermelha ¢ dada por Tr(J)? — 4 - det(J) = 0.

D))

eliptico

foco
atrator

©

no atrator

sela 7L

Fonte: O autor.

(J)

Na Tabela 2.2 sintetizamos a classificacao dos pontos fixos com base nos autovalores
de J. A partir da tabela e da Figura 2.12 vemos que um ponto fixo pode ser considerado
instavel quando ao menos um de seus autovalores possui parte real positiva, se a parte
real dos autovalores for negativa entao o ponto fixo é considerado estavel. Caso ambos
os autovalores sejam nulos o ponto fixo é denominado ponto marginal e sua estabilidade

deve ser determinada utilizando métodos de ordem superior.

Tabela 2.2: Classificacao dos pontos fixos em um sistema bidimensional de tempo continuo.
Re(A+) >0 | Re(AM) > 0> Re(A®) | Re(A+) <0 | Re(Ay)=0

Im(A+) =0 | no6 repulsivo ponto de sela no atrator | ponto marginal

Im(A4) # 0 | foco repulsivo - foco atrator | ponto eliptico

Analisando os pontos fixos da Eq. (2.26), a Jacobiana é dada por

5 (v)

2 (—4bz® + 2ax)

(v)
(—4ba?® + 2azx)

| &l

_ Y ! 2.31
| (—12022 4+ 2a) O |’ (2:31)

cujos autovalores sao dados por AL = ++1/—12bx2 + 2a. Substituindo os valores de (z*, v*)

para os trés pontos fixos do sistema, obtemos Af:’B = +2iy/a para os pontos A e B, e

Q

(Y

A¢ = 4+/2a para o ponto O, em que i> = —1 ¢ a unidade imaginaria. Portanto, os
pontos fixos A e B sdo pontos elipticos (apresentam autovalores imaginarios) enquanto
que o ponto C é um ponto de sela (possui autovalores reais, sendo um positivo e outro
negativo) [4].

Como na Equacao (2.26), da particula sujeita ao potencial de Duffing, nao existe
qualquer tipo de perda de energia, as trajetorias resultantes possuem energia constante e

o sistema é conservativo. Ainda que nao se observe dinamica caotica na Equagao (2.26),
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consequéncia do teorema de Poincaré-Bendixson que veremos mais a frente, o estudo
de caos em sistemas conservativos é um importante toépico de pesquisa dentro da area
de sistemas dinamicos. Porém neste trabalho nao nos aprofundaremos na analise desse
tipo de sistema, pois estamos mais interessados nos sistemas ditos dissipativos. Para
transformar a dindmica de uma particula sujeita ao potencial de Duffing em um sistema
dissipativo adicionamos um termo de dissipacao na forma —pv na funcao da taxa de
variagao da velocidade da Equagao (2.26). A dindmica passa a ser dada de acordo com
T =,

2.32
0 = —pv — 4bx® + 2az, ( )

em que g > 0 é o coeficiente de dissipacao.
A localizacao dos pontos fixos permanece inalterada, porém devido a presenca do
termo de dissipacao a trajetoria da particula eventualmente convergird para o ponto fixo

em A ou em B. Esse comportamento é caracteristico de sistemas dissipativos e esses

pontos fixos passam a ser assintoticamente estaveis, ou simplesmente atratores. A matriz

g= " L (2.33)
[ (—12b2% 4+ 2a) —u ]

Jacobiana nesse caso é

com autovalores dados por Ay = [+ \/u? — 4(12b22 — 2a)]/2. Substituindo novamente

os valores de (x*,v*) para os trés pontos fixos do sistema, obtemos

2
ALB = —g + <g> — 4a, (2.34)
para os pontos A e B, e
2
AC — —g + (g) + 20, (2.35)

para o ponto C. Logo, o ponto C' permanece sendo um ponto de sela, os pontos A e B,
porém, nao sao mais pontos elipticos, visto que agora possuem parte real nao-nula [4].

O fato de Re(Ai’B) < 0 mostra que ambos os pontos A e B atraem trajetorias em
suas vizinhancas, o que confirma que sao atratores. Se p? < 16a eles sdo do tipo foco
atrator, e se u? > 16a eles sao do tipo nd atrator [4]. Nas Figuras 2.13 (a) e (b) plotamos
algumas trajetorias no espacgo de fase quando os pontos fixos sao, respectivamente, focos
atratores e nos atratores. Novamente utilizamos os parametros a = 2 e b = 1, e coeficiente
de dissipacao p = 0,05 e u = 6,0, respectivamente. Em (a) podemos notar que as duas
trajetorias, vermelha e azul, iniciam e permanecem proximas até se aproximarem do
ponto de sela, a partir do qual elas divergem e passam a convergir aos atratores formando
espirais, o que é uma caracteristica de um foco atrator. Em (b) o valor do coeficiente de
dissipacao é tal que os pontos fixos passam a ser nds atratores, nesse caso ao se aproximar

dos pontos fixos as trajetorias apresentam uma direcao preferencial de convergéncia.



43

Figura 2.13: Trajetorias da Eq. (2.32). Em (a) ambos os pontos fixos A e B sao do tipo foco
atrator, enquanto em (b) sdo do tipo né atrator. Parametros utilizados sao: (a) = 0,05 e (b)
©=6,0.

(@) (b)
2,0t

Fonte: O autor.

Sistemas que possuem mais de um atrator sao denominados multiestaveis e seu estado
assintotico depende da condicao inicial. Nesses casos ocorre a coexisténcia das bacias de
atracao de cada um dos atratores no espacgo de fase. A forma com que as bacias de atracao
se organizam serd abordada com mais detalhes na Secao 2.4.

Além de pontos fixos, fluxos bidimensionais podem apresentar um outro tipo de
atrator, chamado ciclo limite. Para ilustra-lo consideramos uma particula sujeita a um
potencial V (0) = —af — bcos(#), que representa a dindmica de um péndulo sujeito a um
torque constante [4]. Novamente considerando uma massa unitaria e uma dissipa¢ao
— g, a equacao de movimento da particula serd

9 = Vg,

_ (2.36)
Vg = —pvg + a — bsen(h).

No caso em que a = 0 os pontos fixos estao localizados em v; = 0 e 8* = sen'(0) = nm,
com n € Z. A presenca do forcamento constante faz com que os pontos fixos sejam
deslocados por uma quantidade A = sen~!(a/b) e a coordenada angular dos pontos fixos

passa a ser 0% =2nm+ A e 0 = (2n+ 1)m — A.

Procedendo de forma similar ao caso anterior, a matriz Jacobiana da Eq. (2.36) é

J- [0 : ] o

dada por

—bcos(0) —p

com autovalores Ay = —u/2 £ \/(11/2)? —beos(f). Substituindo os valores de 6% 5,
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podemos reescrever o termo do cosseno como

cos(0%) = cos(A) = /1 — sen2(A) = /1 — (a/b)?, e

2.38
cos(05) = —cos(A) = —/1 — sen?(A) = —/1 — (a/b)?. (2.38)

Dai temos que
A = /24 (uf2)? — VP @, e 23

AR =—p/2+ \/(u/2)2 + Vb — a?.

Considerando a < b, entdo Re(A4) < 0 e concluimos que o ponto A é um ponto fixo
estavel, enquanto que o ponto B é um ponto instavel do tipo sela, pois Af > 0> A5,

Na Figura 2.14(a) plotamos o potencial V(6) para a = 0,25 e b = 1,0 no intervalo
[—4m, 47|, podemos notar que o potencial se assemelha a uma descida irregular.
Substituindo esses valores de parametros na Eq. (2.39), com coeficiente de dissipagao
p = 0,15, obtemos os autovalores A4 ~ —0,075 & 0,9814, AZ ~ 0912 e AP =~ —1,062, 0
que nos mostra que A é um foco atrator e B é um ponto de sela.

Na Figura 2.14(b) podemos ver a evolugao temporal de trés condigdes iniciais distintas
no espaco de fase. Como a variavel 6 é periodica nos mantivemos no intervalo [—m, 7| por
meio da transformacao 6 : m +9 — —m + 0. A linha preta representa uma trajetoria que
inicia no ponto 6y = 0 e vy = —2,0 e converge para o foco atrator no ponto A segundo
uma trajetoria espiral. As linhas vermelha e azul sao trajetorias que comegam no ponto
0p =0evyg=—24 e 60y =0ce vy = 3,0, respectivamente, porém nao convergem para
o foco atrator. Na inser¢ao da Figura 2.14(b) plotamos a série temporal da velocidade
angular e podemos notar que, no caso das trajetorias representadas pelas linhas vermelha
e azul, vy passa a oscilar periodicamente no tempo. Ao invés de convergir para o foco

estavel essas trajetorias passam a exibir um movimento periddico chamado ciclo limite.

Definicao 18 Uma solugao periddica isolada de uma equacao diferencial na forma da

FEq. (2.20) é denominada ciclo limite [31]. Um ciclo limite pode ser classificado como:
e Fstavel - atrai um conjunto de condicoes iniciais em ambos os lados do ciclo limite.
e [nstdavel - repele as condicoes iniciais em ambos os lados do ciclo limite

o Semiestdvel - atrai um conjunto de condicoes iniciais em um dos lados do ciclo

limite e repele as do outro.

Em fluxos bidimensionais o espaco de fase pode ser entendido em termos de pontos
fixos e ciclos limites. Ao contrario dos sistemas de tempo discreto, nao é possivel a
existéncia de orbitas cadticas no caso bidimensional |3, 32|. Porém, como sabemos da Eq.
(1.2) do sistema de Lorenz , basta que o espago de fase seja aumentado em uma dimensao

para que passem a ser admitidas 6rbitas cadticas.
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Figura 2.14: (a) O potencial V(0) = —0,250 — cos(d). Em (b) plotamos trés trajetorias que
iniciam em 6 = 0, a linha preta possui velocidade inicial vy(0) = —2,0, a linha vermelha vy(0) =
—2,4 e a linha azul vy(0) = 3,0. Na insercdo plotamos a série temporal de vy para as trajetorias
que convergem para o ciclo limite. Parametros utilizados sdo: a = 0,25 e b = 1,0.

@ \ (b)
4,0 “ ‘V(e):-0,2|50-cc;s(0)l—i 3’0_

| 0,07
> 0,0 - S

Fonte: O autor.

Tomando como exemplo novamente o movimento da particula sujeita ao potencial de
Duffing, Eq. (2.32), se adicionarmos um forgamento dependente do tempo agindo sobre
a particula a dinamica passa a ser governada por um sistema nao-autonomo de equacoes
(o tempo aparece de forma explicita). Considerando um for¢camento periodico senoidal, a

equacao do movimento da particula sera

T =,

_ (2.40)
0= —pv — 4bx + 2ax + fosen(wt),

em que fo é a intensidade do forcamento e w é a frequéncia. Esse sistema pode ser escrito
na forma de um sistema autonomo por meio da definicaio de uma nova variavel 7 = wt.

Assim, a presenca do forcamento faz com o fluxo passe a ser dado por

T =,
0 = —pv — 4bx3 + 2ax + fysen(r), (2.41)
T =w,

que é tridimensional. Ao contrario da Eq. (2.32), a equagdo (2.41) ndo apresenta pontos
fixos (exceto para os casos em que fo = 0 ou w = 0, em que voltamos ao caso sem
forcamento), e a trajetoria resultante depende do conjunto de todos os parametros do
sistema.

Nas Figuras 2.15(a)-(c) plotamos uma projecao dos atratores da Eq. (2.41) no plano
x X v com diferentes valores da intensidade do forcamento, sendo os outros parametros

fixadosema =2, b =1, p = 0,05 e w = 3,5. Quando fy = 2,1 o sistema possui trés
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atratores do tipo ciclo limite com periodo 7' = 27 /w, um em cada pogo de potencial, que
podemos ver como as linhas preta e vermelha em (a), e outro capaz de oscilar por ambos
os pocos. Aumentando a intensidade do forcamento para fo = 2,2 os atratores no interior
do pogos passam por uma bifurcagao de dobra de periodo, Figura 2.15(b), e passam a ter
periodo T' = 4w /w, que é o dobro do caso anterior. Por esse motivo dizemos que essa é uma
orbita de periodo 2. Apesar disso o ciclo-limite externo nao sofre qualquer alteracao. Para
fo = 2,3 ambas as trajetorias em preto e vermelho nao apresentam periodo. Plotamos
essas Orbitas na Figura 2.15(c) e podemos ver que é uma tarefa complicada compreendé-la
observando apenas esse grafico. Novamente o ciclo-limite externo permanece inalterado.

Uma técnica para auxiliar na compreensao de caos em fluxos é denominada secao
de Poincaré, também chamado de mapa de Poincaré [3]. Um mapa de Poincaré é dado
pela intersecao da trajetoria com uma secao transversal ao fluxo. Por meio do mapa de
Poincaré podemos diminuir a dimensao das trajetorias no espaco de fase. Em sistemas
com forcamento periédico uma escolha natural para a secao de Poincaré ¢ a utilizacao

do periodo do forcamento. Nas Figuras 2.15(d)-(f) plotamos o mapa de Poincaré das

Figura 2.15: Em (a)-(c) plotamos a projecao dos atratores da Eq. (2.41) no plano x X v com
intensidade do forcamento (a) fo = 2,1, (b) fo = 2,2 e (c) fo = 2,3. Em (d)-(f) plotamos a se¢ao
de Poincaré, definida por 7 (mod 27) = 0, para os atratores de (a)-(c). Demais parametros
utilizados sdo a =2, b =1, u =0,05 e w = 3,5.

(a)

(b)

(c)
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Fonte: O autor.

trajetorias presentes em (a)-(c). Para tal, plotamos os pontos em que as trajetorias
cruzam o plano 7 = 0 (mod 27). De forma geral, uma orbita de periodo n cruza a segiao
de Poincaré em n pontos distintos, entao podemos caracterizar a dinamica utilizando os
valores de x e v quando a trajetoria cruza a secao de Poincaré.

Nas Figuras 2.15(d) e (e) podemos notar a existéncia de um ponto correspondente
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aos ciclos-limite de periodo 1 e dois pontos correspondentes ao de periodo 2. Na Figura
2.15(f) plotamos o mapa de Poincaré do atrator existente para f, = 2,3. Nesse caso
utilizamos uma orbita muito mais longa da utilizada em (c), e visivelmente a estrutura
observada é muito mais complexa que os casos anteriores, ocupando uma regiao muito
maior do espaco. Essa complexidade se deve ao fato de que para esse valor de parametros
a trajetoria converge para um atrator caotico |40], que cruza a se¢do de Poincaré em
infinitos pontos distintos.

Como vimos no caso dos mapas, atratores cadticos sao caracterizados por nao
apresentarem periodo, possuirem estrutura fractal e exibirem um distanciamento
exponencial de trajetorias vizinhas [3, 4|. Essa ultima condigdo se reflete na
sensibilidade as condicoes iniciais presente nesses atratores. Na Figura 2.16 plotamos a
série temporal para duas trajetérias com diferenca de 107% no valor de xy e podemos
notar que essa diferenca cresce de forma que, em t ~ 43, as trajetorias passam a estar
em pocos diferentes do potencial. A partir deste instante de tempo elas passam a ficar

descorrelacionadas. Mesmo com o distanciamento exponencial de trajetorias vizinhas,

Figura 2.16: Série temporal de duas trajetérias da Eq. (2.41) com diferenca de 107% em suas
condic¢oes iniciais. Pardmetros utilizados sao: a =2,b=1, u = 0,05, w = 3,5 e fo = 2,3.

2.0 ' ' : ' ' ' '
: A | il
] \ i( ‘ | | \ [
22,0 . . : : : . .
0 40 80

t

Fonte: O autor.

ambas as condigOes iniciais convergem para o mesmo atrator. O que significa que a
segao de Poincaré em ambos os casos sera qualitativamente igual a Figura 2.15(f).

Podemos estender a definicao de expoente de Lyapunov de mapas para incluir fluxos
utilizando o mesmo procedimento do disco de condigoes iniciais da Eq. (2.17), porém aqui
considerando um volume. No caso de fluxos tridimensionais, que é o caso do sistema de
Duffing amortecido com forcamento peridédico, sempre existe um expoente de Lyapunov
nulo, devido a expansdo nula na dire¢do do fluxo [3, 4|, e o caos é definido quando
o sistema apresenta um expoente de Lyapunov positivo. Em razao dessas definicoes
nao serem obrigatoriamente necessarias para a compreensao dos resultados do presente
trabalho optamos por nao nos prolongar nessas definicoes.

Assim como fizemos para os mapas bidimensionais, na proxima secao discutiremos o

comportamento das variedades estaveis e instaveis em fluxos.
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2.2.2 Variedades Estaveis e Instaveis

Em ambos os casos da Fig. 2.13 existe apenas um ponto fixo do tipo sela, o ponto
C. Como vimos anteriormente, tal ponto possui duas linhas que definem as direcoes de
atracao e repulsao de trajetorias que se aproximam de C'. Sobre o ponto C, as dire¢oes
dessas linhas sao dadas pelos autovetores da Jacobiana calculada em C. A essas linhas
denominamos variedades estavel e instavel do ponto de sela, e elas sao invariantes.

Na Figura 2.17(a) e (b) mostramos as variedades do ponto de sela da Eq. (2.25), sendo
que a linha vermelha representa a variedade estavel enquanto a linha verde representa a
variedade instével. Os parametros utilizados sdo (a) = 0,05 e (b) u = 6,0, com a = 2,0
e b=1,0 em ambos os casos. Em (a) os pontos fixos A e B sao focos atratores, e podemos
ver que a variedade instavel do ponto de sela converge para os atratores formando uma
espiral. No segundo caso eles passam a ser nos atratores, e a convergéncia para os pontos

fixos ocorre seguindo uma direcao especifica.

Figura 2.17: Segmentos das variedades do ponto de sela da Eq. (2.32). A linha vermelha
representa a variedade estdvel enquanto que a linha verde representa a variedade instavel. Em
(a) utilizamos p = 0,05 e em (b) u = 6,0. Demais parametros utilizados sao: a = 2,0, b = 1,0.

(a) 2,0+ (b) 16—
= = Oi A A\ B i
'16—5 - 5

Fonte: O autor.

Comparando com a Figura 2.13, podemos notar que em ambos 0s casos as trajetorias
no espaco de fase seguem ao longo da variedade estavel em direcao ao ponto de sela, mas
ao se aproximarem dele sao repelidos na direcao da variedade instavel e convergem para
um dos atratores A ou B.

Ao contrario do que ocorre em mapas, em fluxos bidimensionais nao ocorrem
cruzamentos entre as variedades. Isso ¢ uma consequéncia do teorema 3, da existéncia e
unicidade das solucoes de equacoes diferenciais. Se ocorresse um cruzamento entre as
variedades estavel e instavel, isso significaria que existem duas solucoes possiveis que
iniciam no mesmo ponto no espaco de fase, o ponto em que ocorre o cruzamento. Ou
seja, uma trajetéria com inicio nesse ponto poderia seguir por dois caminhos distintos, o
que seria um absurdo para um sistema deterministico.

Outra consequéncia do teorema de existéncia e unicidade é que se, em um fluxo
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bidimensional, existe uma orbita fechada, qualquer trajetoria que inicie dentro dessa
Orbita permanecerd em seu interior.

Segundo a Definicao 13, um atrator cadtico é formado pela uniao dos pontos de sela
e dos pontos homoclinicos e heteroclinicos resultantes dos cruzamentos entre as
variedades. Como nao existe cruzamento entre variedades em fluxos bidimensionais, logo
nao existem pontos homoclinicos e heteroclinicos e, consequentemente, nao existem
atratores caoticos. A inexisténcia é formalmente demonstrada no teorema de

Poincaré-Bendixson, que enunciamos a seguir.

Teorema 6 Seja R C R? um subconjunto fechado e limitado do plano. Seja x = F(x) um
fluzo com as suas derivadas parciais Of;/0x;, com i,j = 1,2, continuas em um conjunto
aberto D, tal que R C D. Se R nao contém pontos fizos e existe uma trajetoria que inicia
e permanece em R para tempos futuros, entao ou essa trajetoria é uma orbita fechada
(um ciclo limite) ou entao ela convergird para uma drbita fechada em t — oco. Em ambos

0s casos, existe uma drbita fechada em R [32, 39].

O teorema 6 é um importante resultado tedrico da area de sistemas dinamicos nao-
lineares. O que ele demonstra é que as trajetorias de fluxos no plano que nao divergem
quando t — o0 e nao convergem para um ponto fixo, ou sao um ciclo limite ou convergem

para um. Elimina-se, assim, qualquer possibilidade de uma dinamica distinta.

2.3 Fractais

Fractais sao objetos dificeis de se definir formalmente. Geralmente sao tidos como
possuidores de uma geometria complicada, por apresentar uma similaridade que
independe da escala, e por serem muito irregulares para serem descritos pela geometria
tradicional. Em outras palavras, quando ampliamos uma pequena regiao de um objeto
fractal, veremos estruturas similares ao todo e com o mesmo grau de complexidade. Em
alguns casos essa similaridade ¢ exata, mas na maioria das vezes é aproximada ou
estatistica [32].  Objetos fractais podem ser observados em diversos aspectos da
natureza, como a costa maritima, as nuvens, em varias espécies de plantas?®, cadeias de
montanhas, e mesmo nos sistemas circulatorio e nervoso do corpo humano.

O termo fractal foi popularizado por Benoit Mandelbrot na década de 1960 para
descrever esses objetos com geometria ‘quebrada’ [3], cujas propriedades nao sao descritas
pela geometria euclidiana. Ao invés disso, é necessaria a utilizagdo de ferramentas da
geometria fractal. Aqui apresentamos algumas propriedades dos fractais e mostramos

como eles aparecem em diversos aspectos dos sistemas nao-lineares.

4Um belo exemplo que vale ressaltar é o brocolis romanesco.
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2.3.1 Conjunto de Cantor

Iniciamos com o objeto geométrico que talvez seja o fractal mais simples, o conjunto de

Cantor. Para obter o conjunto de Cantor procedemos da seguinte forma:
e Iniciamos com uma linha no intervalo unitario [0, 1].

e No primeiro passo dividimos a linha em trés subintervalos e removemos o intervalo
intermediario ]1/3,2/3].

e No segundo passo dividimos os intervalos restantes em trés subintervalos cada, e
removemos o intervalo intermediario de cada um deles, ]1/9,2/9[ e |7/9,8/9]

respectivamente.

e No terceiro passo dividimos novamente os intervalos restantes em trés subintervalos

cada, e removemos o intervalo intermedidrio de cada um deles.
e Continuamos procedendo dessa forma indefinidamente.

Denominando o conjunto ap6s n passos como S, temos que o conjunto inicial é Sy = [0, 1],
o seguinte & S; = [0,1/3] U [2/3,1], entao Sy = [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9, 1],
etc. Nessa notagao o conjunto de Cantor é dado por S.

Na Figura 2.18(a) plotamos a linha unitaria inicial e os trés primeiros passos. A auto-
similaridade nesse caso pode ser notada fazendo uma ampliacao de 3x na ramificacao
esquerda de S3, obtemos S5. Duas caracteristicas a serem notadas em S, sao 0 nimero
de elementos de conjunto e seu comprimento. Da figura fica claro que apo6s k passos o
conjunto serd formado por N = 2% segmentos, cada um com comprimento [ = (1/3)*.
Logo, o conjunto de Cantor é formado por infinitos pontos e possui comprimento nulo.
Para determinar quais nimeros do intervalo unitario pertencem ao conjunto de Cantor, é
ttil escrevé-los utilizando base 3. Para isso, lembramos que sendo um nimero x € [0, 1],

a representacao de x em base 3 pode ser obtida por meio da expansao
r=—+t 5+t (2.42)

Portanto, podemos representar x em base 3 na forma x = 0,a1asa3 ..., com a; = 0,1 ou 2.
A praticidade de se utilizar essa base fica evidenciada na Figura 2.18(b) em que podemos
ver que em cada passo no processo de construcao de S, os intervalos eliminados sao

aqueles em que os nimeros possuem algum algarismo a; = 1 quando escritos em base 3.

Teorema 7 O conjunto de Cantor S consiste de todos os nimeros no intervalo [0, 1]

que podem, ser escritos em base 3 utilizando apenas os algarismos 0 e 2 [3].

O conjunto de Cantor apresenta trés propriedades que sao tipicas de fractais. Sao elas:
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Figura 2.18: Em (a) temos as primeiras iteradas para obtencdo do conjunto de Cantor. Em
(b) retratamos como fica a representacao dos intervalos para obten¢do do conjunto de Cantor
quando escritos em base 3.

(a) (b)

0,0... 0,2...
0,1..

0,00... 0,02... 0,20... 0,22...
0,01... 0,21...

0,000...0,002... 0,200...0,202...
_—— = - _—— = - 0,001... 0,201...
Fonte: O autor.

e Possui estrutura complexa mesmo em escalas pequenas. Estruturas da geometria
euclidiana, por outro lado, apds seguidas ampliagoes apresentam-se cada vez mais

suaves.

e Apresenta auto-similaridade, ou seja, contém partes menores de si proprio em escalas

menores.

e A dimensao do conjunto de Cantor nao é dada por um namero inteiro. Como
veremos na proxima secao, a dimensao é uma ferramenta 1til para quantificar a
estrutura de fractais, e objetos com essa geometria apresentam valores de dimensao

fracionarios.

2.3.2 Dimensao Fractal

Uma medida utilizada para caracterizar a complexidade de objetos fractais é sua
dimensao. A dimensao de objetos geométricos euclidianos é claramente definida: o
ponto tem dimensao zero, linhas e curvas tém dimensao um, planos e superficies tém
dimensao 2, so6lidos tém dimensao 3, etc. Devido a isso, sabemos que a area de uma
figura bidimensional A é proporcional & [, enquanto seu perimetro é proporcional & [,
sendo [ um comprimento caracteristico. Logo, a razao entre o perimetro e a area é
PJ/A ~ A2 que se torna menor com o aumento da drea. Um raciocinio similar nos
mostra o motivo de fenomenos de superficie poderem ser negligenciados em sistemas
termodinamicos macroscopicos |4]. No entanto, no estudo de fenémenos de superficie o
modelo fractal se mostra mais adequado em relacao a aproximagao termodinamica.

Na Figura 2.19 plotamos as primeiras iteradas da poeira de Cantor, da curva de Koch

e do triangulo de Sierpinski, que sao exemplos conhecidos de fractais auto-similares. Em
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(a) plotamos as trés primeiras iteradas da constru¢ao do fractal conhecido como poeira

de Cantor. Sua area e perimetro em cada passo sao:

A(): ) PO_4Z’
2
A=A =@ P=a(E) =)
Aa=16(3)° = (3)°P, Pi=16() =41 (3)" 243
Ay=64(£) = (1)'P, Pi=od () = u (2)’, |

Portanto, a razao P, /A, fica,

P, 4(H" 4.3 om
A_n:(g)g‘zzz it (2.44)

Entao, no limite n — oo a razao P,/ A, — oo para qualquer [ # 0.

Outro objeto fractal que podemos utilizar como exemplo é a curva de Koch.
Descoberta pelo matematico Niels F. Helge von Koch (1870 - 1924) ela é construida a
partir de uma linha reta, sendo que em cada passo removemos a terca parte central e
substituimos por dois lados de um triangulo equilatero [32]. Seja K, a curva resultante
apOs 0 n-ésimo passo, a curva de Koch é dada por K. Novamente plotamos os trés
primeiros passos na Figura 2.19(b).

Como a curva de Koch é obtida a partir de iteracoes utilizando uma linha reta, pode
parecer natural atribuir a ela dimensao 1. Porém, se tentarmos determinar o valor de seu
comprimento, vemos que é impossivel. Seja [ o comprimento da linha inicial em n = 0,
ap6s m passos o comprimento da curva é P, = (4/3)"l. Isso porque apos cada iterada
passamos a ter 4 vezes mais linhas que no passo anterior, porém cada linha tém 1/3 do
comprimento. Portanto para n — oo, P, — 0o. Pela propriedade de auto-similaridade
dos fractais, a distancia entre quaisquer dois pontos na curva de Koch é infinita, mesmo
ela sendo uma curva continua. Isso sugere que K., pode ter dimensao maior do que 1,
mas a0 mesmo tempo sua area é nula, o que implica que sua dimensao é menor do que
2. Assim, necessitamos de uma defini¢cdo de dimensao que nos forneca uma descricao de

objetos fractais, e que possa apresentar valores fracionarios.

Dimensao de Similaridade

Uma forma de definir é a chamada dimensao de similaridade. Essa dimensao se baseia
no fato de que esses fractais sao feitos de pequenas copias de si proprios [32|. Podemos
entendé-la também a partir de uma extensao da auto-similaridade de figuras
geométricas regulares.  Para visualizar a forma como definimos a dimensao de

similaridade, consideramos um quadrado de lado [. Se reduzirmos o lado do quadrado
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Figura 2.19: Primeiras iteradas (a) da poeira de Cantor, (b) da curva de Koch e (c) do triangulo
de Sierpinski.

(a) n=0 n=1 (b)
n=0

H N A
n=1

1onn D oEn e

Fonte: O autor.

por um fator r = 2, precisaremos de N = 4 quadrados para igualar o quadrado original.
Se o fator de reducdo for r = 4, entdao sdo necessarios N = 16 = 42 quadrados. Esse

processo pode ser visto na Figura 2.20. Se procedermos da mesma forma com um cubo,

Figura 2.20: Representacao da dimensao de similaridade utilizando um quadrado.

[

[
Dl 4

r=1 r=2 r=4

Fonte: O autor.

entdo ao reduzirmos o lado por um fator r = 2, necessitaremos N = 8 = 23 cubos
igual iginal. L bjet lacio N = rPs
menores para igualar ao original. Logo esses objetos seguem a relagao rs em que

D, é a dimensao de similaridade.

Definicao 19 Seja K um conjunto auto-similar composto de N copias de si mesmo

reduzidas por um fator r. A dimensdo de similaridade é dada por [32]

B In N
Inr

D

(2.45)

Na Tabela 2.3 colocamos os valores de D, para os quatro fractais apresentados até
agora. Como podemos ver na tabela a poeira de Cantor e a curva de Koch, apesar de
serem construidos de maneira diferente, possuem o mesmo valor de D,. Isso nos mostra
que a dimensao de um fractal é uma medida de sua complexidade, mas nao é um valor

proprio dele.

Tabela 2.3: Dimensao de similaridade de alguns objetos fractais.
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Objeto fractal Dimensao de Similaridade (Dy)
Conjunto de Cantor (Cy) In2/In3 ~ 0,631
Poeira de Cantor In4/In3 ~ 1,261
Curva de Koch (K) In4/In3 ~ 1,261
Triangulo de Sierpinski In3/In2 ~ 1,585

A dimensao de similaridade pode ser utilizada para encontrar a dimensao de objetos que
sao auto-similares. Porém, fractais como os que vemos em atratores caoticos e bacias
de atracao nao sao exatamente auto-similares, mas apenas aproximadamente. Nesses
casos nao temos como utilizar a dimensao de similaridade para caracteriza-los, tendo que

recorrer a outros métodos de calcular a dimensao fractal.

Dimensao de Contagem de Caixa

A dimensao de contagem de caixa ¢ uma forma de generalizar ainda mais a nocao de
dimensao fractal. Como um fractal apresenta uma complexidade que nao diminui com
ampliagoes, imaginamos que ele esteja sobre uma grade de igual espacamento e verificamos
o numero de caixas nessa grade necesséarias para cobri-lo. Em seguida verificamos como
esse valor se modifica quando o tamanho da grade é reduzido |3|. Formalmente, a dimensao

de contagem de caixa é definida como:

Definicao 20 Um conjunto fechado K no R™ possui dimensao de contagem de caiza,

Dp = lim In N(5)7
e—0 In(1/¢e)

(2.46)

em que N(g) € o nimero de caizas de dimensao n e lado € necessdrias para cobrir o

conjunto K, desde que o limite exista [3].

A vantagem da dimensao de contagem de caixas é que ela nos permite estimar a dimensao
fractal a partir de um conjunto de dados do objeto fractal, ainda que nao seja possivel
encontrar uma férmula exata.

Na Figura 2.21 ilustramos o procedimento de contagem de caixas. Em (a) e (b)
mostramos o atrator do mapa de Hénon, Fig. 2.5(b), em grades com ¢ =1/8 e ¢ = 1/16,
respectivamente. Se colocarmos em um gréfico os valores de In N(g) em fungao de In(1/¢)
conforme € — 0, o valor da dimensao é obtido por meio do ajuste linear. Na Figura 2.21(c)
plotamos um gréafico com os resultados da contagem de caixas para o atrator de Hénon.
Para esse calculo utilizamos 10° pontos no atrator, e com o ajuste linear encontramos
Dp ~ 1,23, valor bem proximo de 1,27 presente na literatura [3].

Alguns reveses da dimensao de contagem de caixas sao a necessidade de um grande
nimero de pontos para uma estimativa precisa, e o grande custo computacional quando

utiliza-se valores pequenos de €. Além disso, em alguns casos esse método pode fornecer
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Figura 2.21: Representacao do processo para o calculo da dimensdo de contagem de caixas
para o atrator de Hénon. Em (a) e = 1/8 e em (b) ¢ = 1/16. Em (c) plotamos o grafico de
In(N(e)) x In(1/e) para o atrator de Hénon com o« =1,4 e §=0,3.
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Fonte: O autor.

valores imprecisos [32]. Para contornar essas dificuldades, algumas outras defini¢oes foram
propostas, como a dimensao de correlagao [3, 32|, a dimensao de Lyapunov [30, 41|, e a
dimensao de informagao [4]. Outra forma de encontrar a dimensao fractal é utilizando o
expoente de incerteza. Essa metodologia é ttil quando desejamos calcular a dimensao de
bacias de atracao [42] e espagos de parametros [34], e sera melhor explorada na proxima

secao, em que trataremos da fractalidade em bacias de atracao.

2.4 Bacias de Atracao

Desde os trabalhos de Henri Poincaré a respeito da estabilidade no problema de trés
corpos em 1890, e apés um grande desenvolvimento do estudo do caos em sistemas
dinamicos facilitado pelo advento dos computadores, a ideia de que é possivel se
determinar a trajetéria de uma particula para um tempo qualquer a partir de seu estado
atual teve de ser abandonada [3]. A divergéncia exponencial de trajetorias proximas
presente em sistemas com dinamica cadtica torna impossivel a previsao para periodos
longos de tempo, pois uma pequena imprecisao na posicao inicial cresce
exponencialmente com o tempo. Apesar disso, ainda é possivel uma previsao qualitativa
da dindmica visto que, em geral, ela tende a convergir para um atrator (ainda que
caotico). Porém, algumas vezes a bacia de atracdo dos atratores pode apresentar
estruturas fractais, o que dificulta ainda mais a previsao do estado futuro devido a
complexidade invariante de escala.

Na secao anterior fizemos uma breve introducao aos fractais e as suas caracteristicas
de auto-similaridade e dimensao nao-inteira. Nesta se¢ao vamos explorar as formas de
organizacao das bacias de atracao em sistemas multiestaveis, implicacoes que a fronteira
entre as bacias trazem para a previsibilidade do estado final do sistema, e como

caracterizar regioes de fronteira por meio do expoente de incerteza.
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2.4.1 Bacias com Fronteiras Suaves

Uma particula sujeita ao potencial de Duffing com amortecimento, Eq. (2.32), é um
sistema biestavel. Na Figura 2.13 podemos ver que o estado assintotico ¢ dependente da
regiao no espaco de fase em que o sistema é iniciado. Os pontos que convergem para um

determinado atrator compoem sua bacia de atracao.

Definicao 21 Ao conjunto de pontos X que converge assintoticamente para um atrator

denominamos bacta de atracao do atrator.

Na Figura 2.22 podemos ver a bacia de atracao dos atratores do sistema de Duffing
amortecido e do mapa de Hénon. Em (a) e (b) as trajetorias que iniciam na regiao branca
convergem para o ponto fixo atrator localizado em A, enquanto que aquelas que iniciam na
regiao cinza convergem para B. Aqui os parametros utilizados sao os mesmos da Figura
2.13. Em (c) as condigoes iniciais na regiao preta formam a bacia de atragao do atrator de
periodo 2 presentes no mapa de Hénon (identificados pelos pontos vermelhos), enquanto
que trajetérias que iniciam na regiao branca crescem de forma ilimitada.

Figura 2.22: Em (a) e (b) plotamos a bacia de atra¢ao para os atratores da Eq. (2.32). A regido
branca denota as condig¢oes iniciais que convergem para o atrator A, enquanto a regiao cinza
denota aqueles que convergem para B. Em (c) utilizamos o mapa de Hénon, Eq. (2.12) e as
condigbes iniciais na regiao preta sao atraidas para o atrator de periodo 2, dado pelos dois pontos
vermelhos, enquanto que na regao branca as condigoes iniciais crescem de forma ilimitada. Os

parametros utilizados sdo: (a) a=2,b=1epu=0,05(b)a=2b=1epu=6,0,¢e (c) a=1,28
e p=-0,3.
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Fonte: O autor.

Nos trés casos o espaco de fase pode ser dividido em duas partes bem definidas, sendo
cada uma a bacia de atracao de algum dos atratores. Comparando com a Figura 2.17 é
possivel notar que a fronteira entre as bacias é dada pela variedade estavel de um ponto
de sela. O suavidade da fronteira entre as bacias se deve a nao-ocorréncia de cruzamento

entre a variedade estavel que define a fronteira da bacia com uma variedade instavel.

2.4.2 Bacias com Fronteiras Fractais

Nas Figuras 2.23(a) e (b) plotamos novamente a bacia de atrac¢ao dos sistemas de Duffing

e Hénon. Em (a) vemos a bacia de atracdo dos trés ciclos limite atratores do sistema
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de Duffing amortecido com forgamento periodico, Eq. (2.41). A regido azul é a bacia de
atracdo do ciclo limite mais externo, dado pela linha azul na Figura 2.15(a), enquanto as
regioes cinza e vermelha sao as bacias de atracao dos ciclos limite nos pocos esquerdo e
direito, respectivamente. Os circulos pretos denotam os pontos em que os ciclos limite
cruzam a secao de Poincaré.

Esse sistema possui trés atratores e, consequentemente, trés bacias de atracao.
Enquanto a bacia em azul possui fronteiras bem definidas, a fronteira entre as bacias
vermelha e cinza é extremamente complicada. Logo, as variedades estaveis que
delimitam as bacias sao de o6rbitas distintas. A complexidade da fronteira entre as bacias
vermelha e cinza é um indicativo de que sua estrutura é fractal, o que causa uma grande
dificuldade em prever para qual atrator uma condicao inicial serd atraida.

Na Figura 2.23(b) vemos a bacia de atracdo do mapa de Hénon com os parametros
a=1,4e = —0,3. Novamente as condi¢des iniciais na regiao preta resultam em uma
dindmica que converge para o atrator de periodo 2 (denotado pelos pontos vermelhos na
figura), enquanto que as condigbes iniciais na regiao branca divergem. Na inser¢ao da Fig.
2.22(b) plotamos uma ampliacdo da bacia para mostrar que a complexidade da fronteira
permanece para escalas menores. A fractalidade na bacia de atragao ocorre porque, como
vimos na Figura 2.10(b), para esses valores de parametros ocorre o cruzamento entre as

variedades estavel e instavel dos pontos de sela em infinitos pontos homoclinicos.

Figura 2.23: Em (a) plotamos a bacia de atracao para os trés atratores da Eq. (2.41). A regiao
azul denota as condigbes iniciais que convergem para ciclo limite mais externo da Figura 2.15(a),
enquanto as regides cinza e vermelha sdo as bacias de atracao dos ciclos limite nos pogos esquerdo
e direito, respectivamente. Os pontos pretos representam a se¢ao de Poincaré dos trés atratores.
Em (b) plotamos novamente a bacia ponto de periodo 2 do mapa de Hénon, Eq. (2.12), porém
utilizando valores de parametros para os quais a fronteira da bacia possui estrutura fractal. Os
parametros utilizados sao: (a) a =2, b =1, u =005, fo =21lew =35,e (b)a=14¢e
8 =-0,3.

(b)

Fonte: O autor.

A existéncia de estruturas fractais na bacia de atracao afeta a previsibilidade do

sistema, fazendo com que as condigoes iniciais nas regioes de fractalidade tenham de ser
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definidas com uma grande precisao para que se possa conhecer o estado final da
dinamica. Para ilustrar esse efeito basta considerarmos um sistema biestavel com dois
atratores, A e B, em que deseja-se que a dinamica do sistema tenda para o atrator A.
Se iniciamos o sistema em uma regiao onde a fronteira entre as bacias é fractal, uma
pequena mudanca na condic¢ao inicial gera uma probabilidade nao-nula de que o sistema
passe a convergir para o atrator B. Esse fendomeno foi chamado de sensibilidade do
estado final® por Grebogi e colaboradores [43].

Na Fig. 2.24(a) retratamos uma bacia de atragdo de um sistema com dois estados
finais possiveis, sendo que a regiao cinza pertence a bacia de atragdo de A e a regiao
branca pertence a bacia de atracao de B. Se uma condicao inicial P possui uma precisao
da ordem €1, nao temos como saber a priori para qual estado final o sistema ir& convergir
e esse ponto é um ponto de incerteza, também chamado de ponto ej-incerto [42]. Se, no
entanto, ele possui uma precisao de ordem e5, entao temos como prever o estado final e
ele deixa de ser um ponto de incerteza.

Grebogi e colaboradores [43, 42| mostraram que a incerteza no estado final esté
relacionada a fractalidade da bacia de atracao por meio de uma lei de poténcia, cujo
expoente, chamado expoente de incerteza, pode ser determinado por meio do calculo da
fracao de pontos de incerteza da bacia. Para determinar a fracao de incerteza, sorteamos
um grande nimero de condigoes iniciais aleatorias Ny em uma dada regiao da bacia e
calculamos seu estado final. Tais condicoes iniciais passam, entao, a ser o centro de
circulos de condigoes iniciais de raio €. A seguir, sorteamos dois vizinhos dentro dessa
distancia € e calculamos o estado final de suas trajetorias. Se o estado final de ao menos
um dos pontos na vizinhanca é diferente do estado final do ponto no centro, entao tal
ponto é e-incerto. A fracao de incerteza é dada pela razao f(¢) = N./Ny, sendo N, o
nimero total de pontos e-incertos.

Quando a fronteira entre as bacias é fractal, espera-se que a fracao de incerteza
tenha um comportamento na forma f(¢) ~ ¥ quando € — 0 [42]. Foi demonstrado por
McDonald e colaboradores que o chamado expoente de incerteza, 7y, relaciona-se com a
dimensao da fronteira da bacia de acordo com Dy = D — v, sendo D; a dimensao da
fronteira entre as bacias e D é a dimensao das caixas utilizadas para calcular D;. No
caso de um corte bidimensional feito na bacia de atracao, D = 2. Devido a essa relacao,
o expoente de incerteza para uma bacia bidimensional estard sempre no intervalo
0 < v < 1. Como a dimensao fractal fornece a complexidade da estrutura e o quanto ela
ocupa a area em que estd inserida, quanto menor o valor de 7 mais complexa é a
fronteira entre as bacias [42, 43, 44].

Nas Figuras 2.24(b) e (¢) plotamos o grafico log-log da fracao de incerteza f(¢) em
fungao de e para a fronteira entre as bacias de atragao cinza e vermelha da Figura 2.23(a)

e da bacia do atrator de periodo 2 e a bacia do infinito da Figura 2.23(b). Na Figura

5 final state sensitivity.
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Figura 2.24: (a) Esquema representativo de uma regiao no espago de fase dividido por duas bacias
de atragdo, o ponto P representa uma condi¢do inicial e os circulos vermelho e azul representam
a incerteza no valor de P. Em (b) e (c) plotamos o grafico log-log de f(g) x € para as bacias de
atracdo com fronteiras fractais da Figura 2.23(a) e (b), respectivamente.
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Fonte: O autor.

2.24(b) utilizamos Ny = 2!3 condigoes iniciais para calcular f(g), enquanto que em (c)
utilizamos Ny = 22°. A barra de erro em cada ponto é calculada considerando que as
ocorréncias de pontos de incerteza sao eventos aleatérios e, portanto, o erro no nimero
de pontos de incerteza N, é dado por /N, [42]. Fazendo o ajuste da reta obtemos
(b)y = 0,008 £ 0,001 e (c)y = 0,300 £ 0,003, o que nos fornece valores de Dy ~ 1,992 e
Dy =~ 1,7, respectivamente, para a fronteira.

A existéncia de uma relacao do tipo lei de escala apresenta grandes problemas na
previsibilidade do estado final mesmo em termos qualitativos. No caso da Fig. 2.23(b)
um aumento na precisao inicial por um fator de 1000 faria com que a incerteza do estado
final do sistema diminuisse a aproximadamente 12,5% da incerteza inicial, ou seja, uma
melhora da ordem de 10° na precisao da medida inicial resulta em uma melhora apenas
da ordem de 10! na previsibilidade. Para as bacias vermelha e cinza do atrator de Duffing
o ganho de previsibilidade é ainda menor.

O expoente de incerteza nos permite caracterizar a fronteira entre as bacias em trés
casos. Quando a fronteira ¢ uma linha suave e bem definida sua dimensao é 1, o que
implica em um expoente de incerteza v = 1. Quando a fronteira é dada por um fractal
formado a partir de uma linha que ocupa o plano, entao sua dimensao fica entre a de uma
linha e a do plano, logo 0 < v < 1. Existe ainda mais um caso, onde v = 0 e a fronteira
entre as bacias possui a dimensao da propria bacia. Esse tltimo é um caso extremo de

imprevisibilidade chamado de bacia crivada, e serd apresentado a seguir.

2.4.3 Bacias Crivadas

Em 1993, John C. Sommerer e Edward Ott publicaram um artigo na revista Nature [45|
onde reportaram que, na bacia de atracao de um sistema fisico, ocorre um fenémeno

denominado bacia crivada®. Bacias crivadas tém a propriedade de que na vizinhanca de

60 primeiro relato do fenomeno de bacia crivada se deve a Alexander e colaboradores [46].
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cada ponto na bacia de atracao de um atrator, sempre estd presente um ponto
pertencente a bacia de atracao de um outro atrator. Tal propriedade mostra que um
sistema inteiramente deterministico pode apresentar uma total falta de previsibilidade
[47].

O sistema utilizado por Sommerer e Ott representa a trajetéria de uma particula de
massa unitaria sujeita ao potencial V(z,y) = (1 — 22)? + (z — Z)y?, com dissipacdo e um

forcamento periddico na dire¢ao x. A dinamica da particula é dada por:

T = Vg,
by = —pv, + 4 (1 — 2%) — y? + fosen(wt), (2.47)
Y =y,

by = —pvy — 2y(z — T),

em que fy é a intensidade do forcamento periodico, w é a frequéncia e T é o parametro
que controla a forma do potencial fora do plano y = 0. Devido a simetria do potencial,
V(z,—y) = V(z,y), existe um plano invariante dado por y = v, = 0, tal que a trajetoria
de uma condicao inicial nesse plano permanecera nele indefinidamente.

Substituindo y = 0 e v, = 0 na Eq. (2.47), a equagao de movimento da particula sera

dada por
T = Vg,
Uy = —pv, — 423 + 4z + fosen(wt), (2.48)
y=0,
0, = 0.

Ou seja, a dinamica da particula no plano invariante é dada pela equacao de Duffing de
pogo duplo com amortecimento, Eq. (2.41) com b= 1e a = 2 [45].

Os valores de parametros u, fo e w utilizados por Sommerer e Ott sao os mesmos da
Figura 2.15(c), portanto o plano invariante possui um atrator cadtico. Na Figura 2.25
plotamos a se¢ao de Poincaré dada por wt (mod 27) = 0 do atrator.

Considerando que a particula inicia seu movimento fora do plano invariante, uma
questao que surge é se ela converge ou nao para o atrator cadtico da Figura 2.25.
Colocando de outra forma, deseja-se saber se y — 0 e v, — 0 para condigoes iniciais tais
que y(0) # 0 ou v,(0) # 0. Para responder essa questao, plotamos uma se¢ao da bacia
de atragao do sistema. Para tal, fixamos v,(0) = v,(0) = 0 e varremos os valores de z(0)
e y(0) no intervalo [0;1,2] x [0;1,2] em uma grade de 1024 x 1024 valores. O resultado
para T = —1,9 pode ser visto na Figura 2.26(a). Nessa Figura os pontos pretos
representam as condigoes iniciais em que y — £00 e a regiao branca sao pontos que
convergem para o atrator no plano invariante. Podemos ver que a fronteira entre as
bacias nao é facilmente estabelecida, apresentando novamente uma estrutura complexa.

O termo crivamento é utilizado porque considera-se que a regiao branca esta crivada de
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Figura 2.25: Secgao de Poincaré, definida por wt (mod 27) = 0, do atrator cadtico presente no
plano invariante da Eq (2.47). Parametros utilizados sdo p = 0,05, fo = 2,3, w =3,5e 2 = —1,9,
e condigoes iniciais g = 0,96, vzg = 0,52 e yo = vy, = 0.
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Fonte: O autor.

buracos referentes a bacia do outro atrator. Diferentemente do que acontece na Figura
2.23, sempre existe a probabilidade positiva de que uma condicao inicial aleatoria
convergir para qualquer um dos atratores do sistema [45, 48]. Sendo que a incerteza nao
diminui com o aumento da precisao.

Na Fig. 2.26(b) plotamos a ampliacdo de uma pequena regiao do corte na bacia.
Realizamos a ampliagao nessa regiao por nao haver crivamento aparente. Contudo, na
ampliacao podemos notar que, apesar da densidade do crivamento ser menor do que na
Fig. 2.26(a), ainda assim a presenga de pontos da bacia de atragao do atrator em y — oo
pode ser vista em todos os lugares. Na Fig. 2.26(c) plotamos a fra¢ao de incerteza para
a fronteira nas Figuras 2.26 (a) e (b), estimada utilizando Ny = 2'* condigoes iniciais
aleatorias. Por meio do ajuste obtemos os valores v = 0,025 + 0,001 para a fronteira
entre as bacias em (a), e v = 0,004 40,003 para (b), que fornecem os valores de dimensao
D; =~ 1,975 £ 0,001 e Dy =~ 1,996 £ 0,003, respectivamente. A diferenca de valores se
deve a mudancgas na densidade do crivamento em algumas regides de (a), que influencia
no namero de pontos de incerteza quando € — 0. Como em (b) a densidade de pontos é
mais homogénea, v ~ 0.

A ocorréncia do crivamento na bacia de atracao se deve a existéncia de infinitas 6rbitas
periddicas instaveis no plano invariante [49], que compoem o atrator cadtico. Dependendo
do valor de 7 na Eq. (2.25) algumas dessas orbitas perdem a estabilidade na dire¢ao
transversal, o que significa que passam a ter uma variedade instavel que sai do plano
invariante. Quando uma trajetéria com y # 0 se aproxima dessa regiao de instabilidade
transversal ela passa a ser expelida para longe do plano. A partir dai ela pode convergir
para outro atrator (resultando no crivamento da bacia) ou, caso ndo exista um atrator
estavel nessa regido, voltar a se aproximar do plano (resultando em um comportamento

intermitente) [48]. Além disso, existe um valor critico, 7, = —1,7887 [40], para o qual o
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Figura 2.26: (a) Corte da bacia de atracao da Eq. (2.47). (b) Ampliagdo de uma regiao de (a).
(c) Fracao de incerteza f(g) x e para as bacia crivada de (a) e (b).
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Fonte: O autor.

atrator caodtico perde totalmente a estabilidade transversal e as trajetorias fora do plano
deixam de convergir para ele. Essa perda de estabilidade transversal é chamada bifurcacao
blowout [48].

2.5 Conclusao

O objetivo principal desse capitulo era fazer uma introducao a dinamica caodtica,
apresentando conceitos chave da area de sistemas nao-lineares com énfase nos sistemas
dissipativos. Na Secao 2.1 mostramos como a dinamica cadtica pode ser observada
mesmo em sistemas simples como o mapa logistico, inserimos 0s conceitos de pontos
fixos e periodicos e definimos o expoente de Lyapunov para mapas unidimensionais.
Também ampliamos a abrangéncia desses conceitos para mapas bidimensionais
utilizando a matriz Jacobiana e, utilizando como exemplo o mapa de Hénon, definimos
as variedades estaveis e instaveis dos pontos de sela, os cruzamentos entre as variedades
e, por fim, definimos o que é um atrator ca6tico em mapas.

Na Secao 2.2 expandimos os conceitos de ponto fixo para sistemas de tempo
continuo, classificando-os novamente por meio da matriz Jacobiana. Definimos ciclos
limite e secao de Poincaré, e mostramos como a impossibilidade de cruzamentos
homoclinicos e heteroclinicos em fluxos bidimensionais, como consequéncia do teorema
de existéncia e unicidade, impede o surgimento de dinamicas mais complexas nesses
sistemas. O que é um resultado importante dado pelo teorema de Poincaré-Bendixson.

Na Secao 2.3 fizemos uma breve introducao a geometria dos objetos fractais,
apresentando alguns fractais conhecidos na literatura como o conjunto de Cantor, a
curva de Koch e o triangulo de Sierpinski. Constatamos que complexidades que nao
simplificam para escalas menores e auto-similaridade sao propriedades caracteristicas
desses objetos e mostramos como podemos quantificar essa complexidade determinando
a dimensao fractal.

Por fim, na Se¢ao 2.4 nos dedicamos a mostrar como a estrutura das bacias de atracao



63

determina a previsibilidade de um sistema dinamico. Indicamos que nos casos em que um
sistema dinamico possui mais de um estado final possivel, a ocorréncia de cruzamentos
entre a variedade estavel do ponto de sela que limita a bacia de atracao com uma variedade
instavel faz com que a fronteira da bacia de atracao possua estrutura fractal. Nesses casos,
mostramos como é possivel utilizar o expoente de incerteza para estimar a dimensao fractal
da fronteira entre as bacias.

Como foi possivel de notar, as variedades dos pontos de sela desempenham um papel
de grande importancia na organizacao do espaco de fase dos sistemas dinamicos. O
cruzamento entre variedades é o que possibilita a existéncia de atratores cadticos tanto
em mapas quanto em fluxos. Além disso, vimos que cruzamentos entre variedades podem
gerar dificuldades extras na previsao do estado final de um sistema. Dada a complexidade
em pequenas escalas inerente aos fractais, a fractalidade na bacia de atracao faz com
que mesmo um aumento significativo na precisao de uma condicao inicial resulte em uma
reducao quase nula na incerteza do estado final. O caso mais extremo dessa fractalidade
ocorre quando uma bacia de atracao passa a ser crivada de pontos pertencentes a bacia
de outro atrator. Nesse caso a incerteza no estado final permanece constante mesmo para

escalas pequenas.
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3 Estados Quimera

Christiaan Huygens (1629 - 1695) foi um fisico, matematico e astronomo holandés,
conhecido principalmente por seus estudos sobre a 6tica, teoria ondulatéria da luz e a
construgao de telescopios e relogios [50]. Ele foi provavelmente o primeiro cientista a
observar e descrever o fendomeno que hoje chamamos de sincronizacao em sistemas
dinamicos. Ele descobriu que dois relogios de péndulo pendurados em um mesmo
suporte passavam a oscilar com a mesma frequéncia apés um periodo de tempo, e
concluiu que o suporte estava transmitindo pequenas oscilagoes entre os relogios,
causando interferéncia mitua entre eles [50].

Atualmente, utilizamos modelos de redes compostas por um grande numero de
elementos acoplados para compreender o funcionamento de diversos sistemas reais.
Além da sincronizacao de frequéncia observada por Huygens, esses sistemas podem
exibir uma grande variedade de comportamentos dinamicos, como sincronizagao cadtica,
multiestabilidade, cluster states, entre outros. Em 2002, Yoshiki Kuramoto e Dorjsuren
Battogtokh publicaram um artigo na revista Nonlinear Phenomena in Complex Systems
[19] onde reportaram a existéncia de um novo comportamento na dindmica de
osciladores da equacao de Ginzburg-Landau complexa, que descreve o caso mais simples
de um campo de osciladores nao-lineares [9]. Seus resultados indicavam que, sob certas
condigoes, é possivel que parte dos elementos da rede oscilem de forma sincronizada,
enquanto o restante apresenta uma dinamica caotica sem correlacao aparente. Tal
comportamento foi posteriormente denominado estado quimera'! por Abrams e Strogatz
[20], devido a sua caracteristica de coexisténcia de dinamicas distintas ocorrendo
simultaneamente. Desde entao tém-se observados estados quimera em uma grande
variedade de sistemas, tanto tedricos quanto experimentais. Neste capitulo

explicitaremos algumas observacoes desse estado e formas de detecta-lo.

3.1 Estados Quimera em Redes de Osciladores e Mapas

Acoplados

Em seu artigo de 2002, Kuramoto e Battogtokh [19] estenderam o modelo de oscilador de

fase com acoplamento global para o caso de um acoplamento com alcance finito. Como

! Monstro da mitologia grega constituido por uma cabeca de ledo, o corpo de uma cabra e uma cauda
de serpente [20].
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modelo eles consideraram a equacao de Ginzburg-Landau complexa com acoplamento

nao-local. Ela pode ser expressa, em uma dimensao, como

%A@j):Gﬁ%mm4—ﬂ+ﬁ@MﬁA+Jﬂl+mﬂZ@J)—A@JD, (3.1)

em que a quantidade Z(x,t), denominada como campo médio, é dada por

m@n:/au—fmwwmﬂ (3.2)

com a funcao de acoplamento que diminui com a distancia dada por G(z) = § exp(—«|z|).
Ao todo esse sistema apresenta cinco parametros, wg, a, b, K e k.

Na Figura 3.1 podemos ver a fase dos osciladores, dada por & = arg(A), em um
instante de tempo fixo. Para obter essa figura, a Eq. (3.1) foi solucionada
numericamente com z € [0,1] considerando condigbes de contorno periodicas. Além
disso, o espaco foi discretizado utilizando 512 osciladores distribuidos no intervalo
unitario. Os valores de parametros utilizados foram a = —1,0, b = 0,88, Kk = 4,0 e K é
tomado como sendo relativamente pequeno [19]. A condigao inicial utilizada é tal que
|A| = 1 para todos os osciladores e suas fases sao distribuidas aleatoriamente segundo
uma distribui¢ao aproximadamente simétrica sobre o ponto médio z = 1/2. Na figura é
possivel ver a distribuicao espacial instantanea das fases dos osciladores apés um tempo
transiente, e pode-se identificar uma regiao de sincroniza¢ao (pontos na regiao amarela

da figura) e uma regiao de dessincronizagdo (pontos na regiao branca da figura). Essa

Figura 3.1: Distribuicao espacial instantanea das fases de uma rede de 512 osciladores distribuidos
em um intervalo de comprimento 1 com condigoes de contorno periddicas, em que ® ¢ a fase de
cada oscilador.

0’0 1 1 1 1 0:5 1 1 1 1 1’O
T
Fonte: Adaptado de [19].

coexisténcia de estados era um resultado inesperado, pois os osciladores da regiao
branca e da regiao amarela sao mutuamente influenciados e, apesar disso, apresentam
dinamicas temporais e espaciais distintas.

No ano de 2004, Abrams e Strogatz [20] publicaram um artigo em que analisaram o
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modelo de um anel de osciladores de fase descritos pela equacao:

%@(m,t} =w— /7r G(x — ') x sen(®(z,t) — ®(2',t) + a)da’, (3.3)

—T

em que w é a frequéncia natural dos osciladores, a constante de fase a é também
chamada constante de Sakaguchi e a funcao de acoplamento nesse caso é dada por
G(z) = (14 Acosz)/2m, com 0 < A < 1. Vale constatar que esse modelo ja tinha sido
utilizado por Kuramoto e Battogtokh, porém com o acoplamento exponencial.
Utilizando o acoplamento dado por um cosseno, Abrams e Strogatz também
encontraram estados em que a dinamica apresentava dominios de sincronizacao e
dessincronizacao coexistindo e os batizaram de estados quimera. Devido a forma da
fungao G(z) eles obtiveram ainda resultados analiticos que permitiram identificar em
quais regiodes do espaco de parametros A X « esses estados ocorrem.

Em 2011 Omelchenko e colaboradores [22] obtiveram estados quimera em uma rede
formando um anel de mapas acoplados. Foi o primeiro caso de um estado quimera obtido

em um sistema de tempo discreto. A dindmica dos mapas é dada por

i+P

o = Fe) + g 3 [fal?) = 1], (3.4)
j=i—P

em que f(z) = ax(l —z) é a funcdo do mapa logistico.

O parametro do mapa foi mantido fixo com valor a = 3,8, e 0s parametros o e r sao
os parametros de controle, sendo o a intensidade do acoplamento e r = P/N o raio do
acoplamento, onde P é o niimero de vizinhos acoplados em cada direcao. No esquema da
Fig. 3.2 podemos ver que o produto 7N nos fornece o nimero de vizinhos de cada lado aos
quais um dado mapa da rede se conecta. Entao, se r = 0 a rede nao possui acoplamento, se
rN =1 apenas os primeiros vizinhos estao acoplados (acoplamento local), se rN = N/2
todos os elementos da rede estdo acoplados (acoplamento global) e se 1 < rN < N/2
temos o acoplamento nao-local. Portanto, r controla o alcance de influéncia de cada
mapa na dinamica da rede.

Eles analisaram os comportamentos presentes nessa rede utilizando o espaco de
parametros r X o e descobriram que, dependendo do valor dos parametros de
acoplamento, o sistema pode apresentar padroes espaciais caracteristicos, com perfis
espaciais ondulatorios. Descobriram ainda que as regioes de dinamica coerente se
formam, no espaco de parametros, estruturas de coeréncia |22, 23|. Por meio do célculo
de um valor critico para a intensidade do acoplamento, ., conseguiram estabelecer uma
linha de transicao de estados incoerentes para coerentes em redes de osciladores
acoplados.

Na Figura 3.3(a) vemos o espaco de parametros que eles obtiveram para a Eq. (3.4).
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Figura 3.2: Esquema ilustrativo de uma rede com de tamanho N = 39. Para um dado elemento
da rede (circulo azul), o parametro r controla quantos vizinhos estao conectados a ele (circulos
vermelhos).
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Fonte: O autor.

A regiao hachurada é onde ocorre a sincronizacao cadtica, que é o caso mais simples de
coeréncia espacial. Nesse caso tomando quaisquer dois mapas ¢ e j da rede a condicao
@ = z0) ¢ valida. A limitacdo da regido de sincronizacio cadtica é dada pela linha da
bifurcacao blowout, a partir da qual passamos a ter um expoente de Lyapunov positivo
que é transversal & sincronizagao [17, 48].

As regides coloridas da Figura 3.3(a) sdo chamadas de linguas de coeréncia. Podemos
definir um estado espacialmente coerente como aquele em que no limite N — oo é valida
a relagio |29 — 20*+Y| — 0. Nao sendo mais necessario, portanto, que todos os elementos
da rede tenham exatamente o mesmo valor. Estados coerentes possuem um perfil espacial
suave e os caracterizamos pelo nimero de onda k. Na figura podemos ver as regioes em
que k£ = 1,2 e 3, os estados coerentes respectivos sao colocados como inser¢oes na figura.
Pode ser notado que diminuindo o valor de r passamos a obter regides cada vez mais
finas com estados coerentes com niimeros de onda cada vez maiores. Dentro da regiao
das linguas de coeréncia, a dinamica da rede é espacialmente coerente e temporalmente
periddica e passa por uma cascata de dobra de periodo se r ou o diminuem [23].

Com o intuito de mostrar a universalidade do cendario de transicao de coeréncia para
incoeréncia, Omelchenko e colaboradores utilizam também uma rede de sistemas
dindmicos de tempo continuo, em que a dinamica individual dos elementos da rede é
dada pelo sistema de Roessler [23]. Esse sistema foi proposto pelo cientista alemao Otto
Roessler e é um sistema de equagoes mais simples do que o de Lorenz, Eq. (1.2), por

apresentar apenas um termo nao-linear. A equacao de evolucao dos sistemas acoplados é

4 . . (aig . 4
aj(z) — —y(z) — Z(l) _l_ ﬁ (l‘(]) —_ x(z)),
j=i—P
. . . i+P ‘ .
gD =2 4 qy® 4+ 2 3 (yU) — ), comi=1,2,..., N. (3.5)
j=i—P
i+P

J=r=
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com parametros a = 0,42, b = 2,0 e ¢ = 4,0. Para esses valores de parametros a dinamica
do sistema de Roessler converge para um atrator caotico.

O espago de parametros X o para essa rede pode ser visto na Figura 3.3(b), e pode-se
notar a presenca das mesmas estruturas observadas no caso da rede de mapas logisticos.
Novamente as cores indicam o periodo da dinamica nas linguas de coeréncia, exceto pelas
regioes amarelas, que sao regioes de multiestabilidade e comportamento mais complexo
[23].

Figura 3.3: Regides coerentes no espago de parametros r X o para (a) a rede de mapas logisticos
da Eq. (3.4) e (b) a rede de sistemas de Roessler da Eq (3.5), classificadas pelo ntimero de onda
k. As cores nas estruturas coerentes separam as regioes de acordo com o periodo da dindmica
temporal. A linha de bifurcagdo de coeréncia-incoeréncia (BCI) define um limite acima do qual
estados quimera ndo sdo possiveis. A regido hachurada limitada pela curva da bifurcacio blowout
(BB) é onde ocorre a sincronizagao caodtica. As insergoes em (a) servem para ilustrar estados
coerentes tipicos observados. Parametros utilizados sdo (a) a = 3,8; (b) a = 0,42, b =20 e
c=4,0.

(a) 10 ANES (o) 10 T
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0.8} 0,8
0,6 0,6
o N o
0,4} X : BB ] 0,4
0.2 - 0,2
0060 0.1 0.2 . 03 04 o5 290 0.1 02 . 03 04 0.5

Fonte: Adaptado de |23].

Na Figura 3.4(a)-(f) vemos um cenario de transi¢ao de um estado coerente para um
estado incoerente para o mapa logistico. Na Fig. 3.4(a) a rede esta em um estado coerente
com um perfil espacial dado por £ = 1. Ao diminuirmos a intensidade do acoplamento,
o estado coerente se divide em dois dominios, um superior e outro inferior. Além disso,
ao diminuir ainda mais o valor de o faz-se com que na regiao de fronteira entre as duas
camadas comecem a surgir pequenas regioes espacialmente incoerentes (regioes cinzas na
Figura 3.4(c)-(d)). A largura das regides incoerentes cresce com a diminuicdo de o até
que a dinamica se torna completamente incoerente, como visto nas Fig. 3.4(e)-(f). O
estado quimera observado aqui é denominado quimera de fase, pois a incoeréncia espacial
ocorre devido a uma diferenca de fase entre os elementos da rede. No instante de tempo
posterior ocorre a inversao do perfil espacial, com os elementos do plano superior passando
ao inferior e vice-versa.

Procedendo de forma similar para a rede de sistemas de Roessler, iniciamos a partir

de um valor de ¢ na lingua de coeréncia e observamos os estados da rede para valores
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Figura 3.4: Perfis espaciais da dinamica da Eq. (3.4) para diferentes valores de intensidade de
acoplamento. (a) o = 0,43, (b) 0 = 0,40, (¢) 0 = 0,32, (d) 0 = 0,30, (e) o = 0,20, (f) o = 0,10.
Demais parametros utilizados sao a = 3,8 e r = 0,32.
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Fonte: Adaptado de [23].

menores de acoplamento. Na Fig. 3.5(a)-(d) vemos a transi¢ao para um estado quimera a
partir de outro inicialmente coerente. Comecamos em o = 0,12, onde a rede converge para
um estado coerente com k = 1, diminuindo para ¢ = 0,10 o estado coerente se divide em
dois dominios, como no caso da rede de mapas, porém ainda sem incoeréncias espaciais.
Diminuindo ainda mais, para o = 0,09, ja é possivel observar pequenas regioes incoerentes
na fronteira entre os dois dominios até que, quando o = 0,06, passa a existir uma grande
regiao espacialmente incoerente no centro combinada a uma outra coerente no restante
da rede. Esse tipo de estado quimera, assim como o da Figura 3.1, é denominado quimera
de amplitude.

Figura 3.5: Perfis espaciais da dindmica da Eq. (3.5) para diferentes valores de intensidade de

acoplamento. (a) o = 0,12, (b) ¢ = 0,10, (¢) o = 0,09, (d) ¢ = 0,06. Demais parametros
utilizados sdo a = 0,42, b=2,0, c=4,0 e r = 0,28.
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Fonte: Adaptado de [23].

Outro resultado importante do trabalho de Omelchenko e colaboradores [23] foi a

metodologia para derivagao do valor de ¢ na transicao do coeréncia-incoeréncia. Para a
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rede de mapas logisticos da Eq. (3.4) com a = 3,8 o valor determinado é 0. ~ 0,44. Esse
é o valor utilizado para tragar a linha da bifurcagdo de coeréncia-incoeréncia (BCI) na
Figura 3.3(a).

3.2 Condicoes Iniciais para Estados Quimera

Abrams e Strogatz comentam em seus artigos de 2004 e 2006 [20, 51| que se depararam
com uma grande dificuldade para obter estados quimera em suas simulagoes devido a
definicao das condigoes iniciais do sistema. Especificamente no artigo de 2006 [51], a

se¢ao 3 inicia com:

“Infelizmente, nao pudemos encontrar o estado quimera em nossas
simula¢oes iniciais da Eq. (1). Nao importava como inicidvamos o sistema,
sempre convergia para o estado em fase. No relato que anunciou o estado
quimera, Kuramoto [2003] nao deu detalhes precisos das condigoes iniciais
que ele utilizou. Ele a descreveu como um ’padrao de fase inicial de lombada
tinica adequado’ (...).

Por fim, nés pedimos ajuda ao Kuramoto (novamente!), e ele gentilmente

explicou o que ele quis dizer (...)?” (tradugao propria).

Apenas em 2016 é que foi publicado o primeiro trabalho, por Martens e colaboradores
[52], tratando especificamente de condigbes iniciais que levam a estados quimera, que até
entao tinham sido consideradas apenas por meio de medidas estatisticas. Tais medidas sao
baseadas na fracao de condigoes iniciais, geradas a partir de uma distribuicao aleatoria,
que resultam em estados quimera [53, 54].

O modelo utilizado por Martens e colaboradores [52| considera duas populagoes de
osciladores, em que a intensidade do acoplamento entre os membros de uma populacao

é maior do que com os membros da populagao vizinha. A dinamica de cada oscilador é

dada por
2 K Ny
) o '
0; :w+ZN—K’Z sen(0f — 0, — a), (3.6)
=1 =1
onde ¢ ¢ a fase do k-ésimo oscilador pertencente a populagao ¢, sendo k = 1,2,..., N,

e { = 1,2, o parametro w é a frequéncia natural dos osciladores, Ky é a intensidade do
acoplamento entre as populacoes £ e ¢/, Ny, é o tamanho da populacdo £ e « é a constante

de Sakaguchi.

2 Unfortunately, we could not find the chimera state in our early simulations of Eq. (1). No matter
how we started the system, it always converged to the in-phase state. In the report that announced the
chimera state, Kuramoto [2003] did not give precise details of the initial condition he used. He described
it as a “suitable single-humped initial phase pattern” (...).

Eventually, we asked Kuramoto for help (again!), and he kindly explained what he meant (...).
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No limite N; — oo a Eq. (3.6) da lugar & uma equagao de continuidade [55, 56| na

forma,
ofe N I(vefe)
ot 06’

em que f;(0,t) é a funcdo densidade de probabilidade dos osciladores em £ e vy(6,t) a

—0, (3.7)

funcao de velocidade, dada por
2
v(0't) =w+ > Ku / sen(0” — 6° — ) fu (8", 1)d6" . (3.8)
=1

Seguindo o procedimento de Ott e Antonsen [56|, expandimos a func¢ao densidade de
probabilidade dos osciladores em uma série de Fourier, nos restringindo a uma classe

especial de fungoes fy(0,t) que tém a forma de um kernel de Poisson [56]. Assim, temos

o7
n=1

F(01) = = {1+

> lac)e” ] + [aif(t)e_”e]”] } : (3.9)

denominado ansatz de Ott-Antonsen.
Multiplicando ambos os lados da Eq. (3.9) por ¢ e integrando em relacio a 6,
obtemos

/ 4% 1,00, 1) = —— / do'e” +

:27r

1 S n " ¢ i(n+1)6¢ * n " ¢ —i(n—1)6"
+%;{[ag(t)] /_ﬁ N O L . (3.10)

As duas primeiras integrais do lado direito ficam,

fjﬂ dotet?" — %(e” _ e‘i”) =0,

7r i(n ¢ i(n+1)m —i(n+1)m (311)
f_ﬂdgie( +1)6° — m(e( T emilndhmy — (),
enquanto que a terceira integral fica
s d9* =2r, sen=1,e
g (3.12)

fjﬂ d@ﬂe—i(n—l)el _ i(n_EI) (e—i(n—l)w _ ei(n—l)w) — 07 sen > 1.

Subtituindo na Eq. (3.10), chegamos em

ai(t) = / " gt 2 (6°,1). (3.13)

—T
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Entao podemos reescrever a Eq. (3.8) como

00, 1) = w + Spy Kt [ (8070 — 00 (0 )dp

Ug(eg,t) — w4+ 2321 K;ie/ <az/€—i(9£+a) _ az,ei(ee-i—oc)) .

(3.14)

Calculando, em seguida, as derivadas df,/0t e O(fovy)/00° e substituindo na equacao da
continuidade (3.7), chegamos na equacao de evolugdo dos coeficientes [57]

a; = —iway — 3 (pa} + vas) e™ + % (pay + vag) e,

(3.15)

1
2
4y = —iwas — 3 (paj + vay) e”' + 1 (pas + vay) €.
Portanto, no limite N — oo a distribui¢do final dos osciladores da Eq. (3.6) pode ser
determinada resolvendo a equacdo dos coeficientes (3.15).

O modelo utilizado por Martens e colaboradores [52| considera, ainda, o acoplamento
simétrico entre vizinhos K5 = K9 = v e igual entre os membros da mesma populacao
Ky1 = Ky = pu, com a condigao adicional p+ v = 1 e o parametro 8 = 7/2 — «.
Reescrevendo a Eq. (3.15) utilizando as coordenadas polares py e ¢, definidas por a,(t) =

pe(t)e™?® e a diferenca de fase ¥ = ¢ — ¢, chegamos no sistema tridimensional

pr= Llupisens +vppsen(s — v,
pr = “L2[pupasen + vpisen(S + ), (3.16)
b= 5L2[upscos B+ vpycos(B + )] — 52 pps cos B+ vpy cos(B — ).

Da Eq. (3.13) temos que pe~ %t = feieefg(Qe,t)dHZ, 0 que nos permite interpretar p,
e ¢y como parametros de ordem locais da populagao ¢. Logo, ¢, fornece o centro da
distribuicdo fy(#°,t) enquanto que p, mostra se as fases dos osciladores estdo
sincronizadas. Nessa rede de duas populacoes, um estado espacial da rede é considerado
quimera quando uma das populagoes encontra-se sincronizada enquanto a outra estd
dessincronizada. O estado sincronizado global é dado por p; = ps = 1 e é estavel para os
parametros considerados, enquanto que o estado p; = p; = 0, em que ambas as
populagoes estao dessincronizadas, é instavel [52].

Na Fig. 3.6 plotamos um corte da bacia de atragao, definido pela superficie so = (p1+
p20)/2 = 0,56625, para o sistema dado pela Eq. (3.16) utilizando as variaveis do = (p1, —
p20)/2 e 1y. Para cada ponto na grade de 1024 x 1024 evoluimos o sistema numericamente
utilizando o método de integracao numérica de Ronge-Kutta de 4* ordem até um tempo
final de integragio t; = 10*, com passo de 1072. Ao final desse tempo classificamos o
estado final como sincronizado-dessincronizado (SD), sincronizado-sincronizado (SS) ou
dessincronizado-sincronizado (DS).

Do corte feito na bacia de atracao podemos notar que a bacia de atracao dos estados

quimera (regides azul e cinza da Fig. 3.6) é praticamente dominante nesse sistema para
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os parametros A = 0,10 e § = 0,025 utilizados. Também podemos notar que a fronteira
entre as bacias é bem definida e suave, apresenta um formato espiral na regiao proxima
ao ponto (d,1) =~ (0,7) e a bacia do estado SS sempre aparece entre as bacias dos estados
DS e SD.

Figura 3.6: Bacia de atragao da Eq. (3.16), representando o sistema de N = 2 populagoes de
osciladores acoplados. Condigoes iniciais na regido cinza resultam em um estado sincronizado-

dessincronizado, na regidao azul resultam em um estado dessincronizado-sincronizado e na regiao
vermelha ambas as populagdes sincronizam.

DS

SS

SD

(&

Fonte: O autor.

Outro trabalho que trata especificamente de bacia de atracao de estados quimera foi
publicado em 2017 por Rakshit e colaboradores [58]. Em seu artigo eles analisaram uma
rede com acoplamento nao-local de raio finito formada por sistemas de Mackey-Glass com
atraso. A evolucao temporal da rede é dada por
bz (t — 1) ez

: +—
7 _ 10
T+ (@@ =)™ " 2P £,

0 — gz 4

(29 — 2, i=1,...,N, (3.17)

em que, novamente, os parametros o e r = P/N sao a intensidade e o raio do acoplamento,
respectivamente. Os demais parametros utilizados sao a =1, b =2, 7 =2 e N = 100.

Rakshit e colaboradores notam inicialmente que para alguns valores de o a Eq.
(3.17) converge para uma configuragdo espacialmente coerente, incoerente ou quimera,
dependendo da condigao inicial. Nas Figuras 3.7(a)-(d) plotamos perfis espaciais da rede
obtidos por eles, em que para um instante fixo de tempo é plotado o valor de z® de
cada um dos N = 100 osciladores. Nas Figuras 3.7(a) e (b) podemos observar estados
incoerente e quimera, respectivamente, obtidos para o = 0,35, enquanto que nas Figuras
3.7(c) e (d) observamos respectivamente perfis referentes a estados quimera e coerente
obtidos para ¢ = 0,56.

A identificacao dos estados espaciais da rede é feita de acordo com uma medida
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Figura 3.7: Perfis espaciais da rede de sistema de Mackey-Glass acoplados. (a) e (b) mostram
a coexisténcia de estados incoerente e quimera para o = 0,35, enquanto que (c) e (d) mostram
estados quimera e coerente para o = 0,56. Demais pardmetros sdo: a=1,b=2, 7=2e7r=0,3

[58].
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Fonte: Adaptado de [58|.

proposta por Gopal e colaboradores [59] chamada strength of incoherence (SI), que é
uma medida estatistica baseada na série temporal da rede. Para determinéa-la,
comecamos introduzindo as variaveis de diferenca 2 = 2 — 20+D comi=1,...,N e
WD) = (M Nessas novas varidveis, se os osciladores ¢ e i + 1 estdo oscilando
coerentemente, entdo z) — 0 para N — o0o. Se, no entanto, estiverem oscilando
incoerentemente, teremos 2 entre —|Tymar — Tmin| € |Tmaz — Tmin|, €M qUE Tpae € Tynin
sao, respectivamente, os limites superior e inferior da variavel x. Dividimos, entao, a
rede em M (par) caixas contendo n = N/M osciladores e, para cada uma dessas caixas,

calculamos o desvio padréo local das variaveis 2 de acordo com

xm=< DS [z<f>—<z>]2>, (3.18)
)+1

_ _
j=n(m '

_ 1 nm ) - , 1- .
em que (z) = - Zj:n(m—1)+1 2"’ € a média dos valores de z dos osciladores pertencentes

a caixa m para um instante de tempo fixo, (...), ¢ a média temporal e m =1,2,..., M.
¢ o indice de cada caixa [59].

A partir da Eq. (3.18) introduzimos SI de acordo com

ZM Sm
SI=1-— %, Sm =000 — Xm), (3.19)
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sendo O a funcao degrau de Heaviside e 0 um limiar pré-definido. Dependendo do valor
de x,, e do limiar § > 0, a variavel s,, possui valor 1 ou 0, consoante com a condi¢ao
de os osciladores na caixa m estarem todos coerentes ou nao. Portanto quando todos
os osciladores da rede estao coerentes s,, = 1 Vm e SI = 0, quando estao incoerentes
Sm = 0 Vm e SI = 1, valores intermediarios de SI representam uma coexisténcia de
regides coerentes e incoerentes |59, 58|.

Rakshit e colaboradores utilizaram o SI para caracterizar os estados espaciais da rede
ao modificar o valor de o, para tal eles utilizaram M = 20 e § = 0,05|Z1n00 — Tmin| [58]. Nas
Figuras 3.8(a) e (c) vemos os estados obtidos utilizando as condi¢oes iniciais relativas aos
estados incoerente e quimera das Fig. 3.7(a) e (b). As linhas azuis em o = 0,35 indicam a
regido onde estados incoerentes e quimera coexistem. Por sua vez, as Figuras 3.8(b) e (d)
mostram os estados obtidos utilizando as condigoes iniciais relativas aos estados quimera
e coerente das Figuras 3.7(c) e (d), aqui as linhas azuis indicam a coexisténcia de estados
quimera e coerente para ¢ = 0,56. As regioes I, II e III da Figura 3.8 denotam regioes
de dinamica espacial incoerente, quimera, e coerente. Podemos notar que as delimitacoes
dessas regides (linhas pontilhadas das figuras) dependem necessariamente da condigao
inicial utilizada, e que a coexisténcia dos diversos estados espaciais na rede surgem a

partir de um determinado valor de o.

Figura 3.8: SI em funcdo de o para a rede de Mackey-Glass com atraso. Em todos os casos
foram utilizados os mesmos parametros para a rede, sendo alterada apenas a histéria inicial
dos sistemas. As regioes I, IT e III denotam regiGes de dindmica espacial incoerente, quimera
e coerente. As linha azuis marcam os valores de o e de SI das Figuras 3.7(a)-(d). Parametros
utilizados sdo: a=1,b=2,7=2,r=0,3 e N = 100.

(a) (b)
1,0 e o 1,0
5 o0sp b S 505) 1 ]
n o S0 | I P |
0,0k L] 0,0 : i —
0,0 0,20,35 0,6 0,8 1,0 00 0,2 04056 08 1,0
o o
(c) (d)
L0 ===~ 1.0
05 1 505) 1
m ™ I S | B DS | | |
0,0 el 0,0 ; ]
0,0 0,20,35 0,6 0,8 1,0 00 02 04056 08 1,0
o o

A bacia de atracao de sistemas com atraso ¢ um espaco de fungoes com dimensao

Fonte: Adaptado de [58|.
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infinita [58]. Para visualizar as bacias de atragdo dos estados coletivos da rede da Eq.
(3.17) Rakshit e colaboradores fazem uma projecdo do espago de estados iniciais de
dimensao infinita do i-ésimo oscilador em um espaco de dimensao finita. A funcao de

histoéria inicial do sistema é escrita como

25 ;
. ‘ 4
29 (t) = W E (=1)', comt € [-7,0], (3.20)
J=0

em que ¢ & um namero aleatorio. Apesar de a Eq. (3.20) simplificar um pouco o
problema (projetando o espago de estados iniciais para um espago polinomial® de dimensao
26), ainda assim nao nos possibilita analisar a bacia de atracao, visto que temos que
determinar N valores de ¢ para a rede. Para contornar esse problema, consideramos a

, i~ 1)) () .
@) = M%, com ¢ > 3, de modo que a historia inicial de cada

condicao adicional ¢
oscilador da rede é determinado a partir de ¢ e ¢®.

Nas Figuras 3.9(a) e (b) sdo varridos os valores de ¢! e ¢? no intervalo [—1,1] x [~1,1]
para intensidade do acoplamento ¢ = 0,33 e ¢ = 0,63, respectivamente. Os pontos
de cor azul denotam as condicoes iniciais que convergem para a dinamica incoerente,
pontos vermelhos resultam em estados quimera e pontos verdes em estados coerentes. Na
Figura 3.9(a) fica evidente a coexisténcia de estados incoerente e quimera para a mesma
intensidade de acoplamento, enquanto que em (b) verifica-se a coexisténcia de estados
quimera e coerentes.

Para obter informacoes sobre o quao estavel sao os estados obtidos, Rakshit e
colaboradores calculam estabilidade da bacia® (EB) para os trés estados da rede.
Estabilidade da bacia é uma medida desenvolvida por Menck e colaboradores [60] e esta
relacionada com o volume da bacia de atracdo de um determinado estado. E uma
medida que complementa o paradigma da estabilidade linear por ser nao-local,
nao-linear e facilmente aplicavel, mesmo em sistemas de dimensao alta [60].

O valor de EB é obtido evoluindo temporalmente um niimero Ny de condigoes iniciais
aleatorias de um dado intervalo na bacia de atracao. Sendo Ny, Noa e Nco o nimero
dessas condicoes iniciais que convergem para os estados incoerente, quimera e coerente, a
estabilidade da bacia de cada um dos casos é dada por
Nin Nom Nco

EB = EBco =
N, QM € co

EBiy = .
IN N, N,

(3.21)

Sendo que 0 < EB < 1. O erro em cada caso ¢ estimado de acordo com
EB(1 — EB)/+v/Ny [60, 58] e a soma da estabilidade da bacia de todos os estados
da rede é EB;y + EBgy + EBco = 1.

30 truncamento em Pj5 é feito porque as medidas de SI ndo apresentam flutuacdo significativa para
polinomios de maijor ordem [58].
4 Basin Stability.
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Na Figura 3.9(c) podemos ver a variagao no valor da EB dos trés estados da rede
com relac¢do a o utilizando Ny = 5000 [58]. Da figura pode-se perceber que para valores
baixos de intensidade de acoplmento apenas o estado incoerente é observado. Conforme
aumenta-se o passa-se a ser possivel observar também a ocorréncia de estados quimera
para um pequeno conjunto de condicoes iniciais. Aumentando o ainda mais, ocorre um
aumento no nimero de condic¢oes iniciais que resultam em estados quimera e comecam a
ser observados estados coerentes na rede, sendo que para o = 0,6 os trés estados coexistem.
Prosseguindo com o aumento de o, a estabilidade da bacia dos estados coerentes passa a
ser dominante sobre os dois outros estados, o que indica uma probabilidade muito maior
de se obter um estado coerente.

Figura 3.9: Corte da bacia de atracao para a rede acoplada de sistemas de Mackey-Glass com
atraso. Intensidade de acoplamento (a) o = 0,33 e (b) 0 = 0,63. O esquema de cores denota
pontos azuis como condicoes iniciais que convergem para a estados incoerentes, pontos vermelhos
resultam em estados quimera e pontos verdes em estados coerentes. Em (c) plota-se o valor de

ES para os trés estados da rede com relacgdo & 0. Demais pardmetros sdo: a =1, b =2, 7 = 2,
r=20,3e N = 100.
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(c)
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R 0,5

0,0
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Fonte: Adaptado de [58|.

3.3 Conclusao

A pretensao deste capitulo era expoér o fenomeno conhecido como estado quimera que

ocorre em redes de osciladores acoplados, bem como alguns avangos consolidados no estudo
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das bacias de atracao de tais estados. Com isso em mente, na Secao 3.1 apresentamos
o primeiro relato da coexisténcia de dominios de sincronizacao e dessincronizacao feito
por Kuramoto e Battogtokh, em seguida comentamos os resultados obtidos por Abrams e
Strogatz e, finalmente, mostramos como Omelchenko e colaboradores obtiveram estados
quimera em redes de mapas logisticos e sistemas de Roessler cadticos a partir de um
acoplamento nao-local, com a presenca de regides de coeréncia bem definidas no espaco
de parametros o x r.

Na Secao 3.2 comentamos os problemas relatados por Abrams e Strogatz para a
obtencao de estados quimera em funcao da dificuldade na definicao das condicoes
iniciais da rede. Em seguida mostramos os resultados obtidos por Martens e
colaboradores para a bacia de atragao de um sistema composto de duas populagoes de
osciladores interagentes, a partir de simplificagoes obtidas utilizando o ansatz de
Ott-Antonsen, de onde verificamos que para esse sistema a fronteira entre as bacias de
atracao dos diferentes estados da rede é suave. Por fim, apresentamos os resultados
obtidos por Rakshit e colaboradores para uma rede de sistemas de Mackey-Glass com
atraso. Em seus resultados eles fazem uma projecao da historia inicial do sistema em
um espaco polinomial em funcao de dois parametros e mostram a coexisténcia de
estados para determinados valores de intensidade de parametros, porém sem investigar a
existéncia estruturas complexas nas bacias de atracao.

Do que foi exposto é possivel notar que, apesar de ainda nao estarem bem
estabelecidos os critérios suficientes e necessarios para que uma rede de elementos
acoplados suporte sua existéncia, os estados quimera podem ser obtidos a partir de redes
compostas por diferentes sistemas dinamicos com diversas topologias de acoplamento. A
bacia de atracao de cada estado desempenha um importante papel nesse quesito pois
dependendo da forma como as condigoes iniciais sao estabelecidas, talvez nao se obtenha
o estado final desejado para a rede, ainda que os parametros estejam corretos. Isso
ocorre devido a multiestabilidade presente nesses sistemas, que fica clara nas Figuras
3.6, 3.8 e 3.9. Portanto, a analise do volume e da estrutura das bacias de atracao é um

item essencial para a determinacao das condicoes de obtencao desses estados.
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4 Resultados

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos para a andlise da bacia de atracao em
uma rede de mapas de Hénon e também de uma rede de sistemas de Roessler, em ambos
os casos o acoplamento é feito segundo uma topologia nao-local. Os principais resultados
foram publicados no volume 28 do periodico cientifico Chaos: An Interdisciplinary Journal

of Nonlinear Science, em agosto de 2018 [29].

4.1 Rede de Mapas de Hénon Acoplados

De forma geral, uma rede de N mapas d-dimensionais acoplados pode ser escrita como

D = F") + G k), comij=1,2,...,N. (4.1)

Em que Xgi) nos da o estado do mapa ¢ no tempo discreto t, F(xgi)) é responsavel pela

dinamica do mapa na auséncia de acoplamento e G(Xl(f), Xl(gj)) é a funcao de acoplamento.
Aqui a dinamica dos mapas individuais é dada pela funcao do mapa de Hénon, Eq.
(2.12), e o acoplamento é considerado a partir de uma topologia periodica, z;.y = x;, do

tipo nao-local e dado por

. . +E i+rN ' .
G x") =5 > [Fx) ~F(x), (4.2)
j=i—rN

onde o é a intensidade do acoplamento, r é o raio do acoplamento e E fornece quais

variaveis do mapa estao acopladas. Como consideramos apenas o acoplamento na variavel

10
o (1) v

Substituindo as equagoes (4.2), (4.3) e a expressao do mapa de Hénon em (4.1) e

x do mapa de Hénon, temos

rearranjando os termos, obtemos

i N2 i " i+rN 2 )
2 =(1—0)1—azl) +yN+5% 3 (1—az? +yY)

=N -
JJ?;A;“ , comi=1,2,...,N.

v = By’
(4.4)
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A partir da Eq. (4.4) podemos notar como as variaveis ¢ e r atuam no acoplamento. O
valor da intensidade do acoplamento, o, esta no intervalo [0,1]. Quando o = 0 o segundo
termo do lado direito da Eq. (4.4) nao contribui para a dindmica da rede, que entao evolui
de forma independente para cada mapa, sem acoplamento. Quando ¢ = 1, o primeiro
termo do lado direito é que passa a ser nulo, sendo a dinamica de cada mapa da rede dada
pela contribuicao média dos vizinhos aos quais esta conectado. Assim, o funciona como
uma ponderacao entre a contribuicao individual e do acoplamento na dinamica de cada
mapa da rede.

A rede de mapas acoplados dada pela Eq. (4.4) foi utilizada por Semenova e
colaboradores [24], com os valores de parametros (a, ) = (1,4;0,3), com o intuito de
investigar a dinamica no espago de parametros o X r e a possivel influéncia da
nao-hiperbolicidade na ocorréncia de estados quimera. Aqui, utilizamos
(o, B) = (1,44;0,164) e r = 0,3 para todos os casos, mantendo o foco nas mudangas na
bacia de atragao em relagao a o.

Na Fig. 4.1(a) plotamos uma ampliagdo do espago de parametros do mapa de Hénon
sem acoplamento. Novamente a escala de cor representa o periodo da orbita resultante
para um dado conjunto de parametros, e érbitas com o mesmo periodo possuem a mesma
cor. Nessa figura consideramos érbitas com periodo maior do que 30 como sendo cadticas.
Da Fig. 4.1(a) podemos ver que o conjunto de parametros escolhido estd no interior da
grande regiao de periodo 5 presente no espaco de parametros do mapa de Hénon. Na Fig.
4.1(b) plotamos a bacia de atra¢ao do mapa de Hénon para («, §) = (1,44;0,164), pontos
na regido preta convergem para o atrator de periodo 5 (pontos vermelhos na figura),
enquanto pontos na regiao branca divergem para o infinito.

Na Fig. 4.2(a) mostramos a dindmica espago-temporal para a rede considerando o =
0,30. Tteramos a rede de mapas com uma dada condicao inicial e plotamos a dinamica
apds um tempo transiente de 9000 iteradas. Consideramos um transiente longo com o
objetivo de enfatizar os estados assintoticos. Podemos notar que a dinamica é composta
de regioes coerentes e incoerentes coexistindo, o que caracteriza o estado como um estado
quimera. Na Fig. 4.2(b) plotamos o perfil espacial da rede no tempo t = tqns + 26
onde é possivel identificar a separacao da dinamica espacial em dois dominios e a regiao
incoerente ao redor de ¢ = 250.

O espectro de s, dado pela Eq. (3.19), que nos fornece quais regides da rede estao
incoerentes, foi calculado para esse estado considerando 1500 iteradas apdés o tempo
transiente. O valor do limiar utilizado é § = 0,01|Z e — Timinl, €M quUE Tpar € Tpipn SA0
respectivamente o maior e menor valor da varidvel x de um dos mapas da rede no
intervalo de tempo utilizado. Como a variavel y do mapa de Hénon é linearmente
dependente de z, utilizamos apenas a variavel x para determinar o estado final.

Na Fig. 4.2(c) plotamos o espectro de s, para a dindmica da rede. Dessa figura

podemos ver que nas regioes em que a dinamica espacial apresenta uma descontinuidade
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Figura 4.1: (a) Ampliacao do espaco de parametros de um mapa de Hénon sem acoplamento.
Regides cuja dinamica apresenta o mesmo periodo possuem a mesma cor. A grande regido
amarela no lado direito corresponde a uma estrutura peridédica de periodo 5. Pontos na regiao
azul possuem dinémica caética. Em (b) mostramos a bacia de atragdo para o caso (o, ) =
(1,44;0,164), condigbes iniciais na regiao preta convergem para o atrator de periodo 5 (pontos
vermelhos) enquanto que na regido branca a dindmica diverge para o infinito.

(a) )
0720 Ty ' : L 30 3,0
‘ 208 |
- S =00 I
10 |
0’ 15 \{ : : N | e 'I ] i | |
1,40 Q 1,45 ’ 3’5)3,0 3,0

Fonte: O autor.

o valor de s,, respectivo é igual a zero. Logo, em nossa rede os estados sincronizados
apresentam SI = 0. Quando os estados coerentes estao divididos em dois platds, ocorrem
duas descontinuidades no perfil espacial da rede, produzindo um valor de SI= 0,04. Essa
constatacao nos da um valor minimo de SI para caracterizar um estado espacial da rede
como estado quimera, pois se SI> 0,04 entao existe uma regiao incoerente na rede além
das duas descontinuidades. No caso da Fig. 4.2, SI = 0,16.

Figura 4.2: Estado quimera para a rede de mapas de Hénon acoplados com o = 0,30. Em (a)
mostramos o comportamento espago-temporal apds o tempo transiente, em que a escala de cores
representa o valor da variavel z(*) de cada mapa. Em (b) mostramos o perfil espacial da rede em
t = tirans + 26 € em (c) o espectro de s,,. Os parametros utilizados sdo o = 1,44, 8 = 0,164 e
r=0,3.
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Fonte: O autor.
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Como utilizamos a Eq. (4.4) com N = 500 mapas, a constru¢ao de um diagrama de
Orbitas como o da Figura 2.6(b) se torna uma tarefa complexa, visto que para tal é
necessario escolher um mapa da rede e utilizar sua dinamica temporal para obter o
diagrama. Tal procedimento pode gerar resultados distintos dependendo do mapa
utilizado para construir o diagrama. FEntao utilizamos a mesma ideia da Figura 3.8 e
determinamos o estado assintotico a partir do valor de SI.

Na Figura 4.3(a) plotamos o valor de SI em relacao a o para 400 condigoes iniciais
aleatorias. Atribuimos os valores iniciais das variaveis da seguinte forma: consideramos
(xg),y((f)) = (0,0) para ¢ = 2,..., N e sorteamos os valores de (:L’él),y(()l)) no intervalo
[—3,3] x [—3,3]. As linhas preta e vermelha tracam respectivamente os maiores e
menores valores obtidos de SI. A figura mostra que quando o € [0,08;0,44] a rede admite
a existéncia de estados em um amplo espectro de valores de SI. Para valores pequenos
da intensidade do acoplamento sao observados apenas estados espacialmente incoerentes,
cuja bacia de atragao ocupa uma grande porcao do dominio de condicoes iniciais. Em
o ~ 0,08, a bacia dos estados incoerentes passa a coexistir com a bacia de estados
quimera e estados finais com qualquer valor entre as linhas vermelha e preta podem ser
obtidos alterando apenas as condicOes iniciais. A partir de o ~ 0,35 passam a existir
apenas a bacia dos estados coerentes/sincronizados. Com uma escolha adequada de
condicoes iniciais, qualquer rota de transicao de um estado incoerente para um coerente,
e vice-versa, entre as linhas vermelha e preta é possivel. Os pontos azuis da figura
correspondem aos perfis espaciais da Figura 4.4.

Na Figura 4.3(b) plotamos a estabilidade da bacia em funcdo de o para os estados
incoerentes (preto), quimera (vermelho), coerente (cinza) e divergente (branco). Como
aqui sorteamos as condigoes iniciais efetuando a variagao de apenas um dos elementos
da rede, a rigor estamos calculando a estabilidade da bacia de um tnico né [61], porém
optamos por manter a nomenclatura por simplicidade. Do grafico na Figura 4.3(b)
podemos notar que a estabilidade da bacia complementa a Figura 4.3(a) fornecendo a
probabilidade de se obter cada um dos estados para um dado valor de . Assim, ainda
que a Figura 4.3(a) mostre que existem estados quimera no intervalo [0,08;0,1], por meio
da Figura 4.3(b) notamos que o volume da bacia de tais estados é muito menor do que o
dos estados incoerentes, de forma que esses ultimos sao muito mais provaveis de serem
observados (considerando apenas os estados que nao divergem).

Nas Figuras 4.4(a)-(f) plotamos o perfil espacial de estados gerados a partir de
condigbes iniciais distintas para ¢ = 0,24. Os perfis espaciais da rede sao: (a) estado
sincronizado de periodo 5 para o qual SI= 0, (b) estado coerente com k = 1 e periodo 2
em que SI= 0,04, (¢)-(e) estados quimera com Sl= 0,24, SI= 042 e SI= 0,76,
respectivamente, e (f) estado incoerente com SI= 1,0. Portanto, a rede de mapas de
Hénon apresenta um grande ntimero de estados assintéticos possiveis para o mesmo

conjunto de parametros, similar ao que foi observado por Rakshit e colaboradores da
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Figura 4.3: (a) SI em funcdo de o para 400 condi¢oes iniciais no intervalo (:L‘(()l),y(()l)) €

[—3,3] x [-3,3] . As linhas preta e vermelha tragam respectivamente os maiores e menores
valores obtidos de SI. Em (b) plotamos EB em relagdo a o para os estados incoerentes (preto),
quimera (vermelho), coerentes (cinza) e divergentes (branco). Os parametros utilizados sao
a=1,44, 8=0,164 ¢ r=0,3.
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Fonte: O autor.

rede de sistemas de Mackey-Glass [58]. Pela forma como atribuimos os valores iniciais
das variadveis, vemos que mesmo a mudanca na condicao inicial de apenas um dos
elementos da rede pode levar o sistema de uma dindmica espacial sincronizada/coerente
para um estado quimera ou até mesmo um estado incoerente, o que indica a coexisténcia
de bacias de atracao dos trés estados para esse valor de parametro.

Figura 4.4: Diferentes estados possiveis na dindmica da rede de mapas de Hénon. Os pardmetros

utilizados sao iguais em todos os casos, sendo que a diferenca se encontra na condicao inicial de
apenas um mapa da rede. Os parametros utilizados sdo o« = 1,44, 8 = 0,164, 0 = 0,24 e r = 0,3.
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Fonte: O autor.

Com o intuito de aprofundar a investigacao do grande nimero de estados observados

na dinamica espacial da rede, passamos para a andlise direta da bacia de atracao. Para
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tal, tomamos uma grade de condi¢oes iniciais no intervalo [—3, 3] x [—3, 3] das variaveis
(xgl), yél)) e calculamos o valor de SI da dinamica resultante.

Na Figura 4.5 plotamos a fatia da bacia de atracao para ¢ = 0,18 com os valores de
SI representados pela escala de cor. No geral a secao da bacia possui o mesmo formato
da bacia de atracdo do mapa individual (Figura 4.1(b)), porém é possivel ver que regiao
convergente apresenta uma estrutura interna separando a bacia de atracao dos trés estados
finais. Nota-se ainda que a densidade de estados finais pode variar de acordo com a regiao
em que sao sorteadas as condicoes iniciais, além disso em algumas regioes a fronteira entre

as bacias aparenta ter uma estrutura de fractal.

Figura 4.5: Corte da bacia de atracao utilizando apenas um mapa da rede, sendo a escala de
cor representativa do valor de SI. Pontos pretos correspondem a condic¢Ges iniciais que resultam
em estados incoerentes, pontos cinza resultam em estados coerentes/sincronizados, pontos que
vao do azul ao vermelho resultam em estados quimera. Os pardmetros utilizados sdo a = 1,44,
8 =0,164, c = 0,18 e r = 0,3.

3.0 1,0

Fonte: O autor.

Na Figura 4.6(a)-(d) plotamos perfis espaciais da dinamica temporal da rede para
algumas condicoes iniciais tomadas da Figura 4.5. Novamente podemos notar uma grande
variedade de estados na dinamica espacial da rede. A partir da anélise de uma grande
quantidade de estados observados, definimos estados incoerentes como aqueles para os
quais SI> 0,90. Esse limiar surge devido a constatacao de que, nesses casos, os valores de
m para os quais s,, = 1 nao configuram uma regiao coerente bem definida na dinamica
espacial da rede, necessario para a determinacao de um estado quimera.

Para analisar as fronteiras entre as bacias de atragao, definimos SI< 0,04 como estados
coerentes/sincronizados, SI> 0,90 como estados incoerentes, e valores intermediarios como

estados quimera. Aplicando esses limiares, plotamos a bacia de atracao para o = 0,12,
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Figura 4.6: Exemplos de estados quimera obtidos de condicoes iniciais tomadas a partir do corte
da bacia de atracao da Figura 4.5.
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Fonte: O autor.

0,18, 0,24 e 0,30 na Figura 4.7, com cinza representando as condigoes inciais que levam
a uma dinamica coerente/sincronizada, vermelho as que levam a estados quimera, preto
representando as que levam a estados incoerentes e branco aquelas cuja dinamica diverge.

Como ja havia sido indicado pela Figura 4.3(b), quando a intensidade de
acoplamento é pequena existe uma predominancia da bacia de atragao de estados
incoerentes. Aumentando o valor de o, nota-se uma diminui¢ao na regiao preta e um
crescente aumento das regioes vermelha e cinza. Para valores suficientemente grandes de
0 nao mais observamos uma regiao preta, restando apenas as bacias dos estados quimera
e coerentes/sincronizados. Outro fato que podemos observar é que nio existe uma regiao
de fronteira entre as bacias cinza e preta nas Figuras 4.7(a)-(d).

Por meio das Figuras 4.7(a)-(d) podemos perceber que a alteragdo na intensidade
do acoplamento muda drasticamente a organizagao das bacias de atracao, de forma que
elas se arranjam de uma maneira complexa com suas fronteiras exibindo caracteristicas
fractais. Como foi explanado na Secao 2.4, a fractalidade na bacia de atracao leva a uma
dificuldade na previsao do estado para o qual o sistema ird convergir. Esse fenémeno,
chamado de sensibilidade do estado final [42, 44|, é maior quanto maior for a dimensao
fractal da fronteira entre as bacias de atracao.

Na Figura 4.8 plotamos algumas amplia¢oes em certas regioes da Figura 4.7(b)-(d)
enfatizando a fronteira entre as bacias de atracao cinza e vermelha. Para ¢ = 0,12 a
bacia dos estados coerentes ¢é relativamente muito pequena e pode ser desprezada. Nas
trés ampliacoes é possivel notar que as bacias apresentam uma direcao em que sao
suaves e outra em que apresentam uma fronteira complexa, sendo que essa complexidade
permanece mesmo em ampliagoes. Tais caracteristicas sao proprias de fractais, em
situacao analoga aquelas da Segao 2.4.2. Nota-se ainda que a diminuicao no valor de o
resulta nao apenas na reducao do volume da bacia de estados coerentes, mas também

modifica a estrutura da bacia.
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Figura 4.7: Bacia de atracao da rede de mapas de Hénon acoplados para estados coerentes
(cinza), quimera (vermelho), incoerentes (preto) e divergentes (branco). Em (a) o = 0,12, (b)
0=0,18, (c) 0 = 0,24 e (d) o = 0,30. Demais parametros sao iguais aos das figuras anteriores.
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Fonte: O autor.

Uma consequéncia da fractalidade na fronteira das bacias de atracao é que um
estado quimera pode ser substituido por um estado coerente, e vice-versa, aplicando
uma perturbacao nas condicoes iniciais. Entretanto, dependendo da direcao na bacia de
atracao em que a perturbacao é aplicada, o estado final pode ser preservado, sendo ele
quimera ou coerente, pois existem direcoes especificas ao longo das quais a bacia é
continua.

Figura 4.8: Em (a), (b) e (c¢) plotamos ampliacdes da bacia para os casos o = 0,30, 0 = 0,24 e

o = 0,18, respectivamente, enfatizando a fronteira entre estados coerente e quimera. Tais regides
foram utilizadas para calcular f(g). A escala de cores é a mesma da Figura 4.7.

(@) 6=0,30 » ) 0=0,18

Fonte: O autor.
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Na Figura 4.9 plotamos novamente ampliacoes da Figura 4.7, porém agora enfatizando
a fronteira entre as bacias vermelha e preta. Desta vez desprezamos a bacia dos estados
incoerentes para ¢ = 0,30, por ser relativamente pequena. Em (a) podemos ver que a
bacia dos estados quimera é suave proxima a regiao de fronteira com a bacia dos estados
coerentes, porém na regiao em que ela coexiste com a bacia dos estados incoerentes nao
¢ possivel identificar as estruturas semelhantes as da Figura 4.8. Em (b) aparentemente
temos uma fronteira fractal entre as bacias, com a bacia de estados quimera apresentando
uma diregao em que nao apresenta fractalidade. Porém, a bacia dos estados incoerentes
possui um grande nimero de pontos vermelhos, pertencentes a bacia dos estados quimera.
E, por fim, em (c¢) novamente temos uma regiao em que a bacia dos estados quimera possui
pontos pertencentes a bacia dos estados incoerentes.

Assim como fizemos na Secao 2.4, classificamos a fronteira entre as bacias de atracao
utilizando o célculo do expoente de incerteza. Primeiramente calculamos a fracao de
incerteza, f(¢), para a fronteira entre as bacias dos estados quimera e coerentes. Para
efetuar os calculos tomamos as regioes ampliadas das bacias da Figura 4.8. A utilizagao
das regioes ampliadas se faz vantajosa devido ao menor nimero de pontos Ny necessarios
em compara¢ao com o caso de se utilizar o intervalo inteiro das Figuras 4.7(a)-(d), o que
diminui o custo computacional.

Figura 4.9: Em (a), (b) e (¢) plotamos ampliacoes da bacia para os casos 0 = 0,24, 0 = 0,18

e 0 = 0,12, respectivamente, enfatizando a fronteira entre estados quimera e incoerente. Tais
regides foram utilizadas para calcular f(€). A escala de cores é a mesma da Figura 4.7.

(@) (b) (©)
=0,24 0,18 0,12

1,15 e g -0,39 o
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1 4
’0?,15 1,30 0 3-00 55 -0,40 0, (9 390

Fonte: O autor.

Na Figura 4.10(a) plotamos f(¢) em relagio a € para o = 0,18 (pontos vermelhos), o =
0,24 (pontos azuis) e o = 0,30 (pontos verdes) para determinar a fronteira entre a bacia dos
estados coerentes e quimera. Realizando o ajuste dos pontos obtemos, respectivamente,
os valores de expoentes de incerteza v = 0,30 = 0,01, v = 0,15 £ 0,01 e v = 0,02 £ 0,001.
O coeficiente de correlacao em cada caso é r = 0,98, r = 0,96 e » = 0,97. Portanto, o
aumento na intensidade do acoplamento gera uma fronteira entre as bacias desses estados
com maior complexidade. Especificamente no caso o = 0,30, cuja dimensao da fronteira
é D = 1,98, a fronteira da bacia é dada por uma curva que preenche o plano.

Realizando o mesmo procedimento para as ampliacoes da Figura 4.9, como podemos

ver na Figura 4.10(b), a fragdo de incerteza se mantém aproximadamente constante com
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Figura 4.10: Os pontos representam a fracao de incerteza, f(¢), em relacdo ao raio de incerteza,
€, para a fronteira entre as bacias dos estados (a) coerente e quimera, e (b) quimera e incoerente.

b
® 10V ( )100

104 108 102 104 108 102
g

Fonte: O autor.

relacdo a € para os valores 0 = 0,12, ¢ = 0,18 e ¢ = 0,24. O valor de do expoente
de incerteza obtido por meio do ajuste é v = 0,002 £ 0,001, v = 0,004 + 0,003 e v =
0,004 £ 0,001. Consequentemente temos v ~ 0 nos trés casos. Um expoente de incerteza
proximo de zero, juntamente com a confirmagcao visual das ampliacoes da bacia de atracao,
sao indicativos de que a bacia é crivada.

Se compararmos o resultado para ¢ = 0,18 com o observado na Figura 4.9(b),
concluimos que a aparente estrutura fractal filamentar da bacia de estados quimera nao
se mantém para € — 0, restando, em pequenas escalas, apenas o efeito do crivamento da
bacia.

Como vimos na Secao 2.4.3, nessas situagoes nao existem diregoes especiais nas quais o
estado final pode ser preservado. Ao contrario do caso anterior, a alteracao ou preservacao
do estado final ante uma perturbacao pode ser definido apenas no sentido estatistico.
Portanto, a existéncia de bacias crivadas fazem com que o estado final apresente uma

grande fragilidade a pequenas perturbacoes nas condic¢oes iniciais.

4.2 Rede de Osciladores de Roessler Acoplados

Para verificar a generalidade dos resultados obtidos com a rede de mapas de Hénon,
analisamos também uma rede de sistemas de tempo continuo. A dinamica da rede

utilizada é dada pelo sistema de osciladores de Roessler acoplados da Eq. (3.5),

. . . i+ N
x(l) — _y(l) — Z(Z) _|_ 2rN Z (ZU(J — T ))
j=i—rN
) ) ) itrN ) )
gD =z +ayl + 2 3 (y@) — y@) ., comi=12_..N. (4.5)
j=t—r N
) ) ) ’ i+rN
z(l) — b _l_ Z(Z)(.Z'(Z) ) + QTN ( .7) — 2z ))

j=t—rN
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Figura 4.11: Perfis espaciais da dinamica da rede de sistemas de Roessler. Em (a)-(c¢) plotamos
o valor da varidvel (9 dos elementos da rede para o mesmo instante de tempo. Em (b) plotamos
Xm (linha vermelha) e s, (linha azul) calculados utilizando um intervalo de 1500 tempos de
integragdo. Parametros utilizados sdo a = 0,42, b =2,0, c=3,9, r = 0,28 e 0 = 0,05.
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Fonte: O autor.

que ¢ a mesma rede utilizada por Omelchenko e colaboradores [23].

Para a rede de osciladores de Roessler procedemos similarmente ao caso anterior,
porém, dado o aumento no custo computacional devido a integracao numérica do sistema
de equacoes diferenciais, diminuimos o tamanho da rede para N = 200. Os parametros
do sistema de Roessler que utilizamos sao a = 0,42, b = 2,0 e ¢ = 3,9. Aqui divergimos
um pouco dos parametros utilizados Omelchenko e colaboradores, que usaram ¢ = 4,0. A
justificativa é que em ¢ = 3,9 o sistema se encontra no interior de uma janela periodica,
como no caso dos mapas de Hénon. A rede da Eq. (4.5) foi integrada utilizando o método
de integracdo numeérica de Ronge-Kutta de 4* ordem com passo de integracao 1072

Nas Figuras 4.11(a)-(c) plotamos o perfil espacial da rede para um determinado
instante fixo de tempo. Para obter esses estados utilizamos r = 0,28 e ¢ = 0,05,
novamente alterando somente a condicao inicial de um dos elementos. Nos dois
primeiros casos temos um estado quimera com as regides coerente e incoerente
facilmente identificiveis, enquanto no terceiro a dinamica é espacialmente incoerente.
Como pretendemos utilizar novamente o SI para classificar o estado final da rede,
devemos novamente definir o ntimero M de caixas que dividem a rede, e o valor de  a
partir do qual identificamos se os osciladores em uma determinada caixa estao
espacialmente coerentes ou nao. Apoés variados testes adotamos os valores M = 40 e
d = 0,005|Zmae — Tmin|- Nas Figuras 4.11(d)-(f) plotamos os valores de x,, (em
vermelho) e s, (em azul). Comparando as Figuras 4.11(d)-(f) com (a)-(c) notamos que
nas regioes em que a dinamica espacial da rede é espacialmente coerente, o desvio
padrao local é proximo de zero, ou seja x,, < 0, enquanto que nas regioes de incoeréncia
Xm > 0.

Na Figura 4.12(a) plotamos ST em fung¢ao de o utilizando 200 condicdes iniciais. Assim

como na rede de mapas de Hénon, fixamos (méi), y((f), z(()i)) = (0,0,0) parai =2,...,N e
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Figura 4.12: (a) SI por o para 200 condigées iniciais. As linhas preta e vermelha tracam
respectivamente os maiores e menores valores obtidos de SI. Em (b) plotamos EB em relagao a o
para os estados incoerentes (preto), quimera (vermelho), coerentes (cinza) e divergentes (branco).
Os parametros utilizados sdo a = 0,42, b=2,0,c=3,9e r =0, 28.
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Fonte: O autor.

modificamos apenas o valor das varidveis iniciais do primeiro elemento da rede. Como o

. , . e . 4 1 o~
sistema de Roessler é tridimensional, fixamos também z(() ) = 0 e sorteamos as condigoes

iniciais no intervalo [—10; 13| x [—14; 8] para as variaveis (az(()l), y(()l)). Como podemos ver
na figura essa rede também apresenta coexisténcia de estados com valores diferentes de
SI para um mesmo valor de intensidade de acoplamento, mas nesse caso é possivel de se
obter estados coerentes para quaisquer valores de o. Na Figura 4.12(b) plotamos EB em
funcao de o, onde utilizamos 2! condi¢oes iniciais para estimar o valor da estabilidade
da bacia. Da Figura 4.12(b) fica ainda mais evidente que, diferentemente do caso da rede
de mapas de Hénon, a bacia de atracao de estados coerentes continua com um volume
significativo mesmo para valores pequenos de o. A figura também nos permite identificar
a faixa de valores de o em que existe uma maior densidade de condicoes iniciais que levam
a estados quimera.

Com base nos dados da estabilidade da bacia, escolhemos os valores de o = 0,07 e
o = 0,05 e passamos a investigar as bacias de atragdo. Na Figura 4.13(a) e (b), plotamos
as bacias para esses valores de intensidade de acoplamento em uma grade de 512 x 512
condicoes iniciais. Das figuras pode-se notar que em ambos os casos existe uma grande
regiao em que predominam as condigoes iniciais que convergem para o estado

coerente /sincronizado, mas ainda assim existe uma regido de fronteira complexa entre as
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Figura 4.13: Cortes da bacia de atracao para a Eq. (4.5). Em (a) 0 = 0,07 e em (b) 0 =
0,05. Para cada ponto da bacia calculamos o valor de SI da 6rbita e em seguida classificamos
como estados incoerentes (preto), quimera (vermelho), coerentes (cinza) e divergentes (branco).
Demais parametros utilizados sdo a = 0,42, b=2,0, c=3,9 e r =0, 28.

Fonte: O autor.

bacias.

Nas Figuras 4.14(a)-(b) plotamos amplia¢oes de regides das bacias para ambos os
casos anteriores, e 0 que se observa é qualitativamente semelhante ao caso da rede de
mapas de Hénon, sendo que tanto para ¢ = 0,07 quanto para ¢ = 0,05 a fronteira
entre as bacias dos estados coerente e quimera é aparentemente fractal, com as bacias
apresentando comportamento suave em uma dire¢ao e complexas em outra, enquanto que
para o = 0,05 a bacia de estados quimera possui regioes crivadas com pontos da bacia
dos estados incoerentes.

Devido ao custo computacional envolvido, nao estimamos o valor do expoente de
incerteza para a rede de sistemas de Roessler, o que nos impede de afirmar que o cenério
de transicao desse sistema segue o mesmo processo da rede de mapas de Hénon. Apesar
disso, a presenca de estruturas como as da Figura 4.14 indica que esse cenario nao é
particular da rede de mapas, mas que talvez seja uma propriedade geral de redes que,
ao transicionar de um estado espacial coerente para um estado incoerente, apresentem
estados quimera.

Dos cortes feitos na bacia de atragao em ambas as redes é possivel notar que a
densidade de condigoes iniciais que levam a cada um dos estados finais possiveis é
altamente dependente da regiao da bacia na qual elas sao definidas, o que pode
influenciar inclusive em medidas como a estabilidade da bacia. Se, por exemplo,
inicidssemos o sistema de Roessler ao redor do ponto x(()l) =0e y(()l) = —8, poderiamos
concluir erroneamente que a rede nao apresenta estados quimera. Portanto, ao
identificar estruturas nas bacias de atracao de redes com acoplamento nao-local, nossos

resultados mostram que é preciso agir com cautela ao afirmar a impossibilidade de
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Figura 4.14: Ampliagoes de regioes da Figura 4.13. Em (a) o = 0,07 podemos notar a ocorréncia

de regides de complexidade na fronteira entre as bacias de estados coerente e quimera. Em (b)

o = 0,05 e ja é possivel notar a presenca da bacia de estados incoerentes em meio a bacia dos

estados quimera. Demais pardmetros utilizados sdo a = 0,42, b =2,0, c=3,9 e r =0, 28.

(b)
44
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Fonte: O autor.

ocorréncia de estados quimera nessas redes.
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5 Conclusao e Trabalhos Futuros

Analisamos duas redes, sendo uma de mapas de Hénon e outra de sistemas de Roessler,
acoplados em uma topologia periddica e do tipo nao-local. Consideramos valores de
parametros para os quais essas redes exibem comportamentos coerentes, incoerentes e
estados quimera, sendo que cada um desses estados possui sua propria bacia de atracao.
Sabe-se que devido & coexisténcia de estados a rede pode apresentar um comportamento
de histerese quando parametros sao modificados. Caracterizando o grande ntimero de
estados possiveis para um mesmo valor de intensidade do acoplamento, podemos concluir
que esse sistema nao apresenta apenas uma rota que parte de um estado incoerente para
um estado coerente. Ao invés disso, observamos a existéncia de um grande nimero de
rotas possiveis entre esses estados.

O principal foco desse trabalho foi estudar as propriedades da fronteira entre bacias dos
estados dinamicos da rede. Assim, para a rede de mapas de Hénon utilizamos o expoente
de incerteza para caracterizar a fronteira entre as bacias dos estados coerente e quimera, e
entre quimera e incoerente. Procedemos de tal forma pois nesses sistemas nao observamos
regiao de fronteira da bacia de estados coerentes com a dos estados incoerentes ou, ainda,
pontos que fazem parte da fronteira das trés bacias de atracao.

Por meio da anélise do expoente da incerteza, descobrimos que a fronteira entre as
bacias de atracao dos estados coerente e quimera é fractal, visto que possui expoente
de incerteza 0 < v < 1, cuja complexidade aumenta com o aumento da intensidade do
acoplamento. Por sua vez, a fronteira entre a bacia dos estados quimera e incoerente é
crivada, caracterizada por v ~ 0. Consequentemente, o primeiro caso é mais robusto a
perturbacoes nas condicoes iniciais do que o segundo, visto que apresenta certas direcoes
nas quais o estado final é preservado ante uma mudanca na condicao inicial, enquanto que
no segundo caso independente do quao pequena uma perturbacao nas condigoes iniciais
possa ser, a chance de se obter um estado final diferente na dinamica da rede é sempre
constante. Devido ao grande custo computacional a estimativa do expoente de incerteza
nao foi possivel para a rede de sistemas de Roessler. Apesar disso, por meio de ampliacoes
realizadas em regioes da bacia de atragao foi possivel identificar qualitativamente o mesmo
comportamento detectado na rede de mapas de Hénon.

A analise da bacia de atragao em redes de sistemas acoplados ainda é uma éarea dificil
de se estudar pois, devido a grande dimensionalidade desses sistemas, o calculo dos pontos
fixos e orbitas periddicas estaveis pode se tornar impraticavel. Somado a isso existe ainda

a dificuldade de se obter quantificadores para definir o tamanho da bacia de atracao de
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forma global, medidas como a estabilidade da bacia podem fornecer informacgoes a esse
respeito mas estao sujeitas a regiao onde sao sorteadas as condicgoes iniciais. Ainda que as
bacias de atracao permanecam limitadas pelas variedades estaveis dos pontos hiperbolicos,
a determinacao dessas variedades em sistemas de alta dimensao também se mostra de
grande dificuldade, tanto para se determinar as variedades quanto os proprios pontos
hiperbolicos.

Dada a observacao que estados quimera sao transientes cadticos cujo tempo de vida
aumenta exponencialmente com o tamanho da rede [62]|, futuramente podem ser
exploradas as relagoes entre a ocorréncia de estados quimera em uma dada rede de
sistemas acoplados e a existéncia, ou nao, de selas cadticas no espaco de configuracoes
desses sistemas.

Seguindo a linha dos resultados obtidos nesse trabalho, pode-se também analisar as
bacias utilizando a entropia da bacia. Entropia da bacia foi proposta por Alvar Daza
e colaboradores em 2016 [63] também como forma de caracterizar a complexidade na
fronteira entre bacias de atracao. Podemos ainda explorar a mudanca na estrutura e no
tamanho das bacias com a variacao do tamanho da rede.

Semenova e colaboradores [24] mostraram que sistemas de Lorenz acoplados podem
exibir estados quimera para valores do parametro p em que o atrator é do tipo nao-
hiperbolico, enquanto que Cano e Consenza [53|, mostraram que é possivel a ocorréncia
desses estados mesmo em sistemas hiperbolicos. Com a metodologia de andlise da bacia
de atracao desenvolvida nesse trabalho, pode-se mapear o espaco de parametros desses
sistemas caracterizando os estados espaciais utilizando SI para identificar as regioes em

que estados quimeras podem ser observados.
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