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RESUMO

DRINKO, Alexandre. Espalhamento em Grafos Quanticos. 2020. 60f. Dissertacdo (Mestrado
em Ciéncias/Fisica) - Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2020.

Neste trabalho estudamos espalhamento em grafos quanticos utilizando a técnica de fungdes
de Green. Mostramos que € possivel realizar o estudo de pogos e barreiras de potencial por
meio do mapeamento destes sistemas em grafos quanticos. Fazendo a extensao analitica para o
plano complexo da matriz de espalhamento desses sistemas, analisamos as posicoes dos seus
polos e dos tipos de estados existentes em tais sistemas. Mostramos que os polos da matriz de
espalhamento podem ser obtidos através dos polos da funcdo de Green. Também construimos
alguns sistemas de espalhamento, os quais podem ser interpretados como dispositivos quanticos,
possibilitando a andlise da transmissao através destes dispositivos em circuitos dispostos em

arranjos em série e paralelo.

Palavras-chave: Grafos Quanticos. Espalhamento. Funcdo de Green.



ABSTRACT

DRINKO, Alexandre. Scattering in Quantum Graphs. 2020. 60p. Dissertacdo (Mestrado em

Ciéncias/Fisica) - Universidade Estadual de Ponta Grossa. Ponta Grossa, 2020.

In this work we discuss scattering in quantum graphs using the Green’s function approach. We
show that is possible to study wells and barriers by mapping such systems into quantum graphs.
By making an analytic extension of the scattering matrix to the complex plane, we analyze the
position of their poles that provides the types of existent states in such systems. The poles of
scattering matrix can be obtained by the Green’s function poles. Some scattering systems are
built, which are interpreted as quantum devices, allowing the analysis of its transmission in

arrangements of these devices in series and parallel.

Keywords: Quantum Graphs. Scattering. Green’s Function.
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1 INTRODUGAO

Os primeiros indicios da utiliza¢ao de grafos ocorreu por volta de 1736, com Leonhard
Paul Euler, buscando resolver o problema das pontes de Konigsberg: haviam nesta cidade quatro
porcdes de terra que circundam o rio Pregal, sendo estas porcdes interligadas por sete pontes.
O problema consistia em saber se era possivel partir de uma das porcdes de terra, passar por
todas as pontes e retornar ao local de partida. Entretanto, cada ponte poderia ser utilizada apenas
uma vez. Euler entdo demonstrou utilizando grafos com a mesma topologia (forma) das pontes e
porg¢des de terra que tal feito seria impossivel.

De modo geral, um grafo pode ser compreendido um conjunto de elementos (vértices)
conectados entre si por meio de alguma relagdo (arestas), sendo sua estrutura determinada
pela forma como os vértices estdo conectados entre si. A aplicabilidade de grafos é bastante
ampla, podendo ser aplicada em diferentes dreas, uma vez que os vértices e arestas podem ser
interpretados de diversas maneiras. Podemos utilizar grafos na descri¢ao de circuitos elétricos,
identificagdo de compostos quimicos, redes de pequeno mundo, planejamento em ruas de uma
cidade, dentre diversas outras em dreas como linguistica, genética, ci€ncias sociais, fisica e
matematica, por exemplo (1, 2).

A utilizacao de grafos em mecénica quantica, os chamados grafos quénticos, vem
ganhando bastante notoriedade nos dltimos anos, em dreas como caos quantico (3, 4, 5), es-
palhamento (6, 7) e sistemas unidimensionais como pocos de potenciais (8). Tal interesse em
grafos surge devido a ampla abrangéncia na descri¢do de sistemas fisicos, por exemplo, em
experimentos com redes de micro-ondas (9, 10, 11) e construcao de redes quanticas com fios
nanométricos (12, 13). Entretanto, suas primeiras aplicagdes em mecanica quantica foram no
intuito de modelar moléculas orgénicas (14), metodologia que foi tomando notoriedade em
trabalhos subsequentes (15, 16). Neste modelo, as ligacdes quimicas eram descritas por arestas
com um potencial adequado, ao qual os elétrons estariam submetidos e os 4tomos eram descritos
pelos vértices os quais agiam como centros espalhadores.

Dada as diversas aplicagdes de grafos em mecanica quantica, varias técnicas para solu¢ao
de problemas foram sendo desenvolvidas (17). Nesse sentido, devido a grande versatilidade dos
grafos, a construcdo de uma técnica que possa abranger todas as suas realiza¢des, ndo € uma
tarefa facil. No entanto, uma técnica bastante interessante para abordar grafos quanticos gerais é
o método das fun¢des de Green, proposto por (18), onde mostra-se como construir a fungao de
Green para grafos, dadas as condi¢des de contorno apresentadas.

Em (8) foi mostrado como utilizar as fun¢des de Green na solugdo de pocos quanticos,
os quais podem ser interpretados como grafos vestidos, ou seja, onde definimos potenciais nas
arestas. Para potenciais constantes por partes, os vértices indicam os pontos de descontinuidade do
potencial. No trabalho (19), hd uma ampla revisdo de algumas técnicas associadas a abordagem
de grafos quanticos por meio das funcdes de Green, descrevendo sua construcgdo, tipos de
potenciais que podem ser utilizados, e em (20) é proposto uma sistemdtica de trabalho nesta

mesma linha utilizando a matriz de adjacéncia dos grafos na construcao da funcdo de Green. A



13

matriz de adjacéncia pode ser compreendida como uma das quantidades mais elementares de um
grafo, pois esta fornece a conectividade do grafo.

O principal foco deste trabalho € a utilizacao de grafos quanticos, em conjunto com a
técnica de fungdes de Green para estudar a matriz de espalhamento para avaliar o fluxo de polos
no plano k-complexo em termos do niimero de onda (21), a equivaléncia entre os polos da matriz
de espalhamento e da funcdo de Green, os efeitos de transmissdes associadas a combinagdes
de grafos simples na obtencao de grafos mais complexos como descrito em (11, 22), em que
observamos regides de supressao total da transmissdo para certas estruturas, além de picos finos
de ressonancia, que se assemelham as ressonancias do tipo de Feshbach (23, 24, 25). Outro
fendmeno que é mencionado é o paradoxo de Braess (26, 27), o qual descreve que se ha duas
vias de acesso a uma cidade que possuam congestionamento, ao acrescentar uma terceira via
pode, em certos casos, aumentar ainda mais o congestionamento.

A forma como desenvolvemos as fungdes de Green utilizando uma constru¢do de familias
de caminhos de espalhamento existentes no grafo (Capitulo 3), nos permite o estudo de diversos
tipos de grafos, sejam eles abertos, fechados, simples, com loops e vértices multi-conectados
(Capitulo 2), devido a construcdo de um algoritimo que utiliza a matriz de conectividade do

grafo (a qual fornece sua estrutura/topologia) para obtermos a fun¢do de Green para grafos.

1.1 Organizacao da dissertacao

Os assuntos que serdo abordados nesta dissertagao estao dispostos da seguinte forma. No
Capitulo 2 apresentamos uma breve introducao sobre grafos com algumas de suas definicoes,
nomenclaturas, estruturas, classificagdes e quantidades de interesse. Também apresentamos como
podemos mapear sistemas quanticos unidimensionais como potenciais constantes em grafos
quanticos.

No Capitulo 3 apresentamos a metodologia de fun¢gdes de Green, como apresentado
nos trabalhos (18, 19), em que realizamos a soma sobre todos os caminhos de espalhamento
existentes no grafo para construir a fun¢do de Green. Tal abordagem serd utilizada ao longo de
toda a dissertacdo nas andlises dos grafos e pocos quanticos na obtencao da fungdo de onda,
amplitudes e coeficientes de transmissao e estados de espalhamento.

No Capitulo 4 tratamos dos polos da matriz de espalhamento, que fornece informacdes
sobre estados ligados e antiligados, ressonancias e antirressonancias, todos com base na posi¢ado
do polo no plano k-complexo (21, 28). Mostramos a equivaléncia entre os polos da matriz
de espalhamento, obtida por meio da equagdo de Schrodinger, e os polos da funcdo de Green
(20). Avaliamos como as posi¢des destes polos podem ser alteradas em termos da variacdo de
parametros do centro de espalhamento em estudo.

No Capitulo 5 descrevemos o trabalho (22), o qual foi publicado na revista Physical
Review A, em que utilizamos grafos quanticos com caracteristicas semelhantes (mesmo niimero
de vértices, arestas e vértices com mesmo grau), entretanto, com topologias diferentes, gerando

efeitos interessantes na transmissdo. Utilizamos associagcdo de alguns grafos a fim de observar
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efeitos de supressao e picos finos de transmissdo no interior da regido de supressdo total da
transmissdo, devido a arranjos em série e paralelo dos grafos analisados, os quais podemos
interpretar como dispositivos quanticos.

Por fim nos capitulos 6 e 7 apresentamos as conclusdes desta dissertacao e perspectivas
futuras em relacio ao estudo de grafos quanticos e aplicagoes.

No Apéndice B encontra-se os trabalhos desenvolvidos durante o periodo do mestrado,

em que um estd publicado, enquanto outro em preparacao encontra-se disponivel em preprint.



15

2 GRAFOS E SUAS DEFINICOES

Neste capitulo serd discutida uma visdo geral sobre grafos, tais como suas caracteristicas
e quantidades de interesse. Também serdo apresentadas maneiras de como associar grafos a

sistemas quanticos para que estes possam ser utilizados em tal abordagem.

2.1 Definicoes

Um grafo denotado G/(V, A) é uma estrutura constituida por um conjunto de vértices
V(G) = {v1,vq,...,v,}, 0s quais podem ou ndo estar conectados entre si por meio de um
conjunto de arestas A(G) = {ay,as,...,a;} (29). A Figura 1 ilustra um grafo, em que as linhas

sdo as arestas € os pontos os vértices.

Figura 1 — (a) Grafo com 6 vértices e 6 arestas; (b) Grafo das pontes de Konigsberg com 4
vértices e 7 arestas.
(a) (b)

o 1

5

Fonte: O autor.

Uma quantidade que pode ser analisada em grafos € a matriz de conectividade C, cuja
dimensio € definida por meio do niumero de vértices n, e seus elementos ¢; ; representam a
existéncia ou ndo de uma aresta conectando os vértices v; € v;, juntamente com a quantidade
de vezes que a ligacdo ocorre. Assim os elementos da matriz de conectividade sdo definidos na
forma

g, sew; conectado ¢ vezes com vj,
Cij = 421, sev; =vj, (2.1)
0,  sew; ndo conectado com v;,

em que 7 indica nimero de lagos (loops) que representa o vértice conectado a ele mesmo, como

pode ser observado no vértice 5 da Figura 1. A topologia de um grafo indica o modo como os

vértices estdo conectados, ou seja, a matriz de conectividade indica a topologia do grafo.
Denomina-se grau ou valéncia g; de um vértice a quantidade de arestas nele conectadas,

a qual podemos determinar por meio da soma dos elementos da ¢-ésima linha da matriz de
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conectividade, a qual corresponde ao vértice v;.
gi = Z Cij(G)- (2.2)
j=1

Para cada vértice de um grafo podemos definir sua vizinhanga I';, que representando todos os
vértices conectados ao vértice v; de interesse.

Na tabela 1 sdo listados alguns grafos com suas nomenclaturas e formatos:

Tabela 1 — Classificacdo de grafos.

Grafo caminho (F3) *———o—o

Grafo anel ou ciclo (Cj)

XA

Grafo completo (/7)

Grafo estrela (S;;)

Fonte: O autor.

O grafo caminho com n vértices P,, € um grafo aberto em que os vértices das extre-
midades possuem grau 1, enquanto os vértices do meio possuem grau 2. O grafo anel com n
vértices € do tipo fechado em que todos os vértices possuem grau 2 formando um ciclo. O grafo
completo K, consiste em um grafo com n vértices em que todos estdo conectados entre si, em
que os vértices todos possuem grau uma unidade menor que o nimero total de vértices do grafo.
O grafo estrela S, ¢ um grafo com um vértice central com grau n — 1 conectado a n — 1 vértices
de grau 1 que o rodeiam.

No decorrer da dissertagcdo utilizaremos apenas grafos simples (Figura 2), os quais
possuem seus vértices conectados (como apresentado na Tabela 1), ndo possuem loops e os
vértices tomados a cada 2, ndo possuem conexdes multiplas, como apresentado nos vértices 2 e

3 da Figura 1.

2.2 Grafos Quanticos

Para utilizarmos grafos em Mecanica Quantica, torna-se necessdrio definir um grafo

métrico I'(V, A), em que as arestas possuem comprimentos finitos positivos, em que a fungio
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de onda do sistema W (z) é um vetor com as fun¢des de onda correspondentes a cada aresta que
conecta os vértices v; € v;
¢1,2($ 1,2)

U(z) = VaalT22) , (2.3)

Vij(i)
em que z; ; representa o valor de x na aresta que conecta os vértices v; € v;. Desta forma, o
operador de Schrodinger pode ser aplicado ao longo das arestas, aliado as condi¢des de contorno
apropriadas em seus vértices (3, 2). A forma geral do operador de Schrédinger numa aresta que
conecta dois vértices v; € v;
h* d?
 2mda?

sendo V; ;(x; ;) um potencial arbitrdrio. A Figura 2 ilustra um grafo com suas fungdes de onda

Hij = + V%,j(ilfi,j), (2.4)

distribuidas ao longo das arestas, as quais devem satisfazer certas condi¢des de contorno nos

vértices.

Figura 2 — Grafo com seis vértices e cinco arestas com suas respectivas funcdes de onda.

Fonte: O autor.

Como apresentado em (30), uma forma que podemos definir como solugdo para a equagcao
de Schrodinger em cada aresta é

i5() = Ques® 4+ b eistis=a), 2.5)

em que a,, € b,, sdo as amplitudes quanticas e ¢; ; o comprimento da aresta que liga os vértices v;
e v;. As condigoes de contorno podem ser escolhidas de forma arbitrdria, desde que a conservagao
da corrente de probabilidade seja respeitada, tais como Neumann, Dirichlet ou Kirchoff (20, 31).
Para condicao de contorno do tipo Neumann, a fun¢io de onda deve ser continua e conservar sua
probabilidade (associada a conservacgdo da corrente), entdo nos vértices, onde ocorre encontro
das func¢des de onda, estas devem ser iguais. Enquanto para a conservacao da corrente, a soma

das derivadas das fun¢des no sentido vértice para aresta deve ser zero,

d
Z; T tin(vi) = 0, (2.6)
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em que n ~ ¢ representa as arestas que saem do vértice . Como um exemplo,considere os
vértices v e v9 da Figura 2, definindo o intervalo [0, ¢; 5] partindo de v em dire¢do a v e [0, {2 3]

de v, para v3. Utilizando a continuidade em v,

¢1,2(€1,2) = ¢2,3(0)7 (27)

e usando a conservacgdo de fluxoem 1 e 2,

77[/1,2(0) =0; _@0/1,2(51,2) + wé,:a(o) =0, (2.8)

em que o sinal menos na segunda equacao aparece devido a direcdo de “crescimento” da aresta.
Estas definicdes serdo utilizadas no Capitulo 4 para avaliarmos a equivaléncia entre a funcdo de

Green e equagdo de Schrodinger.

2.2.1 Potenciais constantes por partes mapeados em grafos quanticos

Potenciais constantes por partes podem ser interpretados como grafos. A Figura 3 ilustra
como um pogo de potencial pode ser representado por um grafo do tipo caminho com dois

vértices.

Figura 3 — Equivaléncia entre pogo finito assimétrico de potencial € um grafo do tipo caminho.

Vix
( )A
— V2
—_— e V'l
a bi >z
o o
V1 V2

Fonte: O autor.

Na associacdo ilustrada pela Figura 3, temos que os potenciais estdo nas arestas e leads
(arestas semi-infinitas), essenciais no estudo de espalhamento a fim de construir os canais de
entrada e saida no centro de espalhamento descrito por meio do grafo, enquanto os vértices v, €
V9 sd0 interpretados como os pontos de descontinuidade do potencial em a e b. Este problema sera
abordado com mais detalhes na se¢do 3.1.1, em que este sistema € utilizado como exemplo na
obtencdo da fun¢do de Green e suas autofuncdes associadas. Este mapeamento pode ser estendido
a qualquer potencial constante por partes, em que os vértices sdo os pontos de descontinuidade

dos potenciais, os quais sdo definidos nas arestas e leads.
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Outra interpretacdo que pode ser utilizada é como ilustra a Figura 4, em que definimos

cada vértice de um grafo caminho F,, como uma Delta de Dirac, definida por

5z — z0) = 0, sex#ao, (2.9)

00, se T = Xy,

em que z( indica a localizag¢do da delta, cujo sistema de espalhamento representado na Figura 4,

¢ denominado “pente” de Dirac (Dirac comb).

Figura 4 — Equivaléncia entre potencial do tipo “pente” de Deltas de Dirac e grafo do tipo

caminho.
%4
<x)A 400
o b ¢ >z
H H H

U1 V2 U3

Fonte: O autor.

Nesta figura as arestas e leads possuem potencial nulo, enquanto os vértices v;(s) repre-
sentam as Deltas de Dirac 6(z — a), d(x — b) e §(z — ¢).

Utilizando esta interpretagao podemos avaliar efeitos de espalhamento no grafo, o qual
analisaremos no Capitulo 4, utilizando a abordagem de fun¢des de Green, que podem ser

empregadas na andlise de grafos e pocos quanticos, que sera apresentado no Capitulo 3.
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3 FUNCAO DE GREEN PARA POCOS E GRAFOS

Neste capitulo apresentamos o método de fun¢des de Green, o qual serd empregado
durante o trabalho na descricdo de grafos quanticos. Tal método pode ser empregado na solucdo
de pocos e barreiras de potencial (8), a qual para pocos e barreiras constantes por partes possui
solugdo exata, na obtencao das autofungdes e determinagdo das energias associadas a cada tipo

de sistema.

3.1 Funcoes de Green

As funcdes de Green sdo amplamente utilizadas no tratamento de equacdes diferenciais
nao homogéneas (32). Em (8), descreve-se como utilizar esta metodologia na solugdo de sistemas
de pogos quanticos, o qual serd descrito nesta secdo. Em mecanica quantica a fungdo de Green é

apresentada na forma da equacao diferencial ndo homogénea
[E - 7—4 G(z,2"; E) =6z —a'), (3.1)

em que F ¢ a energia da particula, 6(x — 2’) é a Delta de Dirac, que possui valor zero em todo o

seu dominio exceto em x = 2, H é o hamiltoniano em uma dimensao do sistema descrito por

N 2 d?
H=—"" 1 V), 3.2)

2m dx?
sendo m a massa da particula, V' (z) um potencial arbitrario a qual a particula estd sujeita e i a
constante de Planck dividida por 27.

A equacdo (3.1) pode ser resolvida de diversas formas (33): resolver diretamente a
equacao diferencial (3.1); utilizar integrais de trajetéria de Feynmann (34); por meio da expansdo
espectral em termos das energias, na forma

.
Glxs, zi; E) = ;% (3.3)

A abordagem que serd utilizada para determinar as fun¢des de Green consiste no método
similar as integrais de trajetérias de Feynmann, a qual juntamente com a expansdo espectral
permite determinar as fungdes de onda do sistema.

Este método pode ser utilizado na solucdo de potenciais constantes por partes, o qual for-
nece solucdo exata (8). Da mesma forma podemos utilizar esta mesma abordagem em potenciais
suaves que ndo apresentam descontinuidades, no entanto, neste caso, 0 método fornece resultados
aproximados (2). O escopo deste trabalho serd condi¢des de contorno do tipo Neumann (equagdo

2.6) e potenciais constantes por partes, o qual podemos visualizar na Figura 5,

.
Vi, sexr < xq,

Vs, ser; < T < To,
Vi) =4 7 ' ? (3.4)

kVn, sex, 1 <x< Ty
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Figura 5 — Exemplo de potencial constante por partes, com trés pontos de descontinuidade
localizados em z;.

V(ac)A

‘/3 o

Vi t——

‘/4 S I

| /A —
X1 Z2 xs3 x

Fonte: O autor.

Para determinarmos a funcio de Green, torna-se necessario estabelecer os pontos inicial
x; e final x ¢, para em seguida realizar a soma sobre todos os possiveis caminhos que uma dada
particula pode percorrer partindo de z; chegando a z, com uma dada energia F fixa. Assim,

temos que,
m 1
G(fo,.fE“E) = W;WCGGXP |:ﬁsce(l'f,$i;E):|, (35)

em que o indice ce indica que a soma é dada em termos dos caminhos de espalhamento, W, sdo

as amplitudes quanticas, S,. € a acdo cldssica dada por

Tf
See = h/ k;dz, (3.6)
com
2m

sendo os nimeros de onda em termos da energia da particula e do potencial V. Para potenciais
constantes por partes, as amplitudes de espalhamento W, sdo as amplitudes de transmissao e

reflexdo (Apéndice A).
3.1.1 Poco de potencial finito

Para calcular a fun¢ao de Green de um sistema, utilizaremos como exemplo o pogo de
potencial finito. Inicialmente definimos os pontos inicial x; e final x ¢, e realizamos a soma sobre
todos os caminhos possiveis, como ilustra a Figura 6.

Os pontos x; € ¢ podem ser escolhidos de forma arbitrdria, entretanto, para determinar
a fun¢do de onda para uma dada regido € necessério definir um dos pontos na regido de interesse.
Como os pontos escolhidos estdo na regido II, a fung¢do de onda a ser obtida por meio da funcao
de Green serd correspondente a esta regiao.

A Figura 7 apresenta as contribui¢des dos caminhos que compdem a equacdo (3.5),

indicando como sdo construidas as contribuicdes associadas a cada caminho.
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Figura 6 — Potencial constante por partes, com dois pontos de descontinuidade, representando
um poco de potencial finito assimétrico.

Vi(x
)

I I1 I1I

T T X

Fonte: O autor.

Figura 7 — Contribui¢des dos caminhos de espalhamento na obtencdo da fun¢do de Green para a
regido II do poco de potencial finito.

(a) (b) (c)
= _—— —
Tl ZT; .I'f Z2 1 Z; .Tf 2 L1 xT; .fo L2
(d) (e) (f)
Pi2 P21
Z1 l'l ZL'f Z2 1 LL',L .Tf 2 L1 xZ; .ﬁlff L2

Fonte: O autor.

e Fig. 7 (a) Caminho direto de x; a x¢:

eikg (xp—ax;) 7

e Fig. 7 (b) Caminho de x; a x5, reflexdo em x5, caminho de x2 a x4:

eikg (22 7x¢)7,é+) e*ikz (xf—x2) :

e Fig. 7 (¢) Caminho de z; a x4, reflexdo em z;, caminho de z; a x:

e*'ikQ(zlfxi)rgf)eikg (xp—21)

)
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e Fig. 7 (d) Caminho de z; a x,, reflexdo em x5, caminho de z5 a z1, reflexdo em z,

caminho de z; a x:

(+)  —iko(z1—x2)

iko (22 f:ri)rz e

(=) jika(zp—x1).
e Fig. 7 (e) Caminho de z; a x;, reflexdo em x;, caminho de x; a x», reflexdo em xo,

caminho de x5 a x:

ik (z2—x1),.(+) ,—ika(zf—22).

e e ry e ;

—ik2(a?1—96i)7n§*)
e Fig. 7 (f) Familia de caminhos que sdo refletidos em x; em dire¢@o a x5 (P; 2) e Familia

de caminhos que sdo refletidos em x5 em dire¢do a z; (P ).

De acordo com as Figuras 7 (a) a (e), podemos observar um padrio para os demais
caminhos, os quais terdo em suas contribuicdes as quantidades associadas as reflexdes em x; e

2o com o termo de caminho através de todo o potencial, logo a funciao de Green torna-se

m tko(xf—x; S =),.(+) 20 " ikg(xr—zi),.(—
G@ﬁmmyabm pika (s )+2%Opé)§bg Fkﬂl)ﬁ)x

<eik2(:rf—zl) + Té—i—)eikzﬂe—ikg(xf—xg)) + eikg(wg—mi),r,§+) %
<6ik2(1‘f—$2) + T§_)€ik2€€ik2(mf_$l)> ] ’ (38)

em que ¢ representa a largura do potencial, ¢ = |xy — x1], e as reflexdes sdo apresentadas no
Apéndice A. A equacdo (3.8) pode ser simplificada, uma vez que o termo de soma possui a forma

de uma série geométrica,

- 1
D at = , (3.9)
vt 11—z

para 0 < z < 1. Como o médulo das amplitudes de reflexao sdo menores que 1 para o pogo

simples, a funcdo de Green pode ser reescrita na forma

m iko(xr—x —+) 4 iko (20—
G(xy, i k) :m <€k2(f 1)+Té ) ikl yika(w2 f)>

% (e’il@(wl*xi) + Tgf)eiszeikg (xifx2)> ’ (310)
em que o termo da soma geométrica é
fo=1—r{p{De2ikat 3.11)

o qual determina os polos da funcio de Green e serd explorado no calculo das energias associadas
aos estados ligados e funcao de onda.
Outra forma de obter este resultado € utilizando a constru¢do de uma familia de caminhos,

como ilustra a Figura 7 (f), em que as familias sdo dadas por:
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e P, » Familia de caminhos que deixam o ponto z; e vao para a direita;
e P, ; Familia de caminhos que deixam o ponto x5 e vao para a esquerda,

fornecendo o sistema de equagdes:

. _ . +
7)1’2 — elkg(aff :C1) + 6“6267‘; )PQ,I’

Poy1 = e~ tha(wy=r2) 4 eik?ergf)Pl 9

2

(3.12)

A fungdo de Green possui as contribui¢des do caminho direto de x; a x¢ (Figura 7(a)), e as
contribui¢des das familias de caminhos na forma

m

g(mfv L k) = ikoh2

<e“f2<l‘f*“> + etha@=ad (P, | e*ikﬂxl*xi)rﬁ)ﬂg) . (3.13)

cujas familias de caminhos sdo obtidas resolvendo o sistema (3.12),

a

Pro = 4 (ehalermn g p{teilateitatraen) ), (3.14)
P2,1 — f_la <67ik2(.’zf7$2) + r§_)eik2567ik2(x17xf)> ,
e substituindo (3.14) em (3.13), obtemos a equacao (3.10).

Desta forma, podemos observar que a constru¢cdo da fungdo de Green utilizando das
familias de caminhos simplifica o célculo, possibilitando aplicar este método para sistemas
unidimensionais multiconectados como grafos.

Para determinarmos a fun¢do de Green para as regides antes e depois do poco, € necessa-
rio definir um dos pontos z; ou x s na regido desejada e realizar o mesmo processo da soma de

todos os possiveis caminhos.

3.1.2 Obtengdo da fun¢do de onda e estados ligados

Para obtermos os estados ligados e a funcdo de onda a partir da funcdo de Green,
precisamos determinar onde ocorrem seus polos, que sdo pontos onde a fun¢ao de Green diverge,

i1sso ocorre quando seu denominador € zero, ou seja,
1 — i r{Peiket = g, (3.15)

Logo, substituindo as amplitudes de reflexdo para potenciais do tipo degrau (Apéndice A), que

possuem a forma

) _ K= ki O _ 316
TJ kj+k‘j+1’ rj TJ ’ ( . )
obtemos a equacgdo para os polos da funcio de Green
kén) — kgn) kén) — k:g,n) 2k _

que ocorre quando a energia da particula tende aos estados de energia do poco u;, ou seja,
quando £ — E™_ ou em termos do ndmero de onda, k¥ — k™, em que k = /2mE/h? e
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\/ 2m(E — u;)/h?. Calculando os residuos da fungdo de Green, a qual pela expansio
espectral em termos de £ (equacdo 3.3), obtemos as fungdes de onda, na forma
2

lim 22 (2 = KOG, s k) = 6 () n(), (3.18)

k—k(™ 2m

que resulta numa indeterminagao removivel do tipo zero sobre zero. Assim, aplicando a regra de

L’ Hospital, obtemos

1 G k k ), _
¢;(xz)¢n(xf) :W <€—zk2 ( $1)+ 1 k Z zk (a:g a:,))

(n) (n)
N I SICTRE B el S ST QR (3.19)

em que fé(") ¢ a derivada de f, calculado no limite em que k£ — k,,. Fatorando a fun¢io de Green

podemos obter a func¢do de onda

1 () S — g w
wn($) - — etk (@—x1) 2" ik (z2—2z+f) , (3.20)
ifim kY 4 kY

que € a funcdo de onda para a regido II do poco finito de potencial, cuja solu¢do dada por este
método € obtida ja normalizada. Uma vez que as funcdes de onda sdo obtidas da fun¢do de

Green, elas estdo associadas a regido em que foram definidos os pontos inicial e final.

3.2 Funcao de Green para Grafos quanticos

Como descrito na se¢do 2.2, podemos mapear um pogo de potencial, ou potenciais
constantes por partes em um grafo, o que nos permite utilizar a abordagem de fun¢ao de Green
para resolvé-los, ou seja, para obter os atuovalores de energia e as autofuncdes. Uma forma
interessante de obtermos o sistema de equacdes associado as familias de caminhos, € utilizando
a matriz de adjacéncia do grafo, a qual para grafos simples € a propria matriz de conectividade.

Como exemplo desta construcdo, utilizaremos o grafo ciclo com trés vértices (Cs, /),
o qual podemos visualizar na Figura 8 juntamente com as familias de caminhos dispostas nas
arestas.

Como podemos observar na Figura 8, o nimero de familias € o dobro do nimero de
arestas, pois na construcdo usando a matriz de adjacéncia definimos duas familias de trajetorias

em cada aresta. A matriz de adjacé€ncia para este grafo € escrita na forma

A, = (3.21)

— = O
=
S =

Para estudo de espalhamento em grafos, associamos que os pontos inicial e final estdo nas leads,

em que definimos o vértice 1 como canal de entrada e o vértice 3 como canal de saida. Como
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Figura 8 — Grafo anel ou ciclo com trés vértices (C's), trés arestas e duas leads. Sdo apresentados
os rotulos dos vértices e as familias de caminhos.

Fonte: O autor.

mostrado em (20), as familias de caminhos sdo dadas por

Pij=zij | miPji + Z ti AP — P +tu 050 | (3.22)

lEF]’

em que z;; = e*%i7 indica a distancia entre os vértices i e j, ['; a vizinhanga do vértice j, vs 0
vértice de saida, A, ; o ¢, j-ésimo elemento da matriz de adjacéncia e 9, ,, delta de Kronecker. A

fun¢do de Green em termos da matriz de adjacéncia possui a forma

n
g(l'f, i, ]{7) = +€i(k1ixi+klfmf)tve Z Ave7i73ve,ia (323)
em que n € o nimero de vértices do grafo, k,, e k,, sdo os nimeros de onda nas regides onde
encontram-se x; € « y respectivamente.
Para este caso vamos definir que as arestas nao possuem potencial, enquanto os vértices
sdo descritos por Deltas de Dirac, qualquer condi¢do de contorno poderia ser utilizada desde que
esta conserve a corrente de probabilidade. Desta forma, as amplitudes de reflexdo e transmissao

dependem apenas da intensidade da delta ~; no vértice j e do seu grau g; (19),

275 — (g5 — 2)ik

- 3.24
2ik
f=—— (3.25)
gtk — 2;

em que podemos notar que as reflexdes/transmissoes a direita e esquerda, de um dado vértice
sdo iguais.

Utilizando a matriz de adjacéncia do grafo (3.21), a forma explicita da equagao (3.22) é
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dada por

Pio =212 (r2P21 + t2Pas),
Poq =221 (P12 +t:1P13),
Pis =213 (r3Ps1 +t3Ps2+t3), (3.26)
(r1Pis+tPra),

(

(

Pag =203 (r3P32 +t3P31 +t3),

7)3,1 = 23,1

\P3,2 = 239 (12P23 + taP21),

)

cuja solucdo nos leva a fun¢do de Green do grafo, a qual podemos descrever em termos das

familias de caminhos,

M o g
= m—zkez(mﬁm’)tl (P12 +Pis), (3.27)

G(wy, zis k)
em que definimos os pontos inicial x; e final x; nas leads a esquerda e a direita do grafo,
respectivamente.

A amplitude de transmissdao no grafo, estd associada as familias de caminhos que a

particula encontra apds ser transmitida no vértice de entrada v, do grafo, ou seja,
n
To(k) =to, Y AveiPuvi (3.28)
i=1

em que t,, € a transmissdo no vértice de entrada e A,_; o elemento da matriz de adjacéncia
que representa a conexao entre o vértice de entrada v, e o vértice v;. A reflexdo global do grafo
também pode ser calculada, desde que sejam definidos os pontos inicial x; e final 2y na mesma

lead, na forma

Rr(k‘) = tvs Z Avs,iPUS,i + Ty, (329)
i=1
em que v, indica o vértice de saida, e
T (k) + |Re(R)[? =1, (3.30)

que indica a conservacdo da probabilidade no centro de espalhamento. Para o grafo /\, as
familias a serem consideradas no calculo da transmissdo sdo P; ; € P; 3, como observado na

Figura 8,
Tr(k) =t (P2 + P13), (3.31)

em que podemos notar que a equagdo (3.31) estd contida na fun¢do de Green (3.28), o qual € a
amplitude de transmissao global do grafo.
Resolvendo o sistema de equacdes em (3.26) e aplicando a condi¢c@o de contorno de

Neumann nos vértices (22), ou seja, a intensidade das deltas nos vértices é nula. Deste modo
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podemos obter a amplitude de transmissdo para o grafo Cs (/) devido apenas a sua estrutura na
forma

_— 4 (em 4 o2kt _ ikt _ e5ik€)
n(k) = 9 4 2kl _ Qpdikl _ pdikl | o6ikl”

em que definimos o comprimento de todas as arestas do grafo iguais com valor de /.

(3.32)

O coeficiente (probabilidade) de transmissdo de um grafo I' é calculado por meio do

modulo quadrado da amplitude de transmissao,
Tr(k) = Te (k)P (3.33)

o qual pode ser visualizado na Figura 9 em fun¢@o do nimero de onda %k e do comprimento das
arestas .

Figura 9 — Coeficiente de transmissdo do grafo ciclo com trés vértices (C5) com condi¢do de
contorno do tipo Neumann e arestas com mesmo comprimento, em termos do nimero
de onda e do comprimento das arestas k¢ na janela periddica do grafo de [0, 27].

1,0F
=
= 0,5
&
0,0}
0 ™ 21
kit

Fonte: O autor.

Uma vez definido que as arestas possuem potencial nulo e a intensidade das deltas nos
vértices € zero, temos que o coeficiente de transmissdo apresenta este efeito (Figura 9) devido
apenas a estrutura do grafo, que € resultado da interferéncia quéntica, a qual é construtiva para
k = 2am em que a é um numero inteiro, enquanto para outros valores ocorre interferéncia
destrutiva, por exemplo, em k = (2« + 1) .

A janela escolhida para analisar o comportamento do coeficiente de transmissao foi o de
0 < k¢ < 27 devido a periodicidade apresentada dentro deste intervalo.

Se fossem atribuidos valores para as deltas diferente de zero nos vértices, para o grafo Cj,
o coeficiente de transmissdo seria atenuado para valores pequenos de k(. Entretanto ao aumentar
o valor de k¢ o efeito da delta torna-se irrelevante na transmissao, que voltaria a assumir o mesmo
perfil qualitativo e quantitativo do apresentado na Figura 9.

No capitulo 4 abordaremos a matriz de espalhamento retornando ao método das fungdes

de Green, a fim de obtermos os polos da matriz de espalhamento, por meio da equacdo de Schro-
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dinger e das func¢des de Green, além de avaliarmos a equivaléncia entre estes duas metodologias

apresentadas.
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4 FLUXO DE POLOS

Neste capitulo descrevemos como construir e analisar o fluxo de polos no plano com-
plexo em sistemas de espalhamento. Também propomos analisar os polos da func¢io de Green,
utilizando de sua equivaléncia entre os polos da matriz de espalhamento e como podemos obter
a equagdo para determinar os polos por meio do sistema de equagdes associado as familias de

caminhos existentes no grafo a ser estudado (20).

4.1 Matriz de Espalhamento S

No estudo de espalhamento, a ideia central explorada € a conservagdo da probabilidade.
Para obtermos a matriz de espalhamento de um sistema, definimos a equagdo de Schrodinger
incidente num centro de espalhamento e sua forma apds sofrer tal processo, como podemos
visualizar na Figura (10), em que s@o apresentadas as solugdes assintdticas para o sistema de
espalhamento, para uma particula de nimero de onda k = \/W/h? que incide sobre o centro

de espalhamento denotado por (—) ou que sai do centro de espalhamento denotado por (+),

Y(x — +o0) = AFetke  BF)gmike, (4.1)

Figura 10 — Representag@o de um sistema de espalhamento.

A(F) ik A(+) ik
- Centro de -
) espalhamento|
B(H)e—ikz B(—)e—ikz

Fonte: O autor.

A construg@o da matriz de espalhamento S conecta as amplitudes quanticas, ou seja, as

amplitude de entrada e de saida, as quais estdo relacionadas na forma

A A
B =S B | 4.2)

Para obtermos a forma de S resolvemos o sistema apresentado na Figura 10 utilizando
o espalhamento direto e no seu sentido contrario, que equivalem a particula incidir no centro
de espalhamento pela direita 1), e pela esquerda 1).. Supondo que o centro de espalhamento é
definido numa regido finita limitada de —a < = < a, temos que
ehr 4 p(He—the 0 < _q,

Ye() = (4.3)

t(H)gike T > a,

t(H)emike , T < —a,
wd($) = (44)

e~k L p(Hetkr > @,
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que fornece o sistema de equagdes

() 1 e 0
(o) =G ()=

1) )
S = <r<+> t(—)) ’ (4.6)

que é a matriz de espalhamento descrita em termos das amplitudes quanticas de reflexdo e

em que obtemos

transmissao.

4.2 Matriz S: poco/barreira de potencial

Como exemplo de aplica¢do da matriz de espalhamento e do fluxo de polos, serd descrito
sobre o pogo/barreira de potencial finitos, como ilustrado na Figura 6. Considere um/uma
poco/barreira simétricos na forma,

u, T € |—a,a
V(z)=¢( ~a,al. (4.7)
0, z € (—o0,—a)U(a,+00),
em que v > ( representa uma barreira, enquanto para v < 0, representa um pog¢o, como ilustra a

Figura 11.

Figura 11 — Representacdo de um poco de potencial (linha continua) e de uma barreira de
potencial (linha pontilhada).

wit
>
i
-a a
Fonte: O autor.
As solugdes para as regides sao dadas por
Yi(z) = Aie'™* + Bie 7, (4.8)

sendo Ky o nimero de onda dentro do pogo e K5 fora do poco,

OmE
K, = VE2 — 20, Ky =k, U= % k= ’;;2 . 4.9)
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Queremos determinar as amplitudes de reflexdo e transmissao, que estdo associados as amplitudes

presentes na funcio de onda, sendo

B A
=t R —

=2 4.1
a1, a, (4.10)

E importante salientar que as transmissoes e reflexdes da particula incidente no centro de
espalhamento pela direita e pela esquerda sdo iguais. Entretanto, em geral isto ndo ocorre pois as
amplitudes podem diferir por uma fase. As constantes necessdrias para determinar (4.10) podem

ser determinadas aplicando as condi¢Oes de continuidade da fun¢do de onda

Y1(r = —a) = Po(r = —a), Yo(r = a) = Y3(x = a), 4.11)

e de sua derivada

Ui =—a) =iz = —a), oz =a) = Y4z = a), (4.12)

nos pontos de descontinuidade do potencial, juntamente com a condi¢do de normalizagdo.
Trabalhando algebricamente com as equacdes (4.11), (4.12) e (2?), obtemos os elementos

da matriz de espalhamento

—U sen(2K a)e%*a

= 4.1
"7 kK cos (2Ka) + (k2 — U) sen (2Ka)’ (+13)
kK e e
t= ) 4.14
KK cos (2Ka) — i (K2 — U) sen (2Ka) (“14)
Desta forma, a matriz de espalhamento possui a forma
P e'_z“‘?“ | kK Uisen (2Ka) @41%)
kK cos (2Ka) —i(k* = U) sen (2Ka) \ Ui sen (2Ka) kK

a qual fornece informagdes sobre o potencial estudado.

4.3 Polos da funcao de Green

Os polos da funcao de Green sdo utilizados para determinar as energias dos estados
ligados do sistema e consequentemente, por meio do cdlculo dos residuos, a(s) fun¢io(des) de
onda correspondente(s). Como a fun¢ao de Green representa uma quantidade global do sistema,
os polos contém toda a informacao acessivel do sistema da mesma forma que a matriz de
espalhamento S: Estados de ressonancia; Estados de antirressonancia; Estados ligados; Estados
antiligados, os quais serdo analisados no decorrer desta dissertacdo. A equivaléncia entre equagao
de Schrodinger e fungdes de Green é apresentada em (20) para grafos do tipo estrela (.S,,).
Utilizaremos o grafo do tipo caminho com trés vértices P5 (que € equivalente ao grafo estrela
Ss3) para avaliar esta equivaléncia, como ilustra a Figura 12.

Inicialmente as solugdes da equacao de Schrédinger nas arestas

Y1.2(x) = a1 + agetr2—o), (4.16)
Pa3(x) = bye™® + hye'rlza=) 4.17)
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Figura 12 — Grafo caminho com trés vértices P; com os rétulos em seus vértices, juntamente

com as familias de caminhos de espalhamento.

P12 Pa 3
E— e

©
P A

P

(1
P32

)

Fonte: O autor.

B S

sendo definidos os comprimentos das arestas do vértice vy a vy [0, {1 2] € V9 a v3 [0, {5 3], 0s quais

estdo sendo utilizados como diferentes para maior generalidade dos resultados, da mesma forma

para os nimeros de onda k e «. Desta forma, utilizando as condi¢des de contorno de continuidade

da funcao

@01,2([1,2) = ¢§,3(0)7

e conservacdo da corrente,

¢172(0> :O7
— 3(la3) =0,
=11 5(f1,2) + 95 3(0) =0,

obtemos o sistema de equacdes que ja simplificado torna-se

ap = ],;:—20221,2 + lir—ﬂnblzzg
Gy = A121,2,
by = 5222,37

\52 = ;ii__KHGQZl,Q + Z;—:bﬂz,&

com 212 = eikfl? €223 = 6““2"3.

Podemos organizar este sistema na forma matricial

?

k— 2
a 0 He712 ppee2s O
a9 21,2 0 0 0
bl 0 0 0 223
2K k—k
by 0 =12 gges2s 0

em que podemos decompor a matriz 4x4 nas matrizes

k—k 2k
0 57 7+s O 21,2
1 0 0 0 0
S: 5 D:
0 0 0 1 0
K k—k
0 &% b O 0

(4.18)
4.19)
(4.20)
4.21)
4.22)
a1
a2
, 4.23
b, (4.23)
by
0 0
0 0
, 4.24)
22,3
0 223
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ou seja, a matriz € fatorada numa matriz métrica enquanto outra possui informagdo sobre
espalhamento. Este sistema possui solugdo para k # 0 e x # 0, desta forma,

det[1 —SD] =0, (4.25)

que € o determinante secular cujos zeros fornecem o espectro do grafo (30, 8), ou seja seus polos.

A forma explicita para determinar os polos é:

E—rY\ , E—rY\ , k—/<9222 25222
1— L Tk 2’172 — m 22’3 + m 21722’2’3 - m 21722’273 = 0. (426)

Agora utilizando o método de fun¢des de Green, de forma semelhante a apresentada no

capitulo 3 para o grafo ciclo com trés vértices (C3,/\), montamos o sistema de equagdes para o

grafo caminho P; que possui sua matriz de adjacéncia

010
Aeee=110 1], (4.27)
010
logo o sistema de equacdes possui a forma
,Pm = Zij lepj,@' + Z tjAjJ’PjJ - t]'PM s (4.28)
ZGFJ'

em que comparando com a equacgao (3.22) desconsideramos que o grafo € aberto, ou seja,
removemos as leads, como apresentado na Figura 12. Assim obtemos o sistema de equagdes
para as familias de caminhos

Pro=z12(r2Pay1 + taPay3),

772,1 = 2’2,17’1731,2,

(4.29)
Pa3 = 29373P32,
Pso = 232 (roPas+taPa1),
emque 2; ; = z;; = eklii e podemos escrever na forma matricial,
P12 0 z12m2 21202 0 P12
PQ 1 21271 0 0 0 732 1
’ = ' N (4.30)
732,3 0 0 0 22’37”3 732’3
Ps o 0 293ty 22372 0 Ps o

)

Da mesma maneira que apresentado para a equacio de Schrodinger, podemos decompor em duas

matrizes, em que uma possui a métrica do grafo e outra com a informagao sobre o espalhamento

21,2 0 0 0 0 T2 tQ 0
0 0 0 0 0 0

D= 12 , s=|" , 4.31)
0 0 22,3 0 0 0 0 rg

0 0 0 223 0 tg T2 0
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ou seja, novamente o espectro do grafo pode ser obtido na forma
det[1 — DS] =0, (4.32)

que € a mesma equacdo obtida para o caso da equacdo de Schrodinger para o grafo Ps. De forma
explicita

1-— zf’errQ — 222’37’27“3 — 23’223’37’17”3153 + 232,2%’37“17’%7‘3 =0, (4.33)
a qual possui a mesma forma da equacao para os polos, uma vez que sejam substituida as
reflexdes e transmissOes para um grafo vestido (grafos que possuem potenciais nas arestas)
com diferentes niimeros de onda em suas arestas. Podemos notar que a equacao para os polos é
escrita em termos das Orbitas periddicas (6) existentes no grafo, e suas composi¢cdes sem que

haja sobreposicao entre as Orbitas.

Figura 13 — Orbitas periédicas existentes no grafo caminho com trés vértices Py, que é equiva-
lente ao grafo estrela Ss.

*—0—0 *—0—0

Fonte: O autor.

A forma de uma 6rbita periddica pode ser avaliada entre dois vértices, indicando o
caminho necessdrio para partir do vértice inicial e retornar a ele, como podemos visualizar na
Figura 13, em que a esquerda temos as 6rbitas entre dois vértices consecutivos, cuja orbita é
descrita na forma

01,2 = 2’27“17“2, (434)

ou seja, reflexdo em v; (71), deslocamento de v, para vy (212 = 2), reflexdo em v, (r3), deslo-
camento de 2 para 1 (221 = z). Enquanto para vértices ndo consecutivos, torna-se necessario

acrescentar as transmissoes nos vértices localizados entre os dois analisados, como a direita,
013 = 2*r rsts, (4.35)

em que ocorre reflexdo em 1 (), deslocamento de 1 at€ 3 (212223 = 2?) sofrendo transmissdo
em 2 (t,), reflexdo em 3 (r3) € o caminho de volta de 3 a 1 transmitindo em 2.

Desta forma, utilizando as condi¢des necessérias nos nimeros de onda e consequente-
mente nas reflexdes e transmissdes, podemos mapear um poco/ barreira de potencial em um grafo
caminho com trés vértices, assumindo o vértice central com condicdo de contorno Neumann,
ty = 1lery =0, e os vértices das pontas sao a descontinuidade de um potencial constante por
partes, as reflexdes sdo na forma apresentada no Apéndice A. Utilizando destas informagdes
na equacao (4.33), podemos escrever a equagdo para os polos de um pogo/barreira de potencial
obtida por meio da funcio de Green

(K —k\?
1 _ 41Ka — . 4.
e (—K n k:) 0 (4.36)
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A expressao acima pode ser manipulada algebricamente e leva 2 mesma forma que o denomi-
nador da matriz de espalhamento S na equagdo (4.15), mostrando a equivaléncia entre as duas
abordagens.

A forma geral da funcio de Green para um grafo caminho com n vértices em que as leads
estdo conectadas ao primeiro e tltimo vértices, rotulados sequencialmente, pode ser generalizada
na forma

m -
= R Aot~ DS 1‘! tiexp [iki—1.ili—1.], (4.37)

k;_1 ; nimero de onda na aresta correspondente de tamanho ¢;_; ;.

tv eik(fﬁi +zf)
e

4.3.1 Polos da Func¢do de Green: barreira de potencial

Os polos da fun¢do de Green (ou da matriz de espalhamento), quando analisados no
plano k-complexo, fornecem informagdes sobre as energias associadas aos estados ligados,
antiligados, ressonancia e antiressonancia, cuja posi¢ao no plano complexo identifica qual estado
ocorre e sua energia associada (21). A Figura 14 ilustra como os polos sdo distribuidos no plano

complexo em termos do nimero de onda & (28).

Figura 14 — Polos da func¢do de Green no plano k-complexo e seus possiveis estados associados
para um poco de potencial finito.

Im(k)
44
Estados ligados
2 L
: k
-10 5 5 1o Re(®)
-2t . .
Estados de antirressonancia Estados de ressonancia
Estados antiligados
4

Fonte: O autor.

As ressonancias estdo localizadas no quarto quadrante do plano k-complexo, que espelha-
dos em torno do eixo imaginario podemos obter as antirressonincias. Os estados ligados ocorrem
quando k € puramente imagindrio positivo, enquanto os estados antiligados encontram-se sobre
0 eixo imagindrio negativo (21).

Para o poco de potencial finito, os polos da fun¢do de Green ocorrem quando seu

denominador tende a zero, ou em termos da matriz S ocorrem quando o denominador da equacio
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(4.15) tende a zero, ou seja,
kVIZ 420 cos (2VA7 +20a) — i (K* + U) sen (2VAZ + 20a) =0, (4.38)

O fluxo de polos descreve como os pontos observados na Figura 14 alteram sua posi¢ao
no plano complexo devido a mudangas nos pardmetros do pogo, tal com sua profundidade e
altura, ou sua largura.

Podemos visualizar na Figura 15 como € o fluxo de polos no plano complexo ao alterar-
mos a altura de uma barreira de potencial, com uma largura ¢/ = 2a, a = 1 fixa e utilizando o

sistema natural de unidadesem que h = 1em = 1.

Figura 15 — Fluxo de polos da fun¢do de Green no plano k-complexo para uma barreira de
potencial com largura fixa ¢ = 2.

Re(k) Re(k)
. b B T .3 t.l'fhs;)’zl'l 2 U=45
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9 > .67 ] Lo nl 3 U=40
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10 . ) '7“ .»)'1 3 14 U=35
S ot el s u=30
= . 9 . L6
EY 1T bt e u=2
B TR
Io . . 7T U=20
9
- 11 i -1 |8 U=15
10 9
0 9 U=10
RO A N N O B

Fonte: O autor.

A Figura 15 apresenta como as ressonancias, que estdo no quarto quadrante do plano
k-complexo, sdo alteradas devido a reducdo na altura da barreira de potencial para uma largura
fixa. A Figura 15(a) foi construida com os valores numéricos das ressonancias, avaliando como
ocorre o deslocamento dos polos no plano k complexo ao variarmos a altura do potencial
de U = 50 até U — 0. Podemos notar que ao reduzir a altura da barreira, menor a energia
necessdria para que ocorra uma ressonancia (parte real de k). O tempo de vida associado a
largura da ressonéncia, representado no plano complexo por meio da parte imagindria do polo de
forma inversamente proporcional (21), ou seja, quanto maior a parte imaginaria do polo, maior
a largura da ressonancia que representa que a particula sofre menor influéncia da barreira ao
passar pela regido de espalhamento.

Jd na Figura 15(b) sdo apresentados alguns exemplos de valores de k que fornecem
a distribuicao dos polos de ressonancia para cada altura do potencial U escolhido, no qual
percebemos que para cada valor de altura da barreira, hd um conjunto associado de polos do tipo
ressonancia (Figura 16), os quais sdo simétricos em torno do eixo imaginario que fornece as

antirressonancias.



38

As ressonancias sdo pontos no qual a probabilidade de transmiss@o na barreira ¢ maxima,
mesmo que a energia da particula seja menor que a energia da barreira, caracterizando o fendmeno
de tunelamento quantico.

Outra forma de avaliar para quais valores de energia ocorrem as ressonancias € calculando
0 moédulo quadrado da amplitude de transmiss@o que € o coeficiente de transmissdo. Neste caso
as ressonancias apresentam-se como picos nos quais o coeficiente de transmissao € maximo,
como ¢ apresentado na Figura 16, em que a esquerda temos o coeficiente de transmissao em
funcdo do nimero de onda k&, e a direita os polos de ressonancia, para um valor fixo de largura e

intensidade da barreira, a fim de avaliarmos como este efeito se manifesta em ambos 0s casos.

Figura 16 — Coeficiente de transmissdo para uma barreira de potencial com largura ¢ = 2 e altura

U =5, e seus polos no plano complexo indicando as posi¢des e larguras associados
as ressonancias.

1 0
= 5
-2
0
0 6 12 0 6 12
k Re(k)

Fonte: O autor.

Podemos visualizar que a figura a esquerda possui um platd em zero até um certo valor de
energia, indicando que ndo ha probabilidade de transmissdo para energias menores que k = /10.
Ap0s este valor temos os picos de transmissdo, que podemos visualizar no plano complexo os
pontos na forma k£ = = + iy, em que a x indica o valor de k£ em que ocorre a ressonancia e y
refere-se a largura da ressonancia, a qual € inversamente proporcional ao tempo de vida de um
estado meta-estavel (8). Desta forma, podemos notar que quanto mais préximo o ponto estiver
do eixo real, menor a largura da ressonancia.

Podemos também notar que quanto maior o valor de k, mais largas tornam-se as resso-
nancias, o que € esperado uma vez que se a particula possuir energia maior que a barreira, maior
sua probabilidade de transmissdo, cujo valor limite € 1.

4.3.2 Polos da fun¢do de Green: pogo de potencial

A andlise realizada para uma barreira pode ser empregada de forma semelhante para o
poco de potencial, novamente fixando sua largura e variando sua profundidade, como podemos
visualizar na Figura 17, que apresenta como os polos de ressonancia sdo distribuidos no plano k-
complexo para cada profundidade do poco de potencial, e como a variagdo em sua profundidade

altera os valores de ressonancia.
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Figura 17 — Fluxo de polos do tipo ressonancia da Fun¢do de Green no plano k-complexo para
um poco de potencial com largura fixa ¢ = 2.
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Fonte: O autor.

Neste caso do poco de potencial, ao aumentar a sua profundidade faz com que os
polos desloquem-se de —oo convergindo para o eixo imagindrio, os quais ao tocarem o eixo
geram dois pontos de estados antiligado, que serdo discutidos na se¢do 4.3.3. Podemos notar
como € o deslocamento dos polos desde uma barreira, que ao ser reduzida em sua altura, os
polos tendem a menos infinito, que indica o caso de particula livre, para entdo a medida que
aumentamos a profundidade do poco ocorra este deslocamento de menos infinito convergindo ao
eixo imagindrio. Ainda na Figura 17 a direita, apresentam-se alguns pontos que representam as
ressonancias para cada valor de profundidade do poco.

A Figura 18 ilustra para o caso do pogo, como o coeficiente de transmissdo apresenta as

ressonancias e como podemos visualizd-los no plano k-complexo.

Figura 18 — Comparagdo entre o coeficiente de transmissio e os polos de ressonincia, com
largura do poco ¢ = 2 e profundidade U = —10.

1 0
= =
-2
0
0 6 12 0 6 12
k Re(k)

Fonte: O autor.

Como ja citado anteriormente, as ressondncias sdo os picos em que o coeficiente de
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transmissao é maximo, em que sua posi¢do e largura podem ser avaliados por meio da localizagdo

dos polos no plano complexo.

4.3.3 Estados ligado e antiligado provenientes de ressonancias

O numero de estados ligados de um poco quadrado de potencial para uma largura
fixa, depende de sua profundidade (35). Na Figura 19 ilustramos o mecanismo pelo qual o
deslocamento dos polos no plano complexo d4 origem a novos estados ligados e antiligados.

Como podemos visualizar na Figura 19(a) até 19(c), ao aumentar a profundidade do
Po¢o, temos que o par ressonancia e antirressonancia aproxima-se do eixo imagindrio, até tocarem
o eixo e gerarem dois estados antiligados, como apresentado em 19(d), os quais deslocam-se em
sentidos opostos a partir do ponto de surgimento, até que um dos polos continua se deslocando
no sentido imagindrio negativo, enquanto o outro aproxima-se do eixo real, gerando o préximo
estado ligado, como vemos em 19(g), ao passar para o eixo imagindrio positivo. Em 19(h) é
ilustrado de forma qualitativa como ocorre este fluxo dos polos ao aumentarmos a profundidade

do pogo de potencial.
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Figura 19 — Surgimento de estados ligado e antiligado a partir de um par ressonancia antirres-
sondncia em um poco de potencial com largura fixa ¢ = 2 e profundidade varidvel,
cuja profundidade estd aumentando.
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Fonte: O autor.
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5 PICOS DE TRANSMISSAO DE COMPOSICAO DE GRAFOS QUANTICOS

Neste capitulo serd discutido sobre o trabalho (22), publicado na revista Physical Review
A, no qual utilizamos grafos quanticos simples e alguns arranjos em série e em paralelo para
estudo de suas propriedades de transmissdo. Neste trabalho o escopo foi utilizar grafos que
possuissem todos os vértices com o mesmo grau, mas com conectividade distinta, a fim de
investigar como a transmissao € alterada devido a mudanga de topologia do grafo, ou seja,
diferentes formas de conexao entre os vértices do grafo. Utilizamos destes mesmos grafos para
construir arranjos simples em série e em paralelo, onde notamos que certos arranjos geram uma
banda de transmissao nula, que chamamos regiao de supressao. Outro ponto investigado foi o
surgimento de finos picos de ressonancia no interior desta regido de supressao proveniente da
interferéncia quantica construtiva, efeitos que sdo de grande interesse no controle da transmissao

quantica.

5.1 Escolha dos Grafos quanticos

Buscando analisar as propriedades de transmissao em grafos simples, utilizaremos as
condi¢des de contorno do tipo Neumann, entdo os coeficientes de transmissdo e reflexdo em cada

vértice j depende apenas de seu grau gj,

2 2
=1, ==, (5.1)

9j 9j
tornando as propriedades de transmissdo global dos grafos analisados dependente apenas da
sua estrutura. Enfatizamos aqui que para calcular as amplitudes de transmissdo foi empregada a

metodologia de funcdes de Green, como apresentado no capitulo 3.

Inicialmente buscamos utilizar grafos que possuissem a estrutura mais simples possivel.
Entretanto, tais grafos sao do tipo caminho e apresentam reflexdo nula e transmissao total em
todos os seus vértices, ou seja, o coeficiente de transmissdo global do grafo serd maximo para

qualquer valor de energia. Por exemplo: grafo caminho com um vértice |7, (k)|*> = 1; grafo

caminho com dois vértices [T, o (k)|> = 1; e assim por diante para grafos em que seus vértices
possuam todos grau 2. Desta forma, foram considerados grafos em que seus vértices possuissem

grau distinto, como representado na Figura 20.

Figura 20 — Grafos diamante e hexdgono com seus vértices possuindo graus 2 e 3.

Fonte: O autor.

Para estes grafos as amplitudes de transmissao sdao dadas por,

862“@4 8632'14:@
Teo(k) = 9 gae Te(k) = 9 oot (5.2)
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em que ¢ é o comprimento das arestas. Os coeficientes de transmissdo associados apresentados
na Figura 21.

Figura 21 — Coeficiente de transmissao dos grafos diamante (linha azul s6lida) e hexdgono (linha
vermelha tracejada).
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Fonte: O autor.

Desta forma, podemos perceber que os coeficientes de transmissdo alteram seu aspecto,
entretanto, como estamos utilizando os vértices do tipo Neumann, temos que os dois grafos sdo
equivalentes, supondo que o tamanho das arestas do grafo diamante sejam equivalentes a 3/2 das
arestas do hexdgono, tornando as transmissoes exatamente iguais.

Estes grafos (<. e <[*) possuem o mesmo niimero de vértices, entretanto, eles possuem
vértices com diferentes graus. Logo buscando grafos que possuam vértices todos com mesmo
grau, avaliamos os grafos apresentados na Figura 22, que possuem suas formas como um
diamante com uma aresta no meio e hexagonos, um com as liga¢des no interior em forma de X e
outro na forma de quadrado:

Figura 22 — Grafos diamante e hexdgono que possuem vértices todos com grau 3.

~[ D <X

Fonte: O autor.

As amplitudes de transmissdo para os grafos apresentados sdo dadas por:
16 (GQikf + €3ik€)

T (k) o7 T 9eikl 1 Ge2ikl — Gedikl _ oAikl _ 3¢5ike’ (5.3)
32 (e4ikZ + e5ik€>
Ty (k) :(9 F 42kl 1 3eHRL) (9 — 3eikl 4 g2kl _ 3cBikL)’ (5.4
64e3ik€
T (k) (5.5)

:81 + 9€2z’k£ _ 17e4z‘ké _ 9€6ik€’
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com seus coeficientes de transmissio apresentados na Figura 23.

Figura 23 — Grafos diamante e hexdgonos, os quais possuem todos os seus vértices com grau 3.
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Fonte: O autor.

Podemos notar que nos grafos diamantes, ao acrescentarmos uma aresta ( por consequén-
cia alterando os graus dos vértices) e avaliando a diferenca entre os coeficientes de transmissao
entre dois grafos ' e I,

A(LT) = |Te(k)* = Tr (k) (5.6)

temos que o grafo com menos arestas apresenta maior eficiéncia na transmissao para alguns
valores de k (Figura 24), um resultado contra intuitivo, uma vez que espera-se um aumento na
probabilidade de transmissdo devido ao aumento no nimero de arestas conectando o vértice
de entrada e o vértice de saida. Esse efeito € semelhante ao que ocorre no Paradoxo de Braess
(26, 27, 36, 37), o qual descreve que se duas vias de acesso a uma determinada cidade possuem
congestionamento, aumentar o nimero de vias pode, em certos casos, nao melhorar o fluxo
de veiculos. Este paradoxo é explorado em (38, 39), sobre ineficiéncia do transporte em redes
mesoscopicas

No caso dos grafos hexagonais, observamos que os dois grafos possuem o mesmo niimero
de vértices, arestas e o grau de todos os vértices é 3. Analisando o coeficiente de transmissao,
podemos perceber que o grafo <[ [> possui uma regido de supressdo em torno de 7, enquanto
o grafo <><> possui um maximo em 7. Esta ressonancia do grafo <> localizada em 7 foi
investigada no plano complexo, confirmando sua posicdo e determinamos sua largura com o
valor de wez. = 0, 54408.
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A Figura 24 apresenta a diferenga entre as probabilidades de transmissdo entre os
diamantes e os hexdgonos.

Figura 24 — Diferenca entre os coeficientes de transmissdo entre os grafos diamante (esquerda) e
entre os grafos hexagonais (direita).
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Fonte: O autor.

Na janela de 0 < k¢ < 27 observada, a eficiéncia do grafo <> é maior que a do <]
no intervalo de 1,15 < k¢ < 5, 13. Avaliando estes grafos em termos de caminhadas quanticas
(40, 41), podemos utilizar a ideia de hitting time: Classico: representa o nimero médio de passos
necessarios para que um caminhante aleatorio partindo de um vértice v; chegar a um vértice vy
(42); Quantico: nimero de passos necessarios para chegar a um dado estado quantico na aresta
es partindo de um estado inicial na aresta e; (43, 41). Em termos das fungdes de Green, esta €
compreendida como uma “fun¢io geratriz” para todos os possiveis caminhos de espalhamento
através do grafo.

Para fazer a relagio com as caminhadas quinticas associamos o termo z = ¢'*’ equiva-
lente a um passo em caminhadas quanticas. Desta forma, para obtermos todos os caminhos com
m passos, utilizamos o operador passo (40)

p oL o
m! 0zm

m —

(5.7)

z=0
Desta forma, a probabilidade total Q para um caminhante quantico entrar no grafo por meio de

uma lead e sair do outro lado na outra lead, em m passos no processo de espalhamento é
Q(m) = | PuTrf?, (5:8)

em que 71T € a amplitude de transmissao no grafo I'. A probabilidade de fazer uma medi¢do na
particula na primeira vez que ela sai do grafo, independente do nimero de passos necessdrios,

possui a forma

Quiza = Y, Q(m), (5.9)
m=1
logo podemos definir um hitting time condicional h (43, 41)
1 o0
h mQ(m), (5.10)

Qsal’da m=1
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a qual foi utilizada no cdlculo dos hitting time para os grafos hexagonais em que obtemos
hap = 4,01196 € hee. = 13/4 = 3, 25.

Utilizando a ideia de hitting time contribui no ambito de avaliar a maior eficiéncia na
transmissdo do grafo <> na janela observada de [0, 2]. Entretanto, podemos visualizar uma
forma de manifestacdo do paradoxo de Braess nos intervalos em que a transmissdo do grafo < >
€ mais eficiente, pois comparando apenas os hitting time dos grafos, considerariamos o grafo

<><> mais eficiente para todo valor de k/.

5.2 Composicao de circuitos

Nesta seciio vamos construir composicdes de circuitos utilizando os grafos <[> e <>,

a fim de avaliar como a transmissao pode ser controlada devido a estas associagdes.

5.2.1 Composic¢ao de grafos em série

Considerando a composi¢ao dos grafos como circuitos, utilizamos inicialmente o arranjo
em série dos grafos hexagonais, devido a caracteristicas de seus vértices. Desta forma, no arranjo
em série buscamos manter os vértices com grau 3, logo sua associacdo foi construida como
apresentado na Figura 25, em que associamos o grafo caminho com dois vértices (F,—e—e—),
supondo que cada um de seus vértices possui uma estrutura interna na forma do hexdgono
desejado. Os arranjos em série serdo denotados por S(I'l"), sendo I' e [" os grafos utilizados na

construgao.

Figura 25 — Representagdo da construgdo do arranjo em série dos grafos <[ [» e <0{>;
ST <),
——o—

N

Fonte: O autor.

Devido a esta constru¢do, podemos utilizar a amplitude de transmissdo do grafo —e—e—
no célculo dos arranjos em série, onde supomos que cada vértice possui uma estrutura interna,

como apresentado em (19)
T oo (b t1,t2,11,72) = Tsr vy, (5.11)

t1t2€ike
Ty F’)(k) = 1 — ryroe2ikl’

(5.12)
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em que utilizamos as equacdes (5.4) e (5.5) para as transmissodes, enquanto as reflexdes sdo dadas

por
(ez‘kﬁ _ 1) (27(1 4 662’1@6) 4 18(€ik€ 4 eSikﬁ) 4 57<€2ik£ 4 64ik£) 4 463ik€)
R (k) = (9 1 42k 1 3cHR0) (9 — 3eikl | o2kl _ 3eBiki) , 5-13)
27(62%5 . 1)(1 + €2ik€)2
k) = . . , 5.14
B (W) =§1 1 get 4 17em 3 gooie: 19

calculadas por meio da equacao (3.29).
Conhecendo todos os parametros necessdrios podemos construir as associacdes em série,

dos grafos, com suas probabilidades de transmissdo apresentados na Figura 26.

Figura 26 — Probabilidades de transmissao da associagdo em série dos grafos hexagonais; com-
posi¢do com dois grafos.
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Fonte: O autor.

A associacdo em série dos grafos gera alguns efeitos interessantes, por exemplo, na
transmissdo do grafo S(<I [> <[ ]>) que a regido de supressdo em torno de k¢ = 7 torna-se mais
acentuada, além dos picos em torno da regido de supressdo tornarem-se miaximos em relacio ao
caso do grafo <[ > apenas.

Para a associacio S (<2< <2< >) notamos que o pico central de transmissdo total tem sua
estrutura modificada para trés picos, e evidencia os pontos onde a transmissdo nao ¢ maxima
tornando-a ainda menor, entretanto, nao chega a zero. O pico de transmissao localizado em 7
tem sua largura alterada para wee. <. = 0, 25037.

Na associagdo mista dos grafos S (<[ 1> <2>C>) = S (<> <[ ]>), podemos visualizar que a

regido de supressao permanece mais evidente, porém com duas ondula¢des quase imperceptiveis
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em torno de 7. Em torno da regido de supressio percebe-se uma atenuagdo nos picos que eram
maximos em <>, enquanto nas extremidades dos gréficos (préximo a k¢ = 0 e k¢ = 27), ndo
houveram grandes mudangas pois ambos apresentam pontos maximos seguidos de um minimo,
o qual tornou-se mais evidente.

Com base nestes resultados, construiu-se também as associagdes em série com trés destes
grafos (S(I' IV I'"")). Para isso utilizamos a amplitude de transmisséo para um grafo caminho
com trés vértices (—e—e—e—), com a ideia de que cada vértice possui uma estrutura interna (19),

cuja transmissdo € dada por

T oeo(kiti,to, ts,r1,72,73) = T v 1y (K), (5.15)

titot e?ikﬁ
Tserr (k) = 2 (5.16)

1 — r1r2€2ikf _ 7”27“362ik[ + 7’17’%7’364“% _ rlrgt%eMkZ’

e seus vértices possuem um estrutura interna de acordo com a escolha dos hexdgonos. As

probabilidades de transmissdo para estas associacdes podem ser visualizadas na Figura 27.

Figura 27 — Probabilidades de transmissdo da associacao em série dos grafos hexagonais; com-
posicdo com trés grafos.
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Fonte: O autor.

Na associagdo com trés grafos podemos perceber que as estruturas formadas nas trans-
missdes sdo modificadas, mantendo algumas caracteristicas. Em S (@ < @) temos a
banda de supressdo em torno de k¢ = 7, entretanto, os picos maximos de transmissio sao

modificados gerando dois picos cada. Enquanto na associagdo S (<2< <2X> <2C>) temos o efeito
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semelhante, que podemos evidenciar principalmente nos maximos centrais, que era inico no
grafo sozinho, tornou-se trés na associagcdo de 2 em série e neste caso torna-se 5. Entretanto, o
efeito que se mostra mais interessante € o caso em que temos S(<_ 1> <>{><[]>), em que surgem
dois picos finos de ressondncia no interior da regido de supressdo, ou seja, apenas particulas
com uma energia especifica (no interior da regido de supressdo) podem ser transmitidas através
desta associagdo, o que pode ser associado a uma forma de filtro. Os picos de ressonancia que
aparecem no interior da regido de supressdo estio localizados em k¢ = 7 =+ 0,33250, com
largura da ordem de w =~ 0, 00030. Estes picos de transmissdo sao gerados devido a interferéncia
quantica construtiva. As demais associagdes possiveis com trés hexdgonos foram consideradas,

entretanto, nao observamos diferentes efeitos qualitativos dos ja apresentados.
5.2.2 Composicao de grafos em paralelo

Conhecendo a composi¢do dos circuitos em série com os grafos hexagonais, tona-se
natural a investigacdo de sua composi¢do em paralelo, em que utilizaremos o grafo <., em que
seus vértices de grau 2 possuem uma estrutura interna (Figura 28), enquanto seus vértices de

entrada e de saida possuem transmisséo 2/3 e reflexdo —1/3, de acordo com a equagdo (5.1).

Figura 28 — Representacdo da associagdo em paralelo dos grafos hexagonais.
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Fonte: O autor.

Estes arranjos em paralelos entre os dois grafos I" e I serdo denotados por P(I'I”) e
podem ser visualizados na Figura 28.

Analisando as composicdoes em paralelo, podemos perceber que alguns efeitos sdo
semelhantes, como no caso da supressio em torno de 7 para P(<[]> <[_]>), entretanto, nfo
hé mais os picos mdximos de transmissdo em torno da regido de supress@o como no caso da
associacdo em série.

Na associagdo P(<><> <2{>), notamos que o pico maximo de transmissdo em 7 é
mantido, enquanto as estruturas adjacentes sao modificadas, efeito diferente a associacdo em
série, cuja principal modificacao pode ser percebida no pico de transmissdo central.

A associacdo que sofre maiores modificagdes é a composicao mista em paralelo na forma
P(<>X><"]>), porém apresenta efeitos interessantes como picos madximos de transmissdo em
torno de 7 e dois pontos em que a transmissao decai rapidamente a zero, efeito similar ao que

ocorre em ressonancias de Feshbach (24, 23, 44).
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Figura 29 — Probabilidades de transmissao da associa¢do em paralelo dos grafos hexagonais.
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Fonte: O autor.

5.3 Discussao

O escopo do trabalho (22) foi estudar as propriedades de transmissdo em grafos sim-
ples. Entretanto, as escolhas iniciais entre diamante (<.*) e hexdgono (<._.>) ndo apresentaram
resultados significativos. Avaliando os coeficientes de transmissio entre os diamantes (<. *,<>),
podemos visualizar efeitos interessantes, em que dependendo do nimero de onda um € mais
eficiente que o outro, como apresentado na Figura 24. Entretanto, como os grafos possuem
vértices com graus distintos e o nimero de arestas também € diferente, utilizamos os grafos
hexagonais (<>, <[ >), que apresentam vértices todos com mesmo grau e mesmo nimero
de arestas, para que as caracteristicas diferentes em suas transmissdes possam ser atribuidas
apenas devido a diferenca entre as conexdes internas, ou seja, devido a diferenca na topologia
dos grafos.

A principal caracteristica que podemos destacar € a existéncia da regido de supressao
que ocorre devido ao grafo <] [, que torna-se mais evidente na associa¢io em série. Outro efeito
interessante € a existéncia dos picos finos de transmissao no interior da regido de supressao,
devido a composi¢do mista dos grafos. Estes efeitos podem ser interessantes na construgdo de
dispositivos quanticos a fim de manipular a probabilidade de transmissao.

Supondo que estes grafos quanticos possam ser utilizados como dispositivos elementares,

estes efeitos poderiam ser simulados utilizando redes de micro-ondas, como nos trabalhos
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(9, 10). Outras linhas que podem ser exploradas na utilizacio de grafos em sua implementacao
experimental, destacando os grafos apresentados, podem ser nas chamadas redes complexas
opticamente ativas (45, 46), ou em pontos quanticos (quantum dots), como apresentado em
(12, 13).

Do ponto de vista tedrico, outras possibilidades podem ser testadas visando tornar o
grafo mais préximo a situagdes reais, como a inclusdo de potenciais (barreiras ou po¢os) nas
arestas, interacdes pontuais nos vértices do tipo d ou ¢’ com intensidades controlaveis (47). A
implementagdo de campos magnéticos ao longo das arestas, os quais poderiam gerar quebra na

simetria de reversdo temporal, ou seja, poderia gerar um caminho preferencial de transmissdao no
grafo.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre grafos quanticos e algumas de suas aplica-
¢des em mecanica quantica, utilizando a abordagem de fun¢des de Green. A utilizagdo de grafos
quanticos para o estudo de pogos e barreiras de potencial proporciona uma maior abrangéncia
na anélise, uma vez que grafos possuem maior versatilidade para descri¢do de sistemas, devido
a possibilidade de definirmos potenciais nas arestas e nos vértices do grafo. Outro ponto a ser
destacado € a utilizacdo de grafos que possuem vértices com graus maiores que 2, 0os quais
possibilitam a generalizagdo de potenciais constantes por partes na forma de sistemas unidimen-
sionais multiconectados. E importante destacarmos que a abordagem de potenciais constantes
por partes interpretados como grafos vestidos utilizando a abordagem de funcdes de Green é
uma contribuicao original obtida neste trabalho.

Discutimos a matriz de espalhamento que possui papel fundamental na anélise de sistemas
de espalhamento, que possibilita analisarmos o fluxo de polos para barreira e poco de potencial,
que descreve como 0s pontos associados aos estados de ressondncia e antirressonancia, os
quais estao localizados nos quarto e terceiro quadrante respectivamente, € os estados ligados
e antiligados, que encontram-se no eixo imagindrio positivo e negativo respectivamente. Os
polos da matriz de espalhamento foram analisados como polos da funcdo de Green, em que
mostramos a equivaléncia entre as abordagens em grafos, o que torna sua obtencdo bastante
simples, uma vez que nao € necessdrio resolver a equacao diferencial, apenas constréi-se o
sistema de equacdes lineares associado as familias de caminhos de espalhamento e extraimos a
matriz cujo determinante secular fornece os polos.

Os assuntos apresentados nos primeiros capitulos sao utilizados na descri¢ao dos efeitos
de transmissdo dos grafos diamante e hexagonais, em que focamos a atencao nos grafos hexago-
nais, onde interpretamos estes grafos como dispositivos quanticos para controle da transmissao.
A partir disso, construimos associa¢des em série e paralelo a fim de avaliar efeitos de transmissao
gerados devido a estes circuitos, como as regides de supressao total da transmissdo e dos picos
de transmissdo no interior das regides de supressao.

Além disso, devido a grande flexibilidade em suas construcdes, sua utilizac¢ao se torna
vidvel na busca outros sistemas que possam ser modelados por meio de grafos € bastante
promissora, como simulagdes de condug¢do em moléculas e redes complexas. Também em
virtude da possibilidade das simulagdes experimentais com redes de micro-ondas, por exemplo,
a ideia da constru¢do de dispositivos quanticos utilizando grafos e suas possiveis aplicagdes
podem ser testadas experimentalmente, favorecendo ainda mais suas andlises.

Os picos finos de transmissao obtidos da composi¢do de grafos simples, sdo bastante
interessantes, uma vez que os grafos utilizados ndo possuem tais estruturas quando analisados
separadamente. A escolha dos grafos para andlise foi feita buscando a estruturas mais simples
possiveis capazes de fornecer feitos caracteristicos na transmissao. Entretanto optamos por
utilizar os grafos hexagonais pois estes possuem mesmo nimero de vértices, arestas e todos os

vértices possuem grau trés, desta forma temos que os efeitos de transmissao observados podem
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ser atribuidos a topologia dos grafos, ou seja, sua conectividade. Os efeitos de supressao e picos
finos no interior desta mesma regido da transmissao podem ser interessantes na constru¢do de
dispositivos quanticos, a fim de manipular a probabilidade de transmissdo. Supondo tais grafos
como dispositivos, estas propriedades poderiam ser simuladas utilizando redes de micro-ondas.

Do ponto de vista tedrico, diversas possibilidades podem ser testadas visando tornar o
grafo mais proximo a situagdes reais, como inclusiao de potenciais nos vértices e/ou nas arestas.
Também a implementacdo de campos magnéticos € um ponto interessante a ser estudado, uma

vez que a simetria de reversdo temporal seria quebrada.
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7 PERSPECTIVAS FUTURAS

Tendo em vista a flexibilidade do estudo de grafos e algumas andlises apresentadas,

certas linhas podem ser tomadas para estudos futuros, tais como:

e Avaliar o fluxo de polos para diferentes formas de potencial e também para grafos, a fim
de compreender a formagdo dos picos de ressondncia. Estudo da influéncia de potenciais

com interacdes pontuais no fluxo de polos;

e Andlise e descricdo dos picos de ressondncia por meio da abordagem sobre a topologia que
envolve o grafo, uma vez que as ressonancias podem ser classificadas como ressonancias

de forma ou topoldgicas (48);

e Implementacdo de campo magnético em grafos, com o intuito de gerar “‘caminhos prefe-
renciais”’que possam favorecer a transmissdo em uma dada direcdo e impedir em outra. Tal
implementagdo quebraria a reversdo temporal nos grafos, o que poderia trazer resultados

interessantes;

e Modelar moléculas de forma simplificada por meio de grafos, em que os vértices seriam
atomos e as arestas as ligacdes quimicas, a fim de avaliar possiveis quantidades que possam
ser concebidas e comparadas com as medidas experimentais conhecidas, a0 menos de

maneira qualitativa.
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APENDICE A - AMPLITUDES DE TRANSMISSAO E REFLEXAO PARA
POTENCIAIS DO TIPO DEGRAU

Utilizando um potencial do tipo degrau na forma

Vi se v < xj,
V(z) = (A.1)
‘/j—l-l sexr; <,
em que os Vs s@o potenciais arbitrdrios, distintos e constantes, como podemos visualizar na
figura 30:

Figura 30 — Representacdo de um potencial do tipo degrau.

V(JU)A

Vg, —

‘/j i IS — |

L

»
e
Fonte: O autor.

Podemos determinar as amplitudes de reflexdo e transmissdo para uma particula com
energia [ ao atingir a descontinuidade do potencial, resolvendo a equacado de Schrodinger do
sistema.

Supondo que a particula incide na descontinuidade do potencial pela esquerda, a solugdo

¢ descrita na forma:
- 9
ethi® 7”](. Je=ikiz  ge g < a,

U(x) = , (A.2)
téﬂe’kﬂ'ﬂx sea < x,
em que a notacio 7"](-” indica que a particula incide no potencial j pela direita, com nimeros de
onda
2m
k; = ﬁ(E - V). (A.3)

Utilizando a condicdes de contorno nos pontos de descontinuidade do potencial, as quais
s&o a continuidade da fungéo ¢ (z = 07) = ¢»(x = 01) e daderivada ¢)'(z = 07) = ¢'(x = 0T),
podemos determinar as amplitudes de reflexdo e transmissdo, em termos dos nimeros de onda,

() _ ki — ki Al
TJ ki+kj+17 ( . )

N
(H) _ g VIHL (A.5)

t, = .
’ kj 4 ki



59

A solugdo para o caso da particula incidindo no potencial a esquerda, consiste na equacao
(A.2) complexo conjugada e alternando as regides em torno do potencial. As amplitudes de

reflexdo tornam-se
=), (A.6)

(A.7)

em que o (—) indica atingir o potencial pela esquerda.
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APENDICE B - TRABALHOS PRODUZIDOS DURANTE O MESTRADO

Durante o mestrado foram produzidos dois trabalhos, sendo o primeiro intitulado “Nar-
row peaks of full transmission in simple quantum graps” ja publicado (online) na revista Physical
Review A, disponivel em <https://journals.aps.org/pra/abstract/10.1103/PhysRevA.100.062117#>.
Outro estd em desenvolvimento, intitulado “Quantum graphs proposal for quantum devices”,

cuja versao preliminar encontra-se diponivel em <https://arxiv.org/pdf/1906.07782.pdf>.
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