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RESUMO

A investigacdo de sistemas de cavidades Opticas em mecénica quantica ja é bem estabe-
lecida na literatura, porém nas dltimas décadas a inser¢do de excitacdo paramétrica nas
frequéncias destas cavidades mostrou interessantes resultados para diferentes arranjos de
sistemas. Neste trabalho visamos a andlise da dindmica e extragdo de algumas proprieda-
des interessantes em dois casos de um mesmo sistema, composto por duas cavidades Opti-
cas parametricamente excitadas fracamente acopladas, porém em meio livre e dissipativo,
respectivamente. A diferenciacido entre estes casos requer a utilizacdo de duas diferentes
perspectivas no estudo da dindmica de sistemas quanticos, uma delas utiliza das variaveis
de quadraturas do campo eletromagnético Z e p no método dos invariantes qudnticos, no
qual as propriedades de um sistema descrito por um hamiltoniano quadratico sdo extraidas
de uma dlgebra de construcio do propagador, que no caso aqui presente usufruiu do mé-
todo das escalas miltiplas (MEM) para construcio das formas explicitas dos componentes
do propagador. A outra utiliza da transformacdes destas varidveis de quadraturas nos ope-
radores de criacdo e aniquilacio G e @' juntamente com novas varidveis provenientes da
consideracdo de reservatérios térmicos, para que assim sejam utilizados na equagdo mestra
derivada das equacdes de Neumann-Liouville cuja solu¢do busca descrever a dindmica do
sistema por meio da evolucdo de seu operador densidade. A extracdo das propriedades de
interesse foi feita por meio de operacdes sobre as matrizes das covaridncias considerando
estados iniciais gaussianos, propriedades estas como energia de flutuacdes, pureza, com-
pressdo de estado e emaranhamento por exemplo. Por meio da andlise qualitativa destas
propriedades foi possivel averiguar a acdo da excitacdo paramétrica em ambas as cavidades
para os dois casos, juntamente com diferenciacdo do casos livre e dissipativo.

Palavras-chaves: Cavidades Opticas, excitagdo paramétrica, emaranhamento, escalas mul-
tiplas, equacao mestra.



ABSTRACT

The optical cavities investigation in quantum mechanics is well estabilished in the liter-
ature, however in the last few decades the insertion of parametric excitation in cavities
frequencies presented interesting results for different system arrangements. In this work
we aim at the dynamics analysis and the extraction of some properties of interest in two
cases of the same system, composed by two weakly coupled parametrically excited optical
cavities, but in free and dissipative mediums respectively. The differentiation between these
cases requires use of two perspectives in the study of quantum mechanical dynamics, one
of them uses the quadrature variables of the electromagnetic fields & and p in the quantum
invariants method, in which the proprerties of a system described by a quadratic hamilto-
nian are extracted from a propagator’s algebra, that in the present case used the multiple
scales method for the construction of the propagator components explicit forms. The other
uses the transfomation of the these quadrature variables to the creation and annihilation
operators ¢ and a' along with the new variables from the considered thermal reservoir, so
they are used in the master equation derived from the Neumann-Liouville equations whose
solution seeks to describe the system dynamics through the density operator. The extraction
of properties of interest was done through operations on the covariance matrices consid-
ering initial Gaussian states, properties such as fluctuation energy, purity, squeezing and
entanglement for example. Through the qualitative analysis of these properties it was pos-
sible to ascertain the action of parametric excitation in both cavities for both cases, along
with differentiation of free and dissipative cases.

Keywords: Optical cavities, parametric excitation, entanglement, multiple scale, master
equation.
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INTRODUCAO

Com os resultados alcancados a partir dos estudos e experimentos realizados sobre a
emissdo de luz por corpos negros no inicio do século XX, a discretizacdo da luz destaca-se
como elemento fundamental na inaugurac@o do que se conhece hoje como Mecénica Quantica
(PLANCK, 1914; HAAR, 1967). A quantizacdo da onda eletromagnética ndo representa apenas
um conceito contra intuitivo acerca da nossa visio de mundo e natureza, mas também uma
ruptura nos modelos fisicos conhecidos até o inicio do dltimo século. Os quais foram moldados
a partir da interpretacdo Newtoniana dos elementos inanimados presentes na natureza, esta que
por sua vez estd bem estabelecida ndo apenas por critérios fisicos. Como toda a teoria formulada
posteriormente e experimentos de grande importancia na evolu¢cdo do pensamento cientifico e

da tecnologia dos ultimos séculos, mas também critérios metafisicos s6lidos (NEWTON, 1846).

Sendo assim, a constru¢do de novos modelos para uma categoria inédita de fendme-
nos teve de ser moldada desde os principios tedricos mais fundamentais que sustentam a nova
mecanica. Estes que (frequentemente) colapsam com ideias cléssicas, de caracteristicas intui-
tivas, como por exemplo a observacdo de um fendmeno e a aquisicdo de informacao referente
ao mesmo. Em que nesta "nova” perspectiva depende (entre outros aspectos) da relacao de co-
mutatividade entre os agora operadores a serem observadas no sistema. Essa relacdo nos casos
mais fundamentais € a chamada Incerteza de Heisenberg, que é considerado como uma pedra
fundamental nos estudos e interpretacdes em Mecanica Quantica (WHEELER; ZUREK, 1983).

Embora o desenvolvimento da Mecanica Quantica, principalmente em seus primeiros
anos, tenha se sucedido a partir de estruturas cldssicas que se desenvolvem pela utilizacdo de
principios alternativos aos ja conhecidos (o modelo atdmico de Bohr surge como um bom exem-
plo), a partir da terceira década do século XX com trabalhos de cientistas como Schrodinger e
Heisenberg, (SCHRODINGER, 1926; WHEELER; ZUREK, 1983) esta 4rea da fisica comeca a
possuir quadros proprios de interpretacdo, e os paralelos construidos com a Mecanica Classica

se tornam parametros matemadticos e de interesse meramente tedrico.

Assim, problemas de natureza quantica com andlogos cldssicos j4 muito bem estabele-
cidos comecam a ser tratados dentro de uma nova linguagem, esta que ainda estd em desen-
volvimento até a atualidade e que se utiliza de uma série de diferentes propostas tedricas para
aquisicao de novos resultados. E o trabalho a seguir trata principalmente de duas destas pro-
postas metodoldgicas para investigacao de sistemas ja muito bem estabelecidos classicamente,

porém que mostram resultados tinicos da Mecanica Quantica.

O aumento de interesse em sistemas Opticos em Mecanica Quantica a partir da segunda
metade do século XX, fez com que diferentes métodos de andlise de dinamica fossem desen-
volvidos a partir de andlogos cldssicos preexistentes, como exemplo a utilizacdo da teoria de
invariantes em Mecanica Analitica (DERIGLAZOV; FILGUEIRAS, 2009), que baseia em as-
pectos gerais a teoria os Invariantes Quanticos (DODONOV; MAN’KO, 1989). Esta ultima tem
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como principal objetivo a construcdo algébrica exata do nicleo do propagador de um sistema
quantico a partir do uso de operadores especificos chamados Invariantes, o método estd cen-
trado na resolug@o das equagdes para os autovalores em termos dos blocos de matrizes A(t) e
A(t), que em sua forma funcional constituem equagdes diferenciais de primeira ordem, mas

que a priori ndo proporcionam solucdes analiticas.

Tal problema é contornado pela utilizacdo do Método das Escalas Multiplas (MME), que
promove a resolucao grupos de equagdes diferenciais de segunda ordem a partir da introdugdo
de diferentes escalas para o parametro livre do sistema (tempo), as solugdes destas equacdes
possibilitam uma anélise detalhada da dinamica do sistema estudado, assim como a aquisi¢ao

de medidas tedricas necessarias.

Outro exemplo de método com andlogos cldssicos € aqui utilizado a partir de equacdes
de Neumann-Liouville para uma determinada densidade de estados acessiveis para um sistema,
utilizando muitas vezes do operador Liouvilliano (AGARWAL, 1973; BREUER; PETRUCCI-
ONE, 2006). Estas em seu paralelo quantico descrevem a evolucdo do agora chamado operador
densidade, e por meio desta notagdo gera-se o que chamamos de Equacdo Mestra, esta pos-
sibilita o estudo da dindmica de sistemas compostos tanto abertos quanto fechados em 6ptica
quantica, caracteristica que juntamente com sua praticidade técnica, da grande popularidade
para seu uso em uma grande variedade de fenomenos (PURI, 2001; CARMICHAEL, 1999).
As solucdes propostas para a equagdo mestra advém do método proposto em (DODONOV;
MAN’KO, 2003), por meio da introdug@o da matriz de evolucdo A, utilizada para o célculo da

matriz de evolugdo temporal U e por fim das matrizes das covariancias M.

O objetivo estipulado para com esse trabalho estd na observagdo dos efeitos da excitagdao
paramétrica em sistemas compostos por dois modos de diferentes cavidades acoplados, por
meio de medidas de correlagdes quanticas. Foram investigados estes sistemas para um caso ideal
e também foi efetuada uma extensdo para o caso dissipativo. Assim, a comparacao qualitativa

de resultados adquiridos também integra uma das propostas do nosso desenvolvimento.
A dissertacdo serd organizada da seguinte maneira:

O capitulo 1 é uma breve discussao acerca do estudo da dinAmica de sistemas em Me-
canica Quantica, mostrando alguns dos pontos de partida tedricos no que se refere a evolucao
de um fendomeno de natureza quantica destacando alguns andlogos cléssicos, firmando a prin-
cipal teoria que fundamenta este trabalho, sendo estas as Integrais de Movimento em Mecénica
Quantica (LEWIS, 1967).

Os capitulos 2 e 3 tratam do primeiro modelo tedrico utilizado no estudo da dinamica
de um sistema 6ptico deste trabalho, este que é chamado de Método dos Invariantes Quanticos,
e serd aplicado a um sistema fechado composto por duas cavidades Opticas acopladas excitadas
parametricamente. Pelo uso de tal método, equacdes diferenciais de primeira ordem foram ad-

quiridas a partir dos célculos relacionados ao bloco de matrizes A(¢), e estas por sua vez ndo
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possuem solugdes analiticas, problema que foi contornado por meio da utilizacdo do Método
das Escalas Multiplas (MEM), tratado de forma aprofundada no capitulo 3.

O capitulo 4 estd centrado no estudo dos efeitos da excitagdo paramétrica em modos de
cavidades Opticas para um caso fechado. Estes efeitos s@o interpretados a partir das medidas
tedricas executadas em ambos os fendmenos, que podem ser interpretadas como os principais
resultados do trabalho, e tais medidas tratam dos elementos a seguir: energia das flutuacdes,

incerteza, emaranhamento, pureza de estados e compressao de estados.

O capitulo 5 aborda o segundo método utilizado no estudo de sistemas 6pticos em Me-
canica Quantica, o qual ¢ chamado de Método da Equacao Mestra, e este por sua vez ha de tratar
de um sistema aberto composto por duas cavidades fracamente acopladas entre si, mas acopla-
das a dois reservatérios idénticos e também excitadas parametricamente. Um sistema andlogo,
ao primeiro, porém agora dissipativo. A equa¢do mestra construida foi resolvida a partir do
formalismo proposto por (DODONOV; MAN’KO, 2003) e elaborado com maior detalhamento
por (CASTRO; DODONOQV, 2014) e medidas de energia foram efetuadas e qualitativamente

interpretadas.

Os resultados sdao resumidos e discutidos no capitulo 6, onde primeiramente sao dis-
cutidas questdes comparativas de naturezas tedrica e pratica entre os métodos utilizados no
trabalho, assim como as caracteristicas fisicas extraidas dos dois sistemas. As conclusdes finais

e perspectivas para trabalhos futuros sdo apresentadas por fim.
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1 INTEGRAIS DE MOVIMENTO

Uma caracteristica histdrica observada na evolugdo da ciéncia moderna consiste no fato
de que o progresso dos estudos em um determinado tema gera uma série de limitagdes emer-
gentes tanto da natureza quanto das ferramentas utilizadas em seu estudo, na Mecanica Quan-
tica isso certamente ndo diferiu. Um grande numero de estudiosos interessados no estudo da
Dinamica partiram dos estudos sobre evolug¢do temporal elaborados por Dirac (DIRAC, 1927),
propondo diferentes tratamentos para uma variedade significativa de sistemas, e estes nao foram
exce¢do no que refere a limitagdes. Um exemplo importante no desenvolvimento deste traba-
lho € a teoria das Integrais de Movimento (ou Invariantes Quanticos) apresentada por Lewis
e Riesenfeld (LEWIS, 1967; LEWIS; RIESENFELD, 1969), a qual usufruiu diretamente dos
conceitos de invariancia em Mecanica Analitica e do desenvolvimento feito por Dirac para tra-
tamento pratico de uma extensa classe de sistemas quénticos, e que embasa o método utilizado

na explorag@o do primeiro sistema deste trabalho.

Para a elucidar o que sdo as tais Integrais de Movimento, serd introduzido de antemao
um andlogo cldssico descrito por Lewis, que embora nao compartilhe da preocupagdo conceitual
de correspondéncia com o mundo cléssico, hd de pelo menos aclarar uma das bases do pensa-
mento que motivaram e tornaram possivel a introducao dos Invariantes Quanticos no estudo de
dinamica.

A ideia comum presente tanto em casos quanticos quanto cldssicos é que a determina-
¢ao de um conjunto de invariantes, que sao fun¢des associadas as varidveis de interesse fisico
cuja variagdo temporal € nula, ou seja suas derivadas em termos do tempo sdo iguais a 0, ndo
apenas concede grande poder analitico na execugdo dos cédlculos, em vista que ha possibilidade
de se obter uma forma exata destes invariantes, como também torna o sistema propicio para ex-
tracdo de informacdes acerca da evolugdo temporal do fendmeno. Apesar do paralelo cldssico
apresentado por Lewis consistir em um caso com certa especificidade, ainda sim, ilustra sufici-
entemente o pensamento necessario de transicao a teoria quantica. Iniciaremos pela introducao
de um Hamiltoniano (classico) do tipo

_ Ly
H. = 2-[p* + (1), (L.1)

aqui, € representa um parametro real, e 2(¢) uma funcéo real (no caso cléssico), continua e ar-
bitraria do tempo. Lewis propds o cdlculo exato dos invariantes derivado do método de Kruskal
(KRUSKAL, ), que em tese consiste na existéncia de uma expansao em série assintdtica de po-
téncia do pardmetro € (em que o termo significativo tem a forma ¢ H /(2), onde as somas parciais
dos elementos desta série sdo os invariantes adiabaticos do sistema. Em sistemas fechados, essa
teoria assintdtica pode tornar-se exata, para isso, as equagdes de movimento devem ser autono-
mas e de primeira ordem, para que consequentemente suas solugdes sejam periddicas no limite
e = 0. Isso é possivel com uma transformacdo na varidvel independente, chamada agora de s,

enquanto o tempo serd considerado como uma varidvel dependente. O sistema de equacdes de
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movimento € obtido a partir da equacdo de Hamilton para s como nova varidvel independente e

possui a seguinte forma

dg
ds

dp 2

— = Ot
= (t)q,
dt

ds

= D

= ¢ s=t/e (1.2)

Como tal sistema ndo possui dependéncia explicita da varidvel independente (t) pode
ser denominado autdbnomo, logo supre as condicdes para cédlculo dos invariantes de forma exata.
E importante ressaltar o fato de que a introducdo da varidvel s ndo altera a natureza fisica do
sistema, e isso pode ser verificado no limite em que € = 0, pois a terceira equagdo do sistema
resultaria em ¢ constante, ou seja, a varidvel independente € retomada, e as duas equacdes res-
tantes sdo as equacoes associadas ao oscilador harmonico com frequéncia constante. O processo
de aquisi¢ao dos invariantes é semelhante para uma grande variedade de métodos em Mecanica
Analitica, pois consistem em transformagdes espaciais que proporcionam a invariancia dentro
de um certo dominio. Neste caso, utilizam-se as varidveis (21, z2) € ¢, estas devem ser selecio-
nadas para que (g, p, t) constituam uma familia de curvas fechadas, no caso anéis, nas condi¢des

de z; e zy constantes.

A utilizacdo de um conjunto de anéis justifica a existéncia de ¢, pois este representa
a varidvel angular cuja revolug¢do possua periodo 27 para uma travessia completa sobre o anel
em questdo. Este caso apresentado por Lewis possui duas fortes vantagens, a primeira consiste
no fato de que a transformacdo pode ser explicita em termos das varidveis candnicas e de uma
funcdo ®(t), e a segunda é de que a familia de anéis associada ao novo conjunto de varidveis

estd contida em planos onde ¢ € constante. Isto posto, o invariante exato € encontrado por meio

- 74 odg. (1.3)
anel

Tal integral pode ser calculada em termos de ¢, resultando em:

destes anéis da seguinte forma

1
1= [@_2q2 +(p — @) ] (1.4)
Em que a fun¢io ®(t) deve satisfazer a seguinte equacao diferencial,
0" + VPO -7 =0, (1.5)

sendo as derivadas calculadas em termos do tempo. Uma caracteristica muito importante deste
método é que qualquer solugdo particular de ®(t) pode ser empregada na estrutura do invari-
ante, que estd em termos das varidveis dinamicas ¢ e p. O problema reside agora no encontro de

uma transformagdo candnica na qual uma das varidveis de interesse seja o novo invariante. No
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presente caso, para uma nova coordenada e momento invariantes denotamos () e P respectiva-

mente, juntamente a uma nova funcio F' geradora da transformagdo candnica,

QO = —tan~! {@2]—’ - e@@’} , (1.6)
q
1
P = 5[@‘2q2 + (Pp — €@'q)?], (1.7)
1 1
F o= e '0q £ 0 (2P - 27%) "
-1 [p-1_4 1
£ Psen! [0 L]+ (n+ 2) TP, (1.8)
onde
T -1 9 | T
g = sen {Cb (2P)1/2} =g
oF oF
_ Y 1.9
sendo n um ndmero inteiro. E o novo Hamiltoniano transformado € escrito como
oF 1
Hr=H,+ — =-3&2%P. (1.10)
ot €

Desta forma, sdo definidos os invariantes e as transformagdes canOnicas necessarias
para a nova representacdo das varidveis para uma forma geral quadritica de um Hamiltoni-
ano Cléssico, fazendo com que as informacdes acerca da dindmica de um sistema fisico com
pardmetros reais possam ser extraidas e analisadas. Existe uma variedade enorme de métodos
que usufruem da estrutura de invariantes dentro da Mecanica Analitica, o tratamento feito por
Lewis aqui apresentado, ndo somente compde um destes métodos como também foi estendido
ao mundo quantico possibilitando a formulag@o da base de todo o desenvolvimento aplicado a
primeira fase deste trabalho.

A transi¢do de tal formulacdo para a Mecanica Quantica ndo se dd por uma relacdo
simples de correspondéncia, mas sim por uma reinterpretacdao do uso de invariantes que usufrui
de principios da nova mecanica, porém ainda carregando uma linha de pensamento andloga no
que se refere ao célculo das transformagdes espaciais para novas representagdes das varidveis

afim de uma estrutura simplificada do sistema em questao.

Lewis e Riesenfeld apresentaram os invariantes em mecanica quantica como a constru-
¢do de uma transformacao de fase nos autoestados do operador invariante correspondentes ao
conjunto de auto valores A, afim de que estejam corretamente associados as solucdes da equacao
de Schrodinger, e tal associagdo pode ser encontrada por meio da fase derivada da solucdo de
uma equacdo diferencial de primeira ordem. A priori, deixaremos a ideia de invariantes de lado
para dissertar sobre o desenvolvimento que leva ao uso destes agora operadores, ou seja, uma
breve introdugdo a evolugdo temporal em Mecanica Quantica (LEWIS; RIESENFELD, 1969).
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Assim como em sistemas classicos, o interesse do estudo de sistemas dindmicos reside
na andlise detalhada da evolu¢do temporal do fendmeno de interesse por meio das varidveis
canonicamente conjugadas, aqui tal ideia se mantém, e se concretiza pela atuagdo do operador
de evolucdo temporal U sobre um estado de interesse na representacdo de Schrodinger, ou seja,
aquela em que o vetor de estado |W¥(¢)) varia no tempo e cada observével é representada por
um operador independente do tempo (DEBNATH; MIKUSINSKI, 2005), cujo valor esperado é
dependente do tempo e é calculado como

(A) () = (W) Alw(D)). (1.11)
Sendo assim, a atuacao do operador de evolugdo temporal sobre o vetor de estado é
(1)) = Ut o) ¥ (to))- (1.12)

O operador evolucdo temporal carrega as propriedades dindmicas de um sistema por meio de

sua relacdo direta com o Hamiltoniano, e € descrito pela seguinte equagao

St
U(t, ty) = exp (—%/ H(t)dt). (1.13)
to

Tais propriedades podem ser extraidas por meio do calculo do propagador do sistema, e para
que este seja encontrado projetamos a acdo do operador de evolugdo temporal sob o vetor de

estado no espaco das configuracdes
(x|W(t)) = /d%’(x!f](t, to)|x") (2 [ (t0)). (1.14)

E possivel reconhecer que tal projecio representa nada menos do que a funcio de onda para um
estado arbitrario (x|¥(¢)) em um tempo ¢ > 0, em termos da fung¢do de onda inicial (x'|W(¢y)),
e dessa relacdo extraimos a forma geral do propagador, especificamente na representacdo das
coordenadas

Gz, 2';t) = (z|U(t, to)|z'). (1.15)

O desenvolvimento até aqui leva a uma conclusdo simples, de que o estudo da dinamica
de um sistema dentro da perspectiva aqui utilizada, se d4 pela aplica¢do de técnicas voltadas
para o cdlculo do propagador, pois deste cdlculo todas as propriedades da evolu¢do temporal
das varidveis podem ser estudadas e utilizadas afim de que as informacdes fisicas do sistema
possam ser extraidas. Veremos que tal tarefa ndo se da de forma fécil, e para isso precisamos de
uma andlise mais aprofundada da atuac@o do operador U (t,to) sobre uma nova classe de ope-
radores, os invariantes quanticos do sistema, estes serdo o principal instrumento para o cdlculo
do propagador do sistema apresentado neste trabalho. Primeiramente, construimos a equacao

dinamica para o vetor de estado, afim de sobre ela operarmos a evoluc@o temporal

L0 -
(ma - H) W) =0, (1.16)
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operando a evolugdo temporal,

z’h%()‘(t, to) = HU(t, to), (1.17)

com a condi¢do inicial:
Ut to)imy, = 1, (1.18)

onde 1 representa o operador identidade.

Um adendo que deve ser feito aqui, é de que a partir deste ponto, os operadores aqui
considerados serdo hermitianos, pois tal propriedade nao é desviada em momento algum no de-
correr deste trabalho, logo apesar de existirem desenvolvimentos dentro deste mesmo contexto
para operadores ndo hermitianos, ndo exploraremos tal contexto. Com isso se torna importante

destacar as principais caracteristicas de operadores hermitianos (LARA, 2007):

1. Os autovalores de um operador hermitiano sdo sempre reais.

2. As autofuncdes dos operadores hermitianos sd@o ortogonais, ou podem ser rearranjadas

para tal forma, e o conjunto destas, € completo e ortogonal.

3. Especificamente para operadores de evolucdo temporal U (t,t0), se o operador Hamilto-

niano € hermitiano, a evolugdo € unitéria, ou seja
Ut(t,t) = U™ (t, to), (1.19)
logo existe o operador e seu respectivo inverso.
Explorando a ultima propriedade em relacdo a hermiticidade, da existéncia do inverso do ope-

rador evolucdo temporal, para um sistema com N graus de liberdade, existem 2/N operadores

dependentes do tempo expressos como

(t)
(t)

onde Z; e p; sdo os operadores relacionados as varidveis candnicas, posi¢do em momentum.

el

Ut to)p;U " (t, o), j=1,...,N, (1.20)
Ut to)i; U (t, t0), j=1,...,N, (1.21)

o

Como usufruimos aqui da representacdo de Schrodinger, toda dependéncia temporal que os
operadores a esquerda das equagdes (1.20) e (1.21), emerge da atuacdo dos operadores evolucao

temporal, pois a posi¢do e 0 momentum ndo evoluem no tempo.

O invariante quantico € definido como um operador atuando no espaco dos estados
de um sistema fisico cujo valor médio ndo varia com a evolugdo do sistema (DODONOV;
MAN’KO, 1989), andlogo ao que foi apresentado para o sistema cldssico, mas descrito agora
pela notacao de operadores. A propriedade matematica fundamental proveniente de tal defini¢do
se d4 formalmente como q

SO0 () =0 (1.22)
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O lado esquerdo de tal equagdo pode ser explorado de maneira que algumas importante relacdes

possam ser extraidas, iniciando da seguinte forma:

d
SO O1(0)

— S (EOD L)+ (#0510 10) + @0l (i) a2y

Por meio do conjugado hermitiano da equacdo de Schrodinger (1.16):

o .
il (0] = (OIA ), (1.24

tém-se que:

SO0 = (w(1) [gm—iﬁ[ﬁ() L) @), a2s)

Lembrando que a equagdo acima € obtida por meio da correspondéncia cldassico-quantico das
equagoes dinamicas, a qual pode ser representada pela "troca"dos parenteses de Poisson pela
presenca do comutador em relacdo a evolug@o de um fendmeno em termos de sua varidvel livre:

Z (ﬁa—ﬂ—a—fa—]{) ={f, H} —ih[f, H]. (1.26)

dq; Op;  Opj Og,
Retornando ao desenvolv1ment0, a equacao (1.25) pode ser associada a (1.22), gerando o resul-
tado
— S H (1), Lu(t)] = 0. (1.27)
1
A relacdo acima corresponde a equacdo dindmica para os operadores invariantes, que atuada
sobre um vetor de estado, satisfaz a equacdo de Schrodinger (1.16). Em resumo, considerando
H como hermitiano, qualquer integral de movimento serd invariante no tempo dentro do espaco

das solu¢des da equagdo de Schrodinger.

Agora que a formalismo estruturante da teoria de invariantes estd suficientemente ex-

planado, este pode ser conectado com a evolucdo temporal
(W)W () = (W(0)|T(t, to) LT (t, 10)[W(0)) = (¥(0)|1a(0)|¥(0)), ~ (1.28)
tais relagdes implicam em
U~ (t, o) In()U (L, to) = 1,(0), U~ (t,to) = UT(t, to), (1.29)
de forma que a a¢ao de um invariante nos vetores de estado do sistema é

L) (t)) = U(t, to) L() UL (t, to) U (t, 1) (0)) = U(t, to) 1| T(0)),
a=1,..2N, (1.30)
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onde por conveniéncia introduzimos um novo estado |®(t)), que denota a a¢do de um invariante

sobre o vetor de estado original
(1) = L(0) = Ut 10) (LO]R(O)) = U(1,1)[@(0), a=1,..2N, (13D

com isso demonstra-se que a acdo de um operador invariante no vetor de estado produz uma

solucdo da equacgdo de Schrodinger.

Retoma-se agora os operadores invariantes ja definidos que representam varidveis de
interesse, mais especificamente as varidveis canonicamente conjugadas. Iniciando pelos seus

valores esperados, que em conformidade com (1.22) deve ser constante, sendo assim
(X (1)) = (U)X ()|¥(t)) = constante. (1.32)

Para que tal valor esperado seja explorado com mais detalhes, basta que seja usada a definicao
dada em (1.21)

(X(0) = (WU (L, t6)30 " (£, 1) V(1)) = (¥(0)[2[W(0)) = (x(0).  (1.33)
Vé-se que o valor esperado do operador X no decorrer da evolugdo temporal do sistema depende

apenas do valor esperado do operador posicao inicial. Logo, X € uma integral de movimento

(ou invariante) do sistema, portanto

d -
LX) =o. (1.34)

Desta forma, o operador invariante X satisfaz a equagdo (1.27), finalmente

d 0 J S .
() == X(1) - E[H(t),X(t)} = 0. (1.35)

Tal operador € entdo completamente determinado pelo valor inicial do operador posicao,
tratamento andlogo mostra que para o operador P as mesmas consideragdes sao vélidas. Com
isso a estrutura algébrica e conceitual dos invariantes quanticos, ou integrais de movimento, esta
suficientemente introduzida. Para problemas simples como os apresentados inicialmente por
Lewis e Riesenfeld, tal estrutura € suficiente e possibilita uma forma diferenciada de tratamento
de sistemas quanticos, o grande problema reside no fato de que as equacdes diferenciais de
primeira ordem para uma classe muito extensa de sistemas, ndo sdo analiticamente soluveis
a priori. Para contornar tal situacdo, toda uma estrutura algébrica associada a Hamiltonianos
Quadraticos serd apresentada no proximo capitulo afim de que a base aqui explorada seja de
grande utilidade no estudo de modos acoplados, e o cdlculo da forma explicita destes invariantes
seja efetuado para que as medidas tedricas de correlagdo e algumas propriedades centrais em

Mecanica Quantica sejam estudadas.
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2 INVARIANTES QUANTICOS

Como visto anteriormente, a utilizacdo de alguma estrutura de invariantes pode ofere-
cer grande auxilio no tratamento de sistemas quanticos mais complexos. O exemplo importante
aqui explorado foi retirado dos trabalhos de Lewis-Riesenfeld, que assim como outras estrutu-
ras visa o cdlculo exato ou aproximado do propagador (ou funcdo de Green) do sistema. Estes
invariantes tem grande generalidade quando se trata da estrutura do Hamiltoniano, um problema
emergente € que para sistemas mais elaborados, o desenvolvimento analitico se torna invidvel
pelas formas adquiridas das equacdes diferenciais de primeira ordem. Por tal razdo, métodos
mais sofisticados foram desenvolvidos para calculos de propagadores. Como esperado, a sofis-
ticacdo de um método muitas vezes impde limitagdes sobre a natureza do fendmeno, entretanto
ainda se faz necessdria a investigacao aprofundada de uma classe, mesmo que limitada, de sis-

temas.

O método que sera apresentado neste capitulo, possui 0 mesmo objetivo dos invariantes
de Lewis-Riesenfeld, porém o célculo do propagador € efetuado dentro de uma nova estrutura
algébrica, emergente da utilizacdo de blocos das matrizes associadas ao Hamiltoniano e aos
operadores invariantes. Conectados por equagdes diferenciais de primeira ordem, o propagador
pode por meio dessa nova estrutura ser calculado de forma exata. E importante salientar que li-
mitacdo imposta pelo método ainda compreende uma classe extremamente recorrente no estudo

de Mecanica Quantica e principalmente em Optica, sendo esta a de Hamiltonianos Quadraticos.

O método dos invariantes quanticos consiste no cdlculo do propagador por meio da
estrutura de invariantes, obedecendo a equacdes do tipo Schrodinger, estes provém da estrutura
blocos de matrizes a serem definidos, estes se conectam as varidveis do sistema por meio do
Hamiltoniano. A forma explicita destes operadores invariantes € adquirida (geralmente) por
meio de equacdes diferenciais de primeira ordem. Porém, como no caso a ser aqui apresentado,
problemas de maior complexidade resultam em equacgdes diferenciais de primeira ordem nao

analiticamente soluveis, tal problema é contornado por métodos perturbativos.

O método utilizado nas equagdes desenvolvidas neste trabalho, foi o Método das Escalas
Multiplas (MEM), que € recorrente em problemas perturbativos para regimes de acoplamento
fraco (BENDER; BETTENCOURT, 1996b). Sua aplicacdo consiste na expansio da varidvel
temporal ¢ em termos de um parametro €, com finalidade de resolver equagdes diferenciais
de segunda ordem acopladas (emergentes do da dlgebra de invariantes), as quais podem ser

analiticamente resolvidas.

Apesar do propagador compor um elemento central na elaboragdo da teoria, em pratica
o método € utilizado a fim da obtencdo de medidas tedricas acerca da producdo e troca de
informacao deste sistema, e estas medidas ndo necessitam da forma explicita do propagador,
mas sim da forma explicita funcional dos elementos que compdes os operadores invariantes.

Pois a formulac@o necessdria para aquisi¢ao de informacgdo pode ser escrita em termos destes.
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Ou seja, o principal objetivo a almejado nos capitulos 2 e 3 é o cdlculo da forma explicita dos
elementos de matrizes que compde os invariantes de um sistema de dois modos de cavidades

fracamente acoplados.

2.1 PROPAGADOR PARA HAMILTONIANOS QUADRATICOS

Como j4 introduzido na secdo anterior, o propagador ndo terd grande valor fisico no
estudo efetuado neste trabalho, mas € a partir do calculo explicito de seus componentes que sao
extraidos os elementos necessarios para as medidas tedricas efetuadas. Mas o fato do calculo de
sua forma explicita e exata ser a motivagdo principal do desenvolvimento deste método faz ne-
cessdria a a apresentacdo da forma exata do mesmo. Para hamiltonianos quadraticos conforme
(DODONOV; MAN’KO, 1989), o cédlculo do propagador obedece, equagdes do tipo Schrodin-

ger

ov(t B
i _ e, @.1)
ot
e o operador hamiltoniano A(t) deve assumir a chamada forma quadratica
~ 1 . . 1, . .
H = 54aBas(t)ds + Calt)da = 54B(1)G + €4, (2.2)

A

onde § é a quantidade vetorial que representa o conjunto de 2N operadores (i, G2, ..., G2n ), OS

quais sdo definidos como

q=(b,%), D= (P1,P2,.,bn) e R=(I1,%2,.,2n),

onde os elementos que possuem indices representam os operadores canonicamente conjugados.
E importante destacar que os indices gregos variam de 1 a 2V e os indices latinos variam de 1 a
N. Os coeficientes B,3(t) = Bsa(t) sdo fungdes arbitrarias do tempo, podendo ser hermitianas
ou ndo, mas como j4 estabelecido, nosso interesse estd voltado para operadores estritamente
hermitianos. Representam-se em forma matricial, os coeficientes como blocos matriciais V-

dimensionais sob as seguintes condicdes

by b ~
Bty=|" 7|, b@t)=b(t), by=bs, bsy=bs, (2.3)
by by

C(t) = H : (2.4)

onde o til representa a matriz transposta. De forma mais explicita, o hamiltoniano quadrético

em termos das matrizes b; e ¢; assume a seguinte forma

A 1 o o o . R
H = 5 (Pb1p + Pbad + &bsp + TbsT) + 1P + C2. (2.5)

O propagador ja foi apresentado nas equacdes (1.12-1.15), se faz necessdrio agora associarmos

os operadores invariantes a func¢do de Green, que representa o nicleo do propagador. Isso se faz
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possivel se as equacdes (1.20) e (1.21) forem escritas na representacido das coordenadas com

uso do principio da completeza, ou seja

>

(t) = Ut to)p, U (t,t0), j=1,...,N,

<

X;(t) = U(t, to)i;U Mt te), j=1,...,N,
com oo
- [ el
logo
“+oo R N [e’s) .
/_ <5E\Pj(t)|§><£|U(t,to)\l">d€=/_ (2|U(t,t0)]€) (¢ |Palx’)dE, (2.6)
+0o0 R . fe’e) R
/ (xlXj(t)|€><€|U(t7to)lfﬂ’>d€=/ (UL, 10)|€) (€|Tal2’)dE, (2.7)

onde a contagem para os operadores momenta tém-se o« = 1,2, ..., N e para o operador posicao
continua-se como o = N+1, ..., 2N. Utiliza-se das coordenadas para que a partir destas dltimas
equacdes sejam obtidas 2V equacdes diferenciais para compor um sistema dependente de z; €

suas derivadas, como a seguir

.ﬁj(.@,t)G(Jf,[E,;t,t(]) = ih 8/ G(z,2';t, 1), (2.8)
o,
Xj(x,t)G(w,x';t,tO) = ihaiG(x, 't to). (2.9)

Observando tais equacdes, o problema héd de residir na obten¢do dos operadores invariantes,
pois a partir dai o cdlculo do propagador se torna simples. Para a obtencdo dos operadores

invariantes, retorna-se a equacgao (1.35)

L0 - ; .
Zha]a(t) - |:Ha ]} - 07 Ia(to) = Qao,

tal equacdo pode ser facilmente resolvida pelo fato de que os comutadores sdo bem conhecidos.
Isso pode ser demonstrado partindo da condi¢do inicial mostrada acima, que resulta da anélise
de tempo inicial (onde U = i) das relagdes (1.20) e (1.21). Adicionando ao fato de que o

hamiltoniano é escrito em termos de ¢,, deste operador s@o obtidos os seguintes comutadores

Compactamente:
[(jou qAﬂ] = ihzaﬁa Za,@ = E,Bou (210)

em que X representa os seguintes blocos de matrizes

Oy Ey
—En Oy

; (2.11)
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onde 'y e Oy representam respectivamente as matrizes identidade e nula de ordem N. Por fim,
a relacdo de comutacdo entre os invariantes pode ser demonstrada e generalizada da seguinte
forma (LARA, 2007)

~

1a(6), Ts(6)] = Tn(t)Ts(t) — To(t)a(t)
= L0 U a() — To(8) U1y U A T2
= U(t7t0)[4aadﬁ]ﬁ_l(tat0)7

logo
[La(t), I5(t)] = —ihU(t,t0)ZagU (L, to),  [La(t), I5(t)] = —ihSas,  (2.12)

aqui elementos da mecanica analitica se fazem de grande importancia. Observando a estrutura
da forma (2.10) associada a equagao dindmica para o invariante (1.22), percebe-se que Ie q sao
intermediadas por uma transformacdo candnica ponto a ponto. Em vista que transformacgdes
em [ que obedecem a condicdo inicial imposta, ndo alteram a estrutura das equacdes dinamicas
resultantes para tal invariante. Em conformidade com a definicao para uma transformagao cano-
nica, onde uma transformacéo € dita candnica se esta for efetuada e a estrutura das equagdes
de Hamilton forem inalteradas (DERIGLAZOV; FILGUEIRAS, 2009). Consequentemente, é
possivel definir uma relagdo de linearidade entre o invariante e os operadores canonicamente
conjugados

Lu(t) = M (1)d + Au(t), (2.13)
onde A, representa um bloco de matrizes de ordem 2N e A, uma coluna de matrizes de ordem

N, estas estdo sujeitas as seguintes condicdes iniciais
A(ty) = Ean,  A(tg) = Oan. (2.14)

Nas equagdes acima encontram-se os elementos principais na obtenc¢do da evolug¢do temporal
de fendmenos susceptiveis ao tratamento aqui apresentado. A forma funcional dos elementos
de matrizes que compde os blocos A(t) e A(t) constroem a associa¢@o entre os invariantes e 0s
operadores ¢, logo € necessdria a construcao de equacdes que possibilitam o encontro da forma
explicita destes blocos. Para isso aplicamos a forma linear do invariante na equa¢do dinamica

para o mesmo, com a atencdo voltada para o termo diferencial, temos

0. dA(t).  dA(®)
@I“(t)_ a ¢ dt

(2.15)

com o termo diferencial, associado ao lado esquerdo da equacdo dinamica definido, investiga-se

o comutador no apéndice (A.2), iniciando por

A~ 1 . R R .
(H,1,] = §ana5(t)qﬁ + Co(t)Ga, N (1) Gy + A (B) | (2.16)

e finalmente
H, [u] =1h (AW(t)Z,,ngacja + Au,,(t)El,aCa) ) 2.17)
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aplicando tal forma na equagdo dindmica, obtemos um conjunto de equagdes diferenciais de

primeira ordem da seguinte forma

dA(2)

—~ = AOEB(), (2.18)
dA(t)

5 = AMORC(). (2.19)

Finalmente, por meio deste conjunto se torna possivel determinar a estrutura dos invariantes
para qualquer sistema descrito por hamiltonianos na forma quadrética. Mas como ja tratado,
esse desenvolvimento foi feito por meio dos blocos de matrizes, logo se torna necessdria uma

investigacdo aprofundada dos elementos que compde tais blocos, iniciando pela forma das ma-

trizes A(t) e A(t)
o At) Aa(t)
A(t) = Lg(t) A4(t)] , (2.20)

01 <t)] , (2.21)

com as seguintes condi¢des iniciais

Ex Oy
A0) = 2.22
(0) On En|’ (2.22)
On
A(0) = 2.23
(0) On (2.23)

Logo, a partir das equagdes (2.18-2.19), podem ser obtidas as equagdes diferenciais de primeira

ordem para cada matriz \ e §

>.\1 — )\1b3 - )\le, }\2 - )\1[)4 - /\2(727 (224)
As = Asbs — Aaby, Ay = Asby — Aaba, (2.25)
51 = )\102 - /\401, 52 = )\302 — )\401. (226)

Algumas propriedades em relacao a estrutura matricial em questdo podem ser aqui apresentadas

dA
dt

i(AZA) _Asiiay

= AYBYA — ALBYA = 0,
dt dt

consequentemente a matriz A>XA ndo varia no tempo. Logo

A(to)ZA(t)) = BonXEoy =% = AXA =3,
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portanto, AYA é uma integral de movimento, logo, seu determinante ha de assumir
det(AXA) = dety,

detAdetXdetA = dety,

como detY) = 1 e detA = detA, entdo:
detY = [detA]? =1,

onde conclui-se que A = +1. Mas € assumido o valor positivo para tal determinante com intuito
de que a matriz A(¢) possua elementos continuos para o tempo inicial. Um resultado muito

importante que usufrui dos desenvolvimentos feitos até aqui € a estrutura da matriz inversa A~
ATA =Y — A'AZA =AY,

ATIAZSAY = A7182 — A7 = ZAY,
portanto

(2.27)

vo-[%, %)

Com isso, se torna possivel apresentar algumas importantes propriedades das matrizes A

MAL = Aods = M\ — Ao = By, (2.28)

Mo = M, MAz = A3\, (2.29)

de forma com que as equagdes (2.18-2.29) configurem a estrutura necessaria para calculo da
forma explicita das matrizes A(t) e A(t). Porém as caracteristicas do sistema presentes na
estrutura das matrizes BB, podem eventualmente interferir na forma das equagdes diferenciais
(2.24-2.26). Isso faz com que estas ndo possuam solug@o analitica a priori, consequentemente
sendo necessdria a atuagdo de um método perturbativo como serd o caso aqui apresentado.
Independentemente da forma com que as matrizes sejam calculadas, os operadores invariantes

podem agora ser construidos mais explicitamente, seja na representacdo matricial ou funcional,

respectivamente
P M| (P Ex Ox| |6
= NN (2.30)
X A3 M| |2 On En| |09
P = Mp—+ ()2 + 61(8)1, X = Agp + M(t)Z + 65()1. (2.31)

A representacdo vetorial N-dimensional dos operadores invariantes na representacdo

das coordenadas se da como

P(ZL‘, t) = —Zh)q% + )\2(E + 51, (232)
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Logo, se torna possivel estabelecer o conjunto de equagdes de autovalores para o propagador

como em (2.8-2.9), com a forma explicita dos operadores invariantes

|i_ih)\1’jki + )\27jk$k + 51,j:| G(x, .I'/; t, to) = ZhiG(l’, l'/; t, to), (234)

0wy, 81:;-
0
[_ih)\s’jkﬁ_xk + )\4,jkl’k + 52’j:| G(:L’, LL’/; t, Ifo) = zhx;G(m’, x/; t, to). (2.35)

Para que o propagador possa ser calculado analiticamente, sendo os sistemas inicialmente des-

correlacionados, € efetuada sua separacao:
G(x,2';t,ty) = Gi(x, 2" )Ga (2 t,t9)G(t, to),

Com isso o conjunto (2.32-2.33) separa-se em um conjunto de N equagdes diferenciais parciais
para x associada aos autovalores 2/, e delas sdo extraidas as solu¢des dos termos Gy (z,z’) e
Go(2';t,t). Com tais elementos o propagador € escrito a priori em termos de Gy (t, to) e terd a
seguinte forma

?

G(z,2';t) = NGo(t, to)exp { 57

(225 Mz — 22052 + 2/ A2 + 2205105 + 22764 ] } .
(2.36)

O termo G (t, t) pode ser calculado por meio de uma equag@o do tipo Schrodinger

[m% - H(x)} G(z,2';t) =0,

com a seguinte condi¢do inicial
G(z;2'50) = 6(zy — o) ... 0(xy — 2y) = 6 (z — ).

A utilizacdo da equagdo de Schrodinger na forma funcional implica na necessidade de uma

representacio do operador Hamiltoniano, neste caso podem ser utilizadas as posi¢cdes

[ L8, 0 (0 0 L0
H(I) = 5 —h %bla—x —ih (%bzl’ + l’bga—x> + l’b4$:| - thl% + Ccox.

Para que seja determinada a atuagdo deste operador em forma funcional na representacdo das

coordenadas sobre a fun¢do de interesse, usufrui-se das seguintes relacdes

—ihﬁ(x.Aa:) = —2ih Az,

ox
o 0
2 A= = — 2
h aanx (xBx) 2h°Tr(AB),

sendo A e B quantidades arbitrarias e simétricas. Assume-se uma forma exponencial para solu-

¢do de Gy(t,tp), assim como dever ser efetuado para G e G

Go(t,to) = explp(t, to)],
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onde ¢(t,ty) representa uma fase associada a G(t, ty). Logo, para ¢(t) tem-se que

d 1 ? 1.+
&@(t) = §TI'[/\3_1)\4b1 - bg] + ﬁ (Cl)\glég - 5(52)\3_1[)1)\3_1(52) s (237)

para simplificacdo deste problema, utilizamos das relacdes de inversdo entre os elementos das

matrizes A e B em contraste as equagdes (2.18-2.19)

B(t) = —]\(t)z%ff), (2.38)
C(t) = —A(t) %f), (2.39)

Que analogamente ao conjunto de equagdes (2.24-2.26), sdo obtidas as seguintes relacdes

b= Ashi — Mg, by = Ashg — My, (2.40)
by = M — Aods, by = Ao — Aoy, (2.41)
1 = 5\351 - 5\351, Cy = 5\451 — 5\252. (242)

Com tais relagdes bem estabelecidas, basta que a equacao (2.37) seja manipulada para que os
elementos pertencentes a B ¢ C' ndo componham a solu¢do do problema. Para isso, separada-
mente serdo tratados os dois elementos dependentes de b; e ¢;, de forma que a equacao resultante
para a fase ¢(t) seja

7

d 1 .
(1) = —5TuDg g + ¢

. 1d .
- 5 (5152 — 5 (021 52)> , (2.43)

onde, 1
e[\t hs] = 3 n(dets),

consequentemente, a equacgao final para a fase é

d 1d 1 (- 1d
il | — S —— o1 2.44
dt@(t) 5 & n(detAs) + 5 (5152 2dt((52)\1>\3 52)) ; (2.44)
cuja solugdo é
) -
go(t) = ln(det)\g)_% - —Z (52)\1)\3?1(52 + 1/ (Slégdt/. (245)
2h h Jo

Finalmente, retorna-se a G (t)

. t
Go(t) = N(det)\d)%exp {—%i <(52)\1)\3_152 — 2/ 5152dt/) } s (246)
0
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sendo N o fator de normalizagio N = (—Qif’mdet)\g)*%. Agora, com todos os termos de
separagdo de G(x, 2’; t.ty) definidos, é possivel uni-los a fim de adquirir a forma final explicita

do propagador em termos apenas das matrizes que compde os blocos A e A
1 1
G(z,2';t) = (—Zihﬂdet)\g)’fexp{—ﬁ[xA§1A4x — 22Xy + A A+
t
+ 2513)\3?1(52 + 21'/((51 — )\1)\3?1(52) + 5)\1)\??152 — 2/ 51(52dt/}} (247)
0

Constata-se que a dependéncia temporal estd implicita na estrutura funcional dos elementos que
compde os blocos de matrizes A(t) e A(t). Estes elementos sdo calculados em sua associagdo
com as matrizes b;, estas que derivam da estrutura do hamiltoniano quadratico do sistema. A
priori, as formas funcionais explicitas das matrizes A e J sdo adquiridas a partir do conjunto de
equacdes diferenciais de primeira ordem (2.24-2.26). Diante disso, o principal problema que
reside na atuagdo deste método € a resolucdo deste conjunto de equagdes, pois uma vez que
estas matrizes possuam suas formas funcionais explicitas, o cdlculo do propagador ou das me-
didas tedricas ja estd propriamente definido. Mas como serd visto, nem sempre este conjunto de
equacoes pode ser calculado analiticamente em primeiro plano, necessitando da utilizagdo de
um método perturbativo, o qual apesar de ferir o cdlculo exato destas matrizes, ainda proporci-
ona resultados suficientemente aproximados para uma andlise bastante detalhada da dindmica

de um sistema susceptivel a tal tratamento.

A generalidade alcancada nos resultados destes calculos deriva também da formulacdo
integral utilizada, por meio da funcio de Green, que oferece a extragdo de informacao dos esta-
dos a qualquer momento ¢ > ¢, em qualquer posicao. E isso serd mostrado nas proximas sec¢oes
que estardo voltadas para a utilizacdo do método aqui apresentado em um sistema composto por

dois modos fracamente acoplados excitados parametricamente.

2.2 APLICACAO DO METODO DOS INVARIANTES

Nesta secdo, nossa atengdo € voltada a aplicacdo do método dos invariantes para um
sistema fechado composto por dois modos de cavidades Opticas (redutiveis a osciladores) aco-
pladas em regime de excitacdo paramétrica. Sistemas de osciladores acoplados ja sdao bastante
conhecidos na literatura (CASTRO; PERUZZO; DODONOV, 2005; SHAPIRO, 2001; TIAN;
SIMMONDS; ALLMAN, 2008; EL-DIB, 2001; CHANG; SHAO; ZHOU, 2006; GROSSO;
LOMBARDO; VILLAR, 2019; DODONOV; KLIMOV, 1996; DODONOV; CASTRO, 2013;
PAZ; RONCAGLIA, 2008). Tal interesse provém da grande generalidade que o modelo de osci-
ladores oferece ao estudo da fisica ha muitos séculos, se tornando uma ferramenta fundamental
na descri¢ao de uma grande variedade de fendmenos. Principalmente a partir dos primérdios da
Mecanica Quantica no estudo sobre corpos negros, onde os osciladores compde importante pa-
pel na quantizacao da luz, fazendo deste modelo cada vez mais recorrente em diferentes ramos
da fisica moderna, tanto no &mbito macroscopico quanto microscopico. E € um importante ele-

mento de interface que compde a transi¢do entre o universo micro € macroscopico por meio da
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Mecanica Estatistica. Nosso estudo entretanto, estd mais voltado para caracteristicas microsco-
picas da natureza, e neste contexto osciladores compde papel de grande importancia na geragao

e troca de informagdes, especialmente quando tratados num contexto 6ptico.

Nas tultimas décadas, problemas de trocas de estados entre osciladores quanticos fo-
ram investigados como em (CASTRO; PERUZZO; DODONOV, 2005; BENNET et al., 1993;
DAVIDOVICH et al., 1994; MOUSSA, 1997; SUBAIRY, 1998; MILBURN; BRAUNSTEIN,
1999). Tais problemas consistem na andlise da evolugdo temporal de dois ou mais subsistemas
acoplados cuja propriedade de trocas de estados ou teletransporte quantico sao investigadas.
Nos nossos casos sao analisados por meio das varidveis das quadraturas x e p, estudo este tem
como objetivo de aferir quais sdo as condi¢cdes que potencializam maior correlagdo entre seus
componentes, por meio de medidas tedricas de correlacdo quéntica. Possibilitando eventual-
mente obten¢do de maior eficiéncia e controle sobre fendmenos de natureza quantica em geral.
Uma importante caracteristica presente no sistema a ser estudado € a excitacdo paramétrica, tal
regime nasce classicamente como uma variagdo periddica de um parametro com dependéncia

temporal no sistema, no caso o parametro serd a frequéncia de ambos os modos oscilantes.

As propriedades fisicas, condi¢des de contorno, entre outros entes associados a qualquer
sistema fisico sdo oriundas da estrutura de seu Hamiltoniano. Este héd de carregar as proprieda-
des que conectam nosso interesse a natureza de forma bastante eficiente, conforme apontado em
(GOLDSTEIN; POOLE; J., 1977; SAKURAY; NAPOLITANO, 2011; FEYNMAN, 1965). Para
sistemas de modos acoplados, dos quais utilizam diferentes modelos de osciladores, uma série
de hamiltonianos foram investigados a ponto de que a partir de uma forma geral, dependente
do interesse do investigador, este seja modelado de acordo com um protocolo que delimita as
transformacdes necessarias para uma forma eficiente de se tratar a evolucdo temporal do sistema
para diferentes métodos. Isso pode visto em trabalhos como (CASTRO; PERUZZO; DODO-
NOV, 2005; DODONOV; CASTRO, 2013; LARA, 2007, DODONOV; MAN’KO; MAN’KO,
1995; CASTRO, 2002).

Para nosso caso, o hamiltoniano quadratico geral toma a seguinte forma

H = (pf + p% + wf(t)xf + w%(t)x%) —1—71(t)ppo—i-Wg(t)plxg-i—%(t)x1p2+74(t)x1x2, (248)

N —

onde as constantes que normalmente estdo presentes em hamiltonianos como a massa e a cons-
tante de Planck sdo igualadas a um por meio das transformagdes adequadas. E os termos ;(t)
representam as varidveis de acoplamento, estas que podem ser dependentes ou independen-
tes do tempo, e essa questdo € extremamente relevante no desenvolvimento dos cdlculos da
evolucdo dinamica de qualquer sistema. Questdes relacionadas a engenharia de hamiltonianos
de natureza andloga ao aqui tratado, e problemas mais aprofundados em relacdo a dependén-
cia temporal do acoplamento de subsistemas podem ser encontradas nos trabalhos de (LARA,
2007; CASTRO, 2002).

A principal alteracao estrutural do hamiltoniano é configurada pela mudanca das frequén-
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cias wy € wy. Os dois componentes do sistema sdo submetidos a excitagdo paramétrica, a qual é

caracterizada pela seguinte forma da frequéncia

w;(t) =4/1+er;(t) =1+ %erj + O(é?). (2.49)

A introducdo da excitacdo paramétrica em sistemas compostos pelo modelo de osciladores,
historicamente se mostra como uma ferramenta eficiente na producao de informacao, e seus
efeitos tanto no ambito cldssico como quantico ji sdo bastante conhecidos para uma grande
variedade de sistemas, como visto em (EL-DIB, 2001; SHAPIRO, 2001; DODONOV, 1998;
LARA, 2007) por exemplo.

A excitacdo paramétrica em geral, tem como efeitos um grande aumento na energia do
sistema, assim como a potencializa¢ao das correlacdes entre os subsistemas em seus primeiros
momentos. Uma consideracdo fisica que deve ser aqui feita, € de que as interagdes entre os
subsistemas sao independentes do tempo, e estdo contidas no campo das interagdes fracas, de

forma que as constantes de acoplamento da forma (2.48) sejam submetidas as transformacoes
’}/Z(t) —>€C07 ’7](15) —>€C1, 7 = 1,4, j:2,3

Finalmente, o hamiltoniano que descreve o sistema composto por dois modos de cavidades ele-

tromagnéticas, parametricamente excitados e fracamente acoplados é escrito da seguinte forma

N 1. R R R o L o L
H = 5[17% + D5 + wi(t)E] + w3 (t)23] + o(122 + P1pa) + €Ci(E1P2 — P1da). (2.50)

O sistema foi resolvido com o auxilio do programa MAPLE para o caso w?(t) = 1 + 8xer;(t),
r1(t)=ro(t) = sen(nt), entdo é importante ressaltar que o desenvolvimento feito a partir deste
ponto trata do caso onde as frequéncias naturais deste sistema sd@o iguais, e os resultados esta-
rdo em sua totalidade ao fim deste capitulo e serdo devidamente utilizados nas medidas aplicadas
e discutidos no capitulo 4. Uma imagem representativa deste sistema pode ser observada pela

figura 1.

O acoplamento utilizado € do tipo aproximacdo de onda girante (RWA) ja discutida
em (CASTRO; DODONOV; MIZRAHI, 2002), esta que negligencia os termos rapidamente
oscilantes do hamiltoniano. Uma importante suposi¢do inicial € de que no instante inicial os

subsistemas estdo desacoplados, ou seja
Y(w1,2;0) = 1 (w1)Y(22). (2.51)
Consequentemente, a fun¢dao de onda nos para tempos ¢ > (0 tem a seguinte forma
(xy, x95t) = /G(xl, To; ), Th; ) (2], 15; 0)drdal, (2.52)

Com isso, iniciemos o processo de aquisi¢ao das formas funcionais das matrizes A que com-

pde os blocos A. E isso se d4, pela forma do bloco de matrizes B, mas especificamente pelas
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Figura 1 — Essa figura ilustra esquematicamente o modelo de duas cavidades w1 e w9 acopladas por uma
constante 77 em um sistema fechado, obviamente apenas um modo de cada cavidade é selecionado em
teoria, mas fixamos que o sistema pode ainda ser ilustrado como abaixo.

Q) ®

Fonte: o autor.

matrizes que o compde, as matrizes b;, e essas para nosso sistema possuem a seguinte forma

b L e b — 0 —eG b — 0 &G by — wit) G
1 — , V2 — , V3 — U4 — 2 )
e 1 e¢i 0 —e@ 0 eGo wi(t)

0
Cl = Cy = [O] . (253)

Para que o grupo de equagdes diferenciais de primeira ordem seja construido a partir do con-

junto (2.24-2.26), sdo introduzidas as formas explicitas das matrizes \;

A = [“1 “2],A2= [“1 ”2],A3= lf”l f’a],mz [i’l ?2]7 (2.54)
us Uy V3 Uy Uz Uy V3 Uy

que substituidas no conjunto (2.24-2.26) resultam no seguinte grupo de equacdes

d d

ETi —ujeC — v; — v, EriC u1eQr — v1€Co — Vo, (2.55)
d d

Tl = uywi (1) + ugely — vy, FTi u1€Qy + ugws(t) + v1€C1, (2.56)

onde : = 1,3 e j = 2,4 e as equacdes relativas as matrizes A3 € A\, sdo andlogas aos grupos
(2.55-2.56) contendo os termos u; € v;. As condi¢Oes iniciais relativas a estas equagdes estdo

estruturadas como (2.22-2.23), aqui mais explicitamente, t€ém-se

ur(0) up(0)| _ {21(0) @2(0)[ _ |1 0 (2.57)
03(0)  04(0) 0 1| .



32

v3(0)  4(0) 3(0)  114(0) 0 0| '

Neste estdgio, por meio do cédlculo das solugdes do grupo de equacdes (2.55-2.56), e
seus respectivos andlogos oriundos das matrizes A3 € A4, nosso problema estaria resolvido e
as formas funcionais explicitas dos componentes destas matrizes nos forneceriam consequente-
mente as medidas tedricas necessdrias para uma boa andlise da dindmica deste sistema. Porém
como € possivel observar, tais equagdes configuram um grupo de oito equagdes diferenciais de
primeira ordem acopladas, e como o interesse deste trabalho estd no desenvolvimento anali-
tico da dindmica do sistema em questdo, a resolucao deste sistema se torna impossivel. Logo
necessita-se de novas condi¢des que possibilitem a constru¢do de um novo grupo de equagdes
que nos retorne a forma explicita dos componentes das matrizes \;, sem que sejam violadas

premissas matematicas e fisicas.

Iniciemos essa nova etapa de tratamento, por meio de uma breve discussdo sobre uma
importante consideracdo vagamente introduzida a respeito das interagdes dos modos do campo
eletromagnético. Estas sdo mediadas pelo acoplamento entre os modos e sdo suficientemente
fracas, de modo que a magnitude da constante de acoplamento seja susceptivel a seguinte con-
dicao

e2Gi¢; << 1, (2.59)

assim, a parcela do hamiltoniano que configura interacao dos subsistemas
Hr = eCo(&1d + prpa) + G (152 — Prd), (2.60)

ainda seja notdvel dentro da evolu¢do dindmica do sistema, mas esteja também dentro dos li-
mites em que uma expansdao em primeira ordem do pardmetro ¢ seja suficiente para andlise
do efeito interativo entre os dois subsistemas (CASTRO; DODONOV; MIZRAHI, 2002). Nédo
somente as implicagdes fisicas sdo centrais nas consideragdes sobre o acoplamento, pois sua
expansdo implica na transformacdo do conjunto (2.55-2.56) e seus andlogos em um novo grupo
de equacdes de segunda ordem analiticamente soluveis, o processo de aquisicdo das novas equa-

coes € de natureza analitica simples, e € exposto no apéndice (A.3).

A forma geral deste novo conjunto é

ey Ay

Aj =1 2.61
d¢2 dt 53+ 84 J 737 ( 6 )
A2\, d) .
dt; — d_t]gl + & =0, j=2/4, (2.62)

onde os termos &; condensam as seguintes operacdes matriciais que contém as matrizes b; e

suas inversas

db by dby
E = by — by bsby — b d; Ey = byby — boby "bsby — boby " dt‘* +

Ldb 1dbr | db
E3 = by — b7 Thoby — b7 =, &4 = baby — bsby Tboby — bby ' — + — (2.63)

dt’ dt dt”
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sendo as inversas das matrizes b; para 0 nosso sistema

—or— f# 0o L
1 o1 -1 -1 _
b= e | b= “

1
52(8_1 _5240—1 _z
0 —-L WZ—(t)“ S
-1 € -1 w1 (t)wa(t)— w1 (twa(t)—
byl = N al, pt= B 1(t) QEsc)o 2 1( )w22é)) 26 | (2.64)
eC1 w1 (w2 (t)—e2¢3 w1 (t)wa(t)—e2¢3

Com a aplicacdo das matrizes £ no conjunto (2.61-2.62), um conjunto de dezesseis equacdes
foram obtidos, mas pela analogia entre suas estruturas podem ser reduzidas a dois grupos.
Compostos cada um por duas equacdes diferenciais de segunda ordem acopladas, onde des-
consideramos os termos que continham a constante £ ou de ordem superior. Por fim os grupos

resultantes, possuem a seguinte estrutura:

5 | O+ @t w0+ 2:Cuia(0) + eGoll + wh(B)]uat) =0, .65
tia(t) + w3 (t)ug(t) — 260 (t) + o[l + wi(t)]us(t) = 0,
(1(t) — 20D L 2 (1 (1)
e G+ %] b (t) + 6ol + W (B)]oa(r) = 0, .66
R e OUA()
|+ [ 20— =] 01 () + 6ol + wF (O] () = 0.

O grupo S, é referente as matrizes A\;(t) e A3(t) e Sy as matrizes \y(t) e \4(¢) consequente-
mente. Uma importante caracteristica destas equagdes, € que sdo similares as chamadas equa-

coes de Mathieu:
ii(t) 4+ w?(t)u(t) = 0. (2.67)

Sua aplicacao ja foi estudada no dominio cldssico e quantico referente a problemas de oscila-
¢oes ndo lineares e forcas externas periddicas, que fazem necessdria a utilizagdo de métodos
assintoticos, estas ultimas se aproximam dos casos de frequéncias paramétricas. A principal
diferenca presente entre acdes externas periddicas e a excitagdo paramétrica aqui investigada,
se mostra na estrutura dos coeficientes que compde suas solucdes, pois estes sa0 compostos
por termos rapidamente oscilantes e crescentes, enquanto problemas de acdo externa, podem
trazem coeficientes constantes, ou de pequena variacdo em relacdo ao parametro livre. Estes
usufruem de outros métodos perturbativos relacionados muitas vezes as equacdes de Duffing,
ou até mesmo de Mathieu em um diferente dominio, como os métodos de Krylov-Bogoliubov-
Mitropolski, Von Zeipel e Lindsted (NAYFEH, 1973). Sendo assim, usufruimos da ideia central
presente na teoria da perturbacdo, onde extrai-se de um problema conhecido solucdes aproxi-
madas para equacdes de maior complexidade, para que sejam estimadas as solugdes referentes
as equacoes (2.65-2.66). Isso serd possivel por meio da utilizagdo das técnicas assintéticas ofe-

recidas pelo Método das Escalas Multiplas (MEM), que por sua grande abrangéncia e eficiéncia
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serd tratado com detalhes na préxima se¢do deste trabalho em seu caréter cldssico e quantico,
para que por fim seja devidamente aplicado e as formas funcionais dos elementos presentes nas

matrizes \;(t) sejam extraidas e utilizadas para o célculo das medidas tedricas apropriadas.
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3 METODO DAS ESCALAS MULTIPLAS E SOLUCOES DAS MATRIZES A(t)

O MEM consiste em um método perturbativo, portanto é conveniente justificar o uso
de técnicas desta natureza do ponto de vista fisico. Como ja introduzido, a descri¢do da natu-
reza em fisica € majoritariamente regulada matematicamente pelo uso de equacdes diferenciais,
como por exemplo as equacdes de Newton, Hamilton, Schrodinger, a equacdo dinadmica para
operadores invariantes (1.24), entre outras. Um resultado direto da investigacao de fendmenos,
€ de que estes tornam-se sofisticados com a aproximacao dos modelos a realidade, consequente-
mente o nimero de pardmetros, condi¢des de contorno e complexidade das solucdes adequadas

aumentam significativamente.

Por estas razdes, as equacdes diferenciais adquiridas para interpretacio de casos rebus-
cados, como exemplo as que motivaram o estudo que estd sendo aqui efetuado (2.65-2.66),
possuem solugdes ndo conhecidas ou analiticamente invidveis para que sejam estimadas. As-
sim, se faz necessdrio o uso das teorias de perturbacdes, que sdo definidas como aproximagdes
que utilizam de expansdes em série efetuadas a partir da estrutura de equacgdes diferenciais cujas
solucdes e caracteristicas sao conhecidas para que as solucdes das equacdes de interesse sejam
estimadas (NAYFEH, 1973).

Obviamente tais aproximagcdes necessitam de condi¢des fisicas bastante restritas para
que fornecam resultados condizentes com a realidade. Aqui trataremos primeiramente dos as-
pectos gerais do método das escalas multiplas, e posteriormente o traremos ao contexto quantico
para que finalmente o utilizemos no problema desenvolvido ao decorrer deste capitulo. O MEM
¢ um método muito recorrente em fisica tedrica pela sua eficiéncia em sistemas de oscilagdes

ndo lineares (muito presentes na natureza), dindmica de fluidos, entre outros.

Uma das motivagdes existentes para uso do MEM, é de que na natureza existe uma
extensa classe de fendmenos que manifestam comportamentos distintos para diferentes escalas
temporais, € por meio de uma série perturbativa, o acoplamento ressonante frequentemente se
mostra dentre as ordens de perturbacdo. Aspectos ressonantes presentes na evolucao do sistema
investigado neste trabalho, sdo de grande importancia pelas implicagdes fisicas anteriormente

discutidas em relacdo a troca de estados e potencializacdo de correlagdes quanticas.

Porém, este acoplamento resulta no aparecimento dos chamados termos seculares, que
nao somente violam a condi¢do de que as solugdes sejam finitas, como em um contexto quantico
podem contravir as relacdes de comutacio e consequentemente a probabilidade ndo é conser-
vada, mas o MEM reorganiza tais termos de forma que sejam eliminados e a andlise em dife-
rentes escalas temporais seja vélida (JANOWICZ, 2002; BENDER; BETTENCOURT, 1996a;
BENDER; BETTENCOURT, 1996b).
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3.1 EQUACAO DE MATHIEU

Os sistemas de equagdes diferenciais de segunda ordem acopladas (2.65-2.66) foram ve-
rificados como semelhantes a equacdo de Mathieu (2.67), portanto se faz necessdria sua andlise
utilizando do MME, as solugdes e tratamento utilizadas em nossas equacoes estardo munidas de
maior baseamento tedrico, seguindo o processo utilizado em (EL-DIB, 2001). A revisao tedrica

desta equagdo inicia-se com a forma da equagdo de Mathieu reescrita
ii(t) + w?u(t) = 0,
onde o parametro w representa a frequéncia associada a seguinte solugcao
u(t) = Aexp(iwt) + c.c, (3.1)

onde A representa a amplitude associada e c.c seu respectivo complexo conjugado. Iniciando a

expansdo das escalas temporais para aplicacio do MME temos
T, = e"t,

Que resulta na restruturacdo das derivadas temporais

d 0 9, , 0
— = oo =D D Dy + ... 2
1 8TO+€8TI+€8T2+ ot+eDi+e"Dy+ ..., (3.2)

d2
i D§ + 2eDyD; + &*(D3 + 2eDyDs) + . . ., (3.3)
onde
dn

Assume-se que a ndo linearidade possui ordem &, para que u(t) seja expandido como
U(t, 5) = U1 (To, Tl, TQ) + €2UQ(T0, Tl, Tg) -+ 53U3<T0, Tl, Tg) —+ ... y (35)

e reaplicado na equagdo de Mathieu, é gerado o seguinte conjunto acoplado de equacdes dife-

renciais

Diuy + w?uy; =0

7 (3.6)
Diuy + w?ug = —2Dy Dy + 2qyuy cos(2Tp) — agu?
onde w > 0. A solucdo geral entdo reescrita agora em termos das escalas temporais:
uy = A(Th, Tz) expiwTy + c.c. (3.7)

Com a amplitude sendo uma fungdo complexa dependente das escalas 7 e 75, as equagdes
referentes a uy € uz devem ser periddicas na escala temporal de ordem zero para obtencdo de

A, porém aqui estamos interessados na aplicacdo do MEM e andlise dos termos seculares, logo
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estaremos nos limitando até segunda ordem. Utilizando a solu¢@o acima na equacao de segunda

ordem do sistema (3.6), € obtida a seguinte forma

Diug + w?uy = —2iwDi Aexp(iwTy) — ag(A? exp(2iwty) + 2AA) +
g A{expli(w + 2)To] + expli(w — 2)Tp]} + c.c. (3.8)

Assim como no desenvolvimento feito ao inicio deste capitulo observamos a presenca de ter-
mos seculares nos fatores exponenciais, entretanto por meio de consideragdes fisicas associadas
a ressonancia se torna possivel elimina-los sem a perda de generalidade. Para que este processo
seja mais proximo ao nosso caso de interesse, considera-se o caso ressonante onde w se apro-
xima de um, com isso

l=w+eo 0-
A relac@o acima introduz um pequeno desvio no valor de w, que tem como grande vantagem a
facilitacdo do reconhecimento dos termos seculares. Uma implicacdo desta equagao é

—z(w — 2)T0 = ’iCUTO + 2Z'O'0T1,

que utilizado em (3.8) nos retorna a seguinte condi¢cao de solugdo para remoc¢do dos termos
seculares )
DA+ %z’qu exp(2ioT1) = 0, (3.9)

logo, se torna possivel propor a seguinte solugdo para us

1
Up = —G—ZAz exp(2iwTy) — = n

3w 1o APl W)l + 0.0 (3.10)

Com isso seria necessdria a aplicacdo desta solu¢do no sistema original afim da obtencdo de
us para que a amplitude fosse calculada. Tal processo € bastante extenso e necessita de uma
andlise bastante aprofundada das condicdes fisicas e matemaéticas dos elementos que compde
este sistema. Sendo assim, a aplicacdo do MEM e manipulagdo de seus termos seculares foi
suficientemente discutida para que agora seja aplicada nos nossos sistemas de interesse a partir
da proxima se¢do, afim de que a forma explicita funcional de cada elemento das matrizes \;

seja calculada.

3.2 APLICACAO DO MME E FORMAS FUNCIONAIS EXPLICITAS

Munidos das ferramentas necessdrias para continuidade de nossos célculos, utilizamos
do parametro € para a expansao das escalas temporais. Isso resulta diretamente na expansao
em série destas escalas para as fungdes dependentes explicitamente do tempo, logo as matrizes
A(t) que fornecem as formas funcionais que buscamos para descri¢do deste sistema tomam a

seguinte forma

Ae(t) = ATy, 11, 1) + eXV(To, T4, T) + NP (Ty, Ty, T, (3.11)
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retomando aqui as derivadas temporais

d o 9 L0

Rl .e.=D D Dy + ...
T 8TO+58T1+€8T2+ ote+e Do+ ...,
d2
@:Dg+25DOD1+52(D$+26D0D2)+...,

basta que estas sejam devidamente atuadas sobre os elementos funcionais das matrizes \; para

que a expansdo seja consequentemente aplicada nos sistemas (2.65-2.66)

N = _u10(T0,T1) +eunr (To, 1) w20 (T, Th) + cun (1o, Th) (3.12)
1= )
_U30(T07 T) +eusgi (To, 1) wao(To, Th) + cuar (To, T1)
N\ = v10(To, Th) + evii(To, Ty)  v20(To, T1) + var (T, Th) (3.13)
1 — 9 .
_U30(T0, 1) +evs1 (1o, 1) vao(To, Th) + evar (1o, Th)

que pela consideragdo de acoplamento fraco £2(;(; << 1, a expansdo foi feita até primeira

ordem. Obviamente o processo € andlogo para o restante das matrizes.

Finalmente, propomos as solucdes para os sistemas S; e S, na forma das expansoes

U1(T0, T17T2) = ulO(T0>T17T2) + €U11(T0, T, Tz) + 0(52) (3.14)
U1(T0,T17T2) = U20(T07T1, Tz) + 5U21(T0,T17T2) + 0(62), (3.15)
e
U1(T0, Tl,Tz) = UIO(T07T1>T2) + €U11(T07T1,T2) + 0(52) (3.16)
v1(To, Ty, Ty) = vao(Toy, Th, To) + evoy (To, Ty, To) + O(£). (3.17)

Estas solugdes aplicadas nos sistemas, possibilitam a resolu¢do destas equacdes em duas partes

relativas as ordens do pardmetro e, respectivamente para u, € us

g9 D2uig + g =0
o oo o (3.18)
el Dguyy + uiy = —(2DogDy — yr1(Ty))uro + 2(¢1Do + Co)uso,

€ D2ugg + ugg = 0
s 0t20 7 420 (3.19)

el D3ugy + ugy = —(2Dg Dy — yr2(Tp) )uso + 2(—C1 Do + Co)uao,

analogamente para v, € vs:

% D2vio+ v =0
v oo (3.20)
el D(%Ull + vy = —[2DgDy — (vDor1) Do + yr1(Th)|v10 — 2(¢1 Do + Co)va0,

eV DZugy+ vy =0
vy oT T 3.21)
el ngﬂ + v91 = —[2DgDy — (vDor2) Do + yr2(To)|v20 — 2(—C1 Do + Co)vio-
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E importante ressaltar, que para o conjunto de equagdes associadas aos v;, a aplicagdo do MEM
resultou em equacdes de grande complexidade e sem solucdes analiticas a priori, de modo que
se fez necessdria as suas simplificacdes por meio da utilizacao de séries de Taylor, mas como
¢é possivel observar, suas formas finais sdo pertinentes ao problema em questdo. Com isso, 0

problema reside na proposicao das solucdes e calculo dos coeficientes das mesmas.

As solucdes propostas, devem estar em consondncia com as condicdes iniciais para as
matrizes \;(0) apresentadas nas equagdes (2.57-2.58), que juntamente com as equagoes (2.55-
2.56) resultam nas seguintes condi¢des para tempo zero

Al(o,o,O)_alo Cl], Az(o,o,O)_lwléo) N

—¢ 0 wa(0) G O

¥ CO] (3.22)

35(0,0,0) = — [wléo) w;(]o)] ¥ [2) Cg] 34(0,0,0) = ¢ [_01 C(;] (323

Assim, as solugdes propostas para ordem zero dos conjuntos de equacdes (3.18-3.21) junta-

mente aos seus analogos, ou seja, para as matrizes \?, tem a forma
N = A exp(iTy) + Bijexp(—iTp), (3.24)

consequentemente:
)\2 = A;; exp(ily) + Byjexp(—iTp). (3.25)

Por meio da anélise destas solugdes sobre as condi¢oes iniciais, adquirimos o seguinte conjunto

de coeficientes para as solucdes de ordem zero

A1 (0) = % Ap(0) =0, By (0) = % Bo(0) =0, | (3.26)
Au(0) = % A(0) =0, Bu(0) = % Biy(0) =0, | (3.27)
para \; e A3, e
A1(0) = —i%, Ap(0) =0, Bi(0) = —%, Ba(0) =0, | (3.28)
A (0) = —%, A(0) =0, Bu(0) = —i%, Ba(0) =0, (3.29)

para s e ). Utilizamos a partir deste ponto, método semelhante as equacdes de Duffing e de
Mathieu, para que possamos desenvolver sistemas de equagdes diferenciais lineares de primeira
ordem associadas aos coeficientes das solu¢des de ordens superiores A;(77) e B;x(11) a partir
do tratamento dos termos seculares. Também € necessario recordar que estes calculos foram

resolvidos para dois casos. O caso em questdo utilizou da seguinte forma para as fungdes r(7)

ri(t) = ro(t) = sen(nt) = wi(t) = wi(t) = 1+ Sdesen(2t) (3.30)



40

, € 0 caso para r; = ro também foi desenvolvido, e apresentaremos apenas os seus resultados.
O caso de ressondncia paramétrica € alcancado para n = 2, logo, o conjunto de equacdes

diferenciais para os coeficientes das solugdes gerais sao separados em dois grupos

1 , :
—25731'1 + 2iC1 Ajp + 21D1Ajn + 200 A =0

1
57141'1 — 211 Biy — 21D, B;; + 2y B2 =0

—i%’YBiQ — 2i¢1 Aj — 21D A + 2G0An =0
i%%‘hﬁ + 2i(1 By — 21D Byp + 2B = 0, (3.31)
parai =1,3¢e
Z%’YBH + 2iC1 Aig + 2o Aiz + 2iD1 Ay =0
—%VAM — 2i(1 Bia + 2Bz — 2iD1B;; =0
Z%’YBiz — 2iC1 Ay + 21D Agg + 2(p A =0
—i%VAi2 + 2i(1 By — 21D Byp + 2B = 0, (3.32)

para ¢ = 2,4. Apesar da estrutura similar ao longo das matrizes A, as condi¢des iniciais geram
diferenca e estruturam as solugdes destes coeficientes. Estas configuram os efeitos da excitacao
paramétrica nos componentes do sistema, introduzimos agora a fase ¢ de acoplamento que

compoe a forma final das matrizes A\ por meio de alguns pardmetros que devem ser apresentados

o = psen(e), G = —pcos(e), (3.33)

em que o parametro v = ¢ € introduzido e compde as relagoes

B=—-V25(¢1), a=¢+¢ -4 (3.34)
onde as escalas temporais possuem a forma

To=t, 01 =71, Ty=/pl=pu. (3.35)

E importante destacar que para o caso de frequéncias diferentes, hd uma mudanga no parametro

5
Bra = V26(¢o — C1).

Com isso a forma final explicita das matrizes A foi adquirida, onde o efeito da excitagdo paramé-
trica estd diretamente associado a escala u, e se torna importante ressaltar a condi¢do de que a
intensidade da excita¢do paramétrica § possui valor pequeno seguindo a condi¢io 62 < p? << 1
e a fase ¢ escolhida foi igual a zero. Finalmente, as solu¢des aproximadas possuem a seguinte

forma para \;, onde y = 4p?5?

uy (t, 7, 1) = cos(7) cos(t)[cosh(p) + senh(p)x], (3.36)
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ug(t, 7, 1) = —[x cosh(u) + senh(y)]sen(r) cos(t), (3.37)
us(t, 7, ) = [x cosh(u) + senh(u)]sen(7) cos(t), (3.38)
ug(t, 7, ) = cos(7) cos(t)[cosh(u) 4+ senh(p)x], (3.39)
para \,:
v1(t, 7, ) = [cosh(p) + senh(p)x]sen(t) cos(T), (3.40)
vo(t, T, ) = —[x cosh(u) + senh(u)]sen(7)sen(t), (3.41)
vs(t, T, ) = [x cosh(u) + senh(yu)]sen(7)sen(t), (3.42)
vy(t, 7, ) = [cosh(p) + senh(p)x]sen(t) cos(T), (3.43)
para \s:
Uy (t, 7, ) = —[cosh(u) — senh(p)x]sen(t) cos(T), (3.44)
o (t, T, 1) = [x cosh(u) — senh(u)]sen(t)sen(r), (3.45)
ug(t, T, ) = —[x cosh(u) — senh(u)]sen(t)sen(r), (3.46)
Uy (t, 7, 1) = —[cosh(u) — senh(u)x|sen(t) cos(7), (3.47)
e para \4:
01(t, 7, 1) = [cosh(p) — senh(u)x] cos(T) cos(t), (3.48)
U9 (t, T, 1) = —[x cosh(u) — senh(u)|sen(7) cos(t), (3.49)
03(t, 7, 1) = [x cosh(u) — senh(u)|sen(7) cos(t), (3.50)
O4(t, 7, 1) = [cosh(u) — senh(u)x] cos(T) cos(t). (3.51)

Com isso, se torna possivel a aquisi¢cdo das medidas tedricas associadas ao sistema por meio
das matrizes das covaridncias, sendo estas: energia, pureza, compressao e dois tipos de ema-
ranhamento. Tanto as matrizes das covariancias, quanto as interpretacdes destes resultados e

suas respectivas medidas serdo tratadas com detalhes no capitulo 4. No desenvolvimento deste
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Figura 2 — Esquema ilustrativo da metodologia utilizada ao longo deste capitulo para investigagdo da
dinimica do sistema fechado.

C ol Equagaes Equagdes
ons‘Frug:a.o 0 = Diferenciais de = Diferenciais de
Hamiltoniano a2
Primeira Ordem Segunda Ordem

Separacdo de

= Aplicagdo mmmm)p | Ordens e Proposi-
do MEM ~ ~
cdo de Solugoes

Matriz das
Covariancias

Simplificagdo
dos Coeficientes

) Forma Explicita N
das Matrizes A

Fonte: o autor.

capitulo, se tornou possivel estabelecer os elementos necessarios para descri¢do da dinamica
de um sistema fechado composto por dois modos acoplados parametricamente excitados, como
pode ser observado em tese na figura 2. Transi¢do esta demarcada pela inser¢do da notacdo de

operadores e consequentemente da quantizacao canonica.

Mais especificamente quando trata-se da classe dos hamiltonianos quadraticos, aplica-
se um desenvolvimento de descricdo precisa da dindmica do nosso sistema de interesse, que
se dd por meio dos blocos de matrizes A derivados dos operadores invariantes (2.32-2.33). E
importante ressaltar que as matrizes )\; sdo construidas em termos do propagador deste sistema,
oriundo do operador de evolugdo temporal, mas devida a alta complexidade da forma final
do propagador, as interpretacdes devem emergir das medidas tedricas efetuadas utilizando das

matrizes das covariancias.

O célculo da forma funcional dos elementos de matrizes necessarios para as medidas
foi possivel por meio dos sistemas de equacdes diferenciais acopladas de segunda ordem (2.65-
2.66), resolvidos com uso do MEM, método que utiliza de uma série perturbativa para expansao
da vardvel livre ¢ em diferentes escalas, resultando finalmente na aquisicdo das soluc¢des ana-
liticas (3.33-3.51). Assim, se torna possivel a andlise de seu andlogo aberto apresentada no
capitulo 5, a qual possibilitard a devida comparagdo entre ambos 0s casos por métodos consi-

deravelmente alternativos.
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4 EFEITOS DA EXCITACAO PARAMETRICA
4.1 MATRIZES DAS COVARIANCIAS

Nos capitulos 2 e 3, a dindmica de um sistema composto por dois modos acoplados
dos campos eletromagnéticos representados pelas varidveis ; e p; foi investigada pelo uso da
teoria dos invariantes quanticos, a qual proporciona a constru¢do do propagador utilizando das
matrizes \;(t). Como ja discutido anteriormente, embora o método vise a constru¢do exata do
propagador do sistema, a aquisicao desta ndo representa grande interesse neste trabalho, pois
sua forma explicita ndo retorna informagdes de valor num contexto fisico, pelo fato de que
tal forma se mostrou deveras extensa, sendo assim, para que a dinamica do sistema seja devi-
damente interpretada, se fez necessario o uso de um diferente instrumento de medida tedrica,
este ¢ chamado de matriz das covariancias, mas antes desta ser apresentada propriamente neste

primeiro caso, € pertinente a retomada do contexto em que o sistema foi tratado.

Iniciamos esta breve contextualizacao pela forma geral do hamiltoniano quadratico (2.2)

utilizada .

H=2aB(t)g, 4= (b (4.1)
onde a matriz 3(¢) ¢ uma matriz de ordem 2N simétrica representada com as seguintes propri-
edades

by b ~ - -
Bity= | |, b)=b), b=b bi=b. 42)
by by

Especificamente para hamiltonianos quadraticos, se utilizarmos dos operadores de Heisenberg,
a forma de um operador em qualquer tempo ¢ > 0 € definido pela seguinte relacio linear a partir

de seu valor inicial
qM(t) = ‘Cua(t)Cja(O) (43)

onde L, representa os elementos da matriz simplética. Consequentemente a operagdo inversa
existe e é descrita em termos da matriz A(t), calculada ao longo dos capitulos 2 e 3 para evolu-

¢do dos operadores invariantes
Go(t) = A(t)q. (4.4)

Sendo Gy () o operador integral de movimento no quadro de Schrédinger (DODONOV; MAN’KO,
1989; DODONOV; MAN’KO; MAN’KO, 1995), logo, a equacao (4.3) hd de implicar para os
valores médios das componentes das quadraturas uma forma andloga aos operadores, porém

independente de representacao

(40 (t) = L1ua(t)(Ga)(0). (4.5)

Tal relacdo estendida para os segundos momentos toma a seguinte forma:

(GuGy (1)) = Lo ()(Gaqs) (0) L, (1) (4.6)
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Tais relacdes sdo suficientes para que a matriz das covariancias denotada por M = M,, no
caso fechado seja introduzida. Seus elementos derivam diretamente dos momentos estatisticos
apresentados anteriormente da seguinte maneira

.. .. s
M,ul/ = §<QMQV + Qun> - <QM><qV> (47)

Sendo tal matriz composta pelos momentos estatisticos, consequentemente sua evolucao tem-
poral se d4 de forma andloga

M(t) = LE)M(0)L(t). (4.8)

Com a equagdo (4.4), se torna simples a obtencdo da matriz £ se conhecida a forma de inversio

da matriz A(t) ja introduzida no capitulo 2
ASA=Y — A '=SAY '=-—SAYL = (4.9)

Que implica na forma mais explicita da matriz £(¢) em termos das matrizes \;, logo os elemen-
tos da matriz das covariancias sdo calculados com uso da equacgdo (4.8), e as medidas propostas

nas proximas secdes podem ser descritas em termos da notac¢ao aqui introduzida.

4.2 SISTEMA FECHADO: ENERGIAS, INCERTEZAS E COMPRESSAO

Nesta secdo serdo apresentados os métodos de aquisicdo de algumas propriedades de
grande interesse em sistemas quanticos, juntamente com seus resultados gréaficos em relacao
ao tempo. Sendo estas as energias dos modos, as incertezas de Schrédinger-Robertson (DO-
DONOV; MAN’KO, 1989; DODONOV; KURMYSHEV; MAN’KO, 1980; SCHR6DINGER,
1930; ROBERTSON, 1929), o coeficiente de compressdao de estados (de vdcuo) e a pureza
dos modos. O emaranhamento serd tratado na proxima secao por apresentar resultados bas-
tante interessantes. Iniciemos esta introducdo dos métodos com a formulacao cuja compressao
de estados € extraida por meio das energias de flutuagdo de vicuo juntamente a incerteza de

Schrédinger-Robertson. Os maximos e minimos das variancias sdo descritos como

D
:Si\/f:—- 4.10
O+ s ) ( )

Enquanto as energias £ e incertezas D sdo escritas em termos das variancias dos operadores

canonicamente conjugados
1 2
&= §(crw +0p), D=0.0,— 05, (4.11)
Sendo a variancia definida como
~2 ~\2 Lo e A\ /7
o, = (a%) —(a)*, ow= §<ab+ ba) — (a)(b).

Estes resultados ja configuram o coeficiente de compressao S o qual € definido pela razdo

entre o valor minimo da variancia (4.10) e a variancia adimensional do vicuo que possui valor
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1/2. Associando as formas (4.6), (4.7) com as equagdes acima, se torna possivel escrever o

coeficiente de compressao em termos das matrizes das covariancias

-1
S, =2 {5,6—,/5,3—1),9] — 2D, {Sk—l—\/c‘f,f—l)k} : (4.12)

tais matrizes s€ mostram presentes como
1 k k k Aqk k12
Ep = 3 (ME + ML), Dpy=MEM: — ML), (4.13)

agora fazendo possivel a demonstracdo da forma utilizada de cdlculo do produto invariante de

incerteza de Schrodinger-Robertson

Dy = MEME, — [ME)])* > (4.14)

1
4
Espera-se de um sistema como o investigado aqui estados que possuem valores significativos de
energia de flutuagdes, sabe-se que esse caso € encontrado para estados fortemente comprimidos,

ou seja, a razdo para coeficiente de compressao toma a seguinte forma
Sk %Dk/gk < 1, se Sk > Dk,

recorrente para estados gaussianos, como os tratados neste desenvolvimento. As relacdes acima
tem como implicagdo principal D = 1/4 (DODONOV; MAN’KO; MAN’KO, 1995), fazendo

com que a matriz das covaridncias no instante inicial M (0) possua a seguinte estrutura

P, 0 Ry O

M(0) = 0 P 0 R , (4.15)
Ry 0 X 0
0 Ry 0 X

em que seus elementos satisfazem a incerteza de Schrodinger-Robertson
PeXy — R =4D > 1, (4.16)

lembrando que o indice £ = 1,2 estd aqui associado aos modos de cada cavidade, assim com
tal matriz estabelecida, a sua dindmica estd completamente prescrita pela equacgao (4.8). Estes
elementos para os tempos iniciais configuram a parametriza¢do associada a compressao dos

estados de vacuo ocupados pelos modos das cavidades, matematicamente

Pr = 2vg[cos(2&) + senh(2&) cos(vy)], 4.17)

Xy = 2vg[cos(2&) — senh(2&) cos(vg )], (4.18)

Ri = —2visen(2&;)sen(vy), (4.19)
1

Uo = Po—Xi oe=yD 25, w<2m §20 (4.20)

De forma que o coeficiente de compressao e a energia de flutuagdo do vacuo relativo ao k-ésimo

modo para o tempo inicial possam ja ser calculados, fazendo com que os parametros iniciais
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jé estejam devidamente estipulados para as medidas a serem efetuadas para tempos ¢ > 0, os

resultados citados acima sdo
SO = 2o.exp(~20a), @21
1
g0 = 1 (P + X)) = v cosh(26). (4.22)

A parametrizacdo dos componentes para tempos iniciais estdo claramente de acordo com a
relagdo de incerteza (4.14) por meio do pardmetro v, = 1/2 e independem da fase imposta vy.
E considerado que os modos de oscilagio de cada cavidade sdo independentes, de forma que
os termos R sejam nulos por meio de uma rotac@o no espago de fase. A ultima consideracao
levantada consiste na estrutura simétrica das matriz das covaridncias em termos das varidveis

das quadraturas, que € reduzida a seguinte disposicao em blocos

Q1 Qr
Q= 4.23
Qan Q2 (%29

cuja propriedade () = (x; é fundamental para tal redugdo assim como para as correlacdes
entre os modos, e seus elementos obedecem aos segundos momentos estatisticos apresentados

ao inicio desta secao

L. . N
Qap = 5(dads + Gsda) = (da)(ds)
e os operadores acima correspondem as quantidades canonicamente conjugadas, ou seja ¢ =
(%1, p1, T2, P2 ), onde os termos a direita da da equag¢do quando cruzados sdo denominados co-

varidncias cruzadas.

A forma explicita dos elementos necessarios para as medidas tedricas estdo bem esta-
belecidas para o tempo inicial, e sua dindmica ja € conhecida e foi apresentada ao longo deste
capitulo, nos resta agora apresentar o desenvolvimento necessdrio para extracao dos resultados
em tempos ¢ > 0, iniciemos pela compactagdo das matrizes das covariancias necessdrias para
os cdlculos que foram efetuados neste trabalho, e em seguida a forma analitica das propriedades
de interesse (energia e incertezas) adquirida por meio das matrizes \;(t) sejam apresentadas
e por fim outros resultados como a compressdao € a pureza sejam explanados e investigados

propriamente.

4.2.1 Resultados Adquiridos: Energias e Incertezas

Iniciemos os resultados adquiridos para as medidas de energia e coeficiente de incerteza
de Schrodinger-Robertson, reafirmando que a partir das matrizes das covariancias representa-
das pelas equagdes (4.8) associadas diretamente as formas explicitas das matrizes \; por meio
da equacdo (4.9), e da matriz das covariincias para os tempos iniciais considerando estados
de vacuo comprimidos (4.15) para um sistema de osciladores quanticos acoplados excitados
parametricamente, extraem-se inicialmente as energias de flutuagdes pela seguinte forma (DO-
DONOV; MIZRAHI, 2004; ANDREATA; A.V.; V.V, 2002)

1
& = 5 (Mg, + M3, (4.24)
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que de forma explicita, em termos das matrizes \; adquiridas pela aplicacio do MEM sio

T epresentadas como
&(r) = 5 {07 ()] cos(r)? + 02057 (wsen(r)?} (425)

&) = 5 {C (w)lsen(r)? + [02057 (1)) cos(r)*} (4.26)

N — N

0(372(“) = [a® + 1] cosh(2¢;) cosh(2u) & [@® — 1] cos(2¢;) — 2asenh(2€;)senh(2p),

e a = 4p?6?, lembrando que T = dt e 1 = p7, ou seja, os resultados estdo intrinsecamente
ligados ao pardmetros de acoplamento e de excitagdo paramétrica ¢ e p, consideramos também a
fase ¢ de acoplamento por causa prética. De forma andloga, calculamos os produtos invariantes

de incerteza de Schrodinger por meio da relagdo geral:
_aqk Aqk k12
D = Mz My, — M7, (4.27)

que para cada um dos modos possui as seguintes formas explicitas:
1
Di(r) = —GZU%D(_)[COS(ZLT) + 4 cos(27) + 3]

1 1
+ ab%D(” [cos(4T) — 4 cos(27) + 3] + 3—20102F(_)(—1 + cos(47)), (4.28)

1
Dy(r) = — 701D Dfeos(d4r) — 4 cos(2r) +3]

1 1
+ ab%D(’)[cos(élT) + 4cos(27) + 3] + @UlbgF(Jr)(—l + cos(47)), (4.29)

onde:

DE () = 4(a® —1)(a® + 1) cosh(2pu),
+ [(a—1)*(a+ 1)? cosh(4u) — (o + 10a® — 1)],
F® () = 48a(a® — 1)senh(2€&; — 2&)senh(2p)
+ cosh(2¢; — 2&)[(a — 1)*(a + 1)* cosh(4p) — a* 4+ 10a® — 1]

Estas formas analiticas acima para &(7) e Di(7) de ambos os modos possibilitam uma and-
lise qualitativa do efeito de excitagdo paramétrica de forma grafica, iniciamos pelas energias
apresentadas na figura 3, onde a varia¢do do parametro 6 mostra que o aumento da intensidade
associada a excitagdo paramétrica ndo necessariamente implica na potencializacao de seu efeito,
conhecido pelo crescimento acelerado do coeficiente £(7), reafirmando a relagdo § < p < 1,
pois pela andlise visual € claro o aumento de energia para ambos os modos quando trata-se de
0 = 0.15, enquanto que para tal pardmetro proximo de p, um dos modos nos primeiros instantes

do fendmeno € claramente favorecido.

Agora a andlise qualitativa para os valores dos coeficientes invariantes de incerteza Dy,
retornou alguns conceitos interessantes, pela averiguacdo da figura 4, notamos que o compor-

tamento dos valores de incertezas evoluem de forma andloga as energias, tal aumento indica
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Figura 3 — As curvas em azul representam os modos k = 1 e as curvas em magenta os modos k& = 2
para as energias das flutuagdes & (7) em termos do tempo lento, onde foram variados apenas os valores
0 = 0.25 e § = 0.15 e o acoplamento considerado foi p = 0.25 em todos os casos, juntamente com 0s
valores v; = 0.75 e v = 0.5 e parametros reais de compressdo {1 = 0.7e & =0

Energias das Flutuacoes E Energias das Flutuagoes E

12.345 0.819

6=0.15

/%3 0.5

T T

Fonte: o autor. Fonte: o autor.

que quando os dois modos acoplados sdo excitados parametricamente o aumento abrupto de
energia resulta na explos@o do valor das incertezas entre as covariincias, indicando que hd uma
alta producdo de informacao e os estados a partir dos primeiros instantes convergem para inten-
sas sobreposicdes, porém tal conclusdo pode ser atestada com maior propriedade por meio das
medidas a serem apresentadas na préxima secdo, sendo estas as purezas e compressao de esta-
dos. Até aqui, nota-se que em contraste aos resultados calculados para um sistema onde apenas
um dos modos acoplados é parametricamente excitado (LARA, 2007), que as energias tomar
valores significativamente mais elevados e que as incertezas tomam carater assint6tico desde os

primeiros instantes da evoluc¢do do fendmeno, resultado do grande crescimento de energia.

4.2.2 Resultados Adquiridos: Compressdo de Estados e Pureza

Uma importante propriedade a ser explorada, consiste na compressao dos estados que
descrevem a dinamica dos osciladores, em vista de que a evolugdo deste sistema é prescrito pe-
los seus estados iniciais ¢ = 0 considerados aqui comprimidos, torna-se interessante investigar
o comportamento de algum valor associado a compressao. E isso se torna possivel por meio da
medida de Si(7) que estd prescrita pelas relagdes (4.12) e depende da energia das flutuagdes
do vacuo juntamente aos coeficientes das incertezas, quantidades j4 calculadas e com forma
analitica ja conhecida. Prosseguimos com as andlises qualitativas sendo agora unicas, pois as
formas analiticas para os valores Sy (7) sdo longas e complexas, ndo oferecendo grandes con-

clusdes a partir de suas observagdo, sendo assim, por meio da andlise da figura 5, percebemos
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Figura 4 — As curvas em azul representam as incertezas Dy (7) para os modos £ = 1 e as curvas em
magenta para os modos k = 2 variando sobre o tempo lento, onde os parimetros foram variados de
forma idéntica aos tratados para as energias.

Incertezas D Incertezas D
35445 38.103
D D
6=0.25 6=0.15
025 0.25
0 2.5 5 o 2.5 5
T T
Fonte: o autor. Fonte: o autor.

que a compressdo de estados também possui aumento significativo a partir dos valores iniciais
propostos, provavelmente causado pelos altos valores das incertezas, tal comportamento variou
muito pouco pela mudanga dos parametros associados, mantendo-se sempre fortemente cres-
cente, condizendo com o crescimento enorme de energia observado na figura 3, também foi
novamente atestado o efeito da variacdo do parametro 9, o qual atua de forma mais eficiente

sobre o sistema em um valor mais préximo de zero.

A segunda propriedade a ser aqui discutida é a pureza dos estados P (7), a qual estd
intrinsecamente associada ao manejo dos estados iniciais, considerados desacoplados e inde-
pendentes, logo espera-se que para o instante inicial a pureza seja maxima. A medida de P(7)

€ efetuada por meio da seguinte relacao:

1
Pr(T) = —/—= (4.30)
D) = ion)
onde a condi¢do de normaliza¢do:
0<Trp; <1

¢ considerada.

Mesmo antes de se observar qualitativamente a figura 6, nao € dificil averiguar que a
pureza ha de decrescer rapidamente, em vista de que seus valores dependem diretamente do
inverso das formas (4.28-4.29) das medidas de incerteza, porém destas medidas se extraem al-
gumas interessantes hipdteses, primeiramente € que a correlacdo quéntica entre os modos deve

ser mais presente nos instantes iniciais da evolug¢do temporal do sistema, em vista de que os
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Figura 5 — As curvas em azul representam a compressdo Si(7) para os modos k = 1 e as curvas em
magenta para os modos k = 2 variando sobre o tempo lento, onde os parimetros foram variados de
forma idéntica aos tratados para as propriedades anteriores.

Compressio § Compressao S
7.615 7.615
5 Ay
6=0.25 5=0.25
0.37 037
0 25 5 [ 2.5 5
T T
Fonte: o autor. Fonte: o autor.

altos valores de energia e baixos valores de pureza observados a partir dos instantes iniciais
implicam em uma grande produc¢do de informacao e alto nivel de superposicao de estados, duas
caracteristicas que influenciam negativamente no emaranhamento de sistemas bipartidos para
estados gaussianos. Uma caracteristica interessante deste caso, quando os dois osciladores sdao
parametricamente excitados, € de que a troca de estados ndo € observada, isso € provavelmente
resultante do aumento abrupto das energias e das propriedades dependentes destas, gerando
grande "desordem"nas interagcdes entre os modos ocasionada exatamente pelo acoplamento en-

tre dois componentes potencialmente energéticos.

Com tais medidas obtidas, ja se poderia aferir de forma hipotética algumas caracteris-
ticas como a duracdo e magnitude da correlagdo quantica deste sistema, que mostrou grande
ruptura em relacdo aos sistemas compostos por uma cavidade excitada parametricamente aco-
plada a um oscilador harmonico, pois o efeito da excitagdo paramétrica aqui parece suprimir as
propriedades quanticas rapidamente pela alta energia que esta oferece a ambos os modos. Nao
nos prenderemos a formulagdes destas hipdteses em vista de que uma medida de emaranha-

mento foi executada para o sistema e serd apresentada e analisada a seguir.

4.3 SISTEMA FECHADO: EMARANHAMENTO E RESULTADOS

Sendo uma das propriedades mas investigadas até a atualidade, o emaranhamento trata
de um tipo de correlacdo o qual viola o principio da localidade, o qual até o inicio da mecanica
quantica ndo havia sido questionado, principalmente pelo fato de que o universo macroscépico é

local. Discussdes a cerca da possibilidade de um efeito nao apenas nao local como instantaneo
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Figura 6 — As curvas em azul representam a evolugio normalizada das purezas Py (7) para os primeiros
modos e as curvas em magenta para os segundos modos em termos do tempo lento, onde os parametros
foram variados de forma idéntica aos tratados nas propriedades anteriores.

Pureza P

Pureza P

E i
6=0.25 5=0.15
P P
76
0. 084 - PP . r I p
T T
Fonte: o autor. Fonte: o autor.

levantaram tal propriedade como uma medida eficiente das propriedades quanticas de siste-
mas, e os resultados alcancados neste sistema corroboram com tal premissa. Retomamos aqui
a notacdo cruzada das covariancias Q12 € (21, ja bem utilizada na literatura com resultados
interessantes a cerca do emaranhamento (CASTRO; DODONOV, 2003; DODONOV; MIZ-
RAHI, 2004; DUAN et al., 2000; WERNER; WOLF, 2001; SIMON, 2000; MARIAN, 1992;
SCHEEL; WELSCH, 2001), estas matrizes serdo os instrumentos de medida da correlacdo entre
os modos, aqui chamada de ). Esta correlacdo serd aqui medida por meio de sua negatividade
logaritmica, apresentada como

AQ_\/AQ—;LdetQ

Y = —log, , AQ = Qi1+ Qa — 2Qq0. (4.31)

Fixemos aqui que existem inimeras medidas de emaranhamento, provenientes de dife-
rentes entropias € métodos de aquisi¢cdo, (BARNETT; PHOENIX, 1989; MANN; SANDERS;
MUNRO, 1995; BENNETT et al., 1996; BRAUNSTEIN, 1996; VEDRAL; PLENIO, 1998;
WOOTTERS, 1998), e até mesmo utilizando das covariancias cruzadas (CASTRO; DODO-
NOV, 2003). Em geral para sistemas de estados gaussianos com varidveis continuas o ema-
ranhamento € definido a partir da entropia de von Neumann e consequentes. Como a notagdo
das matrizes das covariancias estdo em termos dos elementos das matrizes \;, o efeito da ex-
citacdo paramétrica nas correlacdes entre os modos pode ser analisada completamente. Sendo
assim, por meio do manejo algébrico dos elementos das matrizes das covariincias aplicados na
forma (4.27), construimos a figura 7, que qualitativamente nos indica que o efeito da excitacao

paramétrica dependente do fator ¢ potencializa o emaranhamento nos instantes iniciais.

Porém o resultado mais interessante adquirido por tal medida € a presenca da morte

subita do emaranhamento no sistema, indicada pelo valor nulo de ). A causa aparente de tal



52

Figura 7 — As curvas representam diferentes valores de ¢, sendo respectivamente para as curvas azul,
vermelha, verde 0 = 0.25, 9 = 0.15 e 6 = 0.05, para pardmetros andlogos ao utilizados nas medidas
anteriores.

Negatividade Y

6=0.25,0.15,0.05

T

Fonte: o autor.

fendmeno € a superpopulacdo de fétons produzidos pelas vibragdes dos modos das cavidades,
hipétese que corrobora com as medidas anteriores em vista de que as energias de flutuacdes
& possuem alto crescimento, juntamente com as incertezas D, de acordo com as figuras 3 e 4
enquanto as purezas decrescem rapidamente como na figura 6. Ou seja, o grande aumento de
energia das flutuacdes aliada a superpopulacao de fétons produzidos implica na perda de algu-
mas propriedades quanticas, sendo assim se torna possivel investigar os limites dos parametros
iniciais afim de que as propriedades quanticas talvez sejam conservadas e o efeito da excitacao

paramétrica ainda seja averiguado, e tal andlise € esperada em trabalhos futuros.

Com isso, as medidas associadas ao sistema fechado composto por dois modos de cavi-
dades eletromagnéticas foram elaboradas e analisadas, e alguns resultados interessantes foram
adquiridos, principalmente em relagdo aos resultados conhecidos para sistemas de cavidades
acopladas onde apenas uma das cavidades € parametricamente excitada. O sistema em tese
mostra-se como um sistema altamente energético, eficiente na producio de informacao porém
de vida curta em relacdo a propriedades quanticas, com rapida sobreposi¢do de estados que

indicam o inicio de regimes cldssicos para tempos mais longos.
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5 EQUACAO MESTRA EM CAVIDADES OPTICAS

Em sistemas fisicos, uma descri¢do mais fidedigna da natureza pode prover da conside-
racdo de dissipacdes, e tal aproximagao € possivel pela introdu¢do de um sistema aberto, por tal
razdo o sistema aqui desenvolvido serd andlogo ao sistema tratado nos capitulos anteriores. Ou
seja, composto por duas cavidades fracamente acopladas parametricamente excitadas, porém
com a importante consideracdo da dissipacao por meio do contato destes com um reservatorio
térmico cada. Este sistema foi proposto como uma pequena extensao do caso fechado, e tem
como intuito principal viabilizar a investigacdo de um caso dissipativo de cavidades acopladas
excitadas parametricamente, pois a estrutura algébrica para um estudo mais aprofundado esta

estabelecida.

A imposicao de um reservatorio, implica ndo somente em um nimero enorme de graus
de liberdade para as varidveis dinamicas, como também na evolu¢cdo ndo unitdria do sistema
(BREUER; PETRUCCIONE, 2006), inviabilizando assim a utilizagdo do método dos invari-
antes por exemplo. Logo a investigacdo serd efetuada por uso do método da Equacdo Mes-
tra na forma de Lindblad utilizando das solu¢des apropriadas apresentadas em (DODONOV;
MAN’KO, 2003), este tratamento é derivado da equa¢do de Neumann-Liouville

0 2
5,0t = Lo(t). 5.1)

onde L representa o superoperador liouvilliano, assim chamado por operar nao sobre fungdes

mas sobre outros operadores. Neste caso, utilizamos deste na estrutura de operadores

Lp(t) = [H, p(t)],

sendo p(t) o operador densidade do sistema. A divisdo de um sistema em diferentes subsiste-
mas € primordial quando tratamos de sistemas desta natureza, pois estes possibilitam assim a
consideragdo ndo apenas de um reservatdrio mas também da interacao entre este e o subsistema
relativo as cavidades em questdo. Tais consideracdes demandam o uso de uma representagcao
alternativa da Mecanica Quantica conhecido como Quadro das Interagdes, muito apropriado
para o estudo da evolugdo de sistemas por meio de sua matriz densidade reduzida, em termos
gerais, € caracterizado por introduzir o hamiltoniano de intera¢do dos subsistemas por meio de
uma pequena transformacao na estrutura geral do hamiltoniano convencional, que ha de confi-
gurar o comportamento do sistema em sua totalidade por meio das aproximagdes pertinentes as

propriedades fisicas do fendmeno.

O método da equagdo mestra abriga os conceitos aqui introduzidos e hé de viabilizar a
medida de energia dos modos que serdo apresentados ao fim do capitulo, de forma que alguns
resultados adquiridos por meio do método dos invariantes sejam comparados, juntamente com
as técnicas para aquisi¢ao dos mesmos. Para isso o desenvolvimento deste capitulo serd feito

pela introdugdo e investigacao de elementos centrais na aplicacdo da técnica em questdo, como
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a utilizacdo de sistemas abertos, o quadro de interagdes e o uso de reservatdrios, para que por
fim a equacdo mestra seja resolvida e seus resultados sejam apresentados como os elementos
das matrizes das covariancias M (t) e de evolucdo temporal U (t), utilizadas na execucdo das

medidas de energia das flutuacdes £.

5.1 SISTEMAS ABERTOS E A EQUACAO MESTRA

A teoria de sistemas abertos é de suma importancia no ambito da Optica quantica, pois
nesta drea geralmente investigam-se fontes luminosas de diferentes naturezas, as quais exigem
a consideracdo de dissipagdes que obviamente necessitam ser reformuladas dentro do contexto
da Mecanica Quantica. Em vista de que as equacgdes fundamentais deste campo de estudo nao
prescrevem fendmenos de natureza irreversivel a priori. Fontes luminosas de interesse tiveram
como objeto principal o estudo do Laser, porém uma variedade enorme de sistemas que exigem
diferentes métodos de tratamento sio responsdveis pelo fortalecimento da dptica quantica e sua
consequente ascensao tecnoldgica nas ultimas décadas. Métodos estes decorrentes por exemplo
da equacdo de Schrodinger, das equacdes de Heinsenberg, andlise de expansdes perturbativas,
entre outros (CARMICHAEL, 1993; GARDINER; ZOLLER, 2000).

Sistemas para investigacdo de fontes de luz comprimida, decaimento atdomico e cavida-
des eletromagnéticas prescrevem uma parcela enorme de fendmenos de interesse nesta drea, e
como esperado, nossa atencio estard voltada para as dltimas em vista de que ja foram investi-
gadas ao decorrer deste trabalho para o caso de sistema fechado. Este obviamente necessitara

de uma contextualizacdo bastante alternativa, porém ainda comparavel do ponto de vista fisico.

O estudo aprofundado da dindmica de cavidades como fontes fotoemissivas em termos
praticos ndo difere da investigacao de problemas da mesma érea, pois em tese qualquer tipo de
fonte hd de emitir fétons de forma irreversivel sendo detectados ou ndo. Exemplos da investi-
gacdo de sistemas como estes podem ser encontrados em (GROSSO; LOMBARDO; VILLAR,
2019; DODONOV; CASTRO, 2013; DODONOV; DODONOV, 2013; CASTRO; DODONOV,
2014), e estes serdo de grande valia para o desenvolvimento do sistema deste trabalho.

O modelo de cavidades que serd desenvolvido neste capitulo € andlogo ao tratado no ca-
pitulo anterior, e no contexto dptico pode ser associado a sistemas de Efeito Casimir Quantico.
Investigado héd aproximadamente cinco décadas com um aparato geral histdrico e técnico que
pode ser encontrado em (DODONOV, 2020), nosso caso trata de um sistema onde duas cavi-
dades Casimir serdo fracamente acopladas e associadas a um reservatdrio térmico a fim de que

a sua producao de fétons seja analisada juntamente a suas propriedades quanticas de interesse.

Métodos por meio da evolucao unitdria ndo se mostram adequados para sistemas aber-
tos, com isso a dindmica deve ser analisada por meio da equagcdo de movimento da matriz
densidade, chamada Equagdo Mestra (BREUER; PETRUCCIONE, 2006). Os aspectos gerais
da sua construgdo serdo discutidas por meio de um caso genérico conforme (PURI, 2001), as-
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sim as caracteristicas do caso de interesse possam ser devidamente aplicadas e seu método de
resolucdo seja explorado nas proximas secdes. Iniciamos pela introdu¢do de um hamiltoniano
geral na forma

F[:HS—FI{IR—FEIRSEEIO—Fﬁgs, (5.2)

onde Hg e Hp representam respectivamente os hamiltonianos do sistema e de seu reservatorio,
e quando unidos denotam o chamado hamiltoniano livre H, enquanto Hyg € associado a inte-
racdo entre estes subsistemas. A evolucdo temporal do hamiltoniano total H serd descrita pelo

operador densidade, que em termos de seu valor inicial
p(t) = exp [_%ﬁt} p(0) exp {%ﬁt} = exp|[Lt]p(0), (5.3)

onde reintroduzimos o superoperador Liouvilliano. Aplicando a forma (5.2) na equagdo acima,
a evolugdo temporal do operador densidade mais explicitamente €
?

M) = exp [—%ﬁgiﬁ}?f})(p [—ﬁ / thﬁ,@)] 2(0)

0
. t .
?exp l%/ deII(T)] exp [%ﬁot} , (5.4)
0

onde H; representa o hamiltoniano de interagao

. i A . i A
H[(t) = €Xp |:ﬁH0t:| HRS [_ﬁHOt] s (55)
este que usufrui do quadro das interacdes. Necessdrio para aproximagdes imprescindiveis no
desenvolvimento de uma equag¢do mestra solivel do ponto de vista matemdtico sem grande

perda de generalidade fisica, como a aproximacdo de Born-Markov, que serd discutida no de-

senvolvimento deste capitulo.

Este quadro se destaca no contexto da éptica quantica pelo fato de que sua dinamica
pode ser completamente desenvolvida em termos do hamiltoniano livre como € possivel notar
pela forma acima. Assim contribuindo com um grau elevado de praticidade no decorrer dos
célculos necessarios (BREUER; PETRUCCIONE, 2006). Retornando para andlise de p(t), uma
estipulacdo fisica necessdria é de que apesar do fendmeno ser composto por diferentes partes o
interesse de investigacdo € completamente voltado para o sistema, de forma que as propriedades
do reservatorio sejam presentes apenas como parametros e nao como fun¢des (CARMICHAEL,

1993), para isso aplica-se o traco do operador densidade sobre as varidveis do reservatorio

ps = Trg[p(t)]. (5.6)

Também ha de se considerar que o acoplamento entre os subsistemas ocorre a partir ¢ = 0, ou

seja inicialmente o sistema e o reservatdrio sao desacoplados

p(0) = ps(0) ® pr(0) = Trgps(0) = Trspr(0) =1,
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e por meio da aplicacdo destas condi¢des em (5.4) juntamente com a operacao do trago (5.6),

obtém-se o operador densidade no quadro das interagdes pgs;(t) da seguinte forma

purlt) = Dle). - psa(t) = o |1 :

iﬁgt} ps(t) exp {—iﬁst} , (5.7)

onde o superoperador D(t) nao somente denota a evolucao temporal do sistema, como dele

serdo resultantes as varidveis do reservatdrio. Este opera como

Dopst®) = T Texp |1 [ artino)] on0)ps) T e [ 3 [ aritin] }
= TrR{?exp [—% /O tdrif(r)] pR(o)}ps(O). (5.8)

Entdo aplica-se a integracao gerada pelo operador de ordenacao temporal que possui a seguinte

estrutura

?exp[/t:del(T)} - 1+/ /dfz/ dr A(m) A(m) +
+ /dTn/ dﬂnl.../ AdrA(r,) ... A(my). ...

que implica em

@»
ST

(t)=1+

o t Tn T2 ~ ~
=143 [ dn | drea... | dnTrg {L[(Tn) . L[(Tl)[)R(O)} (5.9)
—Jo 0 0

Por conveniéncia, D(t) pode ser rearranjando como

~

D(t) = exp [Z M (t ] , Z M,(t) = In(1 4 d), (5.10)
m=1
em que M, tem as primeiras formas explicitas por meio da expansdo logaritmica em d
i [ P
M) = -7 / drTrp [L(T)pR(O)] ,
0
2 iN?% rt 2 2 2 12,
() — (—ﬁ) [ an [ antin [LimLirin©)] - S0t0),
0 0

e assim por diante. A mera aplicacdo destas formas acima na primeira equagdo descrita em (5.7)
possibilitaria a determina¢do do operador densidade do sistema, porém a forma do superope-
rador ﬁ(t) € deveras complexa fazendo necessdria a aplicacdo de aproximacdes referentes a
questdes fisicas praticas. Uma aproximagao conveniente quando sistemas opticos sdo tratados
¢ chamada da aproximacao de Born, a qual consiste na considerac@o de que a acdo do hamilto-
niano de interacdo Hpg é muito menor do que a acdo do hamiltoniano livre, ou seja, a interacao

entre o reservatdrio e o sistema € pequena suficiente para que a evolucdo temporal do operador
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densidade do reservatorio seja irrelevante e apenas seu valor inicial seja de interesse para a di-
namica do sistema. Com isso sdo desprezados os termos de segunda ordem da expansao (5.10),

e por meio dessa aproximagao se torna possivel assumir que
TI'R[H[(t),@R(O)] =0 = M; =0,
logo, uma descricao mais eficiente da evolugdo de pg; € introduzida

psi(t) = exp (M1:(1)) pu(0). (5.11)

Esta aproximacao possui cardter extremamente pritico em relagdo aos calculos, porém algumas
assuncdes de cardter fisico devem ser tomadas para que estas questdes praticas sejam devida-
mente justificadas, sendo estas (GARDINER; ZOLLER, 2000):

1. O operador densidade associado ao reservatorio € inalterado por meio das interacdes com

o sistema.

2. O fato de que a interacdo seja irrelevante para o reservatorio n@o a elimina, ou seja, esta
ainda € significativa para o sistema. Tal consideracao emerge do fato de que se considera

o sistema possui dimensdes muito menores do que o reservatdrio.

Utiliza-se entdo de uma ferramenta recorrente no estudo da dinamica para que seja cal-
culada a equag@o cujo operador ps; () obedece, sendo esta a diferenciagdo sobre seu pardmetro
livre, no caso o tempo, que hd de gerar equacdo andloga a de Neumann-Liouville para o ope-
rador densidade do sistema no quadro das interacdes. Com isso, levando em consideracio a
aproximac¢ao de Born, onde os termos a partir da segunda ordem sdo desprezados, € obtida

d (1) = 1
a —psi(t) = hQ

dTTrR [H,( ), [ﬁl(t — 7Y, jpr(0) ﬁSI(t)} ] . (5.12)

A evolucao temporal do operador densidade esta suficientemente estabelecida para que
o hamiltoniano seja explorado de forma mais explicita, afim de que a equagao mestra possua
um estrutura mais sélida do ponto de vista analitico. Considerando o hamiltoniano de interacao

ﬁRS na forma:
N
fips =0y (S1Re+ BLS:) (5.13)
k=1

onde Ry e S representam respectivamente operadores associados ao reservatorio e ao sistema.
Se aplicados na forma do hamiltoniano de interacdo no quadro das interacdes prescrito pela

equacao (5.5) obtém-se

N
=1y (SLO R (1) + By Su ) (5.14)

k=1
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como esperado
Sk[(t) = exp (%I:]St) Sy exp (—%ﬁﬂ) = exp(—ith)S’k, (5.15)
Rk](t) = exp (%ﬁRt) Ry, exp (—%ﬁRt) ) (5.16)

Restando apenas a aplicacdo de (5.14) em (5.12), que por meio do retorno ao quadro de Hei-
senberg proporcionado pelas duas equagdes acima, resulta na equacdo de Neumann-Liouville e

consequentemente na forma geral para a equacdo mestra de um sistema associado a um reser-

vatdrio 1 .
S A 2
Chg=—1 H] Ls ps =L 5.17
Ps 5 [ ps| + Lsyps = Ls (5.17)
explicitamente, a acao do superoperador liouvilliano € explicitamente
A T [~
Lsps = % [HS,PS} +

+ Z[(SZﬁSSz - ﬁs§z§,i> Wi + (gkﬁsg; - ﬁs@&) WD +
ol
+ (SIIPESZT - ﬁs§;§£> Wi+ (Skﬁsgz - ﬁ5§z§k> Wi +hel. (5.18)

onde os termos Wlsc") representam as médias temporais associadas aos operadores do reservat6-

rio
VVl(kl) = /000 drexp(i€7)Tr [R;I(t - T)Rk](t)ﬁR(O)] dr, (5.19)
w2 = /O Tar exp(—i€7)Tr [Ru(t —~ T)]%Zl(t)ﬁR(O)] dr, (5.20)
VVlf) = /000 drexp(—iy7)Tr [le(t - T)ka(t),éR(O)] dr, (5.21)
WY = /O " dr exp(iS)Tr []%L(t - T)J%,L(t),sRm)] dr. (5.22)

Onde o limite superior infinito das integrais € resultante da aproximacao de Markov, que deriva

de duas importantes consideracoes

1. O tempo associado a correlagcdo 7. é extremamente pequeno em relacdo ao tempo de

observagdo t.

2. Os efeitos de memoria relacionados a interacdo do reservatério para com o sistema podem

ser desprezados.

E clara a forte correlacd@o entre tais consideracdes, e sua emergéncia a partir de pontos praticos
jé é conhecida, sabendo que a frequéncia Optica (derivada de 7..) associada ao reservatorio esta
na ordem de 7T'Hz, enquanto para o sistema se configura na ordem de M Hz. E uma de suas

principais consequéncias de cunho fisico consiste na estipulacdo de duas escalas temporais,
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uma escala associada ao sistema e uma associada ao decaimento das correlacdes do reservatério
(CARMICHAEL, 1999).

Analisando as equacdes (5.16-5.18), observa-se que o superoperador liouvilliano dife-
rentemente da apresentagdo prévia € agora subdividido em duas partes. Isso € justificado pelo
fato de que a introdugdo de um subsistema associado a um reservatério infere ao sistema total
uma parcela de evolugdo irreversivel, observada pela a¢do do superoperador L S, © 0 comutador
representa a dindmica livre do sistema. Por fim, observa-se que para um sistema fechado ﬁgo
€ desprezado e a equacdo de Neumann-Liouville € resgatada em sua forma original (1.40). Por
meio deste desenvolvimento ficam claras as propriedades gerais e a funcionalidade da equacao
mestra, porém a constru¢io desta para um problema pratico como o proposto neste trabalho
depende diretamente da engenharia de reservatdrios, fazendo-se necessaria uma breve andlise
sobre reservatérios recorrentes no estudo de sistemas dissipativos em dptica quantica, mais es-
pecificamente reservatério térmicos. Tal andlise serd efetuada na préxima secio a fim de que

nossa equacao mestra de interesse ndo seja apenas enunciada como justificada conceitualmente.

5.2 RESERVATORIOS

A elaboracao de uma equacdo mestra associada a sistemas abertos que possua eficién-
cia em relacdo a exigéncias fisicas, ou seja possua grau aceitavel de reprodutibilidade depende
diretamente da engenharia do reservatorio escolhido, em vista de que este h4 de influenciar di-
retamente na dinAmica do sistema. Uma variedade enorme de reservatérios munidos de grande
diversidade de distribuicdes espectrais ja e conhecida e oferece grande eficiéncia no desenvol-
vimento de sistemas abertos em fisica tedrica. Neste trabalho voltaremos nossa atencdo para
reservatorios populados por infinitos osciladores harmonicos, presentes em diversos sistemas
em Optica quantica (LEUCHS; BETH, 2003), principalmente compostos por cavidades eletro-

magnéticas ou 4tomos.

Como ja proposto, iniciemos uma breve introduc@o sobre os principais pontos em re-
lagcdo ao estudo reservatérios pertinentes ao nosso desenvolvimento pelo modelo de banho de
osciladores. Este consiste na consideracdo de um nimero infinito de osciladores harmonicos,
implicando em um hamiltoniano separado em duas partes das quais se associam a evolucao livre
do banho de osciladores e as correlacdes com o sistema em questdo, este ultimo compartilhado
com o sistema evidentemente. O hamiltoniano que representa a evolugdo livre do componentes

do reservatdrio pode ser descrito como
F[R = FLZUJRIJSLZ}]@. (523)
k
De forma que o hamiltoniano (5.2) possa ser reescrito como

=g+ 0y b+ n Y [R8]+ RES). (5.2
k )
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Se torna clara a necessidade de se propor uma forma mais explicita para o operador R; em

termos dos operadores b, por generalidade utiliza-se uma funcao linear de Z;i,logo
R; = Z [giki?k + QZJBL] ;
k

porém, a utilizacdo de tal forma em contexto prético, especialmente no caso de interesse deste
trabalho, tal forma gera enorme complexidade no desenvolvimento dos cdlculos apropriados,
pra que isso seja averiguado, basta a observagdo do conjunto (5.19-5.22) de equagdes. A vista
disso, lanca-se mado da aproximagdo de onda girante ja utilizada previamente no capitulo 2 para

a descricdo do acoplamento entre ambas as cavidades, resultando na seguinte relacdao
R=Y gubs (5.25)
k

onde g, € a constante de acoplamento sistema-reservatorio resultante da consideracdo de fun-

¢do linear para R;.

Sendo assim, a estrutura geral dos componentes do reservatorio ja estd modelada, mas
para que haja aplicacdo deve-se especificar a que tipos de estados os osciladores estdo associa-
dos. Nas subsecdes a seguir, trataremos respectivamente de trés tipo recorrentes de reservatorios
derivados do tipo de generalizacdo aqui introduzida, os reservatérios térmicos e térmicos com-
primidos, com isso os elementos necessarios para a constru¢cao da equacdo mestra do segundo
sistema desenvolvido neste trabalho serdo suficientes para que os resultados sejam devidamente

justificados.

5.2.1 Reservatorios Térmicos

A primeira afericao sobre ocupagdo de estados por parte dos componentes do reserva-
torio serd a de maior importancia para o desenvolvimento de nossos cdlculos, sendo esta a de
estados térmicos. Este modelo consiste em um banho de osciladores harmonicos em equilibrio
térmico a uma determinada temperatura 7', e o operador densidade associado a tal sistema é

representado como

hw g,

per = [T (1 —exp(=g) exp (~aiblie) . 61 = T 7. (5.26)
k=1

onde kp € a constante de Boltzmann. Para que sejam calculadas as funcdes W (™ de correla-
cdo utilizamos das propriedades ja conhecidas sobre campos térmicos quantizados (conceito ja

utilizado para a equacdo acima), que proporcionam as seguintes relacoes

(b(wre)) = (b (wrr)) =0,

b (wrr)b(wrr)) = A(wnrr)6(wrk — whi ﬁz;
Pmbn)) = Hom)o )= T
(bwr)b'(wrr)) = (A(wrek) + 1)6(wre — wri),

(b(wr))b(wre)) = b (wr)b' (wgk)) = 0. (5.27)
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Se a interacdo for considerada em RWA, utiliza-se (5.16) com a forma mais explicita do ope-
rador associado ao reservatorio prescrita em (5.25) se torna possivel calcular algumas relagdes

necessdrias para que sejam estimadas as fungdes de correlagio W (s
(R (t=7)Rir(1)) = Z 9549k exp(—iwgT)n(wy),
k
(Ryr(t = )R (D) = Y ghgar expliwy) (A(wy) + 1),
k
(Ryr(t —m)Ru(t)) = (R}, (t —7)R}(t) =0.

Pelo tamanho do reservatorio, € pertinente que a distribui¢do de frequéncias seja alte-
rado da sua natureza discreta para continua por meio de uma densidade h(w) de osciladores, tal

mudanca deve ser executada pela seguinte correspondéncia
> fo— / dwh(w) f(w).
k 0

Sendo assim, as fungdes de correlagao W((lz)) tomam as seguintes formas:
1 _ 501

W = Q) + ZQz(j)a
2 _ .52

W = %558 + 1)n(€) — @ng),

w® —

wWw — 9

em que

* = 97,9k Wy
Vi =7 gt — ), QF =P> ”E)jffuk)
k 3 ¢

O termo de frequéncia Qg) é encontrado basicamente pela troca do nimero médio por 72wy )+1.

Com isso, basta a aplicac@o das fungdes de correlagdo na equagdo mestra (4.17) para
que um oscilador harmdnico dissipativo seja tratado como o encontrado na literatura (PURI,
2001). Deve se reafirmar que a aproximacao de acoplamento RWA deve ser utilizada para que

)

estes resultados VVZ(]" sejam adquiridos, caso contrdrio as duas ultimas fun¢des possuem valores

nao nulos e a equagdo mestra necessita tratamento alternativo ao proposto neste trabalho.

5.3 APLICACAO DA EQUACAO MESTRA - CAVIDADES ACOPLADAS

Com os conceitos gerais da equagdo mestra bem estabelecidos, por meio das aproxi-
macOes pertinentes e acdo de reservatdrio sob sua estrutura, inicia-se o estudo da dindmica do
sistema proposto por meio de suas consideracdes especificas. Tal investigac@o se inicia pela
introdugao dos operadores centrais no desenvolvimento, analogamente ao desenvolvimento em
(CASTRO; DODONOV, 2014), introduzimos o hamiltoniano de uma cavidade restrita a um

modo como

1 dw(t)
dwe(t) dt

A~

H,. = wc(t)aTa — ixc(a2 — aT2), Xe =

(5.28)
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Figura 8 — A figura abaixo trata de um esquema representativo do sistema investigado, onde duas cavi-
dades w; e wa estdo acoplados por uma constante g e associados a dois reservatorios térmicos R e Ry
em equilibrio térmico a uma temperatura 7.

R 0 0 R

T W 7 M T

Fonte: o autor.

onde considera-se na frequéncia w.(t) o regime de excita¢do paramétrica assim como no capi-
tulo 2, denotado agora por
we(t) = 1+ 2nedpsen(nt) (5.29)

onde a dependéncia temporal explicita denotada por w,.(t) é abreviada a partir daqui por sim-
plicidade, lembrando que os operadores bosdnicos a e a' provém das seguintes transformacdes

das varidveis de quadraturas

1 o1

Te = —=(a.+ dl)v Pe = Z_(dj: — )

V2 V2

lembrando que h = wy = 1. Portanto, estendemos tal modelo de modo que o hamiltoniano
efetivo associado a evolugdo do sistema composto por duas cavidades acopladas dissipativas é

configurado como

2 AT A AT A~ . ~ ~T2 . A~ ~T2 A A A A
Hop = widlay + weibay — ixa (62 — al?) — ixa(a2 — a?) + glaral + asal), (5.30)
onde g representa uma constante de acoplamento entre as cavidades real positiva. E uma repre-

sentacao visual deste sistema pode ser verificada na figura 8.

Por mais que esteja bem definido, tal hamiltoniano ainda € suscetivel a aproximagdes,
as quais oferecem grande facilitacdo dos célculos e consequentemente da resolucdo da equa-
¢do mestra. Opera-se uma transformacao candnica sobre o hamiltoniano acima de para que se
sejam eliminados os dois primeiros termos que o compde, € juntamente com a consideracio
do acoplamento RWA, as exponenciais relativas aos termos de compressdo sdo desconsidera-
das(CASTRO; DODONOV, 2014). Logo, para os fatores ¢, e g suficientemente pequenos, onde

contribui¢des de segunda ordem sdo negligenciadas, para = 2 assim como no capitulo ante-
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rior, o hamiltoniano transformado independente do tempo possui a seguinte forma
H* = g@al + azal) —ip[(a7 — &) + (a3 — a3")], (531

onde = ¢/4 denota a intensidade da excitagdo paramétrica. Sendo assim, recorremos aos
resultados encontrados para construcido da equagdo mestra (5.18-5.22) aliados as formas das
fungdes de correlacdo apresentadas na subsecdo 5.3.1 a fim de que a seguinte equagcdo mestra

seja construida

P~ ilir 5]~ e (@l + il — 2alpan)
— (1 + ) (alanp + pala, — 24, pal)
— Yawa(adbp + pasal — 2alpas)
— yo(l + ) (abanp + pabas — 2azpal) (5.32)

em que 72 é o coeficiente de dissipagdo da segunda cavidade, p1 = ;1 /72 é considerado como o
grau de eficiéncia do sistema em vista de que por controle deste fator se avalia a sua dissipagao,
e v o representam o nimero médio de excitagdes do reservatorio térmico. Nao € dificil observar
os aspectos apresentados na se¢do 5.1, em que separa-se acao do superoperador liouvilliano em
suas partes livre e irreversivel, e obviamente a parcela irreversivel contém os termos dissipativos

emergentes dos parametros de reservatorio.

5.3.1 Resolucdo da Equacao Mestra: Matrizes de Evolugao e das Covariancias

Se faz necessdria a agora, a resolucao desta equacgdo, aqui desenvolvida por com auxi-
lio do programa MAPLE, e deriva do desenvolvimento presente em (DODONOV; MAN’KO,
2003), € estendido para casos de osciladores acoplados sob condi¢des semelhantes as aqui im-
postas em (CASTRO; DODONOV, 2014). Inicia-se tal processo considerando um sistema de
N graus de liberdade cuja descri¢cdo pode ser feita em termos de 2N operadores 21, 2o, . . . 22,
cujos comutadores sao

[0 28] = Xap = —Yga,

onde os coeficientes complexos Y,5 constituem uma matriz em blocos 2N x 2N antissimétrica
). Juntamente com estes operadores, se impde a matriz S, a qual descreve a seguinte transfor-

mac¢ao munida das seguintes propriedades
F=982 S%xS=EFEy,y, Xt=5%8

onde a matriz Eyy possui o mesmo significado da mostrada no capitulo 2. Com isso, se €

considerado um sistema descrito por meio de seu operador densidade p, obtém-se a seguinte

forma equivalente a equa¢io mestra em termos da combinagdes quadréticas dos operadores Z;
dp

o = FLip+ pERE + 2RpE (5.33)
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sendo L, R e K matrizes 2N x 2N que devem obedecer aos critérios de p, como por exemplo
a hermeticidade:

L=SR'S, R=SL'S, K=SK'S,
e tais matrizes preservam a normalizacdo de p sob a condigao:

Tr[p(t)) =1 — L+ R+ K =0. (5.34)

Quando comparadas a forma proposta em (5.33) com a equacg@o mestra (5.18) emergem as
algumas importantes relagdes, mas primeiramente deve ser feita a seguinte consideracdo: de
que os operadores do sistema sdo combinacdes lineares dos operadores Z e o hamiltoniano é
descrito em forma quadratica

A . 1 .

Si = Yjata, H = §ZBZ’ B=2RB
logo

1~ 1 1~
K =2PsiS, L= —ﬁB SR R=B=cK, V= Z%W (5.35)

onde Vg representa os elementos da matriz W, matriz hermitiana, ndo negativa e definida.

A descrigdo fisica da dindmica de um sistema susceptivel a tal desenvolvimento depende
diretamente da matriz A, derivada dos valores médios (Z) pela seguinte relagdo

% = A(3), A=%(L-R)=-% [%B+%(K—K)] (5.36)

Em termos fisicos, uma observagio importante que pode ser feita, € de que se a matriz X1 A €

simétrica, pode se assumir que /X' = 0, ou seja, trata-se de um sistema fechado, mas se existir

uma parte antissimétrica nao nula (como nosso caso), trata-se de K # 0. O significado fisico

de tal matriz se mostra mais claro quando introduzimos a matriz das covariancias, o principal

elemento de extracdo de informacao deste sistema fisico, esta evolui da seguinte forma
M =AM+ MA+ D, D=3XKY (5.37)

onde D é a chamada de matriz de difusao, com ela percebemos que a presenca de K nao nulo na
descri¢do de um sistema fisico esta fortemente relacionada com a parte irreversivel (dissipativa)

deste sistema.
As solucgdo para as equagdes (5.36) e (5.37) para casos dissipativos sdo propostas como
(2 = U®){2)o, (5.38)
M, = U@#®)MU(t) + /0 t drU(t — 7)D(U)(t — 1), U(t) =exp™p.  (5.39)

Com isso se torna importante introduzir a forma explicita das matrizes M, U e D em termos de

seus respectivos blocos:

MP M? Ul U? D? 0
M P Y o R (5.40)
M} M3 Ut Uj 0 D}
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Onde M e U s@o ambas simétricas. Se for assumida ndo correlacdo no tempo inicial, conse-

quentemente M7 (0) =

que compdes os blocos de M pode ser calculada

My (t) = Uy My (0)Uy + U M3(0

M22(t) = U22M22(0)U2 + U2

M2(t) = UL M 0)U? + U 2M2(0)U2 +Z/ Ukt

)U21+22:/th(t
U1+Z/ Ukt

5.3.2 Formas Explicitas das Matrizes de Evolu¢do e das Covariancias

T)DZU; (t — 7)dr,

T)D,/:U,S(t — 7)dr.

MZ(0) = 0 e 0 mesmo para Uij . Logo a forma explicita das matrizes

(5.41)

A partir disso, para que a dinamica do sistema seja estabelecida e por consequéncia

sejam extraidas as informagdes fisicas de interesse para o trabalho, podemos mostrar como as

representacoes introduzidas na subsecao anterior se adéquam ao nosso sistema, iniciando pelas

matrizes L e L

[ —p 0 =i = 2py1 —ig
I 1 0 —p —1g —1 — 2y,
2 | —i—2uy(14+1y) —ig g 0
g “2y(1+wm) 0 8
[ 5 0 —i—2py(1+ 1) —ig
P -8 ~ig ~2y(1+ 1)
2 | =i = 2uym —ig g 0
| iy —i — 2y, 0 6]
assim como para R e R:
B 0 —2pyn g
R o_ 1 0 g —291
2 | =2uy(1+ 1) ig -0 0 7
i ig —29(1 + 1) 0 -5 ]
B 0 —2uy(1+wvy) ig
T 0 3 ig —27(1 + )
2 | =2pyvy g —p 0
g —2yv4 0 —p

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
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e finalmente K e K:

0 0 2y 0
0 0 0 2v(1
P Y +w)) (5.46)
2yu(n+1) 0 0 0
0 2915 0 0
0 0 2yu(ri +1) 0
~ 0 0 0 2
K= e (5.47)
2y 0 0 0
0 2y(+1) 0 0

Consequentemente, por meio das relagdes (5.36) é obtida a matriz A que no nosso caso é

—py 28 —ig 0

A 26 —py 0 g
—ig 0 -y 2B
0 g 28 -

(5.48)

A partir deste ponto os cdlculos se resumem a um problema de auto valores, com in-
tuito de se conhecer o operador evolugdo temporal U (t), sendo assim langa-se mao da equagio

caracteristica da qual sdo extraidas as raizes da seguinte equacao algébrica
p(z) =det(A—2E) =0 = z* + hgz® + hyz? + hiz+ho=0 (5.49)
onde os coeficientes s30 expressos como

hs = 2v(p+1)

hy = (0 +4p+1)y —85° +2¢°
hi = (p+1)2u7" + (=86 + 2¢° ) — 88° + 2¢°]y
ho = '+ (—48°0° 4+ 2¢°n — 45°)7° + 168 —85°¢ + ¢ (5.50)

A solucao analitica das relagdes acima pode ser adquirida, e as raizes podem ser escritas

B = %v(u—l)izﬁ (5.51)
1
RL = J[E(n =1y + 48 - g (5.52)

Com isso, utilizamos da seguinte nota¢io para que os elementos da matriz U sejam escritos

1

Un = §(F+U4+F—<71)> (5.53)
1

Uy = §(K+U4—K—01), (5.54)

U12 = —g(iG+O'3+G00'2), (555)
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Figura 9 — Esquema ilustrativo da metodologia utilizada ao longo deste capitulo para investigagdo da
dindmica do sistema aberto.

Construcdo/Simpli- L -
~ Determinacédo do Construgdo da
ﬁcqqao .do . Reservatorio Equacéo Mestra
Hamiltoniano
. Equagdo Caracte-
Calculo da
— Matriz A ristica e Extracdo
das Raizes
Calculo das Matriz das
I formas de U Covaridncias

Fonte: o autor.

onde os termos o 4 representam as matrizes de Pauli, e os termos restantes sdo

F:t — [j:C_ + C+ :F B+S_ — B_S+]E_
Ki = [:I:C_ + O+ :l: B+S_ + B_S+]E_
G: = (S_+S,)E_, (5.56)
e
E_ =exp(—¢&t), Ci =cosh(Ryt), Sy =senh(Rit). (5.57)

Onde ¢ = 1/2(By + B_) + A. Sendo assim, a forma explicita dos elementos da matriz
evolucio estdo devidamente construidos e a matriz das covariancias pode ser calculada por meio
das relagdes (5.41). Esta possui seus elementos constituidos de formas bastante complexas, e
serdo devidamente utilizados para as medidas tedricas efetuadas neste sistema nas proximas
secOes, em vista de que esta matriz € o ponto central da extracdo de informacdo a cerca do
sistema aqui tratado de forma que sua andlise mais aprofundada esteja dentro do contexto dos

efeitos da excitagdo paramétrica atuada sobre as cavidades.

Até agora foi possivel a partir de uma aproximacao metodoldgica alternativa a pro-

posta para o sistema fechado, moldar os instrumentos necessarios para estudo aprofundado da
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dindmica de um sistema quantico aberto andlogo ao sistema de cavidades acopladas descrito
no capitulo anterior (figura 9). Embora haja grande diferenca em relacdo aos métodos, ao fim,
nos deparamos com o mesmo problema a ser investigado. Sendo este os efeitos da excitacdao
paramétrica no acoplamento entre duas cavidades Opticas, o mais interessante deste problema
€ que o instrumento chave para a andlise das informagdes contidas em ambos os sistemas €
coincidente, sendo este as matrizes das covariancias. Embora sejam constituidas a partir de dois
diferentes contextos fisicos, possuem a mesma representatividade e aplicagdo para ambos os

problemas propostos neste trabalho, isso poderd ser observado nas se¢des a seguir.

5.4 EFEITOS DA EXCITACAO PARAMETRICA: MATRIZES DAS COVARIANCIAS E
ENERGIA DAS FLUTUACOES

Como ja realizado no capitulo 4, € necessaria uma breve introdugdo da teoria utilizada
para as medidas do sistema aberto. Esta também se d4 por meio da matriz das covariancias e
de sua evolucdo temporal que também estd fortemente relacionada aos momentos estatisticos,
porém num contexto dissipativo a parte irreversivel da evolucdo temporal do sistema exige um
tratamento diferenciado, que foi brevemente introduzido pelas equacdes presentes em (5.41).
Ou seja, por fim a matriz das covariincias para o sistema aberto denotada como Mf estard
escrita em termos das funcOes apresentadas em (5.56-5.57) com algumas novas elaboracdes.
Iniciemos esse segundo desenvolvimento por meio de sua estrutura em blocos
1 2 J1 J2
M= %11 Aj\j; , M= ]\Aji;l ]]Zi;? . (5.58)
2 2 i2 i2
onde supomos cada modo £ = 1,2 em estados térmicos comprimidos com energia média adi-
mensional vy > 1/2. Onde as equagdes (5.41) associam os valores iniciais das matrizes da
covariancias aos elementos da matriz de evolugdo temporal U (t) a qual carrega as informagdes
dinamicas do sistema. Dividimos a forma geral das matrizes da covaridncias em duas partes
Vij (t)e Lf (t,) representando respectivamente a evolugdo livre e irreversivel das matrizes que

compde os blocos da forma acima da matriz das covariancias

M (t) = V7 (t) + Li(t, ), (5.59)
e por semelhancga as estruturas (5.41) possuem as seguintes formas
Vi) = UMN0)U! + UM2(0)US, (5.60)

t
Li(t,y) = /0 [U}(t — 7)DU{(t — 7) + U2 (t — ) D3U{(t — 7)]dT,  (5.61)

onde observa-se as matrizes D! de difusio para Lf (t,7y) indicando a contribui¢do da dissipagao

para a evolucdo do sistema.
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5.4.1 Resultados Adquiridos: Energias das Flutuagdes

Finalmente os efeitos da dissipacdo na dindmica deste sistema serdo apresentados e
analisados, juntamente com alguns possiveis aspectos comparativos dos resultados encontrados
em vista de que algumas consideragdes feitas neste caso diferenciam a natureza fenomenolédgica
do caso original fechado. Iniciemos a aquisi¢do dos resultados pelas formas que os possibilitam,
comecando pelas energias da flutuacdes, as quais resultam diretamente do desenvolvimento
presente nos Apéndices (B.1) e (B.2). Em tese os coeficientes adimensionais associados as
energias &y (;) para 0 modo de cada uma das cavidades sdo calculadas a partir das matrizes das
covariancias (CASTRO; DODONOV, 2014)

ME(t) = Ex(t)oy + Bi(t)oy, (5.62)

onde o e o4 sdo as matrizes de Pauli como indicadas no apéndice (B.1) e By () sdo os valores
médios dos operadores de criacdo e aniquilacdo. Para maior clareza dos parametros e conside-
racoes utilizados, retomamos a forma explicita da matriz das covariancias em termos das suas

partes livre V/(t) e dissipativa L? (¢, )
M (t) = V7 (1) + Li(t, ), (5.63)
lembrando que

Vi) = UM 0)U] + UM (0)U3,

Li(t,y) = / (Ut —t)DiUL(t — ') + U (t — t')D3U (¢t — t')] dt'.
0
(5.64)

Para a matriz M7 (0), selecionamos estados térmicos, aspecto que diferencia de certa forma o
caso aberto do tratado nas dltimas sec¢des visto que foram considerados estados comprimidos
de vacuo, os estados escolhidos para ocuparem os valores iniciais das covariancias tem como
justificativa a praticidade de sua forma, ha ainda intencao de que esse caso seja estendido para
estados também comprimidos, mas tal problema toma grandes propor¢des analiticas e neces-
sitaria de uma grande repaginacdo analitica e conceitual para execucdo. Sendo assim, a matriz
das covariancia do instante inicial atua com a seguinte parametrizacao
3

le(O) = Z ml;kO'p + m’jkm; = (01 + S04, Cp = Ug cosh (2’/’k) , S = —Ug sinh (27”k) ,
p=1

(5.65)

onde para nossos célculos, claramente s;, = 0.

E importante salientar que a consideracdo dos estados iniciais € primordial para a evo-
lucao dinamica do sistema, e € esse aspecto que (além da presenca do reservatério) hd de gerar
diferenca entre os dois casos. Como visto, para o sistema fechado, consideramos estados com-

primidos de vdcuo, enquanto aqui sdo estados térmicos ndo comprimidos. Isso faz com que
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Figura 10 — As curvas em azul e magenta representam respectivamente a evolug¢@o no tempo livre dos
coeficientes adimensionais das energias de flutuagdo dos modos &k = 1,2 das cavidades dissipativas,
foram considerados os seguintes pardmetros: y = 0.9, vy = 0.5, 1, = 0, v = 0.4, 5 = 0.2. O regime é
definido pela constante de acoplamento g = 0.1.

Energias E

34.111

0 10 20 30
t

Fonte: o autor.

apesar de associados a dois sistemas semelhantes, resultados comparativos de natureza quanti-

tativa se tornam inviaveis, pois tratamos da evolu¢dao dos modos em estados iniciais distintos.

Sendo assim, por meio da implementagdo do processo presente nos apéndices (B.1) e
(B.2) relativo a aquisi¢do dos coeficientes adimensionais &£ (t) no software MAPLE se torna
possivel tomar a andlise qualitativa da evolugcdo deste coeficiente juntamente com sua forma

analitica.

Apresentadas algumas importantes propriedades do sistema, se torna possivel a anélise
qualitativa das energias de flutuagdes do sistema de cavidades acopladas em meios dissipativos,
a fim de reconhecer os efeitos de dissipag¢do na excitagdo paramétrica dos modos. Os coefici-
entes foram calculados por meio da equagdo (5.62), mas suas formas analiticas sdo de grande
complexidade e extensdo, de forma que sua introducdo aqui se faz desnecessaria. Estes foram
construidos pela fixagdo dos seguintes parametros: fator de dissipacdo relativa das cavidades
1 = 0.9, dissipacdo na cavidade £ = 2 v = 0.4, intensidade da excitagdo paramétrica § = 0.2,
fator de difusdo © = v + 1/2 = 1 e para os estados iniciais 7, = 0 e v, = 0.5. Estes também

foram representados graficamente sobre a investigacdo de trés regimes definidos a partir do grau
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Figura 11 — Foram utilizados os mesmos pardmetros neste caso, de maneira que os regimes sdo de-
finidos a partir da constante g de acoplamento entre as cavidades, com valores g = 0.3 e g = 0.5
respectivamente.

Energias E Energias E

3.744 1.734

g=03 §=03

t t

Fonte: o autor. Fonte: o autor.

de acoplamento entre as cavidades g, observa-se para g = (.1 na figura 10 situacdo andloga ao
caso aberto, onde hd um crescimento exponencial de energia esperado pela excitacdo paramé-
trica implicando numa provével producdo enorme de fétons, em que a presenga de um meio

dissipativo e a eficiéncia relativa das cavidades nio parecem surtir um efeito a priori.

Ja nos casos para grau superior de acoplamento, pela figura 11 observamos um compor-
tamento bastante interessante. Para um valor ¢ = 0.3 o crescimento se torna mais lento em vista
que para o mesmo intervalo temporal o valor mdximo de energia € significativamente menor e
a curva parece tender a uma forma assintética, o que pode ser verificado com completa certeza
no caso para g = 0.5. Onde a energia evolui rapidamente para um comportamento assintético,
indicando que a presenca do reservatdrio atua de forma que os modos das cavidades assumam

regime de equilibrio no sistema.

Isso pode demonstrar entdo, a agdo dos reservatorios em um sistema andlogo ao apre-
sentado nos capitulos anteriores. Maior detalhamento fenomenoldgico a partir de medidas teé-
ricas pode ser extraido deste problema, em vista de que sua dindmica ja estd prescrita pelas
solugdes da equacdo mestra. Assim sua matriz das covariancias, medidas como distribui¢cdo
de fétons, compressdo de estados, correlacdes e diferentes arranjos de estados iniciais sdo de
grande interesse para uma investigacdo completa de sistemas como este, € com certeza configu-

ram perspectivas futuras deste trabalho.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Ao longo da execucdo deste trabalho foi possivel partindo de preceitos bem estabele-
cidos em dinamica, estabelecer a evolucdo dinamica de dois sistemas andlogos diferenciados
pela natureza aberta ou fechada, compostos por dois modos de duas cavidades acopladas, am-
bas parametricamente excitadas. Para o caso fechado, utilizamos de uma fun¢do matematica
com intuito de estabelecer a dindmica de um sistema conhecida como o propagador (funcdo de
Green) do sistema, que embora nesta primeira teoria esteja contida em um diferente conceito,
estd implicita no método de Dirac quando apresentado o operador de evolugao temporal U (¢, ¢y)
presente nos dois casos tratados neste trabalho. Quando extraido o propagador deste operador,
sua forma explicita é calculada pelo método dos invariantes quanticos, investigada a fundo ao
longo dos capitulo 2 e 3, e o processo presente utiliza do bloco de matrizes A(¢). Quando ex-
plorado explicitamente a partir da resolucdo de um grupo complexo de equacdes diferenciais
de segunda ordem resultante de um tratamento perturbativo (MEM), oferece formas funcionais
necessdrias nao somente para o célculo do propagador mas também para execug¢dao de medi-
das tedricas. Estas centrais nos aspectos de reprodutibilidade e comparacdo com problemas ja

existentes em fisica.

O caso dissipativo concebido como extensao do caso fechado ndo esta centrado na aqui-
sicdo de um propagador, ja que a imposi¢do de um meio dissipativo (reservatorio) implica num
numero enorme de graus de liberdade e por consequéncia interagdes entre seus componentes.
Mas esté voltado para o estabelecimento da dindmica a partir de operadores estatisticos e suas
respectivas interagdes, que podem ser devidamente mediados (com aproximagdes adequadas)
pela construgdo da chamada equacdo mestra. A solugdo proposta para a equacdo mestra esta
também associada ao operador evolug¢do temporal, que juntamente as matrizes das covariancias
proporcionam a possibilidade de andlise qualitativa de propriedades de interesse de sistemas

investigados em Optica quantica.

Em ambos os casos, as matrizes das covariancias diferentemente manipuladas foram
instrumento do calculo de coeficientes adimensionais que indicam o comportamento dos sis-
temas investigados em termos de diferentes propriedades, como energia, pureza, correlacoes,
entre outras. Lembrando que a escolha dos estados iniciais dificulta uma comparagdo mais
aprofundada (quantitativa) entre os dois sistemas, resultando em conjecturas de como a acdo do

reservatério altera algumas propriedades deste sistema.

Foi possivel observar por uma andlise qualitativa destes coeficientes para o caso fe-
chado, um crescimento exponencial da energia de flutuagdo no vacuo em ambos os modos, que
resultam diretamente um crescimento exponencial de outras propriedades, como as incertezas
de Schrodinger-Robertson e compressao de estados, assim como a diminui¢do instantanea da
pureza dos estados ocupados nestas cavidades, sem troca aparente de estados entre 0os modos.
Quando medida a correlagdo quantica (emaranhamento) deste sistema, observou-se o fendmeno

de morte subita do emaranhamento, resultado condizente com o comportamento aparente de su-
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perpopulagdo dos estados de ocupacdo de fétons na cavidade.

Para o caso aberto, apenas as energias das flutuagdes foram calculadas, mas estas mos-
traram resultados de grande interesse, que incitam a investigacdo de outras propriedades no
futuro. Em termos do coeficiente de acoplamento das cavidades, diferentes regimes foram qua-
litativamente analisados e observa-se que o aumento do acoplamento implica em um compor-
tamento de aumento de energia até um maximo em que se verifica evolucao assintética, sendo
este maximo cada vez menor em magnitude para maiores valores de acoplamento. Indicando
assim que a presenga do reservatorio pode implicar em um regime de equilibrio de producido de
fotons nestas, porém para outras andlises devem ser tomadas e cuidadosamente interpretadas.
Porém assim mesmo, os resultados adquiridos foram suficientes para demonstracao do estabe-
lecimento da dindmica de um sistema andlogo ao anteriormente tratado porém agora em meio

dissipativo.

Com tais conclusdes bem estabelecidas, perspectivas sdo desenvolvidas ao longo de

trabalho, em relacdo a ambos os casos aqui investigados, sendo estas:

1. Caso Fechado: Investigacdo do sistema para frequéncias naturais diferentes, para fim de
observacdo no efeito de uma diferenca de fase em um sistema de alta energia como o

Visto no caso ressonante.

2. Caso Aberto: Medidas das funcdes de distribuicao de fétons e correlacdo entre os modos
das cavidades, extensdo para reservatdrios térmicos comprimidos € extensdo para esta-
dos iniciais térmicos comprimidos, pois a compressdo de estados se mostra como uma

propriedade central nos efeitos quanticos de interesse da atualidade.

Tais perspectivas serdo exploradas em trabalhos futuros, por meio da publica¢do em periddicos

indexados.
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APENDICE A - HAMILTONIANOS QUADRATICOS E EQUACOES DIFERENCI-
AIS

Neste apéndice iremos explorar alguns desenvolvimentos matematicos a fim de escla-
recer alguns conceitos utilizados ao longo do segundo capitulo deste trabalho, relacionado ao
método dos invariantes quanticos. Com énfase na estrutura dos hamiltonianos quadraticos e sua
atuacdo sobre as relagdes iniciais propostas ao inicio do capitulo juntamente com os cdlculos

necessdarios para serem obtidas as equagdes diferenciais de segunda ordem (2.67-2.68).

A.1 HAMILTONIANOS QUADRATICOS: FORMAS MATRICIAIS

A forma utilizada na representacdo matricial de hamiltonianos quadréticos consiste em:

D1 D1

: o P2 P2

H = P1 P2 T1 T2 sz<t) R +CU<Z€) R (Al)
T T
Ty Ty

onde os elementos de B;;(t) compde os blocos de matrizes b;(t) centrais na conexao das pro-
priedades do sistema com o cédlculo das matrizes \;. As matrizes B;;(t) e C;;(t) sdo convertidas
para a estrutura de blocos da seguinte forma:

By By Bz DB Ci

B B B B C
Bij(t) = 91 DBy Bas DBy ) = 91 (A2)

B3y Bsy Bsz Bu Cs

By Bss Bys By Cu

de forma que:
b — Bi1 DBia by = B3 DBia by = Bs1  Bsy b= Bss  Bsy (A3)
By By Bys By By By Bys By

sem que a estrutura da matriz C;;(¢) ndo nos interessa pelo fato de ndo ter sido utilizada ao

longo do trabalho. Entdo agora tomamos o produto na forma (A.1) mais explicitamente:

A

H

1., . ) ) . . ) .

5[]91311]71 + p1Bo1pe + p1B3121 + p1Bai 2o
PaBr1ap1 + PaBoapa + PaBsaZi + Do Baals
Z1By3p1 + 21 Baspe + T1B33%1 + 2183422

ToB1aP1 + Ty BoaPa + T2 B3aZy + To By o] (A.4)

+ o+ +

Compactando a relagdo acima:
. 1 o o o
H = S (pbip + pbod + 2bap + b4?) (A.5)

lembrando que b; = by, by = bs e by = by, onde By;(t) = Bji(t).
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A2 COMUTADOR

Um célculo imprescindivel para o desenvolvimento da teoria de invariantes € do comu-

tador entre o hamiltoniano em sua forma quadratica com o operador invariante (1.37):

. 1
[H, ]H] — {ﬁanag(t)qa,AW(t)qy + A#(t)} (A.6)

Explorando a relagdo acima mais explicitamente:

o 1 . ] 1. .
[Ha [u] = QQaBaﬁ (t)QOu Auu(t)QV + |:§QO¢Ba,B (t)QOH A,u(t):|
:1 ) ) ) :
== §ana6 (t)QOm A;w (t)QV
:1 ) ) ) - ) )
= tiBaﬁ@)(Ma A )Gy | + [Calt)Ga, A (t)Gy] - (A7)

Agora dando continuidade separadamente para cada um dos termos a direita da dltima igualdade

acima:

1 1

§éaBaB (t)(jg, Auu (t)(ju = §A/u/ <t> {qAaB + aﬁ(t)qb, Cjnu]

1

= 5[\“1,(25){3(15(75)(23[@0“ ij} + [Baﬁ@)gﬂ: (ju]ga}

1 . R . N
= SN (O{~ihBas(t)dsBay — ihBas(t)Esvda}

1 . .
= i LA (S Bas (1) + My (6)505 B (1)}
= ih{A,(t)X,5Bsa(t)da} (A.8)

agora para o segundo termo:

[Ca (t)(jom A;w (t)(ju] = A;w (t) [Ca (t)(jom qAV]
= A/w(t){[qAaa du}ca + qAa [Oaa un]}
= A () 5,aCla (A.9)

para que unindo as duas partes da operacdo novamente seja alcangado o seguinte resultado:

[H, 1) = ih{ A ()20 Bsa(t)do + A (1) 2,aCa} (A.10)

A.3  EQUACOES DIFERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

No desenvolvimento do segundo capitulo deste trabalho, se fez necessaria a transfor-
macao de um grupo de oito equacdes de primeira ordem (2.24-2.25) em dois grupos de duas
equagdes cada (2.67-2.68), os quais foram denominados posteriormente S; € So. Aqui serd ex-
plicitado o processo necessdrio para tal transformacdo, feita possivel por meio da aquisi¢ao

das matrizes &;, cruciais para a simplificacdo de um modelo bastante complexo de equagdes
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diferenciais, inicia-se tal processo resgatando os grupos de equagdes diferenciais de primeira

ordem:
A= Aibs — Aobi, Ao = Aiby — Aoy, (A.11)
A3 = Ashs — Mab1, Ay = Agby — My, (A.12)

agora seleciona-se apenas uma destas, pois este processo € reprodutivel para qualquer indice.

Tomamos \; por exemplo e o diferenciamos novamente:
A= Mibs + Mibs — Aoby — Aoby. (A.13)

Substituem-se agora as derivadas de primeira ordem apresentadas no primeiro grupo na equacao

acima:
A1 = (A\ibs — Aab1)bs + Mibs — (Aiba — Aabo)by — Aaby, (A.14)

e agora elimina-se o termo A, por manipulagdo algébrica:
Aobi = Aibs — g, (A.15)
como as matrizes b; sdo simétricas, temos que:
Ay = Aibsby ' — byt (A.16)
com isso, aplicamos a expressdao acima na forma (A.13) obtendo:
A= [Aibs — (Asbsby ' — by )blbs + Aibs
— [Aibs — (Mabsbyt — Ay )balby — (Aibsbyt — Ay h)by
Absbs — Absbytbibs — Aybsby tbibs 4+ Aibytbibs + Aybg — Aibaby
+ Aibgby haby — Aby M baby — Aibsby by + Aiby by,
Ai(by — by boby + bytby) — Ay (baby — bsbytboby — bsbythy — bs).  (A.17)

M

Com isso adquirimos as formas (2.67-2.68), se o processo for repetido para A, entdo:
Ao = Aiby — Aobo, (A.18)
uma nova diferenciacio remete a:
A2 = Aiby + Aty — Aoby — Aobo. (A.19)
para que seja eliminada a dependéncia de A;:
AL = Aabobyt — A\obp (A.20)
de modo que por processo andlogo ao ja demonstrado sejam adquiridos:

Ao = —Ag(by — by gy + b3 'by) — Ao (byby — boby tbsby — byby tby + by), (A.21)

por fim, sdo reduzidos os termos dentro dos parénteses nas relagdes (A.17) e (A.21) as matrizes

&; e sdo obtidas as seguintes equagdes diferenciais de segunda ordem:
M= ME+HME =0, A+ & + X =0. (A.22)

Lembrando que as equagdes para A3 e \4 sdo obtidas de forma anéloga.



81

APENDICE B - MATRIZ DAS COVARIANCIAS E MEDIDAS: CASO ABERTO

A matriz das covariancias foi o instrumento necessdrio na aquisi¢do das medidas de
ambos os casos tratados ao longo deste trabalho, como os desenvolvimentos do caso fechado
sdo bastante claros e diretos do ponto de vista analitico e ja possuem esclarecimento na literatura
(LARA, 2007; CASTRO; DODONOV, 2003), tratemos neste apéndice do desenvolvimento
analitico necessdrio no tratamento destas importantes matrizes juntamente com as operagdes a

partir delas das quais sdo extraidas as medidas apresentadas no capitulo 5.

B.1 ENERGIA DAS FLUTUACOES: PARTE LIVRE

Inicia-se o processo de aquisicdo das energias das flutuagdes pela separacdo da matriz

das covariancias em blocos de matrizes na seguinte forma

M! M2 . MY MI?
M = oo M= ’].11 312 . (B.1)
M2 M2 Mz’2 Mz’2

Supomos a fim de simplificagdo que inicialmente os modos (k = 1, 2) ocupam estados térmicos

com energia média vy > 1/2. De forma que:

Y

M(0) = [Mm M%<o>]7 M) [M%% M%fr ME(0) = [M§% M

1 2 11 12 21 22
M;(0) M3(0) Myy My Ms;  Ms;

(B.2)
com M{} = M} e M# = M23]. Podemos também assumir por generalidade a priori para-
metrizacao para estados térmicos comprimidos (embora os resultados extraidos ocupem apenas

estados térmicos):

3
M7 (0) = Z m’;kap +1f oy = cpoy + 8104, ¢ = vgcosh (2ry),  sp = —vgsinh (2r),
p=1

(B.3)
com
i =c,, W =0, wi =0 wi"=s, (B.4)

logo:
o I 3 A R
reforcamos aqui a seguinte divisdo na forma da matriz das covariancias:
M (1) = VI(t) + Lj(t,7), (B.6)
onde a evolugdo livre de dissipacdo consiste em:

ViI(t) = U;M(0)U? + UM3(0)U3. (B.7)
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e a evolugdo dissipativa € definida pela forma integral:
t
Li(t,y) = / (U} (t — 7)DUI(t — 7) + U (t — 7)D3UL(t — 7)] dr, (B.8)
0
e adotamos nestes cdlculos a seguinte notagao para as matrizes de evolugao temporal U{ :

3
Ul = Z uio, +ufoy, (B.9)

p=1

que para os indices p = 1, 2, 3 o bloco € definido por:

1[F o s 0 o
u = - . Uy = —= :
! 2| 0 —K_ T2 a0
g 0 G 1[F o0
uy = -4 Tl o= (B.10)
2| G, 0 2| 0 K,

Voltando nossa atengdo primeiramente para a estrutura das matrizes V?(t), as escrevemos mais

explicitamente como:
Vi(t) = UiM{(0)U] + UIM3(0)U;

2 [ 3 3 3
— ik ik kk kk kj kj
= E E w,'op + Uy oy E 0, 0, 4 10, 0y E u, o, +uy’ 04| (B.11)
k=1 Lp=1 r=1 q=1

A partir deste ponto, retomamos a ideia de que indices repetidos representam soma entre estes,
em que indices superiores denotam o espago do elemento do bloco de matrizes e nao o elemento

de matriz do bloco. Assim:
Vg (t) = (u;kap + uffm;) (mffkaT + mljkm) (u';jaq + uijm) . (B.12)

aplicando a propriedade distributiva na equag¢do acima obtemos:

j ik Kk, kj ik, Kk, kj ik Kk, kj ik ko Kj
Vi) = wwulo,o.0, + w0 uy 0,000 4+ wivog wl op040, + w0 0,040
ik ok Kk, kj ik kk

ik kk, kj kj ik kj
+ uy'to; quamraq + uy o uy 040,04 + Uy 10 u,’ 04040, + uy'1oy w,’ 040404.

sendo 04 a matriz identidade temos:

kk

J _ ik kk. kj ik kk. kj ik kj ik kk. kj
Vi(t) = wwuloyo.0, + w0 w00 + wio wl opo, + u

D t.04 Uy Op

+ uy w0 4wy uy o 4w oy u o 4 g oy uy oy,

e com a devida alteracdo nos indices a equagdo acima € reescrita como:

J _ ik kk. kj ik kk. kj ik kk kj ik kk. kj
Vi(t) = wwulo,00, +w w00, + wog ul oy, + uog g’ oy,
ik kk. kj ik, kk. kj ik kk. kj ik kk. kj
T U0, U 00 Uy 1O O U 0 U O U N0y Uy Oy
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simplificamos aqui a notagdo sobre os indices:

2
iky kky kj — ik, kk ki _
E u, o u = uy o u = upto,u. (B.13)
k=1
Obtendo entao:
V(t) = u,,u,0,0,0,+ Uyt0,Uu0,0, + Upt04ll, 0,0, + Ug0,U,0,0,

+ Uyt U0y, + Uyto, Uy oy, + uytou,0, + uytoquy oy,
implicando em:

V(t) = uy,u,0,0,04 + (Uph0glts + 104U, + ugto,u,) 0,0,

+  (uptoguy + ugto, iy + Ugtog,) o), + U040y (B.14)
Usufruimos a seguir das seguintes identidades das matrizes de Pauli:
0,3 =04, 0,5,k=1,2,3, 00,4+ 0;0;=20;;04, 0;0;=0;;04+ 165105 (B.15)
que aplicadas na equacao (B.12) nos retorna:

V() = u,w,u,0, (0:q04 + 16,050%) + (Upt0 uy + upt041t, + ugt0,u,) (Opg0s + 2€pgk0)

+ (upm4u4 + ugto,uy + u4m4up) Op + UgtoU 0y,
consequentemente:

V() = (uptoguyop, + wW,0,U,6,60,0%) + (Upho Uty + uptoaut, + ugopuy) (8504 + 164010

+ (upm4u4 + ugto,uy + u4m4up) Op + Ug04U404.
A expressao linear resultante em matrizes o e identidade 1€ como:

V(t) = ZumeUQGqudpkOZl — Upt0, Ug€rgk€pksOs
+  (up,uy + uptogu, + ugopuy) (0p,04 + 1€p0k0%)

+ (upho U, + Uttty + U Uy + Ug04L,) 0) + Ugt04L40y,
que € simplificada em:

V(t) = (aph,ug€rgp + Uptoplly + UpN0 L, + UgNOpU, + UgT04L, ) 04 — UpN0,UgErghEpksTs

+ (uptogity + Upt0 Uy + UgtOUG) 165050k + (UptDgUy + Uty + ULTOLUY + UgtO4L,) O).
e por meio das relacdes

€Erqk€pks = €rqk€spk = 57‘55111) - 5rp5qsa (B16)
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calculamos:
V(t) = (zupmruqerqp + Upto,uy + Uptoglly, + Ugtoplly, + u4m4u4) 04 — upmruqérséqpos
+ U0, U0, 00505 + (Upt0 Uy + U,T0 LU, + ULTO U, ) 16pgk Tk
+ (Uptogly + Upto4ly + Ul + Ugtogl,) 0.

e podemos eliminar funcdo discreta ¢:

V(t) = (p,ug€mqy + Uptoplly + 11040, + Ugto,U, + Ugtoylly) oy
+ o (uptoguy + uptogty + Ugto,Uy) Epgs
+ UG U — U IO U, + U IO U, + U 04Uy + UgO Uy + Uy 10410,

Lembrando que se as matrizes V (¢) possuem a seguinte forma:

3
V=> v.0,+0404 (B.17)
s=1
encontramos:
by = 1 (u2m3u4 + ustoylly + u4m2u3) €231 + 1 (u3m2u4 + ustosls + u4m3u2) €321
T+ Uptogy + Ustoolly + U3t03U; — Ut — Uot0 Uy — Uzt Uz + U0l + UgT0oUs
+  Uqtosus + ugtoguy + Ugto Uy + ugtoauy,
Dy = 1 (u3m1u4 + ustosuy + u4m3u1) €312 + 1 (111&)3114 —+ uqtoglls + 1141'01113) €132
+  UtojUs + UstDo Uy + U3t — U 0oL — UstDolly — UstDolUs
+ Ut Uy + UotOoUy + UstD3Us + UatO Uy + U t0oU, + UL T04U,
b = 1 (u1m2u4 + ujtogly + u4m1u2) €123 + 1 (u2m1u4 -+ Ugto Uy + u4m2u1) €213
+  uqtojUs + UstDolly + UstO3U3 — U 03U — UstD3Us — UstD3US3
+  usto Uy + ugtools + U3t03Us + U3t Uy + UL 03U, + UL TO4US,
by = 2 (U3t Ug€rg3 + Ut U3E3) + UptD3U €312 + UptD U3€E 32 + UptO3U €310 + UgtOoUy €213)

-+ Uptojuy + Ustooly + Ustogly + Uto Uy + UstOgUs + Usto U + UgtO U + UgtoUs
+  uytosus + uytoglly.

como v, = toz = 0 em vista das relacdes a seguir:

11 F. 0 gl 0 G-

U = - , Uy = —= , B.18

1 2 0 —K_ 2 2 G_ O ( )
) 0 G 1| F 0

Uy = — D ow=o| , (B.19)
2 G, 0 21 0 K,
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0 00 00 0
T I I . g = Cwe= |0 ] B20)
0 ¢ 00 00 0 s
o bloco v, consiste em:

by = 1 (u2m4u3 — u3m4u2) + UtoU; — Usto Uy — Usto Ug

+  uqtoguy + ugtoguy + ugtoglly,

Dy = 1 (u3m1u4 + u3m4u1) —1 (u1m4u3 + u4m1u3) —+ uqtoly

+  UstoUy 4 Ustoylly + Uyt U,

D3 = 1 (u1m4u2 -+ u4m1u2) —1 (u2m1u4 + u2m4u1) + uqtoqug

+  ustoju; + ugtoguy + ugtogus,

vy, = 1 (u3m1u2 — u2m1u3) + uqto Uy + U to4Ug + UstoyUs

+ U343 + UgtD Uy + Ugto Uy,

Tais func¢des foram implementadas no maple e suas formas explicitas foram devidamente apli-
cadas para os resultados obtidos no capitulo 5 para tvy = 0, ou seja, tais formas acima foram

simplificadas para:

01 = oy — Usgtoqls — (Utoqls — UgtojUy)
Do = U0 U + UstO Uy + 2 (Ut Uy — UgtOqU3)
D3 = UptoqUg + Uzt Uy + 2 (U0 Uy — Ustoqly) ,
0y = Upoqly + ugtoiuy + 2 (Ut Uy — Ustoqlg) .

B.2 ENERGIA DAS FLUTUACOES: PARTE DISSIPATIVA

Agora avangamos para o tratamento da parte dissipativa da evolucdo da matriz das co-

variancias:
Li(t,) = / [UX(t = DUt — ) + U2(t — r)DUS(t — 7)) dr. (B21)
0
onde
Dy = 2y 0. (B.22)
A fim de simplicidade iremos considerar a parte integral apenas por seu argumento:

U(t—7)=Ult — 1)DIU/(t — 7) + U%(t — 7)D2U)(t — 1), (B.23)



86

que implica em:

2 3 3
Lit—1)= Z Z u;kcrp +ulfoy | 2oy Z u;kap +ufoy | . (B.24)
k=1 \p=1 p=1

logo, o problema consiste no desenvolvimento da seguinte equacao:
E(t - 1) = (wo, + wion) 2ninon (wlo, + o) (B.25)
mais explicitamente:

, o o
it—71) = Qu;kvkukusjcrpalaq + Qu;kvkl/kujapalm

ikon, = 1 ki ik = o ki
+ w2 04010y + Uy 2Dy 040104, (B.26)
que € equivalente a:

j _ ik, ~ o kj ik ~ . kj
Lt —71) = 2u nmiu’op0104 + 20 0y’ 0,01

+ uf2ynulioo, + w2y o). (B.27)

Utilizando das identidades:

U]% = 04, i,j, kf = 1, 2, 3, 0,0 + 0;0; = 2(57;]'04, 0,05 = 5ij0_4 + ZEijkO'k, (B28)
temos que:
Ut—71) = Qu;k%ﬂkul;jap (01404 + 2€1450) + Zu;k%ﬂkuij (0p104 + 16p1505)

ko ~ - kj ko~ kj
+ w2y (01,04 + 1€1ps0) 4 Uy 291y 01,

resultando em:

U(it—7) = 2y, + 2uF

~ kj ik ~  kj
o VDG €15 (OpsTa + 1€psr0r) + 200 Y3 Dgtty” €150

ik o~ kj ik~ . kj ik o~  kj ik~ kj
+ 2wy ’ykukupjelpsas + 2uy Uy 0 + 20 YUy 0y 42Uy Yy o
Temos também:

j _ ik~ . kj ik~ . kj ik
Lt —71) = 2uwbu’ o, + 200 ok, €10504 — 21,

~  kj ik, ~ o kj
D ’kakquelqserpso-r + 2Zup VeViWy €p1s0s

ik o~ o kj ik~ o kj ik~ . kj ik~ o kj
+ 2wy Vkl/kup]elpsas + 22Uy Ve RUy 04 + 20 YDy 0g + 2uy Yy’ o,

que implica em:

j _ ik~ . kj ik~ . kj ik~ o kj ik~ o kj
Lt —71) = 2ulmiy’ o, + 200 70k, €1p04 + 207 VDpw,” o — 20 V0’ o
ik ~ kj ik o~ . kj ik, o~ o kg ik, ~ kj
+ 2211; VelVkWUy €p150s + 2011y %Vkupjelpsas + 2uy Y uy oy 42U Yy oy
+ Qqukakuijol.

Assumimos por simplicidade a seguinte notacao:

oM = i, (B.29)
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onde indices repetidos representam soma, assim:

1% 0
o= | P (B.30)
0 7
logo:
I(t —7) = 2uduios + 20,061,504 + 2010U,0, — 2u,0U,07 + 20,0461 50

+ 22u40up61p50'5 + 2u40u104 + 211101(40'4 + 211401140’1.
em termos dos fatores, calcula-se:

It —7) = 2 (uduy + udutg + 2w QU,€1ps + W,ULE,15) T
+ 2 (ugduyg — u,duy) g + 2 (ugduy + Uy duy + 1, dUy€1y,) Oy,
que implica em:
It —7) = 2(ugduy + uduy + tgdu, €y + 1,0U4€,15) O
+ 2 (ugduy — upduy,) o7 + 2 (ugduy + 130Uy + 213dUy — 1dU3) 0y
expandindo tal expressdao obtemos:

It —7) = 2(usduy + uduy + 1gdu €y + 1,0U4€,15) T

+ 2 (u4bu4 — upbup) o1 + 2 (u4bu1 + u0uy + zu30u2 — zugbug) 0y4.

de forma que o fator I(¢ — 7) a ser integrado é condensado em:
3

I=> 0,(t—7)o, +0a(t — 7)oy, (B.31)
p=1
com;
D1t —7) = 2[(ugdug +uouy) — (uduty + uzdug)],
Po(t —7) = 2[(u2duy + uydus) + o (uzduy — ugdug)],
p3(t —7) = 2[(usduy + uyduz) + o (ugduy — usduy)],
U4(t — T) = 2 [(u40u1 + u10u4) +1 (ugallg — ugbug)] .

Para a resolucdo destas integrais, resgatamos as formas explicitas associadas aos elementos

acima, de forma que:

2out —7) (F.o0 o o][F o0
— T —
n 0 K |0 %[0 K
+'F_ o [[oo o] [F o
0 K |0 %] 0 K
o col[o o] 0 6]
e o ]lown]la o]
0 ay ][ o] 0o 6L
‘|‘92 + 1 +’
Gy 0 |0 %] |G 0|
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Y10 -k 0 20 | |G- 0
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+ 9
i G+ 0 O 02 0 K+ ]
[ F. 0 w o[ o Gy
o ko ]low]la o
0 G |[oo 0][F 0
23t —7) = —ug * !
Go 0 |0 0 0 —K_
‘o0 o o] 0o G,
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g_o ~K_ || 0 0% || Gy O
o0 o o] 0 6]
— 1
g_o Ky |0 0| |G 0|
o G l[oa o[ F 0]
+ 9 )
(G. 0 |0 || 0 Ky
[ Feo0 o, o[ P 0 ]
204(t —7) = ’ '
0 K, 0 0, 0 —K_
. ‘o0 o ol[F 0]
0 —K_ 0 0, 0 K,
0 Gyl 0] 0 G
+ g2 + 1
Gy 0 0 o0 || G- 0
o0 G [ o] 0 Gy
4 g2 1 +
G_ 0 0 o0 || Gy 0
Por fim, lembramos que as matrizes das covariancias podem ser escritas como:
M| = mj'o; + miloy + mitos +mjloy, (B.32)
M3 =m0, + milo, + miZos + miloy, (B.33)
M7 = mi%0o; + my’0y + m3’os + myZoy, (B.34)
M, = mi'o; + miloy + milos +miloy. (B.35)
m't = [£,(1),0,0,B.(1)], m'* = [0,R(t),K(t),0], (B.36)
m?*' = [07R<t)7lc<t)70]7 m* = [82(25)7070762(0]7 (B.37)

De forma que extraidos os elementos corretos calculados por meio dos processos apresentados
nestes apéndices, estimamos a forma analitica para a aproximagdo numérica das energias das

flutuagdes & (1).
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