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RESUMO

O formalismo de grafos permite a sua abordagem em várias áreas do conhecimento nas quais
sejam possíveis modelar conceitos a partir de elementos e relações entre eles. Nesse trabalho
mostramos como esses grafos podem ser usados como modelos em mecânica quântica através
de dois casos, um de dinâmica em um sistema e outro estático envolvendo informação quântica.
Com a abordagem de espalhamento em grafos quânticos através da sua função de Green, é possível
estudar a probabilidade de transmissão através de uma estrutura definida pelo grafo de uma forma
eficiente, pelo uso da matriz adjacência. Isso permitiu trazer uma nova abordagem usando as
probabilidades de espalhamentos nessas estruturas para definir uma entropia de espalhamento
baseada na entropia de Shannon. No caso estático, temos os estados grafo, os quais podem ser
usados como recurso para informação quântica. Esses estados grafos são modelados a partir da
matriz incidência, fornecendo uma boa eficiência numérica nos cálculos. Assim, medições de
emaranhamento em casos que consideramos ruídos na aplicação das portas emaranhadoras foram
reproduzidas.

Palavras-chaves: Grafos; grafos quânticos; espalhamento; estados grafo; emaranhamento.



ABSTRACT

The graph formalism allows its approach to different areas of knowledge in which concepts by ele-
ments and the relationship between them are possible to model. In this work, we show how graphs
can be used as models in quantum mechanics through of two models, one envolving dynamics
in a system and other, involving quantum information, which is a static model. With the scatter-
ing in quantum graphs using a Green’s function formulation, the probability of transmission of a
quantum particle through a structure defined by a graph was studied in a efficient way by using its
adjacency matrix. It allowed us to bring a new approach, using these scattering probabilities, to
define a scaterring entropy based in the Shannon entropy. In the static case, with the graph states,
which can be used as resource in quantum information, they were modeled by the incidence ma-
trix, allowing a good numerical efficiency. Thus, entanglement measurements in cases with noisy
quantum gates that entangle the system were reproduced.

Keywords: Graph; quantum graph; scattering; graph states; entanglement.
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1 INTRODUÇÃO

A abstração e construção de modelos que permitem a compreensão e previsão de fenô-
menos físicos são de grande importância para o desenvolvimento científico e permitem que
novas tecnologias sejam possíveis. Isso ocorre desde definir e prever as trajetórias de objetos
clássicos como até mesmo para prever efeitos quânticos como o emaranhamento quântico, ou o
tunelamento de uma partícula através de um potencial. No caso do tunelamento, é um exemplo
de teoria que permitiu criar equipamentos como microscópios eletrônicos e também a prever
efeitos como ruídos em pequenos componentes eletrônicos.

Um tipo de modelagem que permite aplicação em diversas áreas é definida pela teoria
de grafos, a qual teve seu início com Euler (1) na busca de soluções para alguns problemas, para
os quais utilizou do auxílio de diagramas onde os elementos eram representados por vértices e
a relação entre eles por arestas. Dentre problemas importantes no desenvolvimento dessa teoria,
temos o das sete pontes de Königsberg (2), que buscava saber se era possível passar por todas as
pontes sem repeti-las, e o teorema das quatro cores (3), que busca demonstrar que em um mapa,
são necessárias apenas quatro cores para pintar elementos vizinhos, como estados ou países.

Com os seus componentes e simplificações possíveis, ressaltando apenas os elementos
necessários para estudar determinado problema, a teoria de grafos possui aplicações em diversas
áreas do conhecimento, desde mais acadêmicas como no caso da teoria de Hückel (4), através
das quais podemos obter orbitais moleculares ao descrever moléculas pelo formalismo de gra-
fos, até em casos da aviação, no desenvolvimento de algoritmos que permitam uma melhor
organização do tráfego aéreo (5).

Dentre casos atuais, temos na computação clássica, a qual é organizada a partir de ele-
mentos de informação, chamados bits, a necessidade constante de aprimoramento visando uma
maior eficiência e elementos, como seus componentes eletrônicos, cada vez mais compactos.
Como era apresentado pela chamada lei de Moore (6), com um mesmo valor de produção, o
número de componentes que compõem um único circuito tenderiam a dobrar a cada dois anos.
Isso implicaria em uma necessidade de diminuir cada vez mais o tamanho desses componentes
e, dessa forma, ter-se circuitos com mesmo custo, porém cada vez mais eficientes devido à sua
densidade de componentes. Porém essa não é uma lei natural e tendia a ser corrigida para tem-
pos cada vez mais longos, o que se deve a causas como de escalas, que sendo cada vez menores,
teremos fenômenos quânticos como o de tunelamento cada vez mais presentes.

Esses efeitos podem ter consequências indesejáveis em componentes como transisto-
res em circuitos elétricos, onde em casos que deveria cancelar o sinal, obtendo um bit 0, esse
efeito pode produzir um ruído de forma a deixar o sinal passar, obtendo um bit 1. Devido a isso,
estudos em mecânica quântica, como o da dinâmica dentro desses sistemas, são importantes.
Visa tanto desenvolver novas tecnologias, como a criação de novos componentes semiconduto-
res baseados em poços de potencial quânticos (7), quanto para prever possíveis problemas ao se
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trabalhar com elementos nessa escala de tamanho.
Portanto, com a teoria de grafos e a forma como ela permite abstrair e simplificar sis-

temas físicos, apresentando elementos e a relação entre eles, permite definir modelos visando a
aplicações na mecânica quântica. Dessa forma permite estudar e desenvolver equipamentos que
utilizem desses fenômenos puramente quântico para realizar operações, o que é o foco da infor-
mação e computação quântica, a qual tem ganho amplo espaço de pesquisa e desenvolvimento
de computadores quânticos. Um exemplo é o caso do computador construído pela empresa
Google (8), no qual afirmam terem realizado uma operação em um computador quântico que
seria praticamente impossível com computadores clássicos, também havendo um investimento
grande nessas pesquisas em outras empresas como por exemplo a IBM e Amazon. Assim vi-
sando a abordagem de informação utilizando fenômenos quânticos, os quais serão estudados
através dos conceitos de grafos apresentados ao longo dessa dissertação, apresentaremos e de-
senvolveremos estudos e resultados tanto em um caso dinâmico quanto em um caso estático.
No caso de sistemas dinâmicos, aborda-se o problema de espalhamento em mecânica quân-
tica, enquanto em modelos estáticos, estados grafo são utilizados e abordados como recursos
no desenvolvimento de circuitos em informação quântica.

1.1 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

Na seção 2 introduzimos o conceito de grafo, enfatizando aspectos históricos e apre-
sentando os elementos que os constituem, assim como as propriedades referentes às suas re-
presentações matemáticas e finalmente certas aplicações que possuem em diferentes áreas do
conhecimento, finalizando com exemplos de aplicações em diferentes áreas do conhecimento.

Na seção 3 discutimos um primeiro caso de aplicação dos grafos em mecânica quân-
tica em um caso dinâmico. Visando essa abordagem, os conceitos e propriedades apresentadas
na seção anterior serão utilizados para demonstrar como essas ferramentas da matemática dis-
creta podem ser usadas para descrever o espalhamento em uma estrutura quântica, assim como
os estados ligados nessa estrutura. Finalmente, apresenta-se uma ferramenta proposta, a entro-
pia de espalhamento, análoga à entropia de Shannon (9), relacionando esses conceitos ao de
informação quântica.

Na seção 4, apresentamos por meio de revisão da literatura os conceitos bases da infor-
mação quântica, tais como os bits quânticos (qubits), circuitos lógicos quânticos e as portas que
os compõem e apresenta-se conceitos como de emaranhamento e medições para eles. A par-
tir desses conceitos, desenvolve-se uma aplicação de grafos para um caso estático em mecânica
quântica, apresentando os estados grafo como um estado base em informação quântica, obtendo
a partir deles um conjunto de qubits emaranhados. Define-se medições de emaranhamentos para
tais estados, permitindo analisar casos como o de aplicação de portas lógicas quânticas que pos-
suem ruídos, sendo possível analisar quando teremos estados emaranhados.

Finalmente, na seção 5, teremos as conclusões do trabalho realizado, assim como as
perspectivas e ideias a serem desenvolvidas serão apresentadas.
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2 GRAFOS

Como comentamos na introdução, o primeiro uso de grafos apareceu na solução do
problema das sete pontes de Königsberg (1, 2, 3). Nessa cidade, que dá o nome ao problema
e atualmente conhecida como Kaliningrado, na Rússia (porém território da antiga Prússia na
época), passa um rio chamado Prególia que divide a cidade. Além disso, há duas ilhas nesse
rio, as quais ficam no centro da cidade, dividindo-a em quatro regiões. Há sete pontes para ligar
estas regiões, quatro ligando a ilha da catedral (região 𝐴), duas ligando a outra ilha (região 𝐷)
e ainda há uma ponte que liga ambas, conforme ilustrado na Figura 1(a).

Figura 1 – (a) Mapa da cidade de Königsberg com suas quatro regiões e sete pontes; (b) Grafo para
representar esse problema das sete pontes.

(a)

Fonte: Adaptado de (10).

(b)

Fonte: O autor.

O problema relacionado a essas pontes consistia em partir de uma região, passar por
todas as pontes sem repeti-las e voltar à região inicial. Para resolver esse problema, Leonhard
Euler propôs considerar esse problema apenas topologicamente (1), observando apenas o nú-
mero de conexões existente entre as regiões e quais delas estão conectadas entre si. Dessa forma,
uma representação topológica do problema está apresentada na Figura 1(b), onde cada ponto,
denominado vértice, representa uma região da cidade e as linhas, chamadas arestas, representam
as pontes entre essas regiões.

Dessa forma, é possível analisar esse problema, considerando apenas o número de
conexões que cada vértice possui, o qual é denominado de grau do vértice. Analisando essa
situação, Euler demonstrou que não era possível atravessar todas as pontes de uma única vez
e retornar para a posição inicial, o que posteriormente foi provado de uma forma mais formal
por Hierholzer e Wiener em um artigo de 1873 (11). Atualmente, caminhos que partem de um
vértice, passando por todas as arestas uma vez e, retornando ao vértice inicial são chamados de
caminhos Eulerianos (3).

A teoria de grafos possui aplicações em diversas áreas, tais como na matemática, fí-
sica, química, informática, nas teorias de informação, na linguística, dentre outras. Um caso
interessante de importante aplicação, são as malhas de Kirchhoff (12), no qual grafos com ares-
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tas direcionadas são utilizados para analisar circuitos elétricos. Outro caso, consiste na teoria de
Hückel (4), onde moléculas químicas são descritas por meio de grafos e, a partir das informa-
ções que podem ser obtidas com a teoria de grafos, encontramos os seus orbitais moleculares.

Matematicamente, os grafos são denotados por 𝐺(𝐸, 𝑉 ), sendo definidos como um
modelo para abstrair um conjunto de elementos, representados pelos conjunto de vértices 𝑉 =

{1, ..., 𝑣} e a relação entre esses elementos, representadas pelas arestas 𝐸 = {𝑒𝑠}, as quais
conectam esses vértices. As arestas de um grafo podem ser direcionadas ou não direcionadas,
ou começar e terminar em um mesmo vértice. Nesse último caso a aresta é chamada de "loop".
Também podemos ter mais de uma aresta conectando dois vértices adjacentes (2). Nesse tra-
balho utilizaremos grafos simples, os quais são definidos como grafos com conexões únicas.
Portanto, eles não devem possuir mais de uma aresta entre dois vértices ou loops. Esses grafos
também não devem possuir vértices isolados, sendo chamados de grafo conectado.

2.1 MATRIZES RELACIONADAS A GRAFOS

Os grafos geralmente são apresentados como um modelo visual, porém um mesmo
grafo pode ser desenhado de várias maneiras diferentes, como ao mover seus vértices no es-
paço em que está desenhado. Dessa forma, para a análise das características de um grafo e
as informações que eles podem fornecer, é importante haver formas matemáticas unívocas de
representá-los. Assim, algumas matrizes importantes nos estudos de grafos e as informações
sobre a estrutura que elas podem nos fornecer serão apresentadas. Para demonstrar exemplos
dessas matrizes, utilizaremos o grafo apresentado na Figura 2.

Figura 2 – Exemplo de um grafo discreto simples com arestas e vértices rotulados.

Fonte: O autor.

2.1.1 Matriz Adjacência

Uma matriz muito utilizada na descrição de um grafo é a sua matriz adjacência. Esse
nome vem da conexão entre dois vértices (𝑣𝑖 e 𝑣𝑗) por uma mesma aresta (𝑒 = {𝑣𝑖, 𝑣𝑗}) e,
quando isso ocorre, dizemos que os vértices de índices 𝑖 e 𝑗 são adjacentes, sendo representado
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pela notação 𝑣𝑖 ∼ 𝑣𝑗 . Com esse conceito, a construção dessa matriz busca estender a análise de
quais vértices são adjacentes em um grafo com um total de 𝑛 = |𝑉 | vértices. Assim, definimos
a matriz adjacência como uma matriz 𝐴, com |𝑉 |× |𝑉 | elementos, onde os seus elementos 𝐴𝑖,𝑗
possuem valores (13)

𝐴𝑖,𝑗 =

⎧⎨⎩1, se 𝑣𝑖 ∼ 𝑣𝑗,

0, caso contrário.
(2.1)

Usando como exemplo o grafo na Figura 2, a sua matriz adjacência é

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0

1 0 1 1 1 0

0 1 0 1 1 0

0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 0 0 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.2)

Porém, como podemos rotular um grafo de diferentes formas, há mais de uma matriz
adjacência que representam um mesmo grafo. Considerando duas matrizes adjacência 𝐴 e 𝐴′,
dizemos que representam o mesmo grafo desde que a diferença entre elas seja a ordem escolhida
desses vértices para obter essa matriz (12). Portanto podemos escrever

𝐴′ = 𝑃−1𝐴𝑃, (2.3)

onde 𝑃 é uma matriz de permutação e, nesse caso dizemos que esses grafos são isomorfos, o
que representamos como 𝐴 ∼= 𝐴′ (2).

2.1.2 Matriz de Graus

Uma outra análise que podemos fazer sobre os grafos é quanto ao grau de cada um dos
vértices. O grau de um vértice 𝑖 é definido como o número de conexões que ele possui, sendo
denotado por 𝑑𝑖. Portanto, a matriz de graus é uma matriz diagonal 𝐷 de |𝑉 | × |𝑉 | elementos
com valores dados pelos graus dos vértices

𝐷𝑖,𝑗 =

⎧⎨⎩𝑑𝑖, se 𝑖 = 𝑗,

0, se 𝑖 ̸= 𝑗.
(2.4)

Usando novamente o grafo da Figura 2 como exemplo, a sua matriz de graus é

𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.5)
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Essa matriz também pode ser definida como uma matriz diagonal, cujos valores são obtidos
pela soma do elementos em cada linha ou coluna da matriz adjacência. Isso é possível, pois ao
somar todas as conexões de um vértice, obtemos o grau desses vértices.

2.1.3 Matriz Incidência

A matriz incidência, representada por 𝑀 , apresenta as conexões entre os vértices e
arestas, possuindo dimensões 𝑛×𝑚, onde 𝑛 = |𝑉 | é referente ao número de vértices do grafo
e 𝑚 = |𝐸| é o seu número de arestas (2). Como uma aresta 𝑒𝑠 pode ser definida como um
conjunto cujos elementos são os vértices que ela conecta, como no caso da Figura 2, tem-se
𝑒1 = {1, 2}, 𝑒2 = {2, 3}, etc. Logo podemos definir essa matriz pelas condições

𝑀𝑖,𝑠 =

⎧⎨⎩1, se 𝑣𝑖 ∈ 𝑒𝑠,

0, caso contrário.
(2.6)

No caso da Figura 2, terá a matriz incidência

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.7)

Essa matriz é relevante em casos onde é necessário representar esses elementos dos grafos em
uma única matriz, como em casos onde a numeração das arestas também é importante.

2.1.4 Matriz Laplaciana

A matriz laplaciana, que recebe esse nome por ser a forma discreta do operador lapla-
ciano (14), é definida como

𝐿𝑖,𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑖, se 𝑖 = 𝑗,

−1, se 𝑣𝑖 ∼ 𝑣𝑗,

0, caso contrário,

(2.8)

onde 𝑑𝑖 é o grau do vértice 𝑖. Novamente, considerando o grafo discreto apresentado na Figura
2, tem-se

𝐿 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 0 0 0

−1 4 −1 −1 −1 0

0 −1 3 −1 −1 0

0 −1 −1 4 −1 −1

0 −1 −1 −1 4 −1

0 0 0 −1 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.9)
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A partir dessa definição, podemos verificar que na diagonal principal teremos os ele-
mentos referente ao grau do vértice 𝑣𝑛 e os demais elementos são iguais a −1 quando os vértices
referentes aos elementos 𝑖 e 𝑗 são adjacentes. Logo, com as definições da matriz adjacência na
equação (2.1) e da matriz de graus (equação (2.4)), podemos definir 𝐿 como

𝐿 = 𝐷 − 𝐴. (2.10)

Uma matriz derivada da matriz laplaciana é a matriz laplaciana harmônica, definida como

∆𝐺 = 𝐷−1𝐿. (2.11)

Substituindo a equação (2.10),
∆𝐺 = 𝐼 −𝐷−1𝐴, (2.12)

permitindo definir a partir de uma matriz identidade e uma operação entre a inversa da matriz
de graus e sua matriz adjacência.

2.2 ESPECTRO DE GRAFOS

O espectro de um grafo é basicamente definido como o espectro de uma determinada
matriz que define esse grafo. Um primeiro caso é do seu chamado espectro ordinário (15), o
qual é definido pelo conjunto de autovalores 𝜆𝑢, junto com suas multiplicidades 𝑚𝑢, da sua
matriz adjacência 𝐴. Dessa forma, primeiro é definido o polinômio característico de um grafo
𝐺, cujas raízes são esses autovalores da sua matriz 𝐴, sendo assim definido por

𝑃𝐺(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝐴). (2.13)

Portanto, o espectro de um grafo 𝐺 é dado por

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐺) = {(𝜆1)
𝑚1 , (𝜆2)

𝑚2 , ..., (𝜆𝑢)
𝑚𝑢}, (2.14)

o qual também possui uma notação alternativa (2), sendo representado por

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐺) =

(︃
𝜆1 ... 𝜆𝑢

𝑚1 ... 𝑚𝑢

)︃
. (2.15)

Uma primeira aplicação desse espectro é para definir a energia de um grafo, dada pela
soma do módulo dos elementos desses espectro, sendo assim,

ℰ(𝐺) =
𝑢∑︁
𝑗=1

|𝜆𝑗|. (2.16)

Grafos com o mesmo espectro são chamados de coespectrais (ou isoespectrais), e essa informa-
ção pode ser utilizada para uma primeira análise se dois grafos são isomorfos. Grafos isomor-
fos compartilham o mesmo espectro, porém, um mesmo espectro não implica em isomorfismo
(13, 15).
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Outro espectro possível de analisar em grafos discretos é aquele fornecido pela matriz
laplaciana, sendo definido como espectro laplaciano do grafo, o qual possui polinômio caracte-
rístico

𝑃𝐿(𝐺)(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝐿). (2.17)

Finalmente, temos o espectro laplaciano harmônico, dado pelas raízes de

𝑃Δ(𝐺)(𝜆) = det(𝜆𝐼 − ∆𝐺). (2.18)

Esse espectro possui valores que serão comparáveis ao espectro de grafos quânticos, assunto a
ser discutido na seção 3.

2.3 TIPOS DE GRAFOS

No estudo de grafos, é comum apresentar alguns tipos mais comuns de grafos. Esses
conjuntos de grafos recebem esse nome por possuírem características em comuns, sendo a prin-
cipal a sua construção, que mesmo possuindo número diferente de vértices, possui um padrão
de montagem. Esses tipos de grafos são definidos por um símbolo e o seu número de vértices,
assim facilitando referenciar qual grafo está sendo utilizado. Desta forma, é importante definir
grafos através dos seus tipos, visando uma apresentação mais eficiente de definições sobre es-
ses grafos. Portanto, nessa seção, alguns dos grafos mais comuns e utilizados ao longo desse
trabalho serão apresentados.

2.3.1 Grafos Estrelas

Figura 3 – Grafos Estrelas (𝑆𝑛) para 𝑛 = 3, ..., 6.

Fonte: O autor.

Um grafo estrela é representado pelo símbolo 𝑆𝑛, onde 𝑛 é o seu número de vértices.
Esses grafos são definidos por um vértice central conectado a 𝑛 − 1 vértices. Assim, o vértice
central tem grau 𝑛 − 1 e os outros 𝑛 − 1 vértices possuem todos grau 1. Esse tipo de grafos
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é particularmente interessante, pois localmente cada vértice pode ser visto como se fosse um
grafo estrela. Ou seja, grafos estrelas podem ser utilizados como blocos construtores de grafos
maiores. Nesse trabalho, o vértice central será definido como 𝑣1 e os demais serão apresentados
como os vértices 𝑣2,..., 𝑣𝑛.

Dessa forma, como temos vértices adjacentes apenas a 𝑣1, sua matriz adjacência 𝐴𝑆𝑛

pode ser definida como

𝐴𝑖,𝑗(𝑆𝑛) =

⎧⎨⎩1, se 𝑖 ̸= 𝑗 e (𝑖 = 1 ou 𝑗 = 1),

0, para demais valores de 𝑖 e 𝑗.
(2.19)

Reescrevendo em termos de deltas de Kronecker, obtemos uma expressão mais compacta

𝐴𝑖,𝑗(𝑆𝑛) = (1 − 𝛿𝑖,𝑗)(𝛿𝑖,1 + 𝛿𝑗,1). (2.20)

Sua matriz grau possuirá um elemento com valor 𝑛− 1, referente ao grau do vértice do centro,
enquanto os demais elementos possuem valor 1, assim

𝐷𝑖,𝑗(𝑆𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑛− 1), se 𝑖 = 𝑗 = 1,

1, se 𝑖 = 𝑗 ̸= 1,

0, demais casos.

(2.21)

Podendo ser reescrita como

𝐷𝑖,𝑗(𝑆𝑛) = 𝛿𝑖,𝑗[𝛿𝑗,1(𝑛− 1) + (1 − 𝛿𝑗,1)] = 𝛿𝑖,𝑗[𝛿𝑗,1(𝑛− 1) + 1]. (2.22)

A partir destas matrizes, podemos apresentar as matrizes laplaciana e laplaciana harmô-
nica. Para propósitos futuros, apresentaremos essa última matriz, a qual possui seus elementos
dado por

∆𝑖,𝑗(𝑆𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 1
(𝑛−1)

, se 𝑖 = 1 ̸= 𝑗,

−1, se 𝑗 = 1 ̸= 𝑖,

1, se 𝑖 = 𝑗,

0, demais casos.

(2.23)

De forma mais simples,

∆𝑖,𝑗(𝑆𝑛) = 𝛿𝑖,𝑗 − (1 − 𝛿𝑖,𝑗)

[︂
𝛿𝑖,1

(𝑛− 1)
+ 𝛿𝑗,1

]︂
. (2.24)

A partir desses resultados, podemos obter formas gerais dos espectros para esse tipo
de grafos. A partir da matriz adjacência, temos 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆𝑛) = {−

√
𝑛− 1, 0(𝑛−2),

√
𝑛− 1}, o seu

espectro ordinário. E o espectro do seu laplaciano harmônico será 𝑆𝑝𝑒𝑐Δ(𝑆𝑛) = {0, 1(𝑛−2), 2}
(15).
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2.3.2 Grafos Caminhos

Os grafos chamados de caminhos, são denotados por 𝑃𝑛. Como definição da sua cons-
trução, temos dois vértices nas pontas, ambos de grau 1 e os demais vértices são colocados em
sequência, cada um com grau igual a 2, conforme apresentado na Figura 4. Considerando uma
numeração dos seus vértices, como sendo 𝑣1 em uma ponta, sendo vizinho ao vértice 𝑣2 e assim
por diante até o vértice 𝑛, definiremos algumas de suas matrizes.

Figura 4 – Grafos Caminhos (𝑃𝑛) para 𝑛 = 2, ..., 5.

Fonte: O autor.

No caso de sua matriz adjacência𝐴𝑃𝑛 , primeiro verificamos que os vértices 𝑣1 e 𝑣𝑛 são
conectados, respectivamente aos vértices 𝑣2 e 𝑣𝑛−1, enquanto os demais vértices 𝑣𝑗 são ajacentes
aos vértices 𝑣𝑗−1 e 𝑣𝑗+1. Dessa forma, é possível escrever os elementos dessa matriz para 𝑛 ≥ 2

como
𝐴𝑖,𝑗(𝑃𝑛) = 𝛿𝑖,1𝛿𝑗,2 + 𝛿𝑖,𝑛𝛿𝑗,𝑛−1 + (1 − 𝛿𝑖,1 − 𝛿𝑖,𝑛)(𝛿𝑗,𝑖−1 + 𝛿𝑗,𝑖+1). (2.25)

Teremos sua matriz de grau

𝐷𝑖,𝑗(𝑃𝑛) = 𝛿𝑖,𝑗(2 − 𝛿𝑗,1 − 𝛿𝑗,𝑛). (2.26)

E, finalmente, obtemos a matriz laplaciana harmônica na forma

∆𝑖,𝑗(𝑃𝑛) = 𝛿𝑖,𝑗 −
[︂
𝛿𝑖,1𝛿𝑗,2 + 𝛿𝑖,𝑛𝛿𝑗,𝑛−1 +

1

2
(1 − 𝛿𝑖,1 − 𝛿𝑖,𝑛)(𝛿𝑗,𝑖−1 + 𝛿𝑗,𝑖+1)

]︂
. (2.27)

Dessa forma, podemos obter os espectros desse grafo, onde o espectro ordinário será 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑃𝑛) =

2 cos (𝑗 𝜋
𝑛+1

), onde 𝑗 = 1, ..., 𝑛 (15).

2.3.3 Grafos Ciclos

Os grafos ciclos (𝐶𝑛) podem ser definidos como uma extensão do grafo caminho.
Utilizando a rotulagem definida para os grafos 𝑃𝑛, com o último vértice (𝑣𝑛) ligado ao vértice 𝑣1,
onde a sua representação visual está apresentada na Figura 5. Portanto, com algumas adaptações
da matriz 𝐴𝑃𝑛 sua matriz adjacência pode ser escrita com as seguintes condições

𝐴𝑖,𝑗(𝐶𝑛) = 𝛿𝑖,1(𝛿𝑗,2 + 𝛿𝑗,𝑛) + 𝛿𝑖,𝑛(𝛿𝑗,1 + 𝛿𝑗,𝑛−1) + (1 − 𝛿𝑖,1 − 𝛿𝑖,𝑛)(𝛿𝑗,𝑖−1 + 𝛿𝑗,𝑖+1). (2.28)
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Figura 5 – Grafos Ciclos (𝐶𝑛) para 𝑛 = 3, ..., 6.

Fonte: O autor.

Como todos os vértices possuirão grau 2, teremos sua matriz grau como uma matriz diago-
nal com elementos igual a 2 e, assim podemos defini-la em termos da matriz identidade com
dimensão 𝑛× 𝑛 (𝐼𝑛) conforme

𝐷𝑖,𝑗(𝐶𝑛) = 2𝐼𝑛. (2.29)

Com essas definições, obtemos a matriz laplaciana normalizada através dos seus elementos
definidos por

∆𝑖,𝑗(𝐶𝑛) = 𝛿𝑖,𝑗 −
1

2
𝐴𝑖,𝑗. (2.30)

O espectro da sua matriz adjacência também pode ser obtido de uma forma geral, sendo dada
na forma 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐶𝑛) = 2 cos

(︀
𝑗 2𝜋
𝑛

)︀
, com 𝑗 = 0, ..., 𝑛− 1 (15).

2.3.4 Grafos Completos

Figura 6 – Grafos Completos (𝐾𝑛) para 𝑛 = 3, ..., 6.

Fonte: O autor.

Os grafos completos, ou𝐾𝑛, apresentados na Figura 6, são definidos como grafos con-
tendo 𝑛 vértices totalmente conectados, possuindo assim 𝑛(𝑛− 1)/2 arestas e todos os vértices
com grau 𝑛 − 1. Dessa forma, sua matriz adjacência 𝐴𝐾𝑛 é definida como possuindo todos os
elementos, exceto da diagonal principal, iguais a 1. Nesse caso

𝐴 = 𝐽 − 𝐼, (2.31)
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onde 𝐽 é a matriz com todos os elementos igual a 1 e 𝐼 é a matriz identidade. Teremos sua
matriz grau como uma matriz diagonal apenas com elementos iguais a 𝑛− 1. Portanto,

𝐷𝑖,𝑗(𝐾𝑛) = 𝛿𝑖,𝑗(𝑛− 1), (2.32)

e, finalmente, sua matriz laplaciana harmônica possuirá elementos na forma

∆𝑖,𝑗(𝐾𝑛) = 𝛿𝑖,𝑗 −
1

𝑛− 1
(1 − 𝛿𝑖,𝑗). (2.33)

Por fim, o seu espectro ordinário é 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐾𝑛) =
{︀
𝑛− 1, (−1)(𝑛−1)

}︀
(15).

2.4 SUBGRAFOS ABRANGENTES

Os subgrafos 𝐹 (𝑉𝐹 , 𝐸𝐹 ), são definidos como uma subestrutura de um grafo original
𝐺(𝑉,𝐸), possuindo um conjunto de vértices 𝑉𝐹 e arestas 𝐸𝐹 com elementos pertencentes aos
respectivos conjuntos de vértices 𝑉 e arestas 𝐸 do grafo originador. Dentre os tipos possíveis
de subgrafos, temos os chamados subgrafos abrangentes (12), nos quais o conjunto de vértices
do subgrafo é igual ao do grafo do qual ele é gerado. Portanto, dizemos que 𝐹 (𝑉𝐹 , 𝐸𝐹 ) é um
subgrafo abrangente de 𝐺(𝑉,𝐸), se 𝑉 = 𝑉𝐹 e 𝐸𝐹 pode ser definido como um subconjunto
de 𝐸. Dentre os possíveis subgrafos abrangentes de um grafo conectado, teremos casos desses
subgrafos que não serão necessariamente grafos conectado, pois esse subconjuntos de arestas
pode não conter as ligações de um vértice ao grafo, ocorrendo casos de grafos com vértices
isolados.

No caso de subgrafos abrangentes de grafos como os completos (𝐾𝑛), como essas
estruturas possuem o maior número possível de arestas para grafos simples com 𝑛 vértices, o
conjunto de subgrafos possíveis que possuam o mesmo conjunto de 𝑛 vértices, definem todos
os grafos possíveis com esse número de vértices. Dessa forma, como as arestas conectam dois
vértices do grafo, um grafo de 𝑛 vértices possui um número máximo de arestas dado pelo
número de combinações desses 𝑛 elementos tomados dois a dois, ou seja,(︂

𝑛

2

)︂
=

𝑛!

2!(𝑛− 2)!
. (2.34)

Como 𝑛! pode ser expandido em 𝑛! = 𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)!, e sendo |𝐸|𝑚𝑎𝑥(𝑛) o número máximo
de arestas para um grafo de 𝑛 vértices, a equação pode ser simplificada para

|𝐸|𝑚𝑎𝑥(𝑛) =
𝑛(𝑛− 1)

2
. (2.35)

Tomando a soma de combinações desde 0 arestas, até esse número máximo possível, obtemos
o número total de subgrafos possíveis para um dado grafo 𝐾𝑛 de vértices nomeados.

𝑛𝑆𝐾𝑛
=

|𝐸|𝑚𝑎𝑥(𝑛)∑︁
𝑗=0

(︂
|𝐸|𝑚𝑎𝑥(𝑛)

𝑗

)︂
, (2.36)
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a qual pode ser simplificado a partir da relação do binômio de Newton,

(𝑎+ 𝑏)𝜇 =

𝜇∑︁
𝑗=0

(︂
𝜇

𝑗

)︂
𝑎𝜇−𝑗𝑏 𝑗, (2.37)

considerando 𝑎 = 𝑏 = 1, implicando em

𝜇∑︁
𝑗=0

(︂
𝜇

𝑗

)︂
= 2𝜇. (2.38)

Substituindo o valor obtido para |𝐸|𝑚𝑎𝑥(𝑛), finalmente chegamos ao valor de subgrafos de um
grafo completo de vértices numerados, dado por

𝑛𝑆𝐾𝑛
= 2

𝑛(𝑛−1)
2 . (2.39)

Esse conceito de subgrafos abrangentes será essencial para definir a randomização em estados
grafo na seção 4.3, no qual um grafo é definido para representar o estado esperado e os seus
subgrafos representam estados possíveis ao considerar um ruído na produção de portas emara-
nhadoras.

2.5 GRAFOS MÉTRICOS

Podemos definir uma métrica nas arestas de um grafo, constituindo assim um grafo
métrico. Para isso, em cada aresta 𝑒𝑠 ∈ 𝐸, é definido um comprimento positivo 𝐿𝑒𝑠 , o que
permite associar uma coordenada 𝑥𝑒𝑠 pertencente a um intervalo entre 0 e 𝐿𝑒𝑠 , sendo esses
valores limites a posição dos vértices ligados por essa aresta (13). Temos como exemplo o grafo
apresentado na Figura 7.

Figura 7 – Grafo métrico com seus comprimentos ℓ𝑒𝑠 em cada aresta 𝑒𝑠 = {𝑖, 𝑗}.

Fonte: O autor.

Dentre modelos que utilizam desses grafos métricos, temos os grafos quânticos, que
necessitam da métrica para definir um operador diferencial ao longo dessas arestas e assim
estudar espalhamento. Esse modelo de espalhamento em grafos quânticos será o tema abordado
na próxima seção.
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3 GRAFOS QUÂNTICOS

Buscando analisar o espalhamento de uma partícula quântica através de uma estru-
tura, temos a dinâmica de espalhamento em sistemas quânticos. Esse estudo pode ser realizado
usando o formalismo de grafos, no qual é um ótimo modelo para definir o espalhamento de
uma onda plana. Para esse propósito, definimos um grafo quântico pela notação Γ𝐺(𝐸, 𝑉 ),
onde, para ser possível aplicar uma equação diferencial, necessita de uma métrica e condições
de contorno definidas nos vértices. Portanto, temos como condições necessárias para definir um
grafo quântico Γ𝐺:

i. Um grafo métrico;

ii. A definição do operador Hamiltoniano ℋ em cada uma de suas arestas;

iii. Condições de contorno em seus vértices.

Definindo um grafo métrico, cujas arestas possuem um comprimento positivo ℓ𝑒𝑠 , as-
sim permitindo uma coordenada 𝑥𝑒𝑠 ∈ [0, ℓ𝑠], podemos definir um operador diferencial. Con-
siderando um operador hamiltoniano proveniente da equação unidimensional de Schrödinger
(13, 16) em cada aresta 𝑒𝑠,

ℋ𝑒𝑠 =
1

2𝑚

(︂
~
𝑖

𝑑

𝑑𝑥𝑒𝑠
− 𝑞𝐴(𝑥𝑒𝑠)

)︂2

+ 𝑞𝑉 (𝑥𝑒𝑠), (3.1)

onde 𝐴𝑚 vem do potencial vetor magnético e 𝑉𝑒𝑠(𝑥𝑒𝑠) representa um potencial na aresta. Con-
siderando uma partícula livre, ou seja, livre desses potenciais, obtemos

ℋ𝑒𝑠 = − ~2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2𝑒𝑠
. (3.2)

Com esse operador definido em 𝑒𝑠, teremos funções 𝜓𝑒𝑠(𝑥𝑒𝑠) em cada uma dessas aresta, con-
forme apresentado na Figura 8. Esse operador sem potenciais define a equação de Schrödinger
para a partícula livre. Portanto teremos essas funções em cada aresta 𝑒𝑠 definidas por

−𝑑
2𝜓𝑒𝑠(𝑥𝑒𝑠)

𝑑𝑥2𝑒𝑠
= 𝑘2𝜓𝑒𝑠(𝑥𝑒𝑠), (3.3)

onde 𝜓𝑒𝑠(𝑥𝑒𝑠) é uma função de onda com número de onda 𝑘, o qual para uma partícula é
𝑘 =

√︀
2mℰ/~2, com m a massa e ℰ a energia.

Portanto, toda aresta do grafo, definida como 𝑒𝑠 = {𝑖, 𝑗}, com coordenadas definidas
no intervalo comprimento 𝑥𝑒𝑠 = [0, ℓ𝑒𝑠 ] teremos uma função de onda associada 𝜓𝑒𝑠 = 𝜓𝑖,𝑗 , a
qual terá uma forma geral como

𝜓𝑖,𝑗(𝑥) = 𝑎𝑖,𝑗𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝑏𝑖,𝑗𝑧𝑖,𝑗𝑒

−𝑖𝑘𝑥, (3.4)

onde 𝑧𝑖,𝑗 = 𝑒𝑖𝑘ℓ𝑒𝑠 . Assim é possível definir um conjunto de funções de onda em arestas co-
nectadas a um mesmo vértice 𝑣𝑗 como Ψ𝑗 , o qual usaremos nas definições das condições de
contorno.
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Figura 8 – Grafo métrico com funções de ondas 𝜓𝑖,𝑗 associadas em cada aresta 𝑒𝑠.

Fonte: O autor.

3.1 CONDIÇÕES DE CONTORNO NOS VÉRTICES

Conforme apresentado até o momento, em um grafo quântico são definidas funções
de onda em cada aresta. Dado um vértice 𝑣𝑗 do grafo, teremos um conjunto dessas funções
de onda Ψ(𝑣𝑗) com elementos 𝜓𝑒𝑠(𝑣𝑗), sendo 𝑒𝑠 ∈ 𝑁𝐸(𝑣𝑗), onde 𝑁𝐸(𝑣𝑗) é o conjunto de
arestas adjacentes ao vértice 𝑣𝑗 . No caso de um vértice com grau 𝑑 = 𝑑𝑣𝑗 , e nomeando todos
os vértices com um conjunto de números de 1 a 𝑑, teremos um conjunto de arestas vizinhas
𝑁𝐸(𝑣𝑗) = {𝑒{1,𝑗}, ..., 𝑒{𝑑,𝑗}}, e assim

Ψ(𝑣𝑗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜓{1,𝑗}(𝑣𝑗)

𝜓{2,𝑗}(𝑣𝑗)

...

𝜓{𝑑,𝑗}(𝑣𝑗)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.5)

Para se obter a forma final dessas funções, impõem-se restrições de modo que elas devem sa-
tisfazer condições de contorno definidas em cada vértice do grafo. A forma mais geral dessas
condições envolve esse conjunto de funções e suas derivadas nos vértices que limitam essa
aresta analisada. Assim, a forma geral para a condição de contorno no vértice, que é consistente
com conservação de fluxo de probabilidade, é dada por

𝐴𝑣𝑗Ψ(𝑣𝑗) +𝐵𝑣𝑗Ψ
′(𝑣𝑗) = 0, (3.6)

onde os coeficientes 𝐴𝑣𝑗 e 𝐵𝑣𝑗 são definidos por matrizes 𝑑𝑣𝑗 × 𝑑𝑣𝑗 , obtidas de acordo com a
condição de contorno proposta nesse vértice 𝑣. Dentre as condições que essas matrizes devem
respeitar, temos que uma matriz (𝐴𝑣𝑗 , 𝐵𝑣𝑗), de dimensão 𝑑𝑣𝑗 ×2𝑑𝑣𝑗 , deve possuir posto máximo
𝑑𝑣𝑗 e 𝐴𝐵* é autoadjunta (17).

Como um primeiro exemplo de condição de contorno, há a denominada condição de
Neumann e definida por duas condições (13)

C.C. Neumann :

⎧⎨⎩𝜓(𝑥) contínua em 𝑣,∑︀
𝑒∈𝑁𝐸(𝑣)

𝑑𝜓
𝑑𝑥𝑒𝑠

(𝑣) = 0.
(3.7)
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Este resultado é obtido da equação (3.6) assumindo 𝐴𝑣 = 0 e 𝐵𝑣 uma matriz inversível. Já na
condição do tipo Dirichlet, temos um resultado no qual a função no vértice será nula, e assim

C.C. Dirichlet :

⎧⎨⎩𝜓(𝑥) contínua em 𝑣,

𝜓(𝑣) = 0.
(3.8)

Essa condição, por impor 𝜓(𝑣) = 0, implica em propriedades interessantes, pois como a função
de onda no grafo é igual a zero no vértice, e independente da aresta em que se encontra, não
haverá transmissão dessa função de uma aresta para outra. Isso pode levar a extrapolações como
a redesenhar um novo grafo, no qual originalmente todas essas arestas conectadas ao vértice
𝑣 que possui uma condição do tipo Dirichlet, podem ser apresentadas como desconectadas
de 𝑣 e conectadas a vértices de grau 1 (18). Em casos como quando queremos definir grafos
totalmente conectados, sem um conjunto de vértices isolados dos demais, tal condição não é
ideal. Porém em vértices que possuem grau 1 é interessante de aplicá-la para em muitos casos
ter a comparação entre diferentes condições de contorno nesses vértices.

Um tipo de condição de contorno que generaliza as duas condições de contorno apre-
sentadas acima é a condição do tipo 𝛿. Essa condição de contorno em um vértice de grau 2

é análoga à condições da equação de Schrödinger em uma dimensão com um potencial dado
pela delta de Dirac 𝛿(𝑥) explorada em livros de mecânica quântica (19). Assim, a condição de
contorno do tipo delta é dado por

C.C. tipo 𝛿 :

⎧⎨⎩𝑓(𝑥) contínua em 𝑣,∑︀
𝑒∈𝑁𝐸(𝑣)

𝑑𝜓
𝑑𝑥𝑒𝑠

(𝑣) = 𝛼𝑣𝜓(𝑣),
(3.9)

na qual o parâmetro 𝛼𝑣 define a opacidade da delta de Dirac. Desta forma, podemos escrever⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛼𝑗 = 0, Neumann-Kirchhoff,

𝛼𝑗 ̸= 0, delta de Dirac com intensidade 𝛼𝑗,

𝛼𝑗 → ∞, Dirichlet.

(3.10)

Essas condições de contorno permitem interpretar os vértices de um grafo como cen-
tros espalhadores da função de onda, onde teremos uma parte transmitida para as demais arestas
adjacentes a 𝑣𝑗 e uma reflexão para essa mesma aresta inicial. Assim, podemos associar uma
matriz de espalhamento 𝜎𝑗 (20) em um vértice 𝑗 = 𝑣𝑗 . Em termos das matrizes 𝐴𝑗 e 𝐵𝑗 ela é
dada por

𝜎𝑗(𝑘) = − (𝐴𝑗 + 𝑖𝑘𝐵𝑗)
−1 (𝐴𝑗 − 𝑖𝑘𝐵𝑗) . (3.11)

Seus elementos, que serão apresentados como 𝜎
𝑒𝑠′ ,𝑒𝑠′′
𝑣𝑗 = 𝜎𝑠′,𝑠′′

𝑗 , definem a amplitude de refle-
xão, quando temos os números associados às arestas iguais (𝑠′ = 𝑠′′), e definem também as
amplitudes de transmissão, quando 𝑠′ ̸= 𝑠′′.

As matrizes 𝐴𝑗 e 𝐵𝑗 para um vértice 𝑣𝑗 com grau 𝑑𝑗 ≥ 2 com condição de contorno
do tipo delta, são dadas por matrizes 𝑑𝑗 × 𝑑𝑗 , cujos elementos são dados por (13)

(𝐴𝑗)𝑚,𝑛 = (1 − 𝛿𝑚,𝑑𝑗)(𝛿𝑛,𝑚 − 𝛿𝑛,𝑚+1) − 𝛼𝑗𝛿𝑚,𝑑𝑗𝛿𝑛,1, (3.12)
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(𝐵𝑗)𝑚,𝑛 = 𝛿𝑚,𝑑𝑗 . (3.13)

Portanto, essas matrizes implicam em𝐴𝑗𝐵
*
𝑗 = −𝛼𝑗𝛿𝑚,𝑑𝑗𝛿𝑛,𝑑𝑗 , a qual, para ser autoadjunta, deve

ter 𝛼𝑗 real. Substituindo essas matrizes na equação (3.11), obtemos as amplitudes de reflexão e
transmissão

𝑟𝑗 =
𝛼𝑗 − (𝑑𝑗 − 2) 𝑖𝑘

𝑑𝑗𝑖𝑘 − 𝛼𝑗
, (3.14)

𝑡𝑗 =
2𝑖𝑘

𝑑𝑗𝑖𝑘 − 𝛼𝑗
. (3.15)

Assim vemos que essas amplitudes dependem do grau do vértice em questão, da intensidade
da delta e de 𝑘. Esses dois resultados podem ser reescritos em termos de uma amplitude de
espalhamento no vértice (19, 20, 21)

𝜎𝑚,𝑛
𝑗 (𝑘) =

(︂
2𝑖𝑘

𝑑𝑗𝑖𝑘 − 𝛼𝑗
− 𝛿𝑚,𝑛

)︂
, (3.16)

obtendo esses amplitudes 𝑡𝑗 para 𝑒𝑚 ̸= 𝑒𝑛 e 𝑟𝑗 quando 𝑛 = 𝑚, válida para 𝑑𝑗 ≥ 2.
Em uma condição do tipo Neumann, temos 𝛼𝑗 = 0 e assim teremos condições de

contorno independentes de 𝑘 nos vértices

𝜎𝑚,𝑛𝑗 (𝑘) =
2

𝑑𝑗
− 𝛿𝑚,𝑛. (3.17)

Para vértices de grau 𝑑𝑗 = 1, pela forma geral da equação de contorno e para um 𝜓𝑒 na forma
dada pela equação (3.4), teremos apenas a reflexão para essa única aresta. Resolvendo essa
equação da condição de contorno, a amplitude de reflexão nesse vértice dada por (22)

𝑟𝑗 =
𝑖𝑘 + 𝛼𝑗
𝑖𝑘 − 𝛼𝑗

, (3.18)

onde 𝛼𝑗 define a intensidade dessa condição. Para 𝛼𝑗 = 0, temos a condição do tipo Neumann,
cuja amplitude de reflexão será 𝑟𝑗 = 1, enquanto para a condição de Dirichlet dada no limite
(𝛼𝑗/𝑘) → ∞, será 𝑟𝑗 = −1.

Ao obter as soluções das funções de ondas nas arestas com as condições de contorno
definidas nos vértices, obtemos por consequência os valores para cada amplitude 𝑎𝑖,𝑗 e 𝑏𝑖,𝑗
presentes na equação (3.4). O conjunto dessas amplitudes define uma matriz coluna aΓ com um
número 2|𝐸| de elementos. Dessa forma, essa matriz é definida por

𝑈𝑆
Γ (𝑘)aΓ = aΓ, (3.19)

onde a matriz 𝑈𝑆
Γ (𝑘) é definida como o produto

𝑈𝑆
Γ (𝑘) = 𝑆Γ(𝑘)𝐷Γ(𝑘). (3.20)

𝑆Γ é a matriz de espalhamento no grafo definida pelos coeficientes pelas amplitudes de trans-
missão e reflexão, assim definindo o espalhamento nos vértices. Já 𝐷Γ(𝑘) é a matriz que define
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a métrica em cada aresta 𝑒𝑠 no grafo, possuindo os elementos 𝑧𝑖,𝑗 = 𝑒𝑖𝑘ℓ𝑒𝑠 , indicando como a
função se comporta nessas arestas. Finalmente, dentre as propriedades que essa matriz fornece,
temos o seu determinante secular

𝜁𝑆Γ (𝑘) := det
[︀
𝐼 − 𝑈𝑆

Γ

]︀
= 0, (3.21)

cujas raízes fornecem o espectro do grafo quântico, que será discutido na seção 3.2.1. Dessa
forma, temos essa matriz 𝑈𝑆

Γ que apresenta todo o processo de espalhamento no grafo quântico
Γ𝐺, sendo definida a partir das condições de contorno e da métrica do grafo. A abordagem
fornecida nessa seção para resolver o espalhamento em grafos quânticos não é a única. Na
próxima seção apresentamos o método usado nesse trabalho, o qual é baseado na obtenção da
função de Green para o espalhamento em grafos.

3.2 FUNÇÃO DE GREEN PARA GRAFOS QUÂNTICOS

Existem algumas formas para se obter a função de Green, um caso é dessa função asso-
ciada ao Hamiltoniano 𝐻(𝑥𝑓 ), que é formalmente definida pela solução da equação diferencial
não homogênea (23)

[ℰ −ℋ(𝑥𝑓 )]𝒢(𝑥𝑓 .𝑥𝑖; ℰ) = 𝛿(𝑥𝑓 − 𝑥𝑖), (3.22)

onde ℋ é o operador hamiltoniano, definido segundo a equação (3.1), ℰ é a energia da partícula
e 𝛿 é a função delta de Dirac. No entanto, para alguns sistemas como poços quânticos quadra-
dos ou de potenciais de suporte compacto (24, 25), a função de Green exata pode ser obtida
através de um método semiclássico generalizado. Nesse método, os efeitos quânticos locais são
verificados levando em conta as amplitudes quânticas de transmissão e reflexão. Essa aborda-
gem é válida para grafos quânticos e fornece soluções exatas para eles, onde o espalhamento
será através de estruturas com topologia definidas pelos grafos, com condição de contorno nas
posições dos vértices e com métrica definidas em suas arestas.

Esse método através da abordagem semiclássica é definido considerando famílias de
caminhos 𝑃𝑥𝑖,𝑥𝑓 , formadas pelo conjunto de caminhos possíveis que partem de um ponto 𝑥𝑖
e chegam a um ponto 𝑥𝑓 , onde há uma condição de contorno, sendo espalhadas e formando
outras famílias de caminhos. Nesse caso, teremos a situação apresentada na Figura 9 na qual as-
sociamos famílias de caminhos referentes as componentes da função de onda se deslocando em
um certo sentido em regiões de potencial constante. Como no caso do intervalo entre os pontos
𝑥1 e 𝑥2, onde a família de caminhos de espalhamento 𝑃𝑥1,𝑥2 vão de 𝑥1 para 𝑥2, ao longo de
um certo comprimento |𝑥2 − 𝑥1|, encontrando uma diferença de potencial em 𝑥2. Isso implica
em uma parte sendo refletida, formando a família 𝑃𝑥2,𝑥1 e certa parte sendo transmitida para a
região entre os pontos 𝑥2 e 𝑥3, formando a família 𝑃𝑥2,𝑥3 . Essas contribuições de coeficientes de
reflexão e transmissão em cada família de caminhos definem uma amplitude geral 𝑊𝑐.𝑒.. Assim,
teremos a função de Green definida como (22)

𝒢(𝑥𝑓 , 𝑥𝑖; ℰ) =
𝑚

𝑖~2𝑘
∑︁
𝑐.𝑒.

𝑊𝑐.𝑒.𝑒
𝑖
~𝑆𝑐.𝑒.(𝑥𝑓 ,𝑥𝑖;ℰ), (3.23)
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Figura 9 – Potenciais retangulares com descontinuidades em 𝑥1, 𝑥2 e 𝑥3, seu respectivo grafo vestido
(onde temos cada aresta com determinada espessura representando a intensidade do potencial) e famílias
de caminhos 𝑃𝑥𝑖,𝑥𝑗 associados às componentes da função de onda durante o espalhamento.

Fonte: O autor.

onde 𝑐.𝑒. significa os caminhos de espalhamento possíveis no sistema e 𝑆𝑐.𝑒. é uma ação clássica,
definida por 𝑆𝑐.𝑒.(𝑥𝑎, 𝑥𝑏; ℰ) = ~

∫︀ 𝑥𝑏
𝑥𝑎
𝑘𝑗𝑑𝑥, sendo 𝑘𝑗 o número de onda. Dessa forma, vemos que

esse método de trabalhar com o espalhamento a partir de composição de trajetórias possui uma
abordagem similar ao método das integrais de caminhos proposto por Feynman (26), onde a
ação clássica é generalizada para a composição de todas as trajetórias possíveis entre esses dois
pontos.

Para o caso de um potencial nulo ao longo da aresta, tem-se 𝑆𝑐.𝑒.(𝑥𝑎, 𝑥𝑏; ℰ) = ~𝑘𝐿𝑐.𝑒.,
com 𝑘 =

√︀
2mℰ/~2 e sendo o último termo o tamanho dessa trajetória. Comparando com os

casos apresentados nas Figuras 9 e 10, para o caminho de espalhamento 𝑃1,2, teremos 𝐿𝑥1,𝑥2 =

|𝑥2 − 𝑥1|. Assim, a função de Green terá a forma

𝒢(𝑥𝑓 , 𝑥𝑖; 𝑘) =
𝑚

𝑖~2𝑘
∑︁
𝑐.𝑒.

𝑊𝑐.𝑒.𝑒
𝑖𝑘𝐿𝑐.𝑒. . (3.24)

Conforme explicado anteriormente, esses estudos de espalhamentos podem ser mode-
lados utilizando o formalismo de grafos. Para casos como esse abordado na Figura 9, teremos
os vértices representando os pontos onde há essa mudança de potencial, assim associamos 𝑣1
em 𝑥1,..., 𝑣𝑛 em 𝑥𝑛. As arestas possuirão uma métrica e potenciais associados (caso ao qual cha-
mamos de grafos vestidos), com comprimento total dado pelo tamanho da região com potencial
constante. Dessa forma temos um exemplo de região com potenciais e o grafo referente a ele.
Nessa dissertação, estudaremos o caso onde o potencial nas arestas é nulo, para assim comparar
com os apresentados no início da seção onde obtínhamos a solução pelo conjunto de equações
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Figura 10 – Exemplo de trajetórias de caminhos que compõem uma família de caminho 𝑃1,2 em um
grafo 𝑃3 com duas "leads"adicionadas.

Fonte: O autor.

de Schrödinger, com as condições de contorno definidas na equação (3.17).
A função de Green exata para grafos quânticos pode ser dada em termos da matriz

adjacência do grafo, somando todas as famílias de caminhos que partem do vértice de entrada,
sendo assim

𝒢Γ𝐺
(𝑥f, 𝑥i; 𝑘) =

𝑚

𝑖~2𝑘

[︁
𝛿f,i𝑒

𝑖𝑘(|𝑥f−𝑥i|) + 𝜎
(f,i)
Γ (𝑘) 𝑒𝑖𝑘(|𝑥f|+|𝑥i|)

]︁
, (3.25)

onde

𝜎
(f,i)
Γ (𝑘) = 𝛿f,i𝑟i + 𝑡i

|𝑉 |∑︁
𝑗=1

𝐴i𝑗𝑃i𝑗. (3.26)

Para obter a função de Green para o caso de espalhamento em um grafo quântico
Γ𝐺(𝑉,𝐸), adicionamos duas arestas semi-infinitas, chamadas de "leads". Uma delas é ligada
ao vértice de entrada, o qual chamaremos de 𝑣i e outra ao vértice de saída 𝑣f, dessa forma,
ao compararmos com o grafo sem "leads", o grau desses dois vértices aumenta uma unidade
(𝑑𝑣i → 𝑑𝑣i + 1 e 𝑑𝑣f → 𝑑𝑣f + 1), também é possível o caso em que é definido 𝑣i = 𝑣f, nesse
caso, o grau desse vértice será 𝑑𝑣i → 𝑑𝑣i + 2. Com essas arestas semi-infinitas, temos que cada
família de caminhos em uma aresta 𝑒𝑠 = {𝑖, 𝑗} do grafo será definida percorrendo sempre uma
distância ℓ𝑒𝑠 e espalhada no vértice 𝑣𝑗 . O espalhamento nesse último vértice define todas as
famílias de caminhos que partem dele, sendo assim as famílias de caminhos que vão de 𝑣𝑗 aos
vértices adjacentes a ele e ainda, caso esse seja o vértice que foi ligado à "lead" de saída, uma
parte é transmitida para fora do grafo. Portanto cada família de caminho 𝑃𝑖,𝑗 é definida como

𝑃𝑖,𝑗 = 𝑧𝑖,𝑗

⎡⎣𝛿f,𝑗𝜎{𝑖,𝑗},𝑙f
𝑗 +

|𝑉 |∑︁
𝑙=1

𝐴𝑗,𝑙𝑃𝑗,𝑙𝜎
{𝑖,𝑗},{𝑗,𝑙}
𝑗

⎤⎦ , (3.27)
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onde 𝑙f é uma "lead" de saída, 𝐴 é a matriz adjacência do grafo. Ainda podemos expandir essa
relação entre as famílias de caminhos considerando os coeficientes de transmissão e reflexão
que compõem 𝜎𝑗

𝑃𝑖,𝑗 = 𝑧𝑖,𝑗

⎡⎣𝛿f,𝑗𝑡𝑗 + 𝑟𝑗𝑃𝑗,𝑖 + 𝑡𝑗
∑︁

𝑙∈(𝑉 ∖{𝑣𝑖})

𝐴𝑗,𝑙𝑃𝑗,𝑙

⎤⎦ , (3.28)

onde 𝑙 ∈ (𝑉 ∖{𝑣𝑖}) define que o somatório é feito sobre todos vértices 𝑣𝑙 ∈ 𝑉 , porém com a
exceção do vértice 𝑣𝑖, onde teremos a amplitude de reflexão.

A equação (3.25) apresenta uma forma muito interessante de obter a função de Green,
pois em casos como a de um grafo com apenas condições de contorno do tipo Neumann (𝑡𝑗 =

2/𝑑𝑗 e 𝑟𝑗 = (2/𝑑𝑗) − 1 para grau 𝑑𝑗 ≥ 2, ou 𝑡𝑗 = 0 e 𝑟𝑗 = 1 para grau 𝑑𝑗 = 1) e comprimentos
de arestas com valor ℓ constante, obtemos uma solução na forma

𝜎
(f,i)
Γ (𝑘) = 𝛿fi

2 − 𝑑i
𝑑i

+
2

𝑑i

|𝑉 |∑︁
𝑗=1

𝐴i𝑗𝑃i𝑗, (3.29)

onde cada elemento do conjunto de equações que definem as famílias de caminho 𝑃𝑖,𝑗 , terão a
forma

𝑃𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑘ℓ

⎡⎣𝛿f𝑗 2

𝑑𝑗
+

2 − 𝑑𝑗
𝑑𝑗

𝑃𝑗𝑖 +
2

𝑑𝑗

∑︁
𝑙∈(𝑉 ∖{𝑣𝑖})

𝐴𝑗𝑙𝑃𝑗𝑙

⎤⎦ . (3.30)

Como o grau 𝑑𝑗 de cada vértice pode ser obtido pela soma dos elementos da respectiva linha
para esse vértice na matriz adjacência 𝐴, teremos que a solução para a função de Green de um
caso com essas restrições dependerá apenas da matriz adjacência que define o grafo.

Para mostrarmos a equivalência entre o método da função de Green e da solução da
equação de Schrödinger apresentada na seção 3.1, removemos as leads dos grafos. Nesse caso,
o sistema de equações para essas famílias pode ser escrito como

𝑈𝐺
Γ (𝑘)pΓ = pΓ, (3.31)

onde pΓ é uma matriz coluna com as famílias. Essa matriz ainda pode ser reescrita como o
produto das duas matrizes que definem também a matriz no caso do sistema de equações de
Schrödinger no grafo 𝑈𝐺

Γ (𝑘), sendo elas 𝐷Γ(𝐾) e 𝑆Γ(𝐾) (27). Porém se compararmos ambas
matrizes 𝑈Γ, a diferença entre essas matrizes é determinada pela ordem em que essas outras
duas matrizes que os definem são multiplicadas. Assim como no caso de utilizarmos o método
resolvendo as funções de onda em cada aresta, pelo método da função de Green, agora utili-
zando as famílias de caminhos, teremos o determinante secular para essa nova matriz, sendo
definido como

𝜁𝐺Γ (𝑘) := det
[︀
𝐼 − 𝑈𝐺

Γ

]︀
= 0, (3.32)

o qual permite obter o espectro desses grafos quânticos utilizando esse método da função de
Green.
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3.2.1 Espectro de Grafos Quânticos

O estudo do espectro em mecânica quântica surge da necessidade de obter as autofun-
ções de sistemas. Isso é possível em grafos quânticos ao obter os valores de energia dos seus
autoestados, assim, teremos o estudo dos espectros de grafos quânticos que permitirá analisar
os estados ligados do sistema.

Para obter o espectro em um grafo quântico, podemos partir da sua função de Green.
Para esse caso, definimos um conjunto de autoestados 𝜓𝜂(𝑥) referentes a um espectro discreto
do grafo quântico, tal que

ℋ𝜓𝜂 = ℰ𝜂𝜓𝜂, (𝜂 = 0, 1, ...) (3.33)

e um espectro contínuo dado por

ℋ𝜓𝜈 =
~2𝜈2

2𝑚
𝜓𝜈 , (𝜈 > 0). (3.34)

Uma vez conhecido o espectro discreto e contínuo de um sistema, podemos obter a função de
Green desse sistema a partir da expansão espectral, a qual é dada por (22)

𝐺(𝑥𝑓 , 𝑥𝑖; ℰ) =
∑︁
𝜂

𝜓𝜂(𝑥𝑓 )𝜓
*
𝜂(𝑥𝑖)

ℰ − ℰ𝜂
+

∫︁ ∞

0

𝜓𝜈(𝑥𝑓 )𝜓
*
𝜈(𝑥𝑖)

ℰ − ~2𝜈2/2𝑚
𝑑𝜈. (3.35)

Analisando a equação acima, notamos que temos na primeira parte dessa equação que as auto-
energias podem ser obtidas a partir dos polos dessa função e, consequentemente, os resíduos da
função trazem a função de onda correspondente a essa energia.

Como exemplo, para o grafo quântico estrela (Γ𝑆𝑛) com 𝑛 vértices, todas as arestas
de mesmo comprimento ℓ e condições de Neumann em seus vértices. Aplicando o método
apresentado na seção anterior, teremos uma função de Green na forma

𝐺Γ𝑆𝑛
(𝑥𝑓 , 𝑥𝑖; 𝑘) =

𝑚

𝑖~2𝑘
2𝑒𝑖𝑘ℓ(1 + 𝑒2𝑖𝑘ℓ)𝑛−2/𝑛

[𝑛− (𝑛− 4)𝑒2𝑖𝑘ℓ](1 + 𝑒2𝑖𝑘ℓ)𝑛−3/𝑛
𝑒𝑖𝑘(|𝑥𝑓 |+|𝑥𝑖|). (3.36)

Assim, os polos dessa classe de grafos quânticos, definidos pelos pontos de divergência, serão
dados pelas raízes do seu denominador, ou seja

1

𝑛
[𝑛− (𝑛− 4)𝑒2𝑖𝑘ℓ](1 + 𝑒2𝑖𝑘ℓ)𝑛−3 = 0. (3.37)

Essa igualdade tem como solução para 𝑘 real, valores múltiplos de 𝜋
2ℓ

, o espectro dos grafos
quânticos estrelas são dados pelo conjunto de valores de 𝑘𝜈

𝑆𝑝𝑒𝑐(Γ𝑆𝑛) := {𝑘𝜈} =
{︁𝜂𝜋

2ℓ

}︁
, (𝜂 = 0, 1, 2, ...). (3.38)

A relação entre os espectros de grafos discretos e de grafos quânticos com arestas de mesmo
comprimento ℓ e condições de contorno do tipo Neumann em seus vértices, é discutido no
apêndice A. Nele obtemos a relação

𝑘𝜂 =
1

ℓ
arccos (1 − 𝜆𝜂), (3.39)
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onde 𝑆𝑝𝑒𝑐Δ𝐺
= {𝜆𝜂} é o espectro de autovalores da matriz laplaciana harmônica ∆𝐺 de um

grafo 𝐺 discreto. Isso mostra que esses espectros estão correlacionados e também que, com
as restrições impostas pelas condições de contorno, eles são relacionados com a topologia do
sistema, pois pode ser obtido a partir de uma matriz do seu respectivo grafo discreto.

A fim de mostrar como o espectro obtido pelo método da função de Green coincide
com o método padrão, temos o espectro de ∆𝑆𝑛 que é

𝑆𝑝𝑒𝑐Δ(𝑆𝑛) = {0, 1(𝑛−2), 2}. (3.40)

Através da relação entre os espectros, teremos autovalores 𝑘𝜂,

𝑘𝜂 =
1

ℓ
arccos (1 − 𝜆𝜂). (3.41)

Portanto teremos seus valores dados por

𝑆𝑝𝑒𝑐Γ(𝑆𝑛) =

{︂
2𝜋𝜂

ℓ
,
𝜋 + 4𝜋𝜂

2ℓ
,
𝜋 + 2𝜋𝜂

ℓ

}︂
, (𝜂 = 0, 1, 2, ...), (3.42)

ou, de forma mais geral,

𝑆𝑝𝑒𝑐Γ(𝑆𝑛) =
{︁𝜂𝜋

2ℓ

}︁
, (𝜂 = 0, 1, 2, ...), (3.43)

resultando no mesmo espectro obtido em relação ao método pelos polos da função de Green.

3.3 TRANSMISSÃO EM GRAFOS QUÂNTICOS

O espalhamento de uma função de onda unidimensional através de uma certa estrutura
pode ser apresentado através dos grafos quânticos. Para obter esse espalhamento, partimos da
função de Green, onde definimos um ponto 𝑥i em uma "lead" de entrada e um ponto 𝑥f na
"lead" de saída. Conforme apresentado anteriormente, para grafos quânticos com no máximo
uma "lead" em cada vértice e com a "lead" de entrada adicionada a um vértice definido como
𝑣𝑖 e a "lead" final ou de saída definida como 𝑣𝑓 , temos a amplitude de espalhamento definida na
função de Green como

𝜎
(f,i)
Γ (𝑘) = 𝛿fi𝑟i + 𝑡i

|𝑉 |∑︁
𝑗=1

𝐴i𝑗𝑃i𝑗. (3.44)

No qual para i = f, temos a amplitude de reflexão 𝑅Γ(𝑘) e para i ̸= f, define a amplitude de
transmissão 𝑇Γ(𝑘). Essas amplitudes, como temos apenas uma entrada e uma saída do grafo,
devem respeitar a condição

|𝑅Γ(𝑘)|2 + |𝑇Γ(𝑘)|2 = 1. (3.45)

Com essas amplitudes de transmissão e reflexão do grafo definidas, podemos estudar
o comportamento do espalhamento de acordo com as condições impostas. Considerando con-
dições do tipo 𝛿, sendo um grafo com comprimento de arestas ℓ constante, podemos obter a
amplitude de transmissão em função do número de onda vezes esse comprimento das arestas e
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Figura 11 – Grafo 𝑃2 com duas "leads" adicionadas

Fonte: O autor.

Figura 12 – Probabilidade de transmissão no grafo quântico caminho com 2 vértices (𝑃2) em função do
número de onda vezes o comprimento da aresta (𝑘ℓ) e da intensidade 𝛼 da 𝛿 nos vértices.

(a) Alguns valores fixos de 𝛼.

(b) Extensão para valores de 𝛼 entre 0 e 10.

Fonte: O autor.

da intensidade da 𝛿, definida pela variável 𝛼, a qual será a mesma em todos os vértices. Consi-
derando o caso mais simples de um grafo, o grafo caminho com 2 vértices (𝑃2), definido com
uma "lead" em cada um desses vértices, conforme apresentado na Figura 11. A amplitude de
transmissão desse grafo quântico como apresentado no apêndice B, é dada por

𝑇Γ𝑃2
(𝑘, 𝛼) =

4𝑘2𝑒𝑖𝑘ℓ

4𝑘2 + 4𝑖𝛼𝑘 − 𝛼2(1 − 𝑒2𝑖𝑘𝑙)
. (3.46)

Tomando o módulo quadrado dessa função, obtemos a probabilidade de transmissão nesses
grafos 𝑃2 em função de 𝑘 e 𝛼, conforme apresentado na Figura 12. Algumas observações que
podem ser feitas quando é considerada uma certa intensidade 𝛼 nessas condições 𝛿 é o fato de
não ser uma função periódica para 𝛼 ̸= 0. Porém, tomando seus limites, na razão 𝛼/𝑘 tendendo
a zero, teremos os coeficientes de transmissão com comportamento cada vez mais similar às
condições do tipo Neumann, o que pode ser visto em extensões de valores de 𝑘 crescentes.
Um exemplo para esse grafo, cujos limites para valores de 𝑘 e 𝛼 são apresentados no mesmo
apêndice B.

Outra variação possível é analisar como comprimentos diferentes influenciam nesse
padrão de transmissão no grafo. Para esse caso, utilizamos o caso de dois vértices, ligados por
duas arestas, conforme apresentado na Figura 13(a), sendo uma com comprimento ℓ e outra com
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comprimento 𝛽ℓ. Como o método utilizado requer que o grafo seja simples, não possuindo mais
de uma aresta entre os vértices, podemos considerar um vértice adicional no meio de uma dessas
arestas, o qual deve possuir uma condição de contorno do tipo Neumann. Assim esse novo grafo
será do tipo 𝐶3, conforme ilustrado na Figura 13(b), onde os comprimentos de suas arestas são
𝛽ℓ/2 nas arestas conectadas por esse novo vértice e ℓ na aresta que conecta os vértices de entrada
e de saída. Isso só é possível nesses grafos quânticos devido a esse novo vértice possuir grau
2 e a condição do tipo Neumann, fazendo com que a amplitude de transmissão através desse
vértice seja 1 e a de reflexão seja 0, sendo um vértice que apenas transmite e não reflete, não
interferindo na solução final. Nesse caso, a amplitude de transmissão é dada por (ver apêndice
B)

𝑇 (𝑘, 𝛽) =
4(𝑒𝑖𝑘𝑙 + 𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙 − 𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙 − 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙)

9 − 𝑒2𝑖𝑘𝑙 − 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙 − 8𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 + 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙
. (3.47)

Fazendo o gráfico do módulo quadrado dessa amplitude de transmissão, obtemos a
Figura 14. Da qual, ao considerar valores de 𝛽 não inteiros como na Figura 15, observamos
certas linhas finas de transmissão nula, as quais apresentam regiões onde há ressonâncias nesses
grafos quânticos.

Figura 13 – (a) Grafo onde duas arestas são conectadas entre si por duas arestas com comprimentos ℓ e
𝛽ℓ e cada uma por uma aresta semi-infinita e (b) sua representação possível em um grafo quântico, onde
em uma dessas arestas é colocado um vértice transparente (com transmissão 1 e reflexão 0).

(a)

(b)

Fonte: O autor.
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Figura 14 – Probabilidade de transmissão no grafo quântico definido na Figura 13.

Fonte: O autor.

Figura 15 – Probabilidade de transmissão no grafo quântico definido na Figura 13, com valores
específicos de 𝛽.

Fonte: O autor.

3.3.1 Transmissão em Tipos de Grafos

Uma abordagem para comparar o comportamento da trasmissão em grafos quânticos
é através dos tipos de grafos. Nesse caso definimos vértices de entrada e saídas padrões e o
número de vértices são aumentados, assim como o número de arestas, respeitando a topologia
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desses tipos de grafos definidos como na seção 2.3. Ao longo dessa seção, serão abordadas as
transmissões para os grafos estrelas (𝑆𝑛), grafos caminhos (𝑃𝑛), ciclos (𝐶𝑛) e completos (𝐾𝑛),
para cada qual foram escolhidos vértices de entrada sempre em um ponto definido e vértice de
saída variando de acordo com o caso a ser analisado. Em todas as análises da probabilidade de
transmissão serão definidas condições de contorno do tipo Neumann em todos os seus vértices,
pois é a condição que permite analisar a topologia dos grafos. Também é relevante estudar esse
caso, pois se considerássemos condições de contorno do tipo 𝛿, com valores de 𝛼 > 0, porém
diferentes de uma condição do tipo Dirichlet, o comportamento da probabilidade de transmissão
no grafo tende ao caso do tipo Neumann conforme o valor de 𝑘 aumenta.

Começamos pelos grafos estrelas, onde definimos o ponto de entrada no vértice central,
enquanto o vértice de saída será em um dos vértices conectados ao vértice central. Dessa forma,
obtemos que o grau do vértice central desse grafo quântico é igual a 𝑛 de vértices que ele possui,
o que permite analisar o comportamento da transmissão quando temos um dado grau 𝑛 e todos
os outros vértices possuem grau 1, com exceção do vértice de saída que tem grau 2. Portanto,
temos a probabilidade de transmissão em função do número de onda vezes o comprimento da
aresta conforme apresentado no gráfico na Figura 16, onde o seu período é de 𝜋/𝑘ℓ.

Figura 16 – Probabilidade de transmissão dos grafos 𝑆𝑛

Fonte: O autor.

Um segundo tipo comum de grafos, são os grafos caminhos (𝑃𝑛). Nesse caso, se consi-
derarmos entrando em uma aresta da ponta e saindo na outra ponta, teremos uma probabilidade
de transmissão sempre igual a 1, conforme apresentado na equação (3.46) ao adotarmos o valor
𝛼 = 0 já que estamos em uma condição do tipo Neumann, isso pode ser compreendido com essa
condição contorno adotada, pois como todos os vértices do grafo terão grau 2, logo a amplitude
de transmissão em cada vértice será 1, enquanto a amplitude de reflexão é 0. Uma abordagem
diferente e ainda interessante seria entrando e saindo em um mesmo vértice da ponta, assim
possuindo grau igual a 3 nesse vértice, grau 2 nos demais vértices e 1 no outro vértice da ponta,
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Figura 17 – Grafos do tipo 𝑃𝑛, com "leads" de entrada e saída adicionadas em um dos vértices da ponta.

(a) Grafo representando o caso com 𝑛 vértices.
(b) Grafo 𝑃2 com uma aresta de comprimento
𝛽ℓ.

Fonte: O autor.

conforme ilustrado na Figura 17(a). A probabilidade de transmissão em grafos quânticos nessa
forma são apresentados na Figura 18(a). Nesse caso, a adição de mais vértices, é equivalente
a analisarmos um grafo 𝑃2, porém com um comprimento de aresta ℓ′ = 𝑛ℓ. De forma geral,
podemos estender esse comprimento para valores reais 𝛽 de comprimento, conforme o caso
apresentado na Figura 17(b), assim obtendo um valor de amplitude de transmissão

𝑇
(1,1)
𝑃2

(𝑘, 𝛽) =
2(1 + 𝑒2𝑖𝑘𝛽ℓ)

3 + 𝑒2𝑖𝑘𝛽ℓ
, (3.48)

cuja probabilidade de transmissão é apresentada na Figura 18(b) em função de 𝑘ℓ e de 𝛽.

Figura 18 – Probabilidade de transmissão no grafo quântico 𝑃2 entrando e saindo em um mesmo vértice
da ponta, em função do número de onda vezes o comprimento 𝛽ℓ da aresta.

(a) Gráfico para valores inteiros (𝛽 = 𝑛− 1). (b) Com valores de 𝛽 entre 0.01 e 10.

Fonte: O autor.

Em grafos quânticos do tipo ciclo, podemos considerar o caso de entrar em um vértice
e sair logo em um vértice adjacente. Esse caso é equivalente ao apresentado no caso de dois
vértices conectados por duas arestas. Assim, para um grafo do tipo 𝐶𝑛, teremos uma solução
igual a da equação (3.47), porém, com valores de 𝛽 inteiros e igual a 𝑛−1. Dessa forma teremos
transmissões como as apresentadas na Figura 19.
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Figura 19 – Probabilidade de transmissão nos grafos quânticos 𝐶𝑛.

(a) Valores de 𝑛 ímpares. (b) Valores de 𝑛 pares.

Fonte: O autor.

Um último caso recorrente de grafos são os grafos completos. Como eles possuem o
maior número possível de arestas para um dado número 𝑛 de vértices, o grau de cada vértice
cresce rapidamente, alterando drasticamente os coeficientes de transmissão e reflexão neles.
Ao escolher um vértice de entrada, nesse tipo de grafo quântico, qualquer escolha de vértice
de saída adjacente a essa de entrada será equivalente, devido às suas conectividades também
serem equivalentes. Logo, escolhendo vértices de entrada e saídas arbitrários nesses grafos, tal
que 𝑣𝑓 ̸= 𝑣𝑖, teremos as probabilidades de transmissão nesses grafos conforme apresentada na
Figura 20.

3.3.2 Transmissão em Grafos Quânticos com 𝑙 "leads"

É possível estender a um caso de 𝑙 "leads" adicionadas ao grafo. Para isso, conside-
ramos uma "lead" de entrada e as outras 𝑙 − 1 "leads" como saídas. Dessa forma, teremos a

Figura 20 – Probabilidade de transmissão dos grafos 𝐾𝑛.

Fonte: O autor.



39

conservação de probabilidade na forma∑︁
𝑓∼𝑙

⃒⃒⃒
𝜎
(f,i)
Γ (𝑘)

⃒⃒⃒2
= 1. (3.49)

onde 𝑓 ∼ 𝑙 apresenta que o vértice 𝑣𝑓 é adjacente de uma "lead" 𝑙 no sentido do vértice ser a
origem dessa aresta semi-infinita. Para esse caso, a função de Green toma a forma

𝒢Γ𝑙 (𝑥𝑓 , 𝑥𝑖; 𝑘) =
𝑚

𝑖~2𝑘

[︁
𝛿𝑓𝑖𝑒

𝑖𝑘(|𝑥𝑓−𝑥𝑖|) + 𝜎
(𝑓,𝑖)

Γ𝑙 (𝑘) 𝑒𝑖𝑘(|𝑥𝑓 |+|𝑥𝑖|)
]︁
, (3.50)

e essas amplitudes de espalhamento são obtidas por

𝜎
(f,i)
Γ (𝑘) = 𝛿fi𝑟i + 𝑡i

|𝑉 |∑︁
𝑗=1

𝐴i𝑗𝑃
(𝑓)
i𝑗 , (3.51)

onde 𝑃 (𝑓)
i𝑗 é solução da família de caminhos que vão do vértice i para o vértice 𝑗, considerando

um vértice 𝑣f conectado a uma "lead" de saída.
Como exemplo, temos para o grafo ciclo com quatro vértices (𝐶4), onde, conforme

a Figura 21, consideramos a "lead" de entrada adicionada ao vértice 1 e as demais "lead" aos
vértices de saída. Com essa construção, chegamos ao gráfico de transmissão e reflexão em
função de 𝑘 e ℓ apresentado na Figura 22. Nesse gráfico, vemos que há duas probabilidades
de transmissão equivalentes, por saírem no primeiro vizinho. Outra característica que pode ser
verificada é que a soma dessas transmissões mais a reflexão nesse grafo quântico com várias
saídas resulta no valor 1, conforme esperado pelo que apresentamos na equação (3.49).

Figura 21 – Grafo 𝐶4 com "leads"adicionadas em seus vértices.

Fonte: O autor.
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Figura 22 – Probabilidades de Transmissões e Reflexão em um grafo 𝐶4 com entrada em no
vértice 1 e saídas possíveis nos demais.

Fonte: O autor.

3.4 ENTROPIA MÉDIA DE ESPALHAMENTO EM GRAFOS QUÂNTICOS

Uma ferramenta importante em estudos sobre informação é a entropia de informação,
a qual permite medir a incerteza em uma distribuição de eventos possíveis (28). Caso exista
uma total certeza de que um evento ocorrerá, então a entropia desse caso deve ser nula, sendo
máxima apenas quando todos os possíveis eventos dessa distribuição possuam probabilidade
iguais de ocorrer, ou seja, incerteza máxima. Deste modo, pensando em um caso em que temos
𝑛 variáveis de probabilidade, cuja soma delas seja igual a 1, temos a entropia de Shannon (9)
definida como

𝐻𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 log2

1

𝑝𝑖
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 log2 𝑝𝑖. (3.52)

Dessa forma, podemos estudar a entropia informacional de um sistema. Como exemplo, temos
o caso de um sistema de dois estados, sendo um com probabilidade 𝑝 e outro com probabilidade
(1 − 𝑝),

𝐻 (𝑝) = −𝑝 log2 (𝑝) − (1 − 𝑝) log2 (1 − 𝑝) , (3.53)

cujo gráfico dessa entropia em função de 𝑝 é apresentada na Figura 23. Um exemplo prático
desse primeiro caso é uma moeda com dois estados possíveis (cara e coroa), onde para uma
moeda sem vícios temos a mesma probabilidade 𝑝 = 0.5 para ambos os casos e assim a entropia
é máxima. Porém para qualquer valor diferente dessa probabilidade a entropia diminui, sendo
os limites para 𝑝 = 0 e 𝑝 = 1, onde a entropia é 0.

Nesse trabalho, propomos uma entropia de espalhamento que utiliza das probabilida-
des de espalhamento em grafos quânticos (29), associando-as à probabilidades

𝑝𝑗(𝑘) =
⃒⃒⃒
𝜎
(𝑗,𝑖)

Γ𝑙 (𝑘)
⃒⃒⃒2
. (3.54)
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Figura 23 – Entropia de Shannon para duas variáveis

Fonte: O autor.

Isso é possível pois os coeficientes de espalhamento são tais que respeitam uma relação de que
suas somas são sempre iguais a 1,

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑝(𝑗)𝜎
Γ𝑙

(𝑘) = 1, (3.55)

ou seja, elas representam uma distribuição de probabilidades. Utilizando uma analogia com a
entropia de Shannon, definimos a entropia similar, em função dessas probabilidades de espa-
lhamento

𝐻𝜎
Γ𝑙

(𝑘) = −
𝑙∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗 (𝑘) log2 𝑝𝑗 (𝑘) . (3.56)

Como observamos nos resultados de espalhamento dos tipos de grafos, onde utilizamos
condições do tipo Neumann em todos os vértices do grafo, as probabilidades de transmissão e
reflexão são periódicas. Considerando um pacote de onda quadrado com valores de 𝑘 em um
intervalo de 0 a 𝐾, onde 𝐾 é o período da probabilidade de transmissão, definimos a entropia
média de espalhamento como

�̄� (𝜎Γ𝑙) =
1

𝐾

∫︁ 𝐾

0

𝐻𝜎
Γ𝑙

(𝑘) 𝑑𝑘. (3.57)

Quando as arestas do grafo são comensuráveis, ou seja, se a razão entre os comprimentos for
um número racional, o período 𝐾 é múltiplo de 𝜋. Com essa entropia média de espalhamento,
verificamos seu comportamento para diferentes tipos de grafos, em casos que há duas "leads",
sendo uma conectada ao vértice de entrada e outra ao vértice de saída. Para isso, utilizamos con-
figurações conforme as definidas na seção 3.3.1, onde para os grafos estrela (𝑆𝑛), é adicionada
uma "lead" ao vértice central e outra a um dos vértices adjacentes a esse, no caso dos grafos
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Figura 24 – Entropia média de espalhamento nos grafos quânticos 𝑆𝑛, 𝐶𝑛 e 𝐾𝑛.

Fonte: O autor.

ciclos (𝐶𝑛) uma "lead" é conectada a um de seus vértices, enquanto outra lead é conectada a
um de seus vértices vizinhos, já para os grafos completos, devido à sua topologia, podemos
escolher dois vértices diferentes para adicionar as "leads" de entrada e de saída, pois todos os
vértices são sempre conectado aos demais. Assim, obtemos os valores apresentados na Figura
24.

Para compreender esses comportamentos da entropia média de espalhamento, verifica-
mos como ela se comporta de acordo com o grau do vértice em um grafo. Se considerarmos o
caso de apenas um vértice de saída, podemos ver esse comportamento de acordo com o aumento
de vértices nos grafos 𝑆𝑛, pois neles teremos como entrada o vértice central e a saída em um
dos vértices adjacentes. Desse modo o grau do vértice central será igual ao número de vértices
do grafo, permitindo analisar diretamente que, nesses casos com apenas uma saída, variando
o grau 𝑛 em um vértice, teremos um comportamento semelhante ao caso para a entropia dos
grafos 𝑆𝑛 no gráfico apresentado na Figura 24, pois a condição de contorno definida nesses
vértices depende do grau desses, assim implicando em uma amplitude de reflexão com módulo
cada vez maior que a amplitude de transmissão para vértices com grau maior que 4. Isso explica
o comportamento para os grafos 𝐾𝑛, pois todos os seus vértices terão um aumento no grau de
acordo com o aumento de vértices, implicando no aumento da reflexão e assim na queda mais
acentuada dos valores da entropia em função desse número de vértices.

Podemos analisar o comportamento da entropia média de espalhamento de acordo com
o grau do vértice considerando apenas um vértice, no qual teremos uma "lead" de entrada e ou-
tras 𝑑 − 1 de saídas adicionadas, resultando em um vértice de grau 𝑑. Em um primeiro caso,
com apenas uma aresta semi-infinita adicionada a esse vértice, teremos esse vértice com grau 1

e apenas teremos a probabilidade de reflexão, a qual possui valor 1, pois se trata de um "dead
end", assim possuindo uma entropia média de espalhamento de valor 0. Considerando apenas
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uma entrada e uma saída, teremos esse vértice com grau 2, o qual, como utilizamos condições do
tipo Neumann nos vértices, terá probabilidade de transmissão 1 e de reflexão 0, assim também
possuindo um valor 0 de entropia média de espalhamento. Nos demais casos, conforme apre-
sentado na equação (3.17), essa condição utilizada implicará em uma probabilidade de reflexão
constante em relação à 𝑘 e de valor (2 − 𝑑)2/𝑑2 e outras (𝑑− 1) probabilidades também cons-
tantes de transmissão com o mesmo valor (2/𝑑)2. Portanto, a forma dessa entropia de acordo
com o grau do vértice será

�̄�(𝜎𝑆𝑑
1
) = −(2 − 𝑑)2

𝑑2
log2

(2 − 𝑑)2

𝑑2
− (𝑑− 1)

4

𝑑2
log2

4

𝑑2
, (3.58)

onde 𝑆𝑑1 é como chamamos esse grafo de apenas um vértice e 𝑑 "leads". Pela qual podemos
verificar na Figura 25 o seu comportamento de acordo com o grau desse vértice. Nesse caso
verificamos um maior valor de entropia para 𝑑 = 6, porém, se compararmos com o valor para
o caso de 𝑙 eventos com a mesma probabilidade, que pela equação (3.56) seriam 𝑝𝑗(𝑘) = 1/𝑙,
temos que a entropia que mais se aproxima desse valor é para 𝑑 = 4. Isso significa que vértices
com grau 4 tendem a trazer uma entropia média de espalhamento mais próxima da situação de
equiprobabilidades, o que é esperado ao utilizarmos essas condições de contorno, pois assim
teremos as amplitudes de transmissão e de reflexão iguais a 1/2, implicando em uma mesma
probabilidade de 1/4 de espalhamento para cada uma das "leads" adicionadas.

Figura 25 – Entropia média de espalhamento um grafo quântico formado por um vértice com
uma entrada e 𝑑− 1 saídas em função do grau desse vértice.

Fonte: O autor.

Para um vértice com grau igual a 3 (e para 2, como discutido anteriormente), teremos
coeficientes de transmissões maiores que de reflexão, implicando em um viés maior para cada
uma das transmissões possíveis. O contrário ocorre quando o grau dos vértices são maiores que
4, onde a reflexão aumenta com o grau do vértice. Com isso, verificamos valores das entropias
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média de espalhamento mais próximos aos casos de equiprobabilidades, sendo a junção de
quatro arestas em um vértice com condição de Neumann, o caso com o valor mais próximo.

Portanto, conforme os dados apresentados referente a essa entropia, verifica-se que ela
permite utilizar o espalhamento em grafos quânticos, na qual temos certas probabilidades de
transmissão e reflexão de acordo com as condições do modelo, como um recurso de variável
aleatória ao utilizarmos um certo pacote de onda. Com isso, temos uma conexão com uma teoria
de informação, definindo uma entropia de informação em grafos quânticos baseados na entropia
de Shannon. Porém, como as probabilidades de espalhamentos em grafos quânticos são obtidas
por informações sobre a topologia desses grafos e suas condições de contorno, essa medição se
correlaciona a essas informações. Temos o interesse de entender melhor essas correlações.

Dessa forma, foi apresentada um modelo de dinâmica quântica em grafos. Dentre as
possíveis utilizações desse modelo, há o caso de modelos em informação quântica. Isso é apre-
sentado no modelo proposto por Childs (30), que utiliza de espalhamento em grafos para definir
elementos como portas lógicas quânticas e algoritmos. Visando essa transição para aplicações
em informação quântica, um modelo, agora estático de mecânica quântica, modelada em grafos
será o foco do nosso estudo a partir da próxima seção.
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4 ESTADOS GRAFO

Os estados grafo demonstram uma forma de obter um estado quântico de 𝑛 qubits
emaranhados, importante como um estado inicial para o desenvolvimento de algoritmos, para
que ao arranjar portas lógicas quânticas entre esses qubits, possa trazer um estado final desejado.
Dessa forma, será discutido ao longo dessa seção conceitos envolvendo a área de informação
quântica e a construção desses estados com base no formalismo de grafos.

4.1 INFORMAÇÃO QUÂNTICA

Nessa seção desenvolveremos os principais conceitos que dão base à descrição dos
sistemas quânticos utilizados na teoria de informação quântica, apresentando brevemente con-
ceitos iniciais como a notação utilizada para aqueles que não sejam familiarizados com ela.
Após isso, serão definidos os elementos básicos como os qubits, matriz densidade, medições de
emaranhamento e finalmente elementos para a construção de circuitos lógicos quânticos.

4.1.1 Notação

Em estudos em mecânica quântica, temos a notação de Dirac que permite uma abor-
dagem mais adequada de problemas. Nela podemos apresentar casos como o de uma partícula
definida por uma certa função de onda quadrado integrável 𝜓 pertencente a um espaço de Hil-
bert de estados da partícula, associando a um estado apresentado na forma |𝜓⟩, um vetor de
estado pertencente a esse espaço de Hilbert. Com essa notação a partir dos "kets"(|⟩), permite
representar o estado de um sistema a partir de bases |𝜓𝑛⟩ do espaço de Hilbert, na forma

|𝜓⟩ =
∑︁
𝑛

𝛼𝑛 |𝜓𝑛⟩ . (4.1)

No qual temos suas amplitudes de probabilidades 𝛼𝑛 das respectivas bases |𝜓𝑛⟩. E, tomando o
hermitiano conjugado desse vetor de estado, teremos o chamado "bra"(⟨|), os quais podem ser
escritos de maneira similar, porém com o complexo conjugado dessas amplitudes de transmis-
são,

⟨𝜓| =
∑︁
𝑛

𝛼*
𝑛 ⟨𝜓𝑛| . (4.2)

Dentre os conceitos importantes, temos a ortonormalidade entre dois estados, no qual,
caso dado dois estados |𝜓1⟩ e |𝜓2⟩, sejam ortogonais, o seu produto interno deve ser igual a
zero, o que é escrito na forma ⟨𝜓𝑛|𝜓𝑛′⟩ = 0, e esse produto interno de um mesmo estado deve
ser igual a 1 para que ele seja normalizado, o que é escrito na forma ⟨𝜓|𝜓⟩ = 1. Esses conceitos
implicam que um estado normalizado |𝜓⟩, com bases |𝜓𝑛⟩ ortonormais entre si, terá coeficientes
tais que obedecem à condição de normalização∑︁

𝑛

|𝛼𝑛|2 = 1. (4.3)
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No caso de um sistema de 𝑛 partículas temos uma composição dos espaços de Hilbert
de cada um desses subsistemas a partir de um produto tensorial, denotado por "⊗"desses espa-
ços. Isso é apresentado nos vetores de estado de um sistema geral |Ψ⟩ composto pelos estados
de cada uma das 𝑛 partículas na forma

|Ψ⟩ = |𝜓⟩1 ⊗ |𝜓⟩2 ⊗ ...⊗ |𝜓⟩𝑛 =
𝑛⨂︁
𝑗=1

|𝜓⟩𝑗 . (4.4)

Como forma de simplificar a notação, podemos ainda escrever esse estado na forma

|Ψ⟩ = |𝜓1, 𝜓2, ..., 𝜓𝑛⟩ , (4.5)

mas sempre levando em conta o espaço a que pertencem.

4.1.2 Qubits

Os bits representam a unidade básica de informação clássica, assumindo apenas dois
valores possíveis (0 ou 1), e assim, qualquer sistema físico com dois estados distintos pode defi-
nir um bit. Em analogia a esses, foi dado o nome de bits quânticos, ou qubits (31), para sistemas
quânticos que possuem 2 estados ortogonais. Sendo assim, um qubit é definido como um estado
de um sistema, onde dois vetores de estados ortogonais encontram-se em superposição.

|𝜓⟩ = 𝛼0 |0⟩ + 𝛼1 |1⟩ . (4.6)

Assim como sistemas físicos clássicos de dois estados distintos definem bits, sistemas quânticos
de dois estados podem representar um qubit (28). Alguns exemplos de sistemas quânticos que
podem ser usados como qubits, são partículas com spin 1

2
e estados ortogonais de polarização

de um fóton. No estudo dos qubits, é importante a introdução das matrizes de Pauli, dadas na
forma

𝐼
.
=

(︃
1 0

0 1

)︃
, (4.7)

𝜎𝑥
.
=

(︃
0 1

1 0

)︃
, (4.8)

𝜎𝑦
.
=

(︃
0 −𝑖
𝑖 0

)︃
, (4.9)

𝜎𝑧
.
=

(︃
1 0

0 −1

)︃
. (4.10)

Como um dos exemplos da importância dessas matrizes na informação quântica, temos a base
computacional quântica dada pelos vetores de estado |0⟩ e |1⟩, os quais são definidos como os
autovetores de 𝜎𝑧 para os respectivos autovalores -1 e 1. Assim, a forma matricial dessa base
computacional é dada por

|0⟩ .=

(︃
1

0

)︃
, (4.11)
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|1⟩ .=

(︃
0

1

)︃
. (4.12)

Essas matrizes apresentadas nas equações (4.7) a (4.10) definem os chamados de operadores de
Pauli, e podem ser reescritos nessa base computacional da seguinte forma

�̂�0 = 𝐼 = |0⟩⟨0| + |1⟩⟨1| , (4.13)

�̂�𝑥 = |0⟩⟨1| + |1⟩⟨0| , (4.14)

�̂�𝑦 = 𝑖(|1⟩⟨0| − |0⟩⟨1|), (4.15)

�̂�𝑧 = |0⟩⟨0| − |1⟩⟨1| . (4.16)

Finalmente, a relação de comutação entre esses operadores é obtida na forma

[�̂�𝑗, �̂�𝑘] = 2𝑖𝜀𝑗𝑘𝑙�̂�𝑙, (4.17)

onde 𝜀𝑗𝑘𝑙 é o símbolo de Levi-Civita (32).
Todos os operadores associados as matrizes de Pauli possuem dois autovalores, sendo

+1 e −1. Dentre os seus autovetores, destacam-se os do operador �̂�𝑧, os quais definem os
vetores utilizados na base computacional quântica |0⟩ e |1⟩, e os autovetores do operador �̂�𝑥,
denotados por |+⟩ e |−⟩ possuem a forma

|±⟩ =
1√
2

(|0⟩ ± |1⟩), (4.18)

os quais podem ser utilizados também nas notações de informação quântica por apresentarem
um estado de superposição.

De forma geral, podemos apresentar um único qubit a partir de uma esfera de raio
unitário, chamada de esfera de Bloch (33). Nela temos que cada ponto na superfície da esfera
representa um estado |𝜓⟩ único. Esse modelo permite representar graficamente a ação de ope-
radores sobre qubits únicos na forma de rotações em seus ângulos 𝜃 e 𝜑, definidos na Figura 26.
Portanto um estado |𝜓⟩ de um qubit na esfera de Bloch pode ser escrito a partir dos kets |0⟩ e
|1⟩ e os ângulos 𝜃 e 𝜑 nessa esfera, permitindo escrever

|𝜓⟩ = cos

(︂
𝜃

2

)︂
|0⟩ + 𝑒𝑖𝜑sen

(︂
𝜃

2

)︂
|1⟩ . (4.19)

Uma extensão de um sistema de qubits é obtida ao trabalhar com um número 𝑛 natural de
qubits. Como já mencionado acima, o espaço de Hilbert do sistema composto é obtido pelo
produto direto entre esses estados. Portanto, como cada qubit é pela composição de dois estados,
em um caso de 𝑛 qubits, o vetor de estado do sistema deve ter dimensão 2𝑛. Por exemplo, no
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Figura 26 – Esfera de Bloch

Fonte: O autor.

caso de dois qubits, teremos quatro vetores de estados possíveis, sendo |00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩.
Um estado geral de superposição desses estados é dado por

|𝜓⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩ + 𝛼10 |10⟩ + 𝛼11 |11⟩ , (4.20)

onde, devido à condição de normalização, os coeficientes devem ser tais que

1∑︁
𝑖,𝑗=0

|𝛼𝑖,𝑗|2 = 1. (4.21)

4.1.3 Matriz Densidade

A matriz densidade permite obter informações estatísticas em um ensemble definido
(34). Esses ensambles apresentados por meio dessa matriz podem ser tanto puros, como mistos.

No caso dos estados puros podem ser definido a partir de um vetor de estado |𝜓⟩. A
matriz densidade 𝜌 para esse caso é dado pelo produto entre esse vetor e seu adjunto, assim,

𝜌 = |𝜓⟩⟨𝜓| . (4.22)

Uma extensão é dada para caso de um sistema quântico definido pela composição de matrizes
densidade de estados |𝜓𝑛⟩. Para esse caso, a matriz densidade será apresentada na forma

𝜌 =
∑︁
𝑛

𝑝𝑛 |𝜓𝑛⟩⟨𝜓𝑛| , (4.23)
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onde 𝑝𝑛 apresenta a probabilidade desse estado, ou seja 0 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 1 e teremos
∑︀

𝑛 𝑝𝑛 = 1 já
que é a soma das probabilidades dos estados que compõem o sistema. Sistemas que só podem
ser apresentados por uma matriz densidade dada por composições desse tipo são chamados
estados mistos, não sendo possível obter um vetor de estado que traga uma matriz densidade
como apenas |𝜓⟩⟨𝜓|.

Uma primeira propriedade dessas matrizes é o seu traço unitário, obtida a partir das
definições dos seus coeficientes 𝑝𝑛, assim pode ser demonstrado na forma

Tr(𝜌) =
∑︁
𝑛

𝑝𝑛
∑︁
𝑗

⟨𝑗|𝜓𝑛⟩ ⟨𝜓𝑛|𝑗⟩ =
∑︁
𝑛

𝑝𝑛
∑︁
𝑗

⟨𝜓𝑛|𝑗⟩ ⟨𝑗|𝜓𝑛⟩ =
∑︁
𝑛

𝑝𝑛 ⟨𝜓𝑛|𝜓𝑛⟩ = 1, (4.24)

pois
∑︀

𝑗 |𝑗⟩⟨𝑗| = 1. Uma segunda característica é ser uma matriz Hermitiana, ou seja,

𝜌 = 𝜌†, (4.25)

pela forma geral apresentada, teremos

𝜌† =
∑︁
𝑛

𝑝*𝑛(|𝜓𝑛⟩⟨𝜓𝑛|)𝑇 =
∑︁
𝑛

𝑝𝑛 |𝜓𝑛⟩⟨𝜓𝑛| = 𝜌. (4.26)

A ferramenta fornecida pelas matrizes densidade pode ser entendida a partir da apli-
cação da medição de um observável sobre um sistema quântico. Aplicando um operador 𝐴 que
define essa medição e |𝜓⟩ sendo o vetor de estado, obtemos

⟨𝐴⟩ =
∑︁
𝑛

𝑝𝑛 ⟨𝜓𝑛|𝐴 |𝜓𝑛⟩ . (4.27)

Multiplicando por
∑︀

𝛼 |𝛼⟩⟨𝛼| = 1, chegamos a

⟨𝐴⟩ =
∑︁
𝑛

𝑝𝑛
∑︁
𝛼

⟨𝜓𝑛|𝐴 |𝛼⟩ ⟨𝛼|𝜓𝑛⟩ =
∑︁
𝛼

∑︁
𝑛

𝑝𝑛 ⟨𝛼|𝜓𝑛⟩ ⟨𝜓𝑛|𝐴 |𝛼⟩ . (4.28)

Como o traço de um operador �̂� pode ser escrito na forma Tr
(︁
�̂�
)︁

=
∑︀

𝑗 ⟨𝑗| �̂� |𝑗⟩, teremos
que

⟨𝐴⟩ = Tr

(︃∑︁
𝑛

𝑝𝑛 |𝜓𝑛⟩⟨𝜓𝑛|𝐴

)︃
. (4.29)

Considerando a forma de 𝜌 apresentada na equação (4.23), temos

⟨𝐴⟩ = Tr
(︁
𝜌𝐴
)︁

= Tr
(︁
𝐴𝜌
)︁
. (4.30)

Fornecendo uma forma direta do valor esperado ao atuar um operador que representa um dado
observável sobre um sistema físico.

Com a definição do operador densidade de um sistema quântico e a relação dela com o
valor esperado de uma observável, podemos utilizá-la para prever comportamentos no sistema.
Essas medições permitem analisar correlações quântica no sistema, como o emaranhamento
quântico. Para realizar a medição dessas correlações, partimos das matrizes densidade, como
apresentaremos na seção a seguir.
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4.1.4 Estados Emaranhados e medições de Emaranhamento

Em um sistema quântico |𝜓⟩ composto por dois subsistemas, estando um deles com
um observador Alice (𝐴), definido pelos |𝜆⟩𝐴 ∈ 𝐻𝐴 e o outro com Bob (𝐵), onde teremos
|𝜑⟩𝐵 ∈ 𝐻𝐵. Esse sistema é definido através de uma composição dos subsistemas na forma

|𝜓⟩ =
∑︁
𝑛

𝛼𝑛 |𝜆𝑛⟩𝐴 ⊗ |𝜑𝑛⟩𝐵 . (4.31)

Uma correlação quântica chamada de emaranhamento pode ser analisada por um primeiro cri-
tério, o de separabilidade. Nesse critério, temos que caso esse estado |𝜓⟩ possa ser escrito na
forma

|𝜓⟩ = |𝜆⟩𝐴 ⊗ |𝜑⟩𝐵 , (4.32)

é um estado separável, pois consiste apenas na composição desse sistema de estados não ne-
cessariamente correlacionados. Porém, caso não seja possível escrever esse estado nessa última
forma apresentada, ele é um estado emaranhado.

Como exemplo desses casos, temos para um estado descrito a partir da base de qubits
na forma

|𝜓⟩ =
1

2
|00⟩ +

1

2
|01⟩ +

1

2
|10⟩ +

1

2
|11⟩ . (4.33)

Isolando o qubit do primeiro subsistema, teremos

|𝜓⟩ =
1

2
|0⟩ ⊗ (|0⟩ + |1⟩) +

1

2
|1⟩ ⊗ (|0⟩ + |1⟩), (4.34)

o que ainda pode ser simplificado para a forma

|𝜓⟩ =
1

2
(|0⟩ + |1⟩) ⊗ (|0⟩ + |1⟩). (4.35)

Usando a forma do estado de superposição |+⟩ = 1√
2
(|0⟩ + |1⟩), teremos

|𝜓⟩ = |+⟩ ⊗ |+⟩ = |++⟩ , (4.36)

sendo assim um estado separável no produto de dois kets definidos e assim não é emaranhado.
Porém em um caso de um estado com uma mudança de fase no último ket, sendo apresentado
na forma

|𝜓⟩ =
1

2
|00⟩ +

1

2
|01⟩ +

1

2
|10⟩ − 1

2
|11⟩ . (4.37)

Nesse caso, a maior redução possível será para um estado na forma

|𝜓⟩ =
1

2
|0⟩ ⊗ (|0⟩ + |1⟩) +

1

2
|1⟩ ⊗ (|0⟩ − |1⟩), (4.38)

e, portanto com os estados se superposição |+⟩ e |−⟩,

|𝜓⟩ =
1√
2
|0⟩ ⊗ |+⟩ +

1√
2
|1⟩ ⊗ |−⟩ =

1√
2
|0+⟩ +

1√
2
|1−⟩ , (4.39)
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no qual a determinação do primeiro qubit implicará numa correlação direta com o estado de
sobreposição do segundo qubit. Sendo assim um estado emaranhado, onde não é possível rees-
crever como um produto entre dois estados, cada um de um dado subsistema, apenas como uma
composição de estados possíveis desse sistema.

De forma mais geral, podemos partir da sua matriz densidade e determinar o emara-
nhamento de um sistema. Como exemplos, a partir de casos apresentados, temos um caso se
estados separáveis, do qual a sua matriz densidade poderá ser escrita diretamente a partir desses
subsistema, ou seja,

𝜌𝑒𝑥1 = |𝜓⟩⟨𝜓| = |++⟩⟨++| , (4.40)

possuindo a representação matricial

𝜌𝑒𝑥1
.
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.41)

Porém em casos como do segundo exemplo, onde teremos estados emaranhados, a sua matriz
densidade será definida como uma composição de estados puros

𝜌𝑒𝑥2 = |𝜓⟩⟨𝜓| =
1

2
|0+⟩⟨0+| +

1

2
|0+⟩⟨1−| +

1

2
|1−⟩⟨0+| +

1

2
|1−⟩⟨1−| , (4.42)

podendo ser representado pela matriz

𝜌𝑒𝑥2
.
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
4

1
4

1
4

−1
4

1
4

1
4

1
4

−1
4

1
4

1
4

1
4

−1
4

−1
4

−1
4

−1
4

1
4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.43)

Por ser uma correlação puramente quântica, uma medição desse emaranhamento a
partir da sua matriz densidade (𝐸(𝜌) ) deve respeitar certas condições (35)

i. 𝐸(𝜌) = 0 se 𝜌 é separável;

ii. Operações unitárias locais não devem modificar essa medição, por serem apenas opera-
ções de mudança de base, portanto 𝐸(𝜌) = 𝐸(𝑈𝐴 ⊗ 𝑈𝐵𝜌𝑈

†
𝐴 ⊗ 𝑈 †

𝐵);

iii. medições de operações locais e comunicação clássica (LOCC) definidas por um operador
Θ devem manter o emaranhamento ou diminuí-lo, mas nunca aumentar, pois por se tratar
de uma correlação não clássica não deve crescer sob operações clássicas, assim 𝐸(𝜌) ≥
𝐸(Θ𝜌).
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4.1.4.1 Matrizes Transpostas Parciais e o critério PPT

A operação de transposta parcial de uma matriz densidade (28) é definida pensando
primeiramente em uma matriz densidade 𝜌𝐴𝐵 de um estado separável em duas matrizes 𝜌𝐴 de
índices 𝑖 e 𝑗 e outra 𝜌𝐵 de índices 𝑘 e 𝑙. Logo

𝜌𝐴𝐵 =
∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝑎𝑖,𝑗,𝑘,𝑙𝜌𝐴𝑖,𝑗
⊗ 𝜌𝐵𝑘,𝑙

, (4.44)

a qual ainda pode ser escrita definindo essas matrizes densidades em termos dos seus índices,

𝜌𝐴𝐵 =
∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝑎𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 |𝑖⟩⟨𝑗| ⊗ |𝑘⟩⟨𝑙| . (4.45)

O termo transposta parcial se deve ao fato de ser aplicada uma transposição sobre uma dessas
matrizes que compõem 𝜌𝐴𝐵, dessa forma, uma transposta parcial em relação ao subsistema 𝐴
por exemplo, é apresentada como

𝜌𝑇𝐴𝐴𝐵 =
∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝑎𝑖,𝑗,𝑘,𝑙(|𝑖⟩⟨𝑗|)𝑇 ⊗ |𝑘⟩⟨𝑙| . (4.46)

Como a transposta (|𝑖⟩⟨𝑗|)𝑇 implicará em uma inversão desses índices 𝑖 e 𝑗,

𝜌𝑇𝐴𝐴𝐵 =
∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝑎𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 |𝑗⟩⟨𝑖| ⊗ |𝑘⟩⟨𝑙| , (4.47)

o que pode ser generalizado realizando a troca entre os índices 𝑖 e 𝑗, mostrando que essa ope-
ração implica em uma permutação nesses índices do coeficiente 𝑎. Portanto, uma matriz trans-
posta parcial em relação a 𝐴 é definida como

𝜌𝑇𝐴𝐴𝐵 =
∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝑎𝑗,𝑖,𝑘,𝑙 |𝑖⟩⟨𝑗| ⊗ |𝑘⟩⟨𝑙| . (4.48)

Uma matriz é definida como PPT (transposta parcial positiva), caso todos os seus au-
tovalores sejam maiores ou iguais a 0

𝜌𝑇𝐴 ≥ 0, (4.49)

assim, define um primeiro critério para dizer que um dado 𝜌 = 𝜌𝑃𝑃𝑇 é um possível estado
separável, porem não suficiente, sendo necessárias outras medidas de emaranhamento. Por outro
lado, uma matriz é definida como NPT (transposta parcial negativa), caso possua autovalores
negativos

𝜌𝑇𝐴 < 0, (4.50)

assim, dizemos que para o estado quântico definido pela matriz densidade 𝜌 = 𝜌𝑒𝑛𝑡, a não
separabilidade é garantida (36, 37).
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4.1.4.2 Negatividade

A negatividade, com notação 𝒩 , é obtida a partir da matriz densidade do sistema, dada
por (38)

𝒩 (𝜌) =
‖𝜌𝑇𝐴‖ − 1

2
=

Tr
⃒⃒
𝜌𝑇𝐴
⃒⃒
− 1

2
, (4.51)

onde 𝜌𝑇𝐴 demonstra que está sendo aplicada uma transposta parcial sobre a matriz densidade 𝜌.
Uma outra definição é obtida pela soma do módulo dos autovalores 𝜆𝑖 negativos da matriz 𝜌𝑇𝐴

(39), assim teremos
𝒩 (𝜌) =

∑︁
𝜆𝑖<0

|𝜆𝑖|. (4.52)

No caso de qudits, uma extensão do conceito de qubit, onde cada componente do sistema possui
𝑑 estados possíveis, os valores da negatividade desse sistema se encontram no intervalo (40)

0 ≤ 𝒩 (𝜌) ≤ 1

2
(𝑑− 1). (4.53)

Portanto, no caso de qubits, 𝑑 = 2 os valores do emaranhamento devem estar entre 0 e 1
2
.

Como exemplo, podemos usar as matrizes apresentadas nas equações (4.41) e (4.43).
No primeiro caso, qualquer transposta parcial que tomarmos teremos a mesma matriz e então,
seu conjunto de autovalores que é {03, 1} não se altera e são todos positivos, desse modo,
esse critério de negatividade demonstra que esse primeiro estado não é emaranhado. Porém,
no segundo sistema, inicialmente seus autovalores são {03, 1} e podemos tomar sua matriz
transposta parcial em relação a um dado subestado, podendo ser o de Alice ou de Bob, nesse
caso, ambas implicam em uma mesma forma matricial

𝜌𝑇𝐴 = 𝜌𝑇𝐵
.
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

−1
4

−1
4

1
4

−1
4

1
4

−1
4

1
4

−1
4

−1
4

1
4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.54)

possuindo autovalores {−1
2
, 1
2

3}, portanto é um estado não separável por possuir um autovalor
negativo e como estamos tratando de qubits, a medição de negatividade será máxima (𝒩 (𝜌) =
1
2
).

Portanto, temos com a negatividade uma medição computável de emaranhamento para
estados mistos (39), sendo assim bastante eficiente quando trabalhamos com esses estados.
Desse modo, ela será bem relevante para avaliar o emaranhamento no caso de estados grafo
randomizados, que será apresentado no final dessa seção.

4.1.5 Portas Lógicas Quânticas

As portas lógicas quânticas aparecem como uma forma análoga às operações realizadas
entre os bits de um sistema clássico. Dessa forma, imaginamos um dispositivo quântico que
realiza transformações unitárias em um qubit ou um conjunto deles, sendo assim definido por
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um operador unitário �̂� (41). Definindo como um operador, a atuação dessa porta define um
estado final |𝜓𝑓⟩ ao atuar sobre de um estado inicial |𝜓𝑖⟩ na forma

�̂� |𝜓𝑖⟩ = |𝜓𝑓⟩ . (4.55)

Uma forma de representar graficamente essas portas lógicas é apresentado na Figura 27.

Figura 27 – Diagrama de uma porta lógica quântica �̂� , que é representada por uma caixa com
seu respectivo nome �̂� , a qual é ligadas por duas linhas, na esquerda sendo o estado antes da
operação e na direita após essa transformação unitária.

Fonte: O autor.

4.1.5.1 Porta Hadamard

As portas Hadamard são definidos por um operador �̂� , possuindo representação con-
forme a Figura 28, definido na forma matricial, a partir dos vetores associados aos qubits como

�̂�
.
=

1√
2

(︃
1 1

1 −1

)︃
, (4.56)

ou, na base binária, como

�̂� =
1√
2

(|0⟩⟨0| + |0⟩⟨1| + |1⟩⟨0| − |1⟩⟨1|). (4.57)

Figura 28 – Diagrama da porta Hadamard �̂� .

Fonte: O autor.

Uma das propriedades dessa porta é verificada ao aplicá-la sobre as bases de qubits,
a qual retorna um estado de superposição apresentados na equação (4.18). O inverso ocorre
ao aplicar a porta sobre esses estados, retornando para uma das bases computacionais. Dessa
forma, aplicando essa porta sobre os estados apresentados nas equações 4.11, 4.12 e 4.18,

�̂� |0⟩ = |+⟩ , (4.58)
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�̂� |1⟩ = |−⟩ , (4.59)

�̂� |+⟩ = |0⟩ , (4.60)

�̂� |−⟩ = |1⟩ . (4.61)

Devido a essas operações, é possível preparar um estado, como no caso de qubits inicialmente
em um estado |0⟩ ou |1⟩, deixando-os em um estado de superposição ao aplicar essa porta
Hadamard. Essas propriedades serão importantes no estudo de estados grafo, pois, como será
apresentado posteriormente, para preparar os estados grafo, necessitamos de um estado inicial
de 𝑛 qubits, com cada um estando em um estado |+⟩. Aplicando em paralelo, uma porta Ha-
damard em cada um dos qubits que inicialmente se encontram em um estado |0⟩, obteremos
um estado de superposição desses 2𝑛 estados cada um com um coeficiente 1√

2𝑛
(41), conforme

desejado.

4.1.5.2 Portas de Pauli

As portas de Pauli são definidas a partir das matrizes de mesmo nome apresentadas
nas equações (4.7) - (4.10). Aqui passamos a usar a notação 𝐼 , �̂� , 𝑌 e 𝑍 para os respectivos
operadores 𝐼 , �̂�𝑥, �̂�𝑦 e �̂�𝑧. No caso da porta 𝑋 , ao atuar sobre um qubit, desempenha um papel

Figura 29 – Diagrama das portas de Pauli 𝐼 , �̂� , 𝑌 e 𝑍

Fonte: O autor.

análoga à uma porta NOT clássica, invertendo o estado de entrada. Desse modo, atuando essa
porta sobre as bases computacionais quânticas |0⟩ e |1⟩, obtemos as relações

�̂� |0⟩ = |1⟩ , (4.62)

�̂� |1⟩ = |0⟩ . (4.63)
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Podemos fazer uma analogia dessas transformações, como uma rotação de 𝜋 radianos ao redor
do eixo 𝑥 na esfera de Bloch que define um qubit. Porém, uma definição de porta universal
NOT quântica não é adequada para esse operador, pois a operação que ela realiza é no sentido
de inverter os kets |0⟩ e |1⟩. Em casos como de combinações lineares dessas bases, como em
um qubit definido por |𝜓⟩, na equação (4.6), verificamos que o estado será

�̂� |𝜓⟩ = �̂�(𝛼0 |0⟩ + 𝛼1 |1⟩). (4.64)

Substituindo as relações obtidas ao atuar esse operador �̂� sobre as bases computacionais,

�̂� |𝜓⟩ = 𝛼0 |1⟩ + 𝛼1 |0⟩ . (4.65)

Assim, aplicando essa porta em casos de superposição como dos vetores |+⟩ e |−⟩, retornará
estados |+⟩ e − |−⟩, apenas aplicando uma fase e não invertendo os estados de um em outro.
Desse modo, devemos restringir essa analogia de porta NOT apenas em relação à base com-
putacional ou ao se referir que ela inverte, no caso de uma combinação linear dessa base, as
amplitudes de probabilidades entre elas.

A porta 𝑌 atua como uma rotação de 𝜋 radianos nesse eixo 𝑦 na esfera de Bloch. Logo
apenas a transformação de um estado |𝜓⟩ por essa porta será apresentado, sem buscar muitas
relações com portas lógicas clássicas. Portanto, aplicando-a sobre |𝜓⟩ definido na equação (4.6),
obtemos

𝑌 |𝜓⟩ = −𝑖𝛼0 |0⟩ + 𝑖𝛼1 |1⟩ . (4.66)

A última porta lógica do tipo Pauli é a porta 𝑍, definida por �̂�𝑧 a qual, ao aplicar sobre
os estados que definem a base computacional, obtemos

𝑍 |0⟩ = |0⟩ , (4.67)

𝑍 |1⟩ = − |1⟩ . (4.68)

Devido a essa fase obtida nessa última equação, podemos dizer que essa é uma porta inversora
de fase.

Como a rotação na esfera de Bloch que essa operação implica em um qubit é de uma
rotação no eixo z, é interessante analisar autoestados de outros eixos definidos nela, como os
estados |+⟩ e |−⟩. Nesses casos teremos uma transformação de um no outro através dessa
operação, sendo assim,

𝑍 |+⟩ = |−⟩ , (4.69)

𝑍 |−⟩ = |+⟩ . (4.70)
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Figura 30 – Diagrama de uma porta controlada associada a uma operação �̂� no segundo qubit

Fonte: O autor.

4.1.5.3 Portas controladas

Na construção de um sistema é importante haver conexões entre os elementos deste,
no caso da construção de circuitos e algoritmos quânticos, essas conexões são obtidas atra-
vés de portas que conectam mais de um qubit ao mesmo tempo. Dessa forma, com portas de
múltiplos qubits, são definidas interações entre esses qubits e o estabelecimento de correlações
entre eles. Dentre as portas que atendem a essas necessidades, encontramos as chamadas portas
controladas.

As portas controladas são primeiramente definidas para o caso de relação entre dois
qubits. Nesse caso cada um desses qubits possui uma função, sendo um deles o qubit de controle
e o outro o qubit controlado. Caso o qubit de controle se encontre em um estado |0⟩, não será
realizada operações sobre o segundo elemento, enquanto que, no caso do primeiro se encontrar
no estado |1⟩, a porta atuará sobre o estado do outro qubit. Dessa forma, podemos apresentar
um caso geral de uma porta controlada que executa uma operação definida por um operador de
dimensão 2 chamado �̂� , assim, a porta controlada �̂�𝐶 possuirá a forma

�̂�𝐶 = |0⟩⟨0| ⊗ 𝐼 + |1⟩⟨1| ⊗ �̂� . (4.71)

Utilizando de um estado quântico geral de dois qubits, como o apresentado na equação (4.20),
a atuação dessas portas nesses estados resulta em

�̂�𝐶 |𝜓⟩ = (|0⟩⟨0| ⊗ 𝐼 + |1⟩⟨1| ⊗ �̂�)(𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩ + 𝛼10 |10⟩ + 𝛼11 |11⟩), (4.72)

como um vetor do tipo |𝑚𝑛⟩ é definido como |𝑚⟩ ⊗ |𝑛⟩, podemos reescrever na forma

�̂�𝐶 |𝜓⟩ = (|0⟩⟨0| ⊗ 𝐼 + |1⟩⟨1| ⊗ �̂�)[|0⟩ ⊗ (𝛼00 |0⟩ + 𝛼01 |1⟩) + |1⟩ (𝛼10 |0⟩ + 𝛼11 |1⟩)]. (4.73)

Como |0⟩ e |1⟩ são ortonormais, podemos simplificar essa equação com a relação ⟨𝑚|𝑛⟩ = 𝛿𝑚,𝑛,
onde 𝛿𝑚,𝑛 é a delta de Kronecker, portanto,

�̂�𝐶 |𝜓⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩ + |1⟩ ⊗ �̂�(𝛼10 |0⟩ + 𝛼11 |1⟩). (4.74)
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Figura 31 – Diagrama das portas controladas �̂�𝐶𝑋 , �̂�𝐶𝑌 e �̂�𝐶𝑍

Fonte: O autor.

Alguns dos operadores utilizados para definir portas controladas são os operadores re-
lacionados às matrizes de Pauli, apresentadas nas equações (4.14) - (4.16). Assim, os respectivos
operadores possuirão a sua forma dada a partir da equação (4.71), sendo

�̂�𝐶𝑗 = |0⟩⟨0| ⊗ 𝐼 + |1⟩⟨1| ⊗ �̂�𝑗, (4.75)

onde 𝑗 é igual a 𝑥, 𝑦 ou 𝑧.
Com as definições da forma matricial de |0⟩ e |1⟩, apresentadas nas equações 4.11 e

4.12, podemos mostrar as formas matriciais desses operadores sendo

�̂�𝐶𝑗
.
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 𝛿𝑗,0 + 𝛿𝑗,𝑧 𝛿𝑗,𝑥 − 𝑖𝛿𝑗,𝑦

0 0 𝛿𝑗,𝑥 + 𝑖𝛿𝑗,𝑦 𝛿𝑗,0 − 𝛿𝑗,𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.76)

onde 𝛿𝑖,𝑗 é a delta de Kronecker e o caso 𝑗 = 0 representa a matriz 𝜎0, a qual é igual a matriz
identidade de dimensão 2.

Essas portas controladas, por atuar em dois qubits simultâneos, permitem gerar estados
emaranhados, como no caso da porta 𝑋-controlada, definida na equação (4.75), onde �̂�𝑗 = �̂�𝑥.
Ao atuar em um estado geral de dois qubits como (4.20), obtemos uma relação igual à (4.74),
com �̂� = �̂�

�̂�𝐶𝑋 |𝜓⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩ + |1⟩ ⊗ �̂�𝑥(𝛼10 |0⟩ + 𝛼11 |1⟩). (4.77)

Podemos ainda simplificar essa equação com as relações ao aplicar o operador �̂� nos kets |0⟩ e
|1⟩, conforme apresentado nas equações (4.62) e (4.63). Assim, obtemos

�̂�𝐶𝑋 |𝜓⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩ + 𝛼11 |10⟩ + 𝛼10 |11⟩ . (4.78)

Em um caso inicialmente descrito como um estado separável |𝜓⟩ = |+⟩ ⊗ |0⟩, ou seja, com

|𝜓⟩ =
1√
2
|00⟩ +

1√
2
|10⟩ , (4.79)
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Ao aplicarmos essa porta 𝑋-controlada sobre esse |𝜓⟩, obtemos

�̂�𝐶𝑋 |𝜓⟩ =
1√
2
|00⟩ +

1√
2
|11⟩ , (4.80)

o qual é um estado emaranhado conhecido como estado de Bell |Φ+⟩, demonstrando assim
como podemos obter um estado emaranhado conhecido a partir do uso dessa porta.

Outra porta que desempenha um papel similar, é a porta definida como �̂�𝐶𝑍 na equação
(4.81). Por ser um operador cuja representação na forma matricial é diagonal, as amplitudes de
probabilidade dos estados que compõem esses qubits ainda são as mesmas, mas ainda assim
permite a obtenção de estados emaranhados.

A partir da equação (4.75), onde teremos �̂�𝑗 = �̂�𝑧, a forma do operador nas bases
computacionais quânticas é definido como

�̂�𝐶𝑍 = |0⟩⟨0| ⊗ 𝐼 + |1⟩⟨1| ⊗ �̂�𝑧. (4.81)

Porém, podemos escrever o operador identidade de dimensão 2 em termos das bases computa-
cionais como

𝐼2 = |0⟩⟨0| + |1⟩⟨1| , (4.82)

e no caso da operador associado à matriz de Pauli 𝜎𝑧, teremos

�̂�𝑧 = |0⟩⟨0| − |1⟩⟨1| . (4.83)

Substituindo essas duas relações na equação para �̂�𝐶𝑍 , obtemos

�̂�𝐶𝑍 = |0⟩⟨0| ⊗ (|0⟩⟨0| + |1⟩⟨1|) + |1⟩⟨1| ⊗ (|0⟩⟨0| − |1⟩⟨1|), (4.84)

expandindo,

�̂�𝐶𝑍 = |0⟩⟨0| ⊗ |0⟩⟨0| + |0⟩⟨0| ⊗ |1⟩⟨1| + |1⟩⟨1| ⊗ |0⟩⟨0| − |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1| . (4.85)

Agora adicionando uma soma que equivale a um operador zero 0̂, como

0̂ = |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1| − |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1| , (4.86)

ao somar com a relação para esse operador da porta Z-controlada,

�̂�𝐶𝑍 = |0⟩⟨0|⊗|0⟩⟨0|+ |0⟩⟨0|⊗|1⟩⟨1|+ |1⟩⟨1|⊗|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|⊗|1⟩⟨1|−2 |1⟩⟨1|⊗|1⟩⟨1| . (4.87)

Simplificando, temos

�̂�𝐶𝑍 = |0⟩⟨0| ⊗ (|0⟩⟨0| + |1⟩⟨1|) + |1⟩⟨1| ⊗ (|0⟩⟨0| + ⊗ |1⟩⟨1|) − 2 |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1| , (4.88)

implicando em

�̂�𝐶𝑍 = (|0⟩⟨0| + |1⟩⟨1|) ⊗ (|0⟩⟨0| + |1⟩⟨1|) − 2 |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1| . (4.89)



60

A partir da forma apresentada na equação (4.82), simplifica-se para

�̂�𝐶𝑍 = 𝐼2 ⊗ 𝐼2 − 2 |1⟩⟨1| ⊗ |1⟩⟨1| , (4.90)

Essa é uma forma mais simples e melhor de trabalhar, pois enquanto o primeiro termo da soma
temos apenas identidades, que preservam a forma original do estado sobre o qual esse operador
está atuando, no segundo termo, temos apenas um projetor |1⟩⟨1|, e dessa forma, pela condição
de ortonormalidade, apenas kets do tipo |1⟩ serão preservados por ele.

Uma forma para estender ao caso de um sistema de 𝑛 qubits, com 𝑗 e 𝑘 sendo os qubits
sobre o qual essa porta atua, e com os operadores identidade sempre com dimensão 2, teremos

�̂�
{𝑗,𝑘}
𝐶𝑍 =

(︁
𝐼𝑗 ⊗ 𝐼𝑘 − 2 |1⟩⟨1|𝑗 ⊗ |1⟩⟨1|𝑘

)︁ ⨂︁
𝑙∈{1,...,𝑛}∖{𝑗,𝑘}

𝐼𝑙. (4.91)

Uma última generalização dessa porta é para o caso em que ela faça a conexão entre
um número maior de qubits. Assim, uma porta Z-controlada que atua sobre um número N de
qubits ao mesmo tempo, os quais são denotados por um conjunto de números {1, 2, ..., 𝑁}, em
um sistema de n qubits é definida na forma

�̂�
(𝑁)
𝐶𝑍 =

𝑛⨂︁
𝑗=1

𝐼𝑗 − 2
𝑁⨂︁
𝑗=1

|1⟩⟨1|𝑗
𝑛⨂︁

𝑘=𝑁+1

𝐼𝑘. (4.92)

4.1.6 Circuitos Quânticos

Para representar todo o processo de construção de um estado quântico a partir da apli-
cação de portas lógicas quânticas, necessitamos de uma forma de diagrama, para que todo o
contexto e lógica de obtenção desse estado final sejam bem compreendidos de uma forma di-
reta. Nessa necessidade de melhor representar esses algoritmos, surgem os diagramas de circui-
tos quânticos. A importância deles é compreendida em casos onde teremos vários qubits e um
grande número de portas lógicas quânticas.

A construção desses diagramas é muito análogo ao pensarmos em circuitos clássicos.
Um primeiro elemento são as linhas horizontais, as quais em circuitos clássicos representariam
os bits, aqui fazem uma extensão direta para os qubits que compõem o sistema. Já as portas
lógicas quânticas são definidas por símbolos mais simples do que as clássicas, sendo apresen-
tadas por um quadrado com o símbolo da operação realizada. No caso de portas que atuam
sobre mais de um qubit, temos linhas verticais com nós que ligam essas portas aos qubits sobre
os quais essas atuam, conforme apresentado na Figura 32. Com esses elementos definidos, a
construção e leitura desses circuitos é realizada no sentido da esquerda para a direita, seguindo
as operações que aparece nessa ordem.

4.1.7 O Computador Quântico de Único Sentido

Como um exemplo proposto para construir circuitos em informação quântica, temos
o modelo apresentado por Raussendorf e Briegel (42) para a computação quântica baseada
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em medições, o qual foi chamado de “One-Way Quantum Computer”, ou em uma tradução, o
"Computador Quântico de Único Sentido". Esse modelo tem como base um estado inicial que
é altamente emaranhado. A partir desse estado, deve-se desenvolver o algoritmo, processá-lo e
ler a informação a partir de medições realizadas em cada elemento desse sistema.

O estado inicial será um estado cluster, uma rede bidimensional de qubits, nos quais
só há conexão entre os vizinhos mais próximos. Com essas restrições, esses estados cluster são
um caso de estados grafos que serão apresentado na seção 4.2. Assim que esse estado inicial
está definido, o circuito é construído através de medições em seus qubits. Enquanto medições
nas bases de 𝜎𝑧 ({|0⟩ , |1⟩}) agem para separar o qubit de seus vizinhos, medições no plano
𝑥−𝑦 (|0⟩±𝑒𝑖𝜑 |1⟩) atuam para formar o fluxo de informação e as portas lógicas entre os qubits,
conforme apresentado na Figura 33.

Para concluir a construção, nessas linhas de informação formadas, deve restar um úl-
timo qubit, permitindo a leitura neles. Como nesse modelo não é possível reverter essa operação,
o que permitiria voltar ao estado inicial, temos a origem do seu nome, sendo um modelo que só
possui um sentido.

Esse modelo de computação quântica baseada em medições foi utilizado experimen-
talmente (43) através de um estado cluster formado por quatro fótons. Isso permitiu aplicação
dele para realizar um algoritmo de busca, o algoritmo de Grover (28).

Portanto, com essa motivação, visaremos a partir de agora o estudo de estados que
sejam recursos para modelos como esse. Como esse modelo apresentado parte de um estado
cluster, o caso mais geral deles, os estados grafos serão apresentados a seguir.

4.2 CONSTRUÇÃO DE ESTADOS GRAFO

A apresentação de um circuito quântico pode ser representado a partir de um grafo
de vértices rotulados 𝐺(𝑉,𝐸). Os qubits, representados pelos fios do circuito agora são repre-

Figura 32 – Diagrama de um circuito quântico com 3 qubits e portas lógicas 1 atuando sobre 1
qubit e portas 2 e 3 atuando sobre 2 qubits

Fonte: O autor.
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sentados por vértices, enquanto as conexões entre esses qubits, realizadas por portas lógicas
quânticas são representadas pelas arestas, conforme ilustrado na Figura 34. Desse modo, o es-
tado quântico obtido é um estado puro, definido como |𝐺⟩, chamado de estado grafo.

A definição dos estados grafo serem dados a partir de grafos com vértices rotulados
deve-se a necessidade de indicar a quais qubits estamos nos referindo, e assim indicar correta-
mente sobre quais deles um operador atua. Assim, para iniciar a construção de um estado grafo,
necessitamos de um estado inicial, definido nesse caso como todos os 𝑛 = |𝑉 | qubits, onde
|𝑉 | é o número de vértices do sistema, em um estado de superposição apresentado pelo ket |+⟩
definido pela equação (4.18). Portanto o estado inicial é

|𝜓⟩ =
⨂︁
𝑗∈𝑉

|+⟩𝑗 . (4.93)

Com a finalidade de simplificar a notação, esse estado inicial será apresentado como

|𝜓⟩ = |+⟩⊗𝑛 . (4.94)

Expandindo esse produto, obteremos a soma de todos os 2𝑛 estados do sistema com mesma
amplitude de probabilidade (41),

|+⟩⊗𝑛 =
1√
2𝑛

(|00...00⟩ + |00...01⟩ + |00...10⟩ + ...+ |11...11⟩). (4.95)

Com esse conjunto de qubits, ainda é necessário apresentar algumas propriedades que
os operadores devem obedecer (44) para que o estado seja construído. Uma primeira proprie-
dade vem desses grafos possuírem apenas os vértices enumerados e com sequência bem defi-
nida, enquanto os operadores não possuem uma ordem prioritária para serem aplicados sobre o

Figura 33 – Exemplo de circuito quântico desse modelo.

Fonte: Adaptado de Raussendorf e Briegel (42).
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Figura 34 – (a) Uma forma geral para um circuito com quatro qubits e portas que atuam entre dois
qubits; (b) Representação na forma de grafo para esse circuito.

(a)

(b)

Fonte: O autor.

estado, sendo necessário que esses operadores comutem. Dessa forma, para todo vértice 𝑣𝑖, 𝑣𝑗
e 𝑣𝑘 pertencente ao grafo, onde temos os operadores 𝑈𝑖,𝑗 atuando entre 𝑣𝑖 e 𝑣𝑗 e 𝑈𝑗,𝑘 atuando
entre 𝑣𝑗 e 𝑣𝑘, o comutador entre eles deve ser nulo.

Para obter o estado emaranhado, necessitamos apenas definir um operador que atue
entre esses qubits, nesse caso é a porta Z-controlada (45), e portanto, o estado grafo associado
ao grafo 𝐺(𝐸, 𝑉 ), é definido como

|𝐺⟩ =
∏︁
𝑒∈𝐸

�̂� 𝑒
𝐶𝑍 |+⟩⊗|𝑉 | . (4.96)

Como a matriz incidência (𝑀 ) possui a informação de quais vértices uma aresta co-
necta, podemos reescrever a porta Z-controlada, associada a uma aresta 𝑒𝑚 em um grafo de 𝑛
qubits, na forma

�̂�𝑚
𝐶𝑍 =

𝑛⨂︁
𝑙=1

𝐼𝑙 − 2
𝑛⨂︁
𝑙=1

(︁
𝐼𝑙 −𝑀𝑙,𝑚 |0⟩⟨0|𝑙

)︁
. (4.97)

Essa relação estende-se para o caso da construção de estados hipergrafo (46), os quais são
generalização de grafos onde as suas chamadas hiperarestas podem conectar mais de 2 vértices,
ou até mesmo um único vértice.

Essa forma a partir da matriz incidência permite obter estados grafo e hipergrafo atra-
vés de um algoritmo. Dessa forma, pacotes de funções a partir do software Mathematica foram
construídos usando essa construção. Isso permitiu que estudos como da randomização de esta-
dos grafo e do seu emaranhamento, a serem apresentados a seguir, pudessem ser replicados e
estendidos para casos mais gerais.

4.3 ESTADOS GRAFO RANDOMIZADOS

Uma análise interessante em sistemas quânticos é a de verificar como ruídos alteram o
comportamento do sistema e suas propriedades. A partir dos estados grafo, podemos considerar
um caso em que as suas portas lógicas quânticas não são ideais, possuindo uma certa probabili-
dade 𝑝 de aplicação entre dois qubits. Para esse modelo, partimos de um estado grafo final |𝐺⟩,
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o qual é um estado puro, com operador densidade definido

𝜌𝐺 = |𝐺⟩⟨𝐺| , (4.98)

e tomamos também os estados de seus subgrafos |𝐹 ⟩, conforme definidos na seção 2.4. Cada um
desses subgrafos possui o mesmo número de qubits de 𝐺, porém um número 0 ≤ |𝐸𝐹 | ≤ |𝐸|
de arestas.

Um operador que apresenta a randomização de um estado grafo |𝐺⟩ foi definido por
Jun-Yi Wu e colaboradores (38) na seguinte forma

𝜌𝑝𝐺 =
∑︁

𝐹=𝑆𝑔(𝐺)

𝑝|𝐸𝐹 |(1 − 𝑝)|𝐸∖𝐸𝐹 | |𝐹 ⟩⟨𝐹 | , (4.99)

onde 𝑆𝑔(𝐺) é o conjunto de todos os subgrafos de 𝐺. Essa randomização permite a utilização
de medições do emaranhamento como a negatividade do estado em função dessa probabilidade
de aplicação das portas Z-controladas entre os qubits.

Como exemplo, podemos tomar o caso de um estado grafo definido a partir de um grafo
do tipo completo com três vértices (𝐾3). Nesse caso, teremos um conjunto de 23(3−1)/2 = 8

subgrafos, conforme apresentamos na seção 2.4 o número de subgrafos de um grafo completo.
Esse conjunto de subgrafos são apresentados na Figura 35, onde 𝐹8 = 𝐾3, e os estados grafo de

Figura 35 – Subgrafos de um grafo 𝐾3 ou 𝐶3, onde nos estados grafo as arestas azuis repre-
sentam portas que puderam ser aplicadas, enquanto em vermelho pontilhado são as portas que
falharam.

Fonte: O autor.

cada um desses subgrafos são apresentados no apêndice C. Portanto, teremos a randomização
do estado grafo 𝐾3 construído pela mistura dos operadores densidades de cada um deles, com
a probabilidade 𝑝 de ser realizada a porta, e probabilidade (1 − 𝑝) de não ser realizada essas
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operações. Assim fica definida na forma

𝜌𝑝𝐾3
= (1 − 𝑝)3 |𝐹1⟩⟨𝐹1| + 𝑝(1 − 𝑝)2(|𝐹2⟩⟨𝐹2| + |𝐹3⟩⟨𝐹3| + |𝐹4⟩⟨𝐹4|)

+ 𝑝2(1 − 𝑝)(|𝐹5⟩⟨𝐹5| + |𝐹6⟩⟨𝐹6| + |𝐹7⟩⟨𝐹7|) + 𝑝3 |𝐹8⟩⟨𝐹8| .
(4.100)

A qual terá sua matriz densidade dada na base computacional definida na forma

𝜌𝑝𝐾3

.
=

1

8

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾3𝑝

1 1 1 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾3𝑝

1 1 1 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾3𝑝

𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾2𝑝 𝛾2𝑝 𝛾2𝑝

1 1 1 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾3𝑝

𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾2𝑝 𝛾𝑝 1 𝛾2𝑝 𝛾2𝑝

𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾2𝑝 𝛾𝑝 𝛾2𝑝 1 𝛾2𝑝

𝛾3𝑝 𝛾3𝑝 𝛾3𝑝 𝛾2𝑝 𝛾3𝑝 𝛾2𝑝 𝛾2𝑝 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (4.101)

onde 𝛾𝑝 = (1 − 2𝑝). Essa matriz densidade permite tomar sua transposta parcial em relação
à base de um de seus qubits, tomando os seus autovalores, podemos verificar sua medição
do emaranhamento através da negatividade. Essa negatividade em função da probabilidade de
aplicar uma porta Z-controlada entre dois qubits terá um comportamento conforme apresentado
na Figura 36.

Outros casos utilizando tipos diferentes de grafos são apresentados na Figura 37 onde
foram verificadas as negatividades de cada operador de randomização dos estados grafo |𝑆4⟩,
|𝐾4⟩, |𝐶4⟩ e |𝑃4⟩. No caso dos grafos 𝐾4 e 𝐶4, todos os vértices são considerados equivalentes,
por não possuírem nenhuma propriedade diferente dos demais. Porém no grafo 𝑆4, temos para
o grafo estrela uma diferença entre o vértice central em relação aos demais das pontas, logo
a transposta parcial foi tomada em dois casos, um para o vértice central e outra para um dos
vértices de grau 1. O mesmo foi realizado no grafo 𝑃4, onde há uma diferença entre os dois
vértices da ponta e os vértices internos.
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Figura 36 – Negatividade do estado |𝐾3⟩ randomizado em função da probabilidade 𝑝 das arestas

Fonte: O autor.

Figura 37 – Negatividade dos estados |𝑆4⟩, |𝐾4⟩, |𝐶4⟩ e |𝑃4⟩ randomizados em função da pro-
babilidade 𝑝 das arestas. Para o estado |𝑆4⟩, o vértice 1 é o central e no |𝑃4⟩ o vértice 1 é um
qubit da ponta.

Fonte: O autor.

Em todos essas negatividades de estados grafo apresentados nas Figuras 36 e 37, há um
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comportamento monotônico. Isso mostra que nesses casos de estados a partir de grafos simples,
temos um crescimento desde o caso com probabilidade igual a 0, onde não há emaranhamento,
até o valor máximo para qubits (1/2), possível apenas quando 𝑝 = 1. Através desses gráficos foi
possível verificar que as rotinas definidas estavam de acordo com os resultados da bibliografia
(38), permitindo estender o estudo para outros grafos.

Uma extensão proposta para esse assunto é utilizando hipergrafos, nos quais temos
hiperarestas, um caso geral de arestas que envolvem um número diferente de 2 vértices (47).
Nesse modelo, chamado de estado hipergrafo (46), é possível modelar circuitos com portas
lógicas que conectam mais de dois qubits, como em casos com operações locais (em um único
qubit). Uma primeira randomização em estados hipergrafo, é para um sistema com arestas que
conectam 2 vértices e hiperarestas que conectam 3 vértices, cada uma com uma respectiva
probabilidade 𝑝2 e 𝑝3 de serem aplicadas, dessa forma,

𝜌
{𝑝2,𝑝3}
𝐺 =

∑︁
𝐹=𝑆𝑔(𝐺)

𝑝
|𝐸2,𝐹 |
2 (1 − 𝑝2)

|𝐸2,𝐻∖𝐸2,𝐹 |𝑝|𝐸3,𝐹 |
3 (1 − 𝑝3)

|𝐸3,𝐻∖𝐸3,𝐹 | |𝐹 ⟩⟨𝐹 | , (4.102)

onde 𝐸𝑛,𝐻 e 𝐸𝑛,𝐹 definem o conjunto de hiperarestas de grau 𝑛 que o hipergrafo e o sub-
hipergrafo possuem respectivamente. De forma geral, podemos definir o operador de randomi-
zação para hipergrafos 𝐻 , com hiperarestas que envolvem 𝑛 vértices, sendo 𝑛 ∈ Z.

𝜌𝑃𝐻 =
∑︁

𝐹=𝑆ℎ𝑔(𝐻)

(︃∏︁
𝑝𝑛∈𝑃

𝑝
|𝐸𝑛,𝐹 |
𝑛 (1 − 𝑝𝑛)|𝐸𝑛,𝐻∖𝐸𝑛,𝐹 |

)︃
|𝐹 ⟩⟨𝐹 | . (4.103)

Com essas definições, foi desenvolvido um trabalho (48), no qual simulamos esses ruídos de
aplicar portas de determinado grau 𝑛 e como será a medição do emaranhamento nesses sistemas
de acordo com essas probabilidades.
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5 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS

Uma primeira conclusão é quanto à versatilidade de modelagem no formalismo de gra-
fos. Como discutido na introdução desse trabalho, a estrutura de grafos por apresentar elementos
e a conexão entre eles permite uma ampla aplicação em diferentes áreas do conhecimento. No
caso dessa dissertação o formalismo de grafos foi aplicado em duas classes de modelos em
mecânica quântica, para problemas dinâmicos e estáticos.

No caso de problemas dinâmicos foi apresentado o espalhamento em grafos quânti-
cos. Neste caso, seus vértices tomam o papel de centros espalhadores e as arestas como canais
que conectam esses vértices permitindo o espalhamento. Com a construção da função de Green
nesse modelo, foi possível de uma forma eficiente obter os valores de energia no qual temos
estados ligados e as probabilidades de transmissão e reflexão nessas estruturas, pois, padroni-
zando informações das amplitudes de transmissão e reflexão nos vértices e comprimento das
arestas na construção do modelo, essa função será totalmente definida a partir da matriz ad-
jacência do grafo, permitindo uma boa eficiência computacional para obter esses resultados.
Finalmente foi possível estabelecer uma abordagem utilizando as amplitudes de espalhamento
de um determinado pacote de onda para definir uma entropia de espalhamento baseada na en-
tropia de Shannon, a qual permite verificar se em um determinado espalhamento no grafo há
uma prevalência entre a probabilidade de reflexão ou de transmissão.

O modelo de estados grafo traz tanto um caso estático em mecânica quântica como
uma abordagem desses grafos para a área de informação quântica. Esse modelo permitiu definir
um estado base para estudos em informação quântica, no qual definimos os vértices como as
unidades de informação quântica (qubits), enquanto as arestas representam portas lógicas que
emaranham esses elementos. Com as definições impostas sobre eles, nos quais temos todos os
qubits em um estado inicial |+⟩ e portas Z-controladas aplicam operações para emaranhar esses
qubits, foi possível generalizar essas operações a partir de um operador geral que atua sobre
todo o estado inicial, o qual é definido pela matriz incidência do grafo. O estudo nessa área
permitiu compreender conceitos de emaranhamento em sistemas de vários elementos, assim
como as medições para verificar essa propriedade do estado. Esses conceitos permitiram mode-
lar e analisar casos de ruídos na aplicação de portas lógicas quânticas na formação de estados
como esse, o que recebeu uma boa contribuição do formalismo de grafos, pois neles temos os
subgrafos do sistema, o que habilita a constatação de que analisamos todos os subsistemas do
problema.

Finalmente, esses estudos permitiram um bom desenvolvimento da linha de pesquisa,
produzido trabalhos nessas duas áreas abordadas, os quais são citados no apêndice D. Houve
também significativas contribuições no desenvolvimento científico do pesquisador, permitindo
compreender melhor conceitos envolvidos nessa área, estabelecer metas e focos de estudo, de-
senvolver melhor a parte de computação numérica, construindo pacote de funções no software
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Mathematica e na linguagem de programação Python e ainda planejar trabalhos futuros com a
extensão de conceitos aqui abordados. Exemplos de trabalhos futuros a serem abordados são
a obtenção da função de Green para grafos quânticos com diferentes potenciais nas arestas,
estudos de ressonâncias a partir do espalhamento de grafos quânticos e a extensão de elemen-
tos no modelo de estados grafo e estados hipergrafo para estudar mais características do seu
emaranhamento e outras perturbações possíveis neles.
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APÊNDICE A – RELAÇÃO ENTRE OS ESPECTROS DE GRAFOS QUÂNTICOS E
GRAFOS DISCRETOS

A relação entre o espectro dos grafos quânticos e dos grafos discretos é obtida partindo
do espectro da matriz laplaciana harmônica de um grafo (∆𝐺) (13). Isso pode ser demonstrado
primeiro apresentando a forma que essa matriz possui ao atuar sobre um conjunto de funções
Ψ = 𝜓𝜂(𝑣) definidas nos vértices 𝑣. Desse modo, possuirá a forma apresentada na equação
(2.12), atuando sobre a função no vértice na forma tipo

∆𝐺Ψ =
(︀
𝐼 −𝐷−1𝐴

)︀
Ψ. (A.1)

A matriz𝐷 é a matriz diagonal que trás a informação sobre o grau do vértice e como tomamos a
sua inversa, dará uma contribuição de 1/𝑑𝑣, enquanto a matriz adjacência𝐴 dá a informação dos
vértices adjacentes a cada vértice 𝑣, dessa forma, a atuação dessa matriz sobre cada elemento
𝜓𝜂(𝑣) será

∆𝐺(𝑣)𝜓𝜂(𝑣) = 𝜓𝜂(𝑣) − 1

𝑑𝑣

∑︁
𝑗∈𝑁𝑣

𝜓𝜂(𝑗). (A.2)

Considerando a função de onda em cada aresta que inicia em 𝑣 e termina em um vértice
𝑗, temos a função de onda nessas arestas 𝑒 = 𝑣, 𝑗 com mesmo comprimento ℓ na forma

𝜓𝑣,𝑗(𝑥) = 𝑎𝑣,𝑗𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝑏𝑣,𝑗𝑒

−𝑖𝑘(𝑥−ℓ), (A.3)

no qual temos os valores nas bordas do vértice, considerando as coordenadas na aresta definida
como 𝑣, 𝑥 = 0 e em 𝑗, 𝑥 = ℓ,

𝜓𝑣,𝑗(𝑣) = 𝑎𝑣,𝑗 + 𝑏𝑣,𝑗𝑒
𝑖𝑘ℓ, (A.4)

𝜓𝑣,𝑗(𝑗) = 𝑎𝑣,𝑗𝑒
𝑖𝑘ℓ + 𝑏𝑣,𝑗. (A.5)

Com essas relações, podemos reescrever a função de onda nessa aresta em termos do valor
dessas condições de contorno, para isso reescrevemos os coeficientes 𝑎𝑣,𝑗 e 𝑏𝑣,𝑗 a partir dessas
relações, obtendo a forma

𝑎𝑣,𝑗 =
𝜓𝑣,𝑗(𝑗) − 𝑒−𝑖𝑘ℓ𝜓𝑣,𝑗(𝑣)

𝑒𝑖𝑘ℓ − 𝑒−𝑖𝑘ℓ
, (A.6)

𝑏𝑣,𝑗 =
𝜓𝑣,𝑗(𝑣) − 𝑒−𝑖𝑘ℓ𝜓𝑣,𝑗(𝑗)

𝑒𝑖𝑘ℓ − 𝑒−𝑖𝑘ℓ
. (A.7)

Dessa forma teremos a equação da função de onda na aresta na forma

𝜓𝑣,𝑗(𝑥) =
𝑒𝑖𝑘𝑥𝜓𝑣,𝑗(𝑗) − 𝑒𝑖𝑘(𝑥−ℓ)𝜓𝑣,𝑗(𝑣)

𝑒𝑖𝑘ℓ − 𝑒−𝑖𝑘ℓ
+
𝑒−𝑖𝑘(𝑥−ℓ)𝜓𝑣,𝑗(𝑣) − 𝑒−𝑖𝑘𝑥𝜓𝑣,𝑗(𝑗)

𝑒𝑖𝑘ℓ − 𝑒−𝑖𝑘ℓ
, (A.8)

isolando os termos que multiplicam 𝜓𝑣,𝑗(𝑣) e 𝜓𝑣,𝑗(𝑗)

𝜓𝑣,𝑗(𝑥) =
𝑒−𝑖𝑘(𝑥−ℓ) − 𝑒𝑖𝑘(𝑥−ℓ)

𝑒𝑖𝑘ℓ − 𝑒−𝑖𝑘ℓ
𝜓𝑣,𝑗(𝑣) +

𝑒𝑖𝑘𝑥 − 𝑒−𝑖𝑘𝑥

𝑒𝑖𝑘ℓ − 𝑒−𝑖𝑘ℓ
𝜓𝑣,𝑗(𝑗). (A.9)
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Assim, obtemos

𝜓𝑣,𝑗(𝑥) =
1

𝑒𝑖𝑘ℓ − 𝑒−𝑖𝑘ℓ
[(𝑒𝑖𝑘(ℓ−𝑥) − 𝑒−𝑖𝑘(ℓ−𝑥))𝜓𝑣,𝑗(𝑣) + (𝑒𝑖𝑘𝑥 − 𝑒−𝑖𝑘𝑥)𝜓𝑣,𝑗(𝑗)]. (A.10)

A partir da forma do seno em termos de exponenciais, a qual é

sen(𝑥) =
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
, (A.11)

permite reescrever a equação de onda na forma

𝜓𝑣,𝑗(𝑥) =
sen(𝑘ℓ− 𝑘𝑥)𝜓𝑣,𝑗(𝑣) + sen(𝑘𝑥)𝜓𝑣,𝑗(𝑗)

sen(𝑘ℓ)
. (A.12)

Aplicando a condição de Neumann no vértice 𝑣, temos que a soma da derivada de todas
as funções de onda que partem desse vértice é nula, logo∑︁

𝑗∈𝑁𝑣

(︂
𝑑𝜓𝑣,𝑗(𝑥)

𝑑𝑥

)︂
𝑥=0

= 0. (A.13)

Dessa forma, tomando a derivada da função de onda que obtivemos anteriormente,(︂
𝑑𝜓𝑣,𝑗(𝑥)

𝑑𝑥𝑣,𝑗

)︂
𝑥=0

=
−𝑘cos(𝑘ℓ)𝜓𝑣,𝑗(𝑣) + 𝑘𝜓𝑣,𝑗(𝑗)

sen(𝑘ℓ)
. (A.14)

Agora substituindo na equação anterior para termos a condição do tipo Neumann nos vértices,∑︁
𝑗∈𝑁𝑣

𝑘𝜓𝑣,𝑗(𝑗) − 𝑘cos(𝑘ℓ)𝜓𝑣,𝑗(𝑣)

sen(𝑘ℓ)
= 0, (A.15)

temos 𝑑𝑛 equações com borda no vértice 𝑣, cada uma com outra ponta em um vértice 𝑗 vizinho
de 𝑣, ou seja, 𝑗 ∈ 𝑁𝑣, assim, simplifica-se o somatório, multiplicando a primeira parte pelo grau
do vértice e mantendo a soma apenas na parte com 𝑗, em que ele atua,∑︁

𝑗∈𝑁𝑣

𝜓𝑣,𝑗(𝑗) = 𝑑𝑣cos(𝑘ℓ)𝜓𝑣,𝑗(𝑣), (A.16)

Finalmente, substituindo essa relação na equação (A.2) que define a operação ao mul-
tiplicar a matriz laplaciana harmônica sobre as autofunções do grafo quântico, obtemos

∆𝐺(𝑣)𝜓𝑣,𝑗(𝑣) = (1 − cos 𝑘ℓ)𝜓𝑣,𝑗(𝑣). (A.17)

Dessa forma, ao considerar que a aplicação desse operador ∆𝐺, definido sobre em funções de
onda no grafo retorna um conjunto de autovalores de 𝜆𝜂, definidos por

∆𝐺(𝑣)𝜓𝜂(𝑣) = 𝜆𝜂𝜓𝜂(𝑣). (A.18)

Portanto é possível estabelecer a relação entre os autovalores 𝜆𝜂 da matriz laplaciana harmônica
e dos autovalores de energia de grafo quântico com condições do tipo Neumann em suas arestas
e com todas as arestas com mesmo comprimento ℓ, sendo definida como

𝜆𝜂 = (1 − cos 𝑘𝜂ℓ), (A.19)
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obtendo assim uma forma interessante de obter o espectro de energia de uma estrutura definida
por uma dinâmica de elementos quânticos

𝑘𝜂 =
1

ℓ
arccos (1 − 𝜆𝜂), (A.20)

com os valores para o número de onda definidos como periódicos em intervalos de tamanho 2𝜋.
Isso revela que com essas restrições impostas (grafo com comprimento constante das arestas e
apenas condição de contorno do tipo Neumann nos vértices), o espectro dos grafos quânticos
é definido basicamente pela sua topologia. Finalizando, considerando a relação entre o número
de onda e a energia ℰ de uma partícula, como 𝑘 =

√︀
2𝑚ℰ/~2, temos os valores de energia dos

autoestados do sistemas em função dos autovalores 𝜆𝜂,

ℰ𝜂 =
~2

2𝑚ℓ2
[arccos (1 − 𝜆𝜂)]

2 . (A.21)
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APÊNDICE B – DEDUÇÃO DO COEFICIENTE DE TRANSMISSÃO EM GRAFOS
QUÂNTICOS

Primeiro trataremos do caso de um grafo quântico Γ𝑃2 e obteremos a sua transmissão
em função de 𝑘 e 𝛼). Nesse caso teremos dois vértices, nos quais uma "lead" de entrada é ligada
ao vértice 𝑣1 e uma "lead" de saída é ligada a 𝑣2, sendo ambos conectados entre si por uma
aresta de comprimento ℓ. Como só teremos duas famílias de caminhos (𝑃1,2 e 𝑃2,1), o sistema
de equações que definirá a função de Green será⎧⎨⎩𝑃1,2 = 𝑟2𝑒

𝑖𝑘ℓ𝑃2,1 + 𝑡2𝑒
𝑖𝑘ℓ,

𝑃2,1 = 𝑟1𝑒
𝑖𝑘ℓ𝑃1,2.

(B.1)

Substituindo a segunda equação na primeira,

𝑃1,2 = 𝑟1𝑟2𝑒
2𝑖𝑘ℓ𝑃1,2 + 𝑡2𝑒

𝑖𝑘ℓ. (B.2)

Simplificando em termos de 𝑃1,2,

𝑃1,2(1 − 𝑟1𝑟2𝑒
2𝑖𝑘ℓ) = 𝑡2𝑒

𝑖𝑘ℓ, (B.3)

logo teremos a solução

𝑃1,2 =
𝑡2𝑒

𝑖𝑘ℓ

(1 − 𝑟1𝑟2𝑒2𝑖𝑘ℓ)
. (B.4)

O coeficiente de transmissão é obtido multiplicando a transmissão do vértice de entrada pela
soma das famílias que partem desse vértice, de forma que

𝑇Γ𝑃2
=

𝑡1𝑡2𝑒
𝑖𝑘ℓ

(1 − 𝑟1𝑟2𝑒2𝑖𝑘ℓ)
. (B.5)

Nesse caso, como ambos os vértices terão grau 𝑑 = 2, os respectivos coeficientes de
transmissão e reflexão nos vértices são os mesmos, apresentados em função de 𝑘 e 𝛼 como

𝑡1 = 𝑡2 = 𝑡(𝑘, 𝛼) =
2𝑖𝑘

2𝑖𝑘 − 𝛼
, (B.6)

𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟(𝑘, 𝛼) =
𝛼

2𝑖𝑘 − 𝛼
. (B.7)

Logo, o coeficiente de transmissão nesse grafo quântico será

𝑇Γ𝑃2
=

−4𝑘2𝑒𝑖𝑘ℓ/(2𝑖𝑘 − 𝛼)2

(1 − 𝛼2𝑒2𝑖𝑘ℓ/(2𝑖𝑘 − 𝛼)2)
, (B.8)

que pode ser simplificado, resultando na forma

𝑇Γ𝑃2
=

4𝑘2𝑒𝑖𝑘ℓ

4𝑘2 + 4𝑖𝛼𝑘 − 𝛼2 + 𝛼2𝑒2𝑖𝑘ℓ
. (B.9)
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A qual podemos reescrever na forma

𝑇Γ𝑃2
=

4𝑘2𝑒𝑖𝑘ℓ

4𝑘2 + 𝛼[4𝑖𝑘 − 𝛼(1 − 𝑒2𝑖𝑘ℓ)]
. (B.10)

Tomando o módulo quadrado, obtemos a probabilidade de transmissão⃒⃒
𝑇Γ𝑃2

⃒⃒2
=

16𝑘4

(4𝑘2 + 𝛼[4𝑖𝑘 − 𝛼(1 − 𝑒2𝑖𝑘ℓ)])(4𝑘2 − 𝛼[4𝑖𝑘 + 𝛼(1 − 𝑒−2𝑖𝑘ℓ)])
. (B.11)

Fazendo os limites para a condição do tipo Neumann (𝛼 → 0),

lim
𝛼→0

⃒⃒
𝑇Γ𝑃2

⃒⃒2
= 1, (B.12)

obtendo probabilidade 1 para qualquer valor de 𝑘, indicando que para 𝛼 = 0, a partícula é
totalmente transmitida através desse grafo. Outro caso limite é o da condição do tipo Dirichlet,
no qual temos (𝛼 → ∞), nesse caso,

lim
𝛼→∞

⃒⃒
𝑇Γ𝑃2

⃒⃒2
= 0. (B.13)

Fazendo para valores de 𝑘 muito altos em relação à 𝛼, obtemos o limite 𝛼
𝑘
→ 0, logo

lim
𝛼
𝑘
→0

⃒⃒
𝑇Γ𝑃2

⃒⃒2
= lim

𝛼
𝑘
→0

16𝑘2

(4𝑘 + 𝛼[4𝑖− 𝛼(1 − 𝑒2𝑖𝑘ℓ)/𝑘])(4𝑘 − 𝛼[4𝑖+ 𝛼(1 − 𝑒−2𝑖𝑘ℓ)/𝑘])
. (B.14)

lim
𝛼
𝑘
→0

⃒⃒
𝑇Γ𝑃2

⃒⃒2
= lim

𝛼
𝑘
→0

16𝑘2

(4𝑘 + 4𝑖𝛼)(4𝑘 − 4𝑖𝛼)
. (B.15)

lim
𝛼
𝑘
→0

⃒⃒
𝑇Γ𝑃2

⃒⃒2
= lim

𝛼
𝑘
→0

16𝑘

16𝑘 − 16𝛼/𝑘
. (B.16)

lim
𝛼
𝑘
→0

⃒⃒
𝑇Γ𝑃2

⃒⃒2
= 1. (B.17)

o que mostra que em limites conforme aumentamos o valor de 𝑘, a amplitude de transmissão e
por consequência seu módulo quadrado (probabilidade de transmissão), tendem ao comporta-
mento igual da condição do tipo Neumann, o que também pode ser visto tomando esse limite
no coeficiente de transmissão, onde obtemos lim𝛼

𝑘
→0
𝑇Γ𝑃2

= 𝑒𝑖𝑘ℓ.
Um outro caso é para um grafo com dois vértices, os quais são conectados por duas

arestas de comprimentos diferentes. Assim, teremos um sistema de equações na forma⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃1,2 = 𝑟2𝑒
𝑖𝑘ℓ𝑃2,1 + 𝑡2𝑒

𝑖𝑘ℓ𝑃2,3 + 𝑡2

𝑃2,1 = 𝑟1𝑒
𝑖𝑘ℓ𝑃1,2 + 𝑡1𝑒

𝑖𝑘ℓ𝑃1,3

𝑃1,3 = 𝑟3𝑒
𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃3,1 + 𝑡3𝑒

𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃3,2

𝑃3,1 = 𝑟1𝑒
𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃1,3 + 𝑡1𝑒

𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃1,2

𝑃2,3 = 𝑟3𝑒
𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃3,2 + 𝑡3𝑒

𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃3,1

𝑃3,2 = 𝑟2𝑒
𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃2,3 + 𝑡2𝑒

𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃2,1 + 𝑡2

(B.18)
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Usando condições de contorno do tipo Neumann, como os graus dos vértices são 𝑑1 = 𝑑2 = 3

e 𝑑3 = 2, temos os coeficientes de reflexão

𝑟1 = 𝑟2 = −1

3
, (B.19)

𝑡1 = 𝑡2 =
2

3
, (B.20)

𝑟3 = 0, (B.21)

𝑡3 = 1. (B.22)

Portanto, teremos o sistema de equações na forma⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃1,2 = −1
3
𝑒𝑖𝑘ℓ𝑃2,1 + 2

3
𝑒𝑖𝑘ℓ𝑃2,3 + 2

3
,

𝑃2,1 = −1
3
𝑒𝑖𝑘ℓ𝑃1,2 + 2

3
𝑒𝑖𝑘ℓ𝑃1,3,

𝑃1,3 = 𝑒𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃3,2,

𝑃3,1 = −1
3
𝑒𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃1,3 + 2

3
𝑒𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃1,2,

𝑃2,3 = 𝑒𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃3,1,

𝑃3,2 = −1
3
𝑒𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃2,3 + 2

3
𝑒𝑖𝑘𝛽ℓ/2𝑃2,1 + 2

3
.

(B.23)

Resolvendo esse sistema de equações, obtemos⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃1,2 = (6𝑒𝑖𝑘𝑙 − 4𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙 − 2𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙)/𝑔

𝑃2,1 = (4𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 − 2𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙 − 2𝑒2𝑖𝑘𝑙)/𝑔

𝑃1,3 = (6𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙 − 2𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙 − 4𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙)/𝑔

𝑃3,1 = (−2𝑒
3
2
𝑖𝛽𝑘𝑙 + 4𝑒

1
2
𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 − 2𝑒

3
2
𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙)/𝑔

𝑃2,3 = (−2𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙 + 4𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 − 2𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙)/𝑔

𝑃3,2 = (6𝑒
1
2
𝑖𝛽𝑘𝑙 − 2𝑒

1
2
𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙 − 4𝑒

3
2
𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙)/𝑔,

(B.24)

onde 𝑔 é dado por
𝑔 = 9 − 𝑒2𝑖𝑘𝑙 − 8𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 − 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙 + 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙. (B.25)

Portanto, como o coeficiente de transmissão será dado por 𝑡1 vezes a soma dos cami-
nhos que partem do vértice 1(𝑃1,2 + 𝑃1,3), teremos

𝑇 (𝑘, 𝛽) =
2

3

(︂
6𝑒𝑖𝑘𝑙 − 4𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙 − 2𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 + 6𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙 − 2𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙 − 4𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙

9 − 𝑒2𝑖𝑘𝑙 − 8𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 − 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙 + 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙

)︂
, (B.26)

simplificando,

𝑇 (𝑘, 𝛽) =
2

3

(︂
6𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙 − 6𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙 − 6𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 + 6𝑒𝑖𝑘𝑙

9 − 𝑒2𝑖𝑘𝑙 − 8𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 − 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙 + 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙

)︂
, (B.27)

assim, sua forma final é

𝑇 (𝑘, 𝛽) =
4(𝑒𝑖𝑘𝑙 + 𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙 − 𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙 − 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙)

9 − 𝑒2𝑖𝑘𝑙 − 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙 − 8𝑒𝑖𝛽𝑘𝑙+𝑖𝑘𝑙 + 𝑒2𝑖𝛽𝑘𝑙+2𝑖𝑘𝑙
. (B.28)
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APÊNDICE C – ALGUNS ESTADOS GRAFO

Nesse apêndice serão demonstrados alguns métodos para obter os estados grafo a partir
da estrutura definida. Como apresentado na seção 4.1.5.3, portas Z-controladas atuando em dois
qubits invertem a fase quando os dois qubits tiverem valor igual a 1. Uma análise desse tipo dada
sobre quais qubits uma determinada porta atua dado seu estado inicial, permite obter o estado
final de forma mais eficiente.

Aqui abordaremos o caso dos estados dos subgrafos abrangentes de 𝐾3 ou 𝐶3. Para o
subgrafo 𝐹1, não há porta atuando sobre os qubits, logo o seu estado é o próprio estado inicial
|+ + +⟩

|𝐹1⟩ = |+ + +⟩ =
1√
23

(|000⟩+ |001⟩+ |010⟩+ |011⟩+ |100⟩+ |101⟩+ |110⟩+ |111⟩). (C.1)

Já nos subgrafos 𝐹2 ao 𝐹4 temos uma porta aplicada entre dois qubits qubits específi-
cos, sendo

|𝐹2⟩ = �̂�
{1,2}
𝐶𝑍 |+ + +⟩ , (C.2)

|𝐹3⟩ = �̂�
{1,3}
𝐶𝑍 |+ + +⟩ , (C.3)

|𝐹4⟩ = �̂�
{2,3}
𝐶𝑍 |+ + +⟩ . (C.4)

Nesses estados, teremos uma inversão no sinal quando temos simultaneamente valor 1 nos qu-
bits apresentados no índice do operador �̂�{𝑗,𝑘}

𝐶𝑍 , fazendo com que ocorra uma inversão de sinal
quando. Por exemplo, quando o valor dos qubits 𝑖 e 𝑗 forem simultaneamente 1, como para o
|𝐹1⟩, onde teremos uma inversão de sinal em seus kets com valor |110⟩ e |111⟩, pois sua porta
atua sobre os qubits 1 e 2. Portanto, esses estados em base computacional quântica são

|𝐹2⟩ =
1√
23

(|000⟩ + |001⟩ + |010⟩ + |011⟩ + |100⟩ + |101⟩ − |110⟩ − |111⟩), (C.5)

|𝐹3⟩ =
1√
23

(|000⟩ + |001⟩ + |010⟩ + |011⟩ + |100⟩ − |101⟩ + |110⟩ − |111⟩), (C.6)

|𝐹4⟩ =
1√
23

(|000⟩ + |001⟩ + |010⟩ − |011⟩ + |100⟩ + |101⟩ + |110⟩ − |111⟩). (C.7)

Nos casos dos estados |𝐹5⟩ ao |𝐹7⟩, temos duas portas atuando simultaneamente e
finalmente no estado |𝐹8⟩ todas as portas possíveis atuam. Dessa forma teremos

|𝐹5⟩ = �̂�
{1,3}
𝐶𝑍 �̂�

{2,3}
𝐶𝑍 |+ + +⟩ , (C.8)
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|𝐹6⟩ = �̂�
{1,2}
𝐶𝑍 �̂�

{2,3}
𝐶𝑍 |+ + +⟩ , (C.9)

|𝐹7⟩ = �̂�
{1,2}
𝐶𝑍 �̂�

{1,3}
𝐶𝑍 |+ + +⟩ , (C.10)

|𝐹8⟩ = �̂�
{1,2}
𝐶𝑍 �̂�

{1,3}
𝐶𝑍 �̂�

{2,3}
𝐶𝑍 |+ + +⟩ . (C.11)

Utilizando o mesmo método, analisando em quais kets haverá inversão de sinal, como por exem-
plo para o |𝐹5⟩, onde teremos uma inversão de sinal nos kets |011⟩ e |101⟩ e duas no |111⟩,
mantendo o seu sinal positivo. Portanto, para |𝐹5⟩ a |𝐹8⟩, as suas formas finais serão

|𝐹5⟩ =
1√
23

(|000⟩ + |001⟩ + |010⟩ − |011⟩ + |100⟩ − |101⟩ + |110⟩ + |111⟩), (C.12)

|𝐹6⟩ =
1√
23

(|000⟩ + |001⟩ + |010⟩ − |011⟩ + |100⟩ + |101⟩ − |110⟩ + |111⟩), (C.13)

|𝐹7⟩ =
1√
23

(|000⟩ + |001⟩ + |010⟩ + |011⟩ + |100⟩ − |101⟩ − |110⟩ + |111⟩), (C.14)

|𝐹8⟩ =
1√
23

(|000⟩ + |001⟩ + |010⟩ − |011⟩ + |100⟩ − |101⟩ − |110⟩ − |111⟩). (C.15)

A partir desses estados obtidos, definimos o operador de randomização do estado grafo

|𝐹8⟩ , 𝑞𝑢𝑒𝑠𝑒𝑟𝑛𝑎𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎
𝜌𝑝𝐾3

= (1 − 𝑝)3 |𝐹1⟩⟨𝐹1| + 𝑝(1 − 𝑝)2(|𝐹2⟩⟨𝐹2| + |𝐹3⟩⟨𝐹3| + |𝐹4⟩⟨𝐹4|)

+ 𝑝2(1 − 𝑝)(|𝐹5⟩⟨𝐹5| + |𝐹6⟩⟨𝐹6| + |𝐹7⟩⟨𝐹7|) + 𝑝3 |𝐹8⟩⟨𝐹8| ,
(C.16)Teremos

sua respectiva matriz densidade na forma

𝜌𝑝𝐾3

.
=

1

8

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾3𝑝

1 1 1 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾3𝑝

1 1 1 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾3𝑝

𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾2𝑝 𝛾2𝑝 𝛾2𝑝

1 1 1 𝛾𝑝 1 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾3𝑝

𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾2𝑝 𝛾𝑝 1 𝛾2𝑝 𝛾2𝑝

𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾𝑝 𝛾2𝑝 𝛾𝑝 𝛾2𝑝 1 𝛾2𝑝

𝛾3𝑝 𝛾3𝑝 𝛾3𝑝 𝛾2𝑝 𝛾3𝑝 𝛾2𝑝 𝛾2𝑝 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (C.17)

onde 𝛾𝑝 = (1 − 2𝑝).
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APÊNDICE D – TRABALHOS PRODUZIDOS

Durante o mestrado foram desenvolvidos dois trabalhos. Um primeiro trabalho foi na
parte de grafos quânticos, definindo a entropia média de espalhamento em grafos quânticos
(29), o qual foi publicado dia 4 de junho de 2021 na revista Physical Review A de volume
103. O outro trabalho estende conceitos apresentados na randomização em estados grafo para
estados hipergrafo (48) e está sendo finalizado.
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