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RESUMO

Neste trabalho, discute-se a quantizacao do campo eletromagnético no contexto da segunda
quantizacdo para uma cavidade unidimensional tanto para paredes fixas como para
paredes moveis. Analisa-se a estrutura de estados quanticos do campo eletromagnético,
considerando propriedades como energia do ponto zero (ou energia de vadcuo) e componentes
de quadratura. Um dos pontos principais ¢ a apresentacao de uma formulacao hamiltoniana
do Efeito Casimir Dinamico, sendo este uma consequéncia direta da existéncia da energia
do vécuo. Discute-se a geragao e detecgao (por meio de um circuito RLC quantizado, ou
antena) de f6tons no Efeito Casimir Dindmico, bem como o efeito de dissipagao devido ao
acoplamento da antena com um reservatério térmico. A abordagem dessa tltima analise
¢é realizada por meio da Equagao Mestra e da evolucao temporal no contexto de estados
Gaussianos. Obtiveram-se as solugoes das matrizes de covariancias para o sistema composto
de um modo da cavidade de paredes modveis e de um detector dissipativo, considerando
como estados Gaussianos iniciais, estados térmicos comprimidos.

Palavras-chave: Segunda quantizacao da luz. Efeito Casimir Dindmico. Dissipacao.
Estado gaussiano.



ABSTRACT

In this work, the quantization of the electromagnetic field is discussed in the context of
the second quantization for a one-dimensional cavity for both fixed and movable walls.
The structure of quantum states of the electromagnetic field is analyzed, considering
properties such as zero-point energy (or vacuum energy) and quadrature components. One
of the main points is the presentation of a hamiltonian formulation of the Dynamical
Casimir Effect, which is a direct consequence of the existence of vacuum energy. The
generation and detection (by means of a quantized RLC circuit, or antenna) of photons
in the Dynamical Casimir Effect are discussed, as well as the dissipation effect due to
the coupling of the antenna with a thermal reservoir. The approach of this last analysis
is carried out through the Master Equation and the temporal evolution in the context
of Gaussian states. The solutions of the covariance matrices for the system composed of
a cavity mode with movable walls and a dissipative detector were obtained, considering
squeezed thermal states as initial Gaussian states.

Keywords: Second quantization of light. Dynamical Casimir Effect. Dissipation. Gaussian

state.
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1 INTRODUCAO

No inicio do século XIX, os experimentos de Young e Fresnel, acerca da difracao
da luz, demonstraram o carater ondulatério da mesma, encerrando, assim, o antigo debate,
iniciado por Newton e Huygens, no final do século XVII, entre a teoria corpuscular e
ondulatéria luz (O’CONNOR,; ROBERTSON, 2002a). J& na segunda metade do século
XIX, o desenvolvimento do eletromagnetismo cléssico e as confirmagoes experimentais de

Hertz demonstraram que a natureza da luz é a de uma onda eletromagnética que obedece
as Equagoes de Maxwell (O’CONNOR; ROBERTSON, 2002a; DUTRA, 2005).

Porém, no final do século XIX, o eletromagnetismo classico era incapaz de fornecer
um modelo adequado para explicar o espectro da luz emitida por um corpo a uma
determinada temperatura (o problema do corpo negro) (HALLIDAY; RESNICK; WALKER,
2016; TIPLER; LLEWELLYN, 2014). Esse problema foi solucionado por Plank, em 1900,
por meio de um modelo onde a energia da radiacao eletromagnética produzida por um corpo
negro era emitida em valores discretos (quanta de energia) (O’CONNOR; ROBERTSON,
2002b).

O trabalho de Plank leva Einstein, em 1905, a fornecer uma explicagdo para
o efeito fotoelétrico propondo que toda a radiagao eletromagnética era constituida por
“pacotes” de energia (quanta), que viriam a ser chamados de f6tons, com energia fiw, sendo
w a frequéncia da radiagao eletromagnética e i a constante reduzida de Plank (LOUDON,
2000; O’'CONNOR; ROBERTSON, 2002b). Esse processo de discretiza¢ao da energia da
radiacao eletromagnética é considerado hoje como a primeira quantizagdo da luz e marca
o inicio a fisica quantica (SALASNICH, 2014).

Em 1927, Dirac avanca na compreensao da natureza quantica da radiacao eletro-
magnética ao realizar a quantizacao do campo eletromagnético, conhecida como sequnda
quantizacao da luz, em termos da criagao e aniquilagao de fétons, onde estes passam a
serem vistos como excitagoes do campo eletromagnético quantizado (LOUDON, 2000;
SALASNICH, 2014). Na segunda metade do século XX, a segunda quantizagdo da luz
ganha maior atenc¢do, devido a invenc¢ao do laser por Maiman, em 1960, e os trabalhos de
Glauber sobre coeréncia optica e estados do campo eletromagnético, que marcam origem
da Otica Quantica (LOUDON, 2000).

Atualmente, a Otica Quéntica possui um corpo formal bem estabelecido, podendo
ser considerada como uma teoria de campo nao-relativistica que aborda os fenémenos
envolvendo a quantizacao da luz e sua interagdo com matéria (RICE, 2020), e é dentro
deste contexto que sdo apresentados os contetdos deste trabalho. Em Otica Quantica,
desde que sejam assumidas condigoes de contorno fixas para equagao de onda do potencial
vetor A, no calibre de Coulomb, é possivel aplicar o procedimento de segunda quantizacao

ao hamiltoniano (classico) do campo eletromagnético de radiacdo para encontrar um
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hamiltoniano escrito em termos dos operadores bosonicos de aniquilagao e criagao.

Os estados do campo eletromagnético que surgem naturalmente deste procedimento
sao os autoestados do hamiltoniano, escritos na representacao de Fock, que contabilizam o
nimero de fétons em cada um dos modos deste campo. A partir destes estados, utilizando
a algebra dos operadores aniquilagao e criacao, pode-se encontrar outros estados da luz,
como os estados coerente, comprimido e térmico. Porém, um dos estados da luz de maior
interesse € o estado de vdcuo, um autoestado do hamiltoniano, que nao possui fétons, mas

apresenta uma energia média nao nula, a energia do ponto-zero, ou energia de vacuo.

A energia do ponto-zero da surgimento a diversos fenémenos, como o Efeito
Casimir Dinamico, onde se estuda a produgao de fétons a partir do estado de vacuo no
interior de uma cavidade ressonante, devido ao movimento das paredes da cavidade, o
que constitui um problema dindmico com condi¢oes de contorno que dependem do tempo.
Porém, diferente do caso onde se tem uma condi¢cao de contorno fixa, este problema
apresenta certas dificuldade algébricas para se obter um hamiltoniano para o campo
eletromagnético dentro da cavidade. Neste trabalho, é feita uma revisao de uma das
formulagoes do Efeito Casimir Dindmico, apresentada por Law (1994), em que se pode
obter um hamiltoniano efetivo capaz de descrever a dinamica do campo no interior da

cavidade.

Neste trabalho, também se analisa, a partir do hamiltoniano efetivo, a deteccao
dos fotons gerados pelo Efeito Casimir Dindmico, quando apenas um modo da cavidade é
excitado pelo movimento da parede. Considera-se o caso de um detector de fétons nao ideal,
modelado por um circuito LC quantizado (antena) acoplado a um reservatério térmico.
Devido a este acoplamento, a dinamica do sitema modo da cavidade e detector é modelada
por meio de uma Equacao Mestra bipartida, no contexto da evolugao temporal de estados
gaussianos (DODONOV; MAN’KO, 2003). Porém, em vez de se considerar o estado inicial
da antena e do campo no interior da cavidade como sendo o estado de vacuo, assume-se
como estado inicial o estado térmico comprimido, que é um estado gaussiano (DODONOV;
MAN’KO, 2003). A razao desta escolha se deve ao fato da compressao do estado gaussiano
ser um elemento quantificador da nao-classicalidade de um estado quantico da luz, que
é uma propriedade relevante para preservacao das correlagoes quanticas no decorrer do

tempo.

Este trabalho estd dividido da seguinte maneira:

- No Capitulo 2 ¢é apresentada a segunda quantizagao da luz a partir da equacgao de
onda para o potencial vetor A no calibre de Coulomb, assumindo uma condig¢ao
de contorno fixa, onde se obtém o hamiltoniano para o campo eletromagnético em
termos dos operadores bosonicos de criagao e aniquilagdo. Também é apresentado o

Efeito Casimir como um dos fenémenos relacionados a energia de ponto-zero.
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- No Capitulo 3 sdo apresentados os principais estados do campo eletromagnético e
algumas de suas propriedades dentro do formalismo da segunda quantizacao da luz,

sendo eles: o estado coerente, o estado comprimido e o estado térmico.

- No Capitulo 4, discute-se uma formulacao de Law para do Efeito Casimir Dindmico,
que possibilita encontrar um hamiltoniano efetivo para o problema, usado para
descrever a dindmica do campo eletromagnético quantizado no interior da cavidade

ressonante.

- O Capitulo 5 é destinado a deduzir a Equacado Mestra como uma maneira de
modelar o efeito de dissipacao em um sistema quantico acoplado a um reservatorio
térmico. Também é apresentada a generalizacao da Equacao Mestra para um sistema
bipartido, por meio do uso das coordenadas bosonicas. A partir desta Equacao
Mestra, apresenta-se um modelo para descrever a evolug¢ao temporal de um estado

gaussiano em termos de seus primeiro e segundo momentos.

- Ja no Capitulo 6, apresenta-se uma aplicacao da formulacao apresentada no Capitulo 5
para o estudo da dinamica de modos acoplados adequada ao contexto das variaveis
continuas considerando como estado inicial gaussiano do sistema modo da cavidade
e antena o estado térmico comprimido. Analisa-se os aspectos analiticos e algébricos
para a dindmica de um modo de cavidade com um detector de fétons para o qual a

dissipacao é levada em consideracao no processo de deteccao.
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2 QUANTIZACAO DO CAMPO ELETROMAGNETICO

Neste capitulo sera apresentada a quantiza¢ao do campo eletromagnético (EM),
ou segunda quantizacao da luz, partindo da expansao do vetor potencial magnético A
em termos dos modos do campo EM dentro de uma cavidade. Entao, sera introduzido
os estados de Fock (ou de niéimero) do campo eletromagnético quantizado. E também
discutida uma caracteristica nao classica que surge do processo de quantizacao: a a energia
de ponto zero, bem como uma aplicacdo direta dessa propriedade no chamado Efeito

Casimir.

2.1 O HAMILTONIANO DO CAMPO ELETROAGNETICO

O método de quantizacao do campo eletromagnético parte de escrever o hamilto-
niano (ainda classico) do campo EM de forma a associd-lo ao hamiltoniano do Oscilador
Harmonico Quéantico. Para este fim, nesta secao, serd descrito o método apresentado por
Cohen-Tannoudji, Dupont-Roc e Grynberg (1989), Lambropoulos e Petrosyan (2007),
Loudon (2000), Orszag (2016), Rice (2020), Salasnich (2014) e Walls e Milburn (2008),
pois se adequa melhor aos objetivos desse trabalho. Existe ainda outra maneira muito
mais simples e intuitiva, contudo menos 1til, de se atingir este mesmo objetivo, que é
apresentada por Meystre e Sargent (2007) e Scully e Zubairy (1997). Porém, esta maneira

nao sera abordada nesse trabalho, mas ambos os métodos cumprem o mesmo proposito.

Partindo das Equagoes de Maxwell no vacuo, na auséncia de cargas ou correntes

(GRIFFITHS, 2011; JACKSON, 1999; MACHADO, 2006):

V-E = 0, (2.1)
V-B = 0, (2.2)
OB
VXE = ~ 50 (2.3)
OE

VxB = Eollo (24)

E;

junto das equagoes que determinam os campos elétrico E e magnético B a partir do

potencial elétrico ¢ e do potencial vetor magnético A,

0A
B = VxA, (2.6)

onde ¢¢ e i sao, respectivamente, a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética

do vacuo, e determinam a velocidade da luz no vdcuo gopg = ¢ 2.
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Considerando o fato das Equagoes de Maxwell serem invariantes em relacao a uma
transformagao de calibre, escolhe-se o calibre de Coulomb, ji que o que se quer quantizar
é o campo eletromagnético transversal, o que significa que a direcdo de propagacao das
ondas eletromagnéticas é perpendicular ao plano em que os campos E e B oscilam, assim,
tem-se entao (COHEN-TANNOUDJI; DUPONT-ROC; GRYNBERG, 1989; ORSZAG,
2016)

V-A = 0, (2.7)
¢ =0. (2.8)

Aplicando a identidade vetorial (LOUDON, 2000, p. 127) na forma
VxVxA=V(V-A)- VA, (2.9)

combinando as Equagoes 2.5 e 2.6 com as Equagoes 2.7 e 2.8, e, entao, substituindo tudo
na Equagao 2.4, obtém-se (ORSZAG, 2016, p. 26):

10 0A
VXVXxA = ——(——
v @m( &»
1 0’A
VA = —— 2.10
que é a equacao de onda para o potencial vetor A. Escrevendo o potencial vetor na forma
A =Y, ap(t)ug(r) para aplicar a separagao de variaveis a Equagao 2.10 (ORSZAG, 2016,
p. 26),

w2

WW+§M::Q (2.11)
32
5%+d%::a (2.12)

onde a constante de separagao wi ¢ a frequéncia da onda no modo k.

Considerando uma regiao ctbica no espago (sem contornos reais) de lado L e
volume V', e submetendo a solugao da Equacao 2.11 a uma condicao periddica de contorno,
obtém-se, para ondas planas (LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014;
WALLS; MILBURN;, 2008):

ui(r) = \/1Veks exp(ik - r), (2.13)

onde k? = w?/c? e ey, é um vetor unitrio que leva em conta as duas diregdes de polarizacio
s=1,2e (LOUDON, 2000, p. 131):

€Ls " €Ly = 55751. (214)
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As componentes escalares do vetor de onda k na Equacao 2.13 sao dadas por
(LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014)

2mm 2mm 2mm
k, = 2k, = v ok, = z 2.15
L’ Y L’ L’ ( )

onde m,, m,,, m, sao nimeros inteiros (0, £1, £2,...). Juntos, os vetores e e k satisfazem
a condi¢ao imposta pelo calibre de Coulomb se (LOUDON, 2000, p. 131)

ens -k =0. (2.16)

Ja a parte temporal de A satisfaz a equacao de movimento de um oscilador harmdnico

simples (LOUDON, 2000; SALASNICH, 2014), cujo a solugéo é

ar(t) = ay exp(—iwt). (2.17)

Por fim, levando em conta que o potencial vetor é um campo vetorial real, i.e.
A = A* (SALASNICH, 2014, p. 25), pode-se escrever a forma final de A como (LOUDON,
2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014; WALLS; MILBURN, 2008):

21 h
A(r,t) = - eps(apexp(i(k - r — wpt
(r,) ;;2 T ks (@ exp(i( Kt))
+ aj exp(—i(k - r — wyt)), (2.18)

onde o fator constante na equacgao acima ¢ inserido a fim de que o potencial vetor possua

a dimensao correta.

Com as Equagoes 2.5 e 2.6, pode-se determinar os campos elétrico e magnético a
partir da Equagao 2.18 (LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014; WALLS;
MILBURN, 2008):

2
. Wk h .
E(r.t) = 1 — ers(agpexp(i(k - r — wyt
m0) = IS apesloeplite - wh)
—ajexp(—i(k - r —wgt)), (2.19)
B(r, t) 'Zik " fxe (ay exp(i(k - — wyt))
) = i — s(apexp(i(k - r —w
2 2\ weeoV ks Ak €XP k
—apexp(—i(k - r — wgt)). (2.20)

A partir das Equacoes 2.19 e 2.20 é possivel determinar a energia total armazenada
no campo eletromagnético no volume V', que é obtida por meio do hamiltoniano deste
campo (LOUDON; 2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014; WALLS; MILBURN, 2008):

1 1
H= 7/ <5OE2 + B2> , (2.21)
2Jv Ho
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onde as integrais no espaco que aparecem na Equacao 2.21, devido as Equacoes 2.19 e
2.20, tem a forma (LOUDON, 2000, p. 132):

/ expli(k — K') - 1]dV = Ve, (2.22)
v
/ explLi(k + k') - 1]dV = Vi i (2.23)
1%
Dessa forma o fator correspondente ao campo elétrico E na Equagao 2.21 pode ser escrito
como
[aBav = =35 ew-evs (2E0) Viaay explien + w8
= — . rgl arar eXp|—r(w W' —_k/
v 0 e k k dwopzoV kG €XP k k k,—k

- akaz/ exp[—i(wk - wk/)t]5k,k/ - CLZCLRI exp[z'(wk — wk/)t]5k7k/

+ ayay, expli(wg + wi )t ok, —x), (2.24)

considerando a Equacao 2.14 e o fato de que os modos —k e k possuem a mesma frequéncia
angular w, (LOUDON;, 2000), obtém-se

hw , ,
/ sEdV =) TR(aka,j + ajay — apa_pe” R — aia* e ). (2.25)
v k

De forma similar, para a parte referente ao campo magnético B na Equacao 2.21

1 N ~ 0
—B%V = - k X e k' Xepyg | ———
v Ho 1;:‘/ g g g <4wk€0,uov>

X V(akak/ exp[—i(wk + wk/)t]ék,_k/ - akaz/ exp[—z'(wk - wk/)t]5k,k/

— ajag expli(wy — wi )t ok i + agay, expli(wg + wir )]0k, —x),(2.26)

que assume a forma
1 hwr. - ~
/ —B2V = 3 K x e, -k x e (aral + alar)
vV Ho k s,8 4

— Kk X eps - (k) X e_py(aga_pe 2 4+ ata’ P r)} (2.27)
A partir das propriedades do produto vetorial (LOUDON;, 2000, p. 133),

k X ey -k xXeyy =eps-eqpy, (2.28)

obtém-se a forma final da energia magnética

1 hw . .
/ —BV =) %(akaz +ajay + apa_ge PR £ ata* , e? ). (2.29)
vV Ho k

Entao, substituindo as Equagoes 2.25 e 2.29 na Equacao 2.21, tem-se que
hw
H=Y Tk(akaz + ajag), (2.30)
Kk

onde a ordem de ay, e a; foi mantida durante todo o célculo a fim de realizar a quantizagao

de H, mas por enquanto sao apenas niimeros complexos.
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2.2 SEGUNDA QUANTIZACAO

Agora, a quantizacdo do hamiltoniano do campo eletromagnético (campo de
radiacdo) se torna 6bvia. Seguindo o mesmo raciocinio apresentado por Cohen-Tannoudji,
Dupont-Roc e Grynberg (1989), Lambropoulos e Petrosyan (2007), Loudon (2000), Meystre
e Sargent (2007), Orszag (2016), Rice (2020), Salasnich (2014), Scully e Zubairy (1997) e
Walls e Milburn (2008), a forma da Equacao 2.30 é similar a do hamiltoniano do Oscilador
Harménico Quantico (Equagao B.7), o que sugere que a quantizagao se da por a partir

das correspondéncias (ver Apéndice B)

. 1 JEA
ap — Qg = g (Wrr + iPx), (2.31)
k
« 1 N
4 — aj = SThior (wrdk — iPk), (2.32)

onde definiu-se que o oscilador possui massa unitaria e também foi utilizado o acento
circunflexo para operadores apenas para enfatizar a “transformacgdo” do niimero complexo

ay para o operador aj, mas essa notagao nao sera empregada em todo o texto.

Substituindo as Equacoes 2.31 e 2.32 na Equacao 2.30, obtém-se:

hw

H = Z Tk(akaz + azak)
K
hw, 1 . . |
= > 2 2, (Wi + ipr) (wWrqr — ipr) + (Wrar — ipx) (Wear + ipx)]
K
1
Ho= 3 5w+ ri), (2.33)
Kk

que é o conhecido hamiltoniano (neste caso, ja quantizado) de um conjunto infinito de
osciladores harmonicos nao acoplados com massa unitaria e diferentes frequéncias wy,
(SALASNICH, 2014).

A partir do esquema de quantizagao, os campos (classicos) elétrico E e magnético
B, determinados pelas Equacoes 2.19 e 2.20, respectivamente, tornam-se operadores que
podem ser escritos em funcao de ag e aL (LAMBROPOULOS; PETROSYAN, 2007;
ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014):

Bl = XY

ksl wk&?V

—al exp(—i(k - T — wyt)), (2.34)

ers(apexp(i(k - r — wyt))

2

k[ h
8212 wk&)V

ay exp(—i(k - r — wgt)). (2.35)

k X ey (ay exp(i(k - r — wit))

B(r,t) = i),
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O hamiltoniano do campo eletromagnético, Equacao 2.33, também pode ser escrito
em termos de ay e az (WALLS; MILBURN, 2008, p. 10):

1
H=> hwy (azak + 2) : (2.36)
Kk
ou considerando o operador nimero, definido por N, = aLak,

1
H =Y huwy (Nk + 2) : (2.37)
Kk
A fim de poder abranger os muitos modos do campo eletromagnético quantizado,
as relagoes de comutacao apresentadas no Apéndice B devem ser generalizadas. Assim
(LAMBROPOULOS; PETROSYAN, 2007, p. 49),

[, pe] = RO g [ars aw] = [Pk o] = 0; (2.38)
la, al)] = S o law, aw] = [af, a},] = 0; (2.39)
[Nk, ak/] = —5k7k/ak s [Nk, CL};/] = 5]67;{/@;. (240)

De acordo com os principios da Mecanica Quantica, como os operadores a e a' no
sao hermitianos, eles nao podem representar quantidades observaveis, entao é conveniente
definir os operadores hermitianos adimensionais (LOUDON, 2000, p. 138):

a+al W

X = = ,/— 241
2 on® (2.41)
a—al 1

Y = = 2.42

2i 2hw”’ ( )

onde X e Y sao denominados de operadores de quadratura. Levando em conta os diversos
modos do campo eletromagnético, a relagdo de comutagao entre os operadores de quadratura
segue diretamente da Equagao 2.39 (LOUDON, 2000, p. 142):

7
(X, Yir] = §5kz,k'- (2.43)

Por fim, o operador de campo elétrico escrito em termos dos operadores de quadratura
torna-se (LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; RICE, 2020):

E(r,t) =Y 22: Erers(X sen (k- r — wit) — Y cos(k - r — wyt)), (2.44)

k s=1

onde definiu-se

Wi h
Ey=—4 . 2.45
g 2 wk€0V ( )
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2.3 ESTADOS DE FOCK

Assim como no caso do Oscilador Harmonico Quantico, o hamiltoniano do campo
eletromagnético quantizado é diagonal na representacao de nimero; porém, como se trata
de conjunto de infinitos modos independentes, um vetor de estado da base de autoestados

deste hamiltoniano é escrito como um produto dos autoestados de cada modo, representados
por (LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014)

’nk/> ’nk//> ’nk///> v e = ’nk/y nk”7 nk/// L >’ (246)
esses vetores de estado sao chamados de estados de Fock ou estados de nimero de foton.

A acao dos operadores ay e a,t sobre estes estados ¢ dada segundo as equagoes
(LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014)

agl e nm ) = gl —1,-0), (2.47)

) = VT ), (2.45)

De acordo com Cohen-Tannoudji, Dupont-Roc e Grynberg (1989, p. 187) e Loudon (2000,
p. 139,140), a interpretagao fisica da agao destes operadores (sobre os estados de Fock)
é a de que o operador de aniquila¢do a; destréi um féton (uma excitagdo do campo
quantizado), de energia hwy do modo k, enquanto o operador de criagao aL cria um féton

deste mesmo modo e mesma energia.

Como os estados de Fock sdo ortonormais, a partir das Equagoes 2.47 e 2.48,

verifica-se que o valor médio dos campos elétrico e magnético, Equacoes 2.34 e 2.35 para
qualquer estado de Fock (mesmo para n grande), sdo (MILONNI, 1994; SALASNICH,
2014):

(E) = (B) =0, (2.49)
uma vez que

(oo oy lag] e gy ) = (e ,nk,“-lall--- gy ) = 0. (2.50)

O nimero de f6tons ny no modo k é dado pelo operador nimero Ny (LOUDON,
2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014):

Nil oo gy ) =mg| -+ i, -+ ). (2.51)

Utilizando esta equacao e a Equacao 2.37, pode-se calcular o valor de energia do estado
fundamental (ou estado de vacuo) |0) = |0,0,0,---) do campo eletromagnético quantizado
(LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014; WALLS; MILBURN, 2008):

(0| H|0) = ZM(mem ) Z L peor, (2.52)
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que ¢é a chamada energia do ponto zero ou energia do vdcuo.

Porém, como o estado fundamental é um estado que nao possui fotons em nenhum
dos modos, a Equacao 2.52 revela um problema com o processo de quantiza¢gao do campo
eletromagnético (COHEN-TANNOUDJI; DUPONT-ROC; GRYNBERG, 1989; LOUDON,
2000; ORSZAG, 2016; SALASNICH, 2014; WALLS; MILBURN, 2008). Como aponta
Walls e Milburn (2008, p. 11, traducao nossa):

“Como nao ha limite superior para as frequéncias na soma sobre os modos
do campo eletromagnético, a energia do estado fundamental ¢ infinita,
uma dificuldade conceitual da teoria do campo de radiagdo quantizado.
No entanto, uma vez que experimentos praticos medem a mudanga na
energia total do campo eletromagnético a energia infinita do ponto zero
nao leva a qualquer divergéncia na pratica.! ”

Por mais que, em primeira analise, a energia de ponto zero se mostre como uma
falha na quantizacao do campo eletromagnético, em verdade, ela parece revelar um aspecto
profundo sobre a esséncia da Natureza: existe um campo eletromagnético estatico que

permeia todo o Universo, mesmo na auséncia de qualquer fontes ou fotons (MILONNI,
1994).

Essa caracteristica da Natureza nao é apenas uma ideia filosofica decorrente da
quantizacao do campo EM, mas aparece em diversos fendmenos e medidas experimentais
(MILONNTI, 1994; MILONNTI, 2019). O proéprio Efeito Casimir Dindmico é fundamentado
na existéncia do estado de vicuo do campo EM (DODONOV, 2020). Na secao 2.5, sera
apresentado um dos efeitos mais conhecidos que derivam da existéncia da energia de ponto

zero: o Ffeito Casimir.

2.4 DISTRIBUICAO CONTINUA DE MODOS NO ESPACO LIVRE

Na se¢ao 2.1, com o objetivo de resolver a equacao de onda para o pontecial vetor
A (Equagao 2.10), considera-se uma regiao (cavidade) cibica do espago de lado L para
impor condi¢oes de contorno periddicas para a solugao de ondas planas (Equagao 2.13).
Nesta secao, sera tomado o limite L — oo a fim de encontrar a distruicao continua de

modos do campo eletromagnético no espaco livre.

Lembrando que dentro da regiao ctuibica do espago, o nimero de onda k, na direcao

x assume valores do tipo (Equagao 2.15):

2mmy,
k= =70, my = (0,£1,£2,.). (2.53)
“Since there is no upper bound to the frequencies in the sum over electromagnetic field modes, the
energy of the ground state is infinite, a conceptual difficulty of quantized radiation field theory. However,
since practical experiments measure a change in the total energy of the electromagnetic field the infinite
zero-point energy does not lead to any divergence in practice. ” (WALLS; MILBURN, 2008, p. 11)
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Diferenciando essa equagao, obtém-se o niimero de modos entre k, e k, + dk, (MEYSTRE;
SARGENT, 2007)

L
dm, = —dk,. (2.54)
2T

Realizando o mesmo procedimento para os nimeros de onda nas direcoes y e z, encontra-se
que o nimero de modos dN no elemento de volume dk,dk,dk, no espaco k é (MEYSTRE;
SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016)

L 3
AN = 2dmydm,dm, = 2 (2) P (2.55)

(e

onde o fator 2 aparece devido as duas dire¢oes de polarizagao. No limite L — oo, um
somatério sobre os modos k pode ser escrito como uma integral (LAMBROPOULOS;
PETROSYAN, 2007; MEYSTRE; SARGENT, 2007; MILONNI, 2019; ORSZAG, 2016;
SCULLY; ZUBAIRY, 1997),

SUCESD I — [any _2< )/f Kk (2.56)

Mg My, M

Em muitos problemas é mais adequado escrever a densidade de modos em relacao
a frequencia w (SCULLY; ZUBAIRY, 1997, p. 27). Assim, é conveniente transformar o
elemento de volume de coordenadas retangulares para coordenadas esférias (LAMBRO-
POULOS; PETROSYAN, 2007; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; SCULLY;
ZUBAIRY, 1997),

&Pk = k2 sen 0dkdodo, (2.57)

e usando k = w/c,

A’k = = sen OdwdOdé. (2.58)

Assim, a Equacao 2.56 assume a forma (LAMBROPOULOS; PETROSYAN, 2007; MEYS-
TRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; SCULLY; ZUBAIRY, 1997):

2

zk:f(k) - 2(5)3/” flw )dw/; senedef%dgb

T c3
k) /(L) w)d /D (2.59)
- 2m 03 YT '
onde foi definido a densidade de modos D(w) como sendo
L3w?

e cuja presenca garante a normalizagdo das fun¢des no continuo de modos.
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2.5 O EFEITO CASIMIR

Nesta secao sera apresentada uma consequéncia interessante da existéncia da
energia de ponto zero que foi formulada por Hendrik Casimir em 1948: o chamdo efeito

Casimir (MILONNI, 1994; MILONNI, 2019; SALASNICH, 2014).

A abordagem do problema envolve um processo similar ao que foi realizado
na se¢ao anterior sobre a passagem do discreto para o continuo de modos do campo
eletromagnético. Porém, dessa vez, a cavidade tem a forma de um paralelepipedo com
lados L, = L, = L e L, = d (MILONNI, 1994; MILONNI, 2019; SALASNICH, 2014).
A energia de ponto zero & dentro da cavidade é dada por (MILONNI, 1994; MILONNTI,
2019; SALASNICH, 2014):

1 1

& = Z §hwk =2 X Z ihc\/kg + k2 + k2, (2.61)
k Mg, My, Mz

na qual se considera w = ck = ¢,/kZ + k2 + k2. Como na segao anterior, a energia do ponto

zero para o continuo de modos no limite V' — oo é (MILONNI, 1994; MILONNI, 2019;

SALASNICH, 2014):

v 3 2 2 2\1/2
& = Gy hc/dk (2 + k2 + 12)
/2
_ L 2 2 2 2 62
hc/%dk/%dk/2 LR+ +R)", (2.62)

utilizando as coordenadas polares u? = k2 + k; e dk,dk, = 2mudu e devido a condicao de

contorno n = k,d/,

—LQ/ udu/ dn( ) " (2.63)

Considerando essa cavidade como o espaco entre duas placas metalicas perfeita-

mente condutoras, de lado L, paralelas ao plano xy e separadas por uma distancia d ao
longo do eixo z, o nimero de onda k, torna-se discreto, pois E deve anular-se nas placas,
dessa forma, a energia & dentro da cavidade torna-se (MILONNI, 1994; MILONNI, 2019;
SALASNICH, 2014)

1/2
&= —L2Z/ udu( de > . (2.64)

Porém, levando em considregao que o estado |(k,, k,,0)) (m = 0) possui duas polarizacoes,
uma paralela ao eixo z, que contribui para a soma discreta, e outra ortogonal ao eixo z,
que nao contribui, logo & assume a forma (SALASNICH, 2014, p. 35):

& — he 2 / (u) udu—{—Z/ooudu 9 2n2 1/2 (2 65)
o 27T 0o \2 “—Jo d? ' '
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A energia potencial U(d) = &) — & entre as placas é definida como a energia
necessaria para trazer as placas de uma distancia d = oo até uma distancia finita d
(MILONNI, 1994; MILONNI, 2019). Assim, a energia potencial U(d) é (MILONNI, 1994;
MILONNI, 2019; SALASNICH, 2014):

3
Y

U(d) = 5o (;F(O) + 3 F(n) - I an(n)>, (2.66)

na qual esta definido

Fn) = [ sy /5 = ; (00 +n2)2 =] (2.67)

com 3 = ud/x.

Como esclarece Salasnich (2014, p. 35), por mais que a Equagao 2.67 seja divergente,
a Equacao 2.66 nao é, ja que as divergencias de sinais oposto se cancelam. Para computar
Equagao 2.66 utiliza-se a formula de Euler-MacLaurin para diferenga entre uma série e
integral infinitas (ver Arfken, Weber e Harris (2013, p. 560-570)), assim (MILONNI, 1994;
MILONNI, 2019; SALASNICH, 2014):

o0 1 1 1
F(n) = [~ dnF(n) = =S F(0) = S F/(0) + = F"(0) 4 -+ 2.
S F(m)— [ dnFln) = =5 F(0) - 15F(0) + 235 F(0) + (2.65)
Como F’(0) = 0 e as derivadas de maior ordem se anulam e a tnica derivada que nao nula
é F"(0) = —2, a Equacdo 2.66 torna-se (MILONNI, 1994; MILONNI, 2019; SALASNICH,

2014):
_ her?®
72043

Assim, a forca por unidade de area entre as placas F(d) é (MILONNI, 1994; MILONNI,
2019; SALASNICH, 2014):

U(d) (2.69)

AU hen?

A =""40 = 2000

(2.70)

e como o sinal é negativo, esta é uma forca atrativa.

Este resultado é um previsao marcante da quantizacao do campo eletromagnético,
ja que esta foca surge exclusivamente da existéncia do vacuo quantico. Muitos experi-
mentos ja foram conduzidos em torno desse fenémeno, alguns em boa concordancia com
a teoria, como ¢ revisado por Bordag et al. (2009), Dalvit et al. (2011), Klimchitskaya
e Mostepanenko (2006), Lambrecht e Reynaud (2012), Lamoreaux (2004) e Simpson e
Leonhardt (2015).
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3 ESTADOS DA LUZ

No capitulo anterior foram introduzidos os estados de Fock do campo eletromag-
nético como sendo autoestados do hamiltoniano deste campo. Contudo, por mais que
estes estados surjam naturalmente a partir da quantizacao do campo eletromagnético,
experimentalmente estes estados nao sao facilmente obtidos (WALLS; MILBURN;, 2008).

Como aponta Walls e Milburn (2008, p. 11), “A maioria dos campos 6ticos sdo uma
superposi¢ao de estados de niimero (estado puro) ou uma mistura de estados de niimero

(estado misto)!”

. Neste capitulo serdao apresentados estados do campo eletromagnético com
essas caracteristicas, mas a discussao ficara restrita a apenas um modo do campo, o que é

suficiente para demonstrar as principais propriedades destes estados.

3.1 ESTADO COERENTE

Na capitulo anterior foram introduzidos os estados de Fock como sendo estados
que possuem um nimero definido de fétons. Porém, como ja apresentado na se¢ao anterior,
o valor médio do campo elétrico de uma onda eletromagnética sobre qualquer estado
de Fock é sempre zero, o que torna, entre outros aspectos, estes estados incapazes de
reproduzirem os resultados classicos (GARRISON; CHIAO, 2008; LOUDON, 2000; RICE,
2020; SALASNICH, 2014).

Como aponta Dutra (2005), normalmente medidas dectam fétons detruindo-os.
Dessa maneira, a fim de reproduzir as caracteriticas de uma onda eletromagnética cléssica,
é pertinente buscar por estados que nao sao afetados pelo destruicao de fotons, i.e.,
(DUTRA, 2005; RICE, 2020):

ala) = ala), (3.1)

onde o é um numero complexo.

Os autoestados |a) do operador de aniquilacao a sdo chamados de estados coe-
rentes, ou também semi-classicos, por melhor reproduzem as caracteristicas de uma onda
eletromagnética classica (DUTRA, 2005; GARRISON; CHIAO, 2008; LOUDON, 2000;
RICE, 2020; SALASNICH, 2014; SCULLY; ZUBAIRY, 1997; WALLS; MILBURN, 2008).
Para encontrar a forma do estado coerente |a), pode-se expandi-lo em termos da base de

Fock (ORSZAG, 2016, p. 35)

o0

la) =) eln). (3.2)

n=0

1 “Most optical fields are either a superposition of number states (pure state) or a mixture of number

states (mixed state)” (WALLS; MILBURN, 2008, p. 11)
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Agora, aplicando a Equagao 3.2 na Equagao 3.1 (ORSZAG, 2016, p. 35):

ala) = icn\/mn —-1) =« icnm), (3.3)

o que implica na relacao de recursao,

Vne, = ac,_1. (3.4)

A relagao de recursao pode ser resolvida para forncer ¢, em termos de ¢ (ORSZAG, 2016,
p. 35),

an

vl

A partir da normalizagdo do estado |a) é possivel obter o coeficiente ¢,

Co- (35)

Cp =

" 2 2
= lco|” exp(|a]”) = 1. (3.6)

(ala) =col* X

Logo, escolhendo ¢y como sendo real, o estado coerente (para um modo do campo eletro-
magnético) pode ser escrito como (ORSZAG, 2016; RICE, 2020):

o =e (-15°) 2 (3.7

Como os estados coerentes sao autoestados de um operador nao hermitiano, nao

ha garantia de que eles sejam ortogonais, e de fato nao sdo, como pode ser observado
(ORSZAG, 2016; RICE, 2020),

) = e (=158 - 1) 3= UL

wm Vmln!
o? _ 15 - (50"
- oo (- ) 2R
_ o 18
i) = e (-5 =1 e 55)

O valor médio do niimero de fétons no estado coerente é facilmente obtido a partir
da Equagao 3.1 (ORSZAG, 2016; LOUDON, 2000),

= (N) = (ald'aa) = a*alala) = |af, (3.9)
assim como o segundo momento,

(N?) = (ala'aaa|a) = (afa’(a'a + 1)ala) = {ala’a’aala) + (a]a'a|a)
(N%) = la|*+|af* =7" +7. (3.10)
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Logo, a varidncia no nimero de f6tons no estado coerente é (LOUDON, 2000, p. 193),

(An)? = (N?) — (N)2 =7 = |a2. (3.11)

Ja a probabilidade de que tenham n f6tons no estado coerente é dada por (ORS-
ZAG, 2016; LOUDON, 2000),

2 n 2n
P =l = esp (=157 5 Sstuint| = exp (-laf?) 2]
=2
n- _g
P o= e (3.12)

e essa ¢ uma distribuicao de probabilidade de Poisson, que tem justamente como caracte-

ristica a variancia igual a média.

Para encontrar a variancia do operador de posicao ¢ no estado coerente parte-se
de (ORSZAG, 2016, p. 36),

(¢) = \/E(aw +a)|a) = \/z(a* +a), (3.13)

h

(¢°) = 5 (al(a’ +a)’la) = 271(1 + (@ +a)?), (3.14)
logo,
2 2 2 h
(Bq)" =) —(@)" = 5. (3.15)

De forma similar, a varidncia do operador de momento p no estado coerente é (ORSZAG,

2016, p. 36, 37),

hw
(Ap)* = 5> (3.16)
Assim (ORSZAG, 2016; WALLS; MILBURN, 2008),
h
AgAp = > (3.17)

portanto os estados coerentes sao estados de minima incerteza.

Realizando um céalculo semelhante para os operadores de quadratura obtém-se
(LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016),

(X) = ;(@ +a%) = Re(a), (3.18)

(V) =-(a—a") = In(a), (3.19)
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e também

(AX)? = (AY)? = i; (3.20)
o que implica em:

AXAY = i (3.21)

logo o estado coerente possui flutuagoes iguais em ambas as quadraturas.

Agora, utilizando a Equagao B.25, tem-se que (LOUDON, 2000, p. 191):

o e (-195)

n

(aal)”
n!

10), (3.22)

onde o somatorio em n pode ser identificado como a expansao em série de Taylor da funcao

exp(r), com x = aa'. Logo, pode-se escrever

) = exp (—;W) exp(aat)|0). (3.23)

Como a|0) = 0, é possivel escrever

exp(—a’a)|0) = znj <_Z!a>n|0) = (1 + <_i*a) + - ) 0) = |0), (3.24)
substituindo esta equacao na Equacao 3.23,

) = exp (—;W) exp(aat) exp(—a*a)[0). (3.25)
Partindo da Equagao B.8, observa-se que:

[aa’, (—a*a)] = —|al*[a’, a] = |of?T, (3.26)
e

[aal, |2 1] = [aa, |o2T] = 0. (3.27)

Assim, é possivel utilizar o teorema de Baker-Hausdorff para dois operadores nao comu-

tantes, mas que comutam com seu comutador (LOUISELL, 1973, p. 137):

o(A+B) _ A

eBealhBl = ¢AeBe3lAB] (3.28)
Entao, utilizando esse teorema, a Equagao 3.25 torna-se (LOUDON, 2000, p. 192):
la) = exp(aa’ — a*a)|0) = D(a)|0), (3.29)

onde foi definido o operador de deslocamento D(«) como

D(a) = exp(aa’ — a*a). (3.30)



28

A Equacao 3.29 permite interpretar o estado coerente |a) como sendo o estado de
vacuo, deslocado por D(a) (ORSZAG, 2016, p. 39). Analisando a Equagao 3.30, vé-se que
D(«) é um operador unitario (LOUDON, 2000, p. 192):

D(a)D(a) = D(a)D'(a) = 1. (3.31)

A agao do operador D(«) sobre o operador de aniquila¢ao a é determinado por (LOUDON,
2000, p. 192),

D (@)aD(a) = el @ @) ge=(0"amaal) — 4 o (3.32)
e similarmente
D'(a)a'D(a) = elota—aal)gfo—(ata—aal) _ o 4 o* (3.33)

Para obter as Equacgoes 3.32 e 3.33, foi utilizado o teorema sobre operadores que nao
comutam (LOUISELL, 1973, p. 136):

e Be ™t = B+ ¢[A, B] + g[A, [A,B]] +---, (3.34)

notando que para os dois casos acima esta série s6 possui os dois primeiros termos nao

nulos.

3.2 ESTADO COMPRIMIDO

Na secao anterior foi introduzido o estado coerente como o estado de minima
incerteza e variancia igual em ambas as quadraturas do campo eletromagnético. Porém, é
possivel encontrar um estado cuja variancia nas quadraturas seja assimétrica, mas que
mantenha minima a relacao de incerteza. Esse tipo de estado é conhecido como estado

coerente comprimido.

O estado coerente comprimido é definido como o estado de vacuo que passa
pela acao do operador de compressao S(§) e depois é deslocado por a (LOUDON, 2000;
ORSZAG, 2016; RICE, 2020; WALLS; MILBURN, 2008),

|, §) = D()5(£)[0)- (3.35)

Na Equacao 3.35 o operador de compressao é definido como (LOUDON, 2000; ORSZAG,
2016; RICE, 2020; SCULLY; ZUBAIRY, 1997; WALLS; MILBURN, 2008)

S(§) = exp ;(f*aQ —&a®)|, (3.36)

onde o niimero complexo & = re® é o parametro de compressao. Analisando a Equacao 3.36

vé-se que o operador de compressao é um operador unitario (LOUDON, 2000, p. 201)

S(©)S'(e) =SS =1 (3.37)
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A transformagao gerada pelo operador de compressao nos operadores de aniquilagao
a e criacdo a' pode ser obtida utilizando a Equacio 3.34 (LOUDON, 2000; ORSZAG,
2016; RICE, 2020; SCULLY; ZUBAIRY, 1997; WALLS; MILBURN, 2008),

1 1
S1€aS(©) = exp 3¢ — 0| aexp |5 (¢al ~ £'a)]
1 1 1 1
= a—ga'+ Pa — gielelfa’ + lela — Sgleltal +

: 1 1 .. 1 1 .,

_ SR IO | T2 3 gt — 4~ 5 gt .

= a Tea+2!7‘a 3|rea+4!ra 5'7‘ea+

_ (1 1 1 1 1 io t

- ( TR )“(’“*N R ) ¢
ST(&)aS(€) = acoshr — a'e™ senhr, (3.38)

e também seu conjugado Hermitiano

ST(€)a'S(€) = a' coshr — ae™™ senhr. (3.39)

Utilizando as Equacgoes 3.32, 3.33, 3.35, 3.38 e 3.39, pode-se calcular o valor médio
dos operadores a, a' (ORSZAG, 2016; SCULLY; ZUBAIRY, 1997; WALLS; MILBURN,
2008),

(a) = (a,€lala, &) = (0[ST(£) DT (a)aD()S(£)|0)
= (0[ST(&)(a+ @)S(£)[0) = (0[ST(£)aS(£)|0) + a
= (0|(acoshr — a'e’ senh7)|0) + a
(a) = «a, (3.40)

(a) = a*. (3.41)

Partindo desses dois resultados acima e também das Equacdes 3.31 e 3.37, pode-se

encontrar o valor médio do niimero de fétons ( N = afa ) no estado coerente comprimido

(ORSZAG, 2016; SCULLY; ZUBAIRY, 1997; WALLS; MILBURN, 2008),

(a'a) = {a,€lalala, &) = (0]ST(§) D' (a)a’aD()S(€)]0)
(015"(€) D' (a)a' D' () D(a)aD()S(€)]0)

= (0[S"(&)(a" + a")S(£)S"(§)(a + ) S(€)|0)
{

0|(a coshr — ae™™ senhr + a*)(acoshr — a'e™ senhr + a)|0),  (3.42)

os Tinicos termos do produto ndtavel que contribuem para o valor médio sio |al? e

aa' senh?r, com aa' = a'a + 1, j4 que os demais termos se anulam, assim

(a'a) = senh?r 4 |a|?. (3.43)
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De forma semalhante é possivel encontrar (a?) e (a™?) (ORSZAG, 2016; SCULLY; ZU-
BAIRY, 1997),

(a®) = a* — € coshr senh, (3.44)

(a™) = o — e coshr senh 7. (3.45)

Agora, a fim de encontrar a variancia das quadraturas no estado coerente compri-
mido, é conveniente generalizar os eixos X e Y (do espago de fase) por meio de uma rotagao,
assim ¢é possivel obter a compressao em relacao a qualquer par de quadraturas, dessa
forma, define-se (LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; RICE, 2020; SCULLY; ZUBAIRY,
1997; WALLS; MILBURN, 2008),

ae—i412 1 qteid)?

X, = 5 , (3.46)

ae~i®/2 _ gt eid/2
Y, = 5 ’ (3.47)

é claro que se o parametro de compressao £ for real, i.e. ¢ =0, entao X; =X eY; =Y,

logo a compressao ocorre nas quadraturas X e Y.

Com o auxilio das Equagoes 3.40 e 3.41 ¢é possivel encontrar o valor médio das

quadraturas no estado coerente comprimido X; e Yi,

—i6/2 1 (o id/2 —i6)2 | i)
(X)) = (a)e —2i—(a )e _ ae ;Loze | (3.48)

ae—i9/2 _ o eit/2

(V1) = 5 : (3.49)

Para calcular a varidncia é preciso antes encontrar (X?) (Y}?), assim, utilizando as Equagoes
3.43, 3.44 e 3.45, obtém-se (LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; RICE, 2020; SCULLY;
ZUBAIRY, 1997; WALLS; MILBURN, 2008),

(XY = F(@)e ™ + (aa') + {aa) + (a?)e")

1 . )
= Z((a2>6_wS + (a™)e'® + 2(a'a) + 1)
1 . 4
(X3 = 1 {oﬂe’w — 2coshr senhr + a*2e'® 4 2 senh ?r 4 2|a|? + 1} : (3.50)

e de forma similar,

1 , .
(Y2 = 2 [—OzQe_wj + 2cosh 7 senhr — a*?e’® 4 2 senh ?r + 2|a|* + 1} : (3.51)
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Portanto, as variancias das quadraturas X; e Y; no estado coerente comprimido sao
(LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016; RICE, 2020; SCULLY; ZUBAIRY, 1997; WALLS;
MILBURN, 2008),

(AX))? = (X3 —(X))?= i [1 — 2coshr senhr + 2 senhQT} = ie_”
AX, = ;e‘r, (3.52)
e
(AY})? = (Y2 —(V)* = i {1 + 2coshr senhr 4 2 senh ?r| = ie”
AY, = ;er. (3.53)

Estes dois resultados acima mostram a grande vantagem do estado coerente
comprimido em relagao ao estado coerente, neste as flutuagdes sao iguais em ambas as
quadraturas, ja o estado coerente comprimido mantém a relagdo de incerteza minima
AX1AY; = 1/4 enquanto possibilita diminuir a flutuagdo em uma das quadraturas as
custas do aumento da flutuacdo na outra quadratura. Como aponta Walls e Milburn
(2008), esta é uma propriedade muito til em medidas, que pode ser aplicada, por exemplo,

em interferometros de alta sensibilidade utilizados na detec¢ao de ondas gravitacionais.

3.3 ESTADO TERMICO

Até agora, foram apresentados estados do campo eletromagnético como estados
puros, ou seja, estados que podem ser descritos por vetores de estado [i). Nao obstante,
nesta secao sera apresentado o estado térmico do campo eletromagnético, que é uma mistura

de estados e s6 pode ser descrito por meio do operador densidade p (ver Apéndice A).

Dentro do contexto do ensemble canonico (ver Salinas (1999)), em fisica estatistica,
o estado de um campo proveniente de uma fonte em equilibrio térmico a temperatura
T pode ser descrito por (GARRISON; CHIAO, 2008; MEYSTRE; SARGENT, 2007;
ORSZAG, 2016; SCULLY; ZUBAIRY, 1997),

~exp(—H/kgT)  exp(—H/kpT)
P= Trlexp(—H/kgT)] Z ’

(3.54)

onde kg é a constante de Boltzmann e Z ¢é a funcao de particao, obtida a partir da condicao
de normalizacao Tr[p] = 1. O valor médio de um operador no estado térmico pode ser
obtido por (ver Equagao A.20) (LOUDON, 2000; ORSZAG, 2016),

(O) = Tr[Op]. (3.55)
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Para um tnico modo do campo eletromagnético, removendo a energia do ponto
zero, a Equagao 3.54 torna-se (GARRISON; CHIAO, 2008; LOUDON, 2000; MEYSTRE;
SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; SCULLY; ZUBAIRY, 1997),

_ eXP(—hwaTa/kBT) _ efhwafa/kBT(l . efhw/kBT>

~ (3.56)
onde
Z = Trlexp(—hwa'a/kpT)] =Y (n|exp(—hwa'a/kpT)|n)
= Zexp —hwn/kgT) = 1(exp( hw/kgT))"
7z - L (3.57)

1 — e—fw/kpT’

no ultimo passo foi utilizado a soma dos elementos de uma progressao geométrica infinita

hw/kgT

de razao e~ e primeiro termo igual a 1.

E possivel reescrever p expandindo-o em termos dos estados de niimero (MEYS-

TRE; SARGENT, 2007, p. 306),
p=2>_In)nlplm)(ml =>_ pum[n){ml. (3.58)

Utilizando o fato de que (n|a'alm) = nd,,, tem-se que (MEYSTRE; SARGENT, 2007,
p. 306),

pun = (1= e /el pleelelaT|m) = (1 — /keT)emnho/hes, (3.59)

logo,
p=(1—e /ey N emnhe/koT|n) (n), (3.60)
n
o que mostra que o estado térmico é diagonal na representacao de ntimero, isso faz com

que o campo elétrico (e também magnético) seja nulo neste estado.

Definindo Z; = e ™/#8T o ntimero médio de fétons no estado térmico é dado por
(LOUDON, 2000; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; SCULLY; ZUBAIRY,
1997),

mo= (V) = TN = p = Tol(1 - 20) Y ZE N nl] = (1 — Z) S0z
— -2 7= (- 2yl (1)
B ! 1321 ~ Yoz \1 - 2,
1 7, o—hw/kpT
= (1 — ZI)ZI(]_ — Zl)Q - 1 — Zl - 1 — e—hw/kBT
m= — L (3.61)

chw/kpT _ 1’
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e a probabilidade de encontrar n fétons no estado térmico igual a p,,. A partir da
Equacio 3.61, usando e ™/*27 = 77/(1 + @), pode-se escrever o estado térmico em termos
do ntimero médio de fétons m (LOUDON, 2000; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG,
2016; SCULLY; ZUBAIRY, 1997),

p= =S (1) el = S e 3.62)

T 1+n4e\1+m — (1 +m)t!

E possivel realizar uma transformacao no estado térmico mediada pelo operador de
compressao S(€), a fim de gerar um estado térmico comprimido p, definido como (FEARN;
COLLETT, 1988; KIM; OLIVEIRA; KNIGHT, 1989a; KIM; OLIVEIRA; KNIGHT, 1989b)

p=S©)pSHE) = (1~ Z1) Y Z7S(€)In)(n]S"(€). (3.63)

n

Seguindo Kim, Oliveira e Knight (1989b), utilizando a defini¢do acima e as Equacoes 3.38
e 3.39, para um parametro de compressao real & = r, pode-se calcular a variancia nas
quadraturas X e Y para o estado térmico comprimido. Portanto, para isso, é necessario

primeiro encontrar

(x) = X
= il [(“*2‘“) (1= 2) 5 ZES(©)n)al5'(6) I

m n

1—

- ZznnyST )(a + af (Z\m ml) §)In)

- 12 > 77 (n]S"(€)(a+ ah)S(€)In)

1-Z
= 5 ! > zp [(n!(a coshr — a' senhr)|n)
+ (n|(a' coshr — a senh r)|n>]
(X) = 0, (3.64)

(X% = Te[X?*f]
- 25 Z20n|SH€) a + al2S(€) )

"(n|ST(&)(aa + a'a’ + 2aTa + 1)S(€)|n)

—(2n 4 1) coshr senhr — (2n + 1) cosh r senh r

+ 2n(cosh r + senh?r) + 2 senh ?r + 1} : (3.65)
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Agora, utilizando as identidades (WEISSTEIN, 2023):

cosh®r + senh?r = cosh 2r, (3.66)

2coshr + senhr = senh 2r, (3.67)
h2r—1

senh *r = COS+, (3.68)

a Equacao 3.65 torna-se

1-7

(X% = 1 > Z7 [2n(cosh 2r — senh 2r) + (cosh 2r — senh 2r)]
1-Z 1-Z
= 2672TT1 ZTLZ{L + 6727“ 1 ! Z Z{L
1
(X% = Z(2ﬁ+1)e—2ﬁ (3.69)

Por fim, tem-se que (KIM; OLIVEIRA; KNIGHT, 1989b),

(AX)? = (X2) — (X)2 = i(Zn—l— e, (3.70)

e de forma semelhante obtém-se,
1
(AY%:Z@ﬁ+U&C (3.71)

que sao resultados esperados, ja que a acao do operador de compressao sobre um estado é
justamente alterar as variancias das quadraturas neste estado, de modo a diminuir uma e

aumentara a outra.
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4 EFEITO CASIMIR DINAMICO: HAMILTONIANO EFETIVO

Neste capitulo, revisita-se um método para se obter o hamiltoniano efetivo para
a descri¢ao do Efeito Casimir Dinamico no qual se estuda a producao de fétons a partir
do estado de vacuo, devido ao processo de excitagao paramétrica quantica, resultado da
variagao temporal de parametros geométricos de uma cavidade ressonante. Na auséncia de
dissipacao, que em geral é descrita por um acoplamento do sistema com um reservatorio
térmico, a evolucao de um sistema quantico é unitaria e descrita por um operador de
evolucao determinado a partir do operador hamiltoniano do sistema. Em cavidades ideais,
aquelas com alto fator de qualidade, que sao implementadas do ponto de vista experimental
em ambiente criogénico (AGNESI et al., 2009; BRAGGIO et al., 2004), o operador
hamiltoniano é um operador dependente do tempo, definindo o que se denomina um

sistema quantico nao-estacionario, para os quais métodos para se determinar a dinamica

sdo bem estabelecidos na literatura (MARKOV, 1987; DODONOV; MAN'KO, 2003).

A geracgao de fétons a partir do estado de vacuo em cavidades ressonantes com
paredes moveis foi primeiramente investigada por Moore (1970), que propds uma teoria
quantica relativistica para a luz linearmente polarizada no interior de uma cavidade com
fronteiras refletoras méveis, fundamentada na andlise da estrutura simplética do espago
de solugoes da equagao de onda no calibre de Coulomb, dentro do formalismo da Teoria
de Campos. Porém, Moore (1970) deixa claro que, diferente do caso onde as parades
da cavidade estao fixas (como no Capitulo 2), na abordagem desenvolvida por ele nao
¢é possivel encontrar um hamiltoniano fundamental para o sistema quantico uma vez
assumidas determinadas condigoes de contorno para o problema, fundamentais para se

levar em conta o movimento das paredes oscilantes.

Mais de uma década depois do trabalho de Moore, ainda dentro do formalismo
da Teoria de Campos (relativistica), Razavy e Terning (1985) desenvolvem a primeira
abordagem hamiltoniana do problema, onde os autores constroem um hamiltoniano
efetivo por meio do qual é possivel descrever a dinamica do campo dentro da cavidade
(unidimensional) de maneira diferente do formalismo empregado por Moore. Posteriormente
a esse trabalho, Dodonov, Klimov e Nikonov (1993) analisam a criacao de fétons a partir do
estado de vacuo do campo eletromagnético devido a variagao temporal da permissividade

elétrica € de um meio dielétrico.

Partindo das ideias apresentadas nos trabalhos acima referidos, Law (1994) propde,
dentro de um contexto nao-relativistico, um hamiltoniano efetivo para o problema de
geracao de fétons em uma cavidade (unidimensional) com paredes méveis que possui um
meio dilétrico em seu interior, dessa maneira possibilitando o emprego do formalismo
hamiltoniano desenvolvido no contexto da Otica Quantica, o que apresenta grande versati-

lidade em relagdo aos métodos anteriores. Como o trabalho desenvolvido no Capitulo 6
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pressupoe que a dindmica dos fétons dentro da cavidade é dada pelo hamiltoniano efetivo
obtido por Law, neste capitulo é apresentado o método empregado por Law para se obter

o hamiltoniano efetivo.

4.1 QUANTIZACAO DO CAMPO COM FRONTEIRAS MOVEIS

Na abordagem desenvolvida por Law uma das placas (espelhos) esta fixa na
posicao x = 0, enquanto a outra oscila com = = r(t). O espago entre as placas é preenchido
por um meio dielétrico linear ndo dispersivo com permissividade elétrica e(z,t), ja a
permeabilidade magnética p é assumida como sendo constante (neste capitulo adota-se
i =c=h=1,a fim de facilitar a notagdo). O ponto de partida deste procedimento
¢ a densidade Langrangeana cldssica do campo eletromagnético £ = L(A;, Aj, 0;A;) no
interior da cavidade considerando a formulacdo em uma tnica dimensao, uma vez que
a extensao para o problema tridimensional é direta. A forma da Lagrangeana classica é

escrita como

£=3 [e(m,t) (W)Q - (Wﬂ | (A1)

onde A(x,t) é o vetor potencial cldssico, a partir do qual se obtém os campos elétrico e
magnético no interior da cavidade. A equacao de Lagrange para a densidade Lagrangeana
(recomenda-se verificar (COHEN-TANNOUDJI; DUPONT-ROC; GRYNBERG, 1989,
p. 92)) é dada por,

onde i, = x,y, z. Note que o segundo termo do lado direito da equacao 4.2 contém a
derivadas da densidade Lagrangeana em relagao as derivadas das componentes do vetor
potencial em relacao as coordenadas. Para o modelo em analise, o vetor potencial ¢é
unidimensional e depende apenas da coordenada x. Tomando-se a densidade Lagrangeana
na forma 4.1 e aplicando a equacao 4.2 resulta na equacgao de onda para o componente

unidimensional do vetor potencial, na forma

d 8A(m,t)] _ 0PA(x, 1) (4.3)

dtldx’t) ot or?

sendo uma equacao do tipo onda no calibre de Coulomb no qual se considera o potencial
escalar ¢ = 0. Trata-se de uma equacao diferencial parcial de segunda ordem tanto para
a coordenada da posigdo quanto para o tempo. Note que o fator e(x,t) pode depender
explicitamente do tempo e isto produz um termo adicional na equacao de onda padrao
escrita na forma
2 2
E(x’t)a 125;6,1%) n 86(85? t) 814((9:;,0 _ 0 g;xz,t)’

(4.4)
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o que modifica a forma da solucdo devido a este fator associado a dissipagao. No caso
idealizado, as condi¢oes de contorno surgem do fato de que o campo elétrico deve anular-se
nas paredes condutoras da cavidade, de modo que para qualquer instante de tempo ¢ é

necessario que

A(0,1) = A(r(t),t) = 0. (4.5)

A partir da equagao de Lagrange, defini-se o momento conjugado # como (COHEN-
TANNOUDJI; DUPONT-ROC; GRYNBERG, 1989, p. 93),

o _
04,

DA(z, 1)

#(x,t) = ela, ) T (4.6)

A quantizagao é feita ao tomar A(z,t) e w(x,t) como operadores, seguindo as relagoes de
comutagao para tempos iguais (COHEN-TANNOUDJI; DUPONT-ROC; GRYNBERG,
1989),

[A(z,t), A(2' 1)) = [#(x, 1), 7', 1)) =0, [A(z,t), 7(', )] = id(z — ), (4.7)

com a condi¢ao adicional de hermiticidade,

A

Az, t) = Az, t),  #f(x,t) = #(x, ). (4.8)

De acordo com Law, niio é possivel obter um hamiltoniano fundamental H(A(z,t),
7t(x,t)) diretamente a partir da formulagao Lagrangeana para esse caso, pois a descri¢ao
da interacao do campo com as correntes induzidas na placa que se move pode ser bas-
tante complicada. Por isso que, para contornar esse problema, assume-se as condi¢oes de
contorno da Equacao 4.5. Porém, uma vez assumidas estas condi¢oes de contorno, nao se
torna possivel determinar um hamiltoniano fundamental, complicacao esta que deriva da
formulagao original do problema apresentada por Moore (1970). Porém, mesmo utilizando
as condicoes de contorno, o problema em se determinar fl(x, t) a partir da Equagao 4.3
nao é trivial. Devido a condi¢ao de contorno variavel, a distribuicao espacial ¢ da onda
eletromagnética dentro da cavidade nao depende apenas da coordenada espacial x, mas
também possui uma dependéncia temporal, ja que a distribuicao espacial depende das
dimensoes da cavidade, que neste caso, variam no tempo, logo ¢r = ¢x(x,t). Assim, nao é
possivel aplicar diretamente, para a Equacao 4.3, o método de separacao de variaveis que

foi empregado na quantizagao do campo eletromagnético no Capitulo 2.

4.2 EQUACOES DE MOVIMENTO DAS COORDENADAS G(t) E py.(t)

Neste sentido, Law sugere que um hamiltoniano efetivo H.; pode ser encontrado
ao abordar a condi¢do de contorno variavel x = r(t) como uma sucessdo temporal de

condi¢oes de contorno fixas, ou seja, como se a placa que se move estivesse fixa em
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cada instante de tempo t, definindo, assim, em cada um destes instantes um problema
estaciondrio, similar ao que foi descrito no Capitulo 2. Desta forma, no instante de tempo
t, a distribui¢do espacial da onda “congela”, fazendo com que ¢y (x,t) — ¢ (z), € da
mesma forma a permissividade elétrica e(x, t) — ¢(z), tornando possivel expandir A(z,t)

em termos da base de modos {¢p ()},
ZQk (t)re( (4.9)

onde a quantizagao aparece nos coeficientes que determinam a dependéncia temporal Gy (t),

assim como no Capitulo 2.

Aplicando entao a separacao de variaveis para a Equacao 4.3 utilzando a Equa-

cao 4.9, obtém-se, para a parte espacial,

a?;gx) +ea(@)w()ou(@) =0,  ¢e(0) = dr(r(0)) =0, (4.10)

que constitui um problema de autovalor de Sturm-Liouville, o que faz com que os modos

¢re(z) sigam a condigdo de ortonormalidade,

/0 " drey(@)br(2)b50(x) = O (4.11)

Partindo do mesmo conceito, é também possivel expandir momento conjugado 7(x,t)) em
termos da base de modos {¢g(x)},

= €t Zpk ¢kt (4-12)

onde o termo ¢;(x) surge devido a definigdo de 7(x,t) (Equagao 4.6), porém nao se pode
tomar diretamente py(t) = Gx(t), como se poderia fazer em um caso realmente estacionario,
pois a dependencia temporal total de A(z,t) e #(z,t) nao se deve somente a §i(t) e pr(t),

respectivamente, mas também a ¢y (x,t) e e(x,t).

Utilizando a condigao de ortonormalidade, é possivel obter §x(t) e pr(t) a partir

de A(xz,t) e #(x, ), respectivamente,

an(t) = /0 " () A, Do (2), (4.13)

r(t)
Pr(t) = /0 d(z, t)bp (). (4.14)
Como os operadores A(x,t) e #(x,t) sdo Hermitianos, segue que

r(t)

il(t) = /O " dvey(w) A, ) () = /0 dre(2) Az, O bw(x) = Gu(t), (4.15)

AL(t) = /O " et o Do / i (2, ) e () = Pr(t). (4.16)
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Da Equagao 4.7 deduz-se que os operadores §x(t) e pr(t) seguem a relagao de

comutacao

[Gk(), 45 ()] =0, [pe(t), B;(1)] = O, [Gu(),D;(£)] = 10y, (4.17)
que é exatamente a relacao de candnica de comutacao generalizada entre os operadores de
posicao gx(t) e momento pi(t), que também aparece na quantizacado do campo eletromag-
nético, Equagao 2.38. Essa é uma consequéncia natural, j4 que os operadores §i(t) e pr(t)
surgem a partir da expansao do operador de posi¢ao generalizado A(x, t) e do operador
de momento conjugado #(x,t), respectivamente, em termos do base de modos { ¢y (z)}.
Neste sentido, as equacoes que determinam a dindmica dos operadores fl(x, t) e w(z,t)
definem a dinédmica dos operadores §i(t) e px(t). Assim, a equagdo de movimento para
G (t) é dada por

) _ TS et )|

dx

— /Or(t> dxgt |:6t($>A(I,t)¢kt(I)} + let( VA(z, t) e (z )dt

z=r(t)
- a0 | (1.15)

mas devido as condigoes de contorno ¢ (0) = ¢ri(r(t)) = 0 os dois ultimos termos somem,

logo

dat) _ /T(t)d %) f )oneta) + [ l@(x)afux t)]mt()

dt ot ot
+ d;vet VA(z,t) Vb (z)

ot
_ /’"(t dar(z, t) e () + Vo dz 865; >A(x £)due ()
" () Al )a¢gtt(x)]. (4.19)

Usando a Equacgao 4.9 pode-se reescrever o termo entre colchetes como

=3 (/0 ‘M >¢Jt( Yo () + / dve(2)dj(x )a(bgt(”’”)). (4.20)

J

Derivando a condicao de ortonormalidade em relacdo ao tempo, obtém-se

d [r@® d
= | dae(@)op(@)on(x) = Zon; =0, (4.21)

o que implica na identidade
r(t) 0 r(t) 8t
—/ d:vet(x)mqﬁkt(x) = / 6( )¢]t( )Pt ()
0 0

ot
r(t) "
| dxet(x)¢jt(x)a¢gt(x),

(4.22)
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Em seguida, utilizando a Equacao 4.14 e definindo

@) 0¢;i()
Gry(t) = = [ dwe(@) 55 (o), (1.23)
a Equacgao 4.19 torna-se
dgr(t
qgi - +Zq] )G (t) (4.24)

Nota-se que o termo Gy, ;(t) aparece devido a condigao de contorno nio estaciondria, pois
no caso do contorno da cavidade fosse fixa 0¢;;(x)/0t = 0¢;(x)/0t = 0 e Gy, ;(t) = 0, logo

a Equacgao 4.24 tornaria-se

dd;it) — h(l). (4.25)

Procedendo de forma similar, pode-se obter a equagdo de movimento para o

operador py(t),

dp(t) dl/r(t)dxﬁ(x,t)mt(x)]

dt dt

_ T(t)d g[ (@, 1) pre ()] + l (@, t)bua(x )leﬂ —r(t)

0

=

LG
[ @ g @)+ [ dr(e,n ) (420

Uma vez que o operador #(x,t) satisfaz a equagao,

Oi(x,t) 0 [e(x,t) (afi(z,t)ﬂ _ 9PAa,t) (4.27)

ot ot ot dx?

que implica em

[ a0 ) - [ A0 ) -5 g [ a2 o). a2

Da Equacao 4.10, tem-se que

PO ) o) (1.20)

que aplicado a Equagao 4.28 resulta em

/Or(t) dw&ﬁ((axt,t)@t@) — qu(t) /Or(t) a@ 1 )¢kt( )

- X0 /O Y dwe(w)o(2)0u(2)

= - Zw )0ja = —wi(t)dn(t). (4.30)
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Utilizando a Equacao 4.12

"t b e Db
/0 dx7(x,t) ¢gt(m) = zj:pj(t)/o dre(x)pje(x) ¢gt(x)

= =2 0i(G;k(t). (4.31)

J

Assim, com os dois resultados acima, a equagdo de movimento para pi(t) torna-se

D) _ 2 0)ault) — b 10C(0). (4.32)

4.3 HAMILTONIANO EFETIVO NAS VARIAVEIS BOSONICAS

Com as Equagoes 4.24 e 4.32 é possivel encontrar um hamiltoniano efetivo escrito
em termos dos operadores bosonicos de aniquilacao a(t) e criagao &,t(t). Esses operadores

sao defindos por

G(t) = ———— [woDa(®) + ()], aL(E) = ———— [wn(B)au(t) — ipe(t)]; (4.33)
2wy (t) 2wy (1)

nota-se que diferente da definicio de dy(t) e a}(t) apresentada no Capitulo 2, agora a

frequéncia wy também varia no tempo.

O hamiltoniano efetivo H,(ax(t), a}(t)) pode ser encontrado utilizando a equacdo

de movimento de Heisenberg para os operadores a(t) e aL(t),

day(t dal (t
A0 a0, )T

= [al(1), Hefl; (4.34)
para isso ¢ primeiro necessério encontrar da(t)/dt e dal(t)/dt utilizando os operadores
ax(t) e al(t) escritos em relacao a G (t) e Pr(t).

Entao, derivando a Equacao 4.33 em relacdo ao tempo, tem-se para a taxa de

variacao temporal do operador de aniquilagdo a forma

dag(t) _ d |wp()§e(t) + ipr(t)

dt dt 2w (t)
() | wr(t)qe(t) + ipr(t) we(t)
2wk(t)[ e |

mw<mw%_i (m@) (4.35)

0 (t) \ At



42

enquanto para o operador de criagdo a forma

daj(t) d | wi(t)de(t) — ipe(t)
. dt 2w (t)
() | we()qe(t) — ipr(t) Wi(t)
2w (t) [ 2w (t) ] i ka(t)qk(t>
wi(t)  (dae(t)\ i dpi ()

Levando-se em consideragao a definicdo dos operadores §x(t) e pr(t) em termos de ax(t) e
At
ay, (t)’

(t) = s (W) £ 8L0) o 5u(0) =477 (akl0) — a0); (4:37)

pode-se reescrever as derivadas temporais das Equacoes 4.24 e 4.32

dge(t) . Jwi(t) a;(t) "‘&;(t)

dt =1 2 (a’z(t) - dk(ﬂ) + z]: \/m

G (1), (4.38)

dpr(t) _ s (@O A0 Wil
= wi(t) <W>—z; S (a5(0) = 4;(1)) G (). (4.39)

Assim, reescrevendo as Equagoes 4.35 e 4.36 em termos dos operadores a(t) e
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al(t), resulta em
dag(t) — wi(t) 4 wi(t) 1 4 .
- o 0+ o oD (ax(t) + al())
) [ fonl®) (g () + ko) .,
T o) |V 2 (@) ’“(tm; ) Y
b gy (B0 k)
2wy (1) ‘ 2wy (t)
iy 4 (@0 - a5 (0) Gl
<\ 2\ )Tk
_ ;Zj:(tg)a,t(t)—zwk(t)ak(t)nt; ' :’;Egckj(t)aj@)
-5\ e+ 53\ G0
1 w; (t) .
4EPD o0 G0
Zda;(t) _ ;ZZ((?)&L(t)—}-szkak()—kwk( V()
) [( G - | G]k@)) 6, (1)
+( ) oy + | W (t)) aT(t>] (4.40)
Wy (8) T () ) ] |
e da mesma forma
_day(t) iwg(t) .
(3 Cl;t kt +1Gkkak —wk

#k t t
W) o gy Wi . at . ,
+( ) «wk(t)ajk@)) J<t>] (441)

Tendo em vista que as Equagoes 4.40 e 4.41 sao lineares em relagao a ax(t) e

aj(t), assume-se que a forma geral de H,(ax(t), al(t)) seja quadratica em relagio a estes

operadores. Assim, a forma geral do hamiltoniano efetivo quadratico é

Hep(an(t), a}(6) = D (wiga] (0)a; (1) + viyaa(D)ah (1) + Biyas(0)a;(8) + visal (1)al(t)) , (4.42)

,J



44

entao a tarefa se torna determinar os coeficientes w;; , vij, Bij, vi; a partir da Equacao 4.34.

Comecando por [a(t), Hefl,

ax(t), Heg] = (wislan(t),al (6)a; (6)] + viglan(0), a: ()} (1)

/[:7j

+ Biylan(t), ai(t)a; (8)] + vislan(t), al (Hal (1)]) - (4.43)

Utilizando a relagao bosonica de comutagao (Equagao 2.39), segue que

[ax(t). al(t)a; ()] = [ax(t), al(6)]a, (1) + al (1) [an(t), a;(1)] = opa; (1), (4.44)
[ax(t), a:(D)a}(t)] = [an(t), ai(®)]af(t) + ai() [ax(t), al(t)] = dnsai(t), (4.45)
[k (1), ai(t)a; ()] = lar(t), ai(t)]a; () + ai(t)[ax(t), a;(1)] = 0, (4.46)

[ax(t), al (a}(8)] = lax(t), al(D)a] () + al(t)[an(t), a} ()] = dpa}(t) + dysal(¢). (4.47)
Substituindo os resultados acima na Equagao 4.43

an(t), Hey] = 3. (wijOrita; (£) + 030k (£) + iy |Owitil (£) + Srzal ()] )

i.j

= D wit(t) + 3 vikdi(t) + Vgl (t) + > Yird} ()
J 7 J 7

= wiklig(t) + 2yrdf (t) + %wkj&j(t>

J
+ Dokl (1) + D0 () + D vrah(t), (4.48)
7k 7k 7k
onde na ultima linha foi trocado todos os indices ¢ por j.

Agora, comparando a Equacgao 4.40 com a Equacao 4.48, observa-se que

Wik = Wi(t) . Yew = T (?) 5 0 WkT g oD ki (t)

oo = 1 wi®) o _iyet)

ik = 9 wk(t) ij(t) y ki = 9 wj<t) Gk]<t> )

Vik = EMij(t)- (4.49)
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Realizando o mesmo procedimento para [ax(t), Her], encontra-se

[af(t), Hey] = —wal(t) — 2Bman(t) — Y wpal(t)
7k
=Y wal(t) = - Biya(t) — > By (), (4.50)
J#k J#k J#k

e comparando com a Equacao 4.41, verifica-se que

wir = wWi(t) , B = —iwk(t) _ Gk W — fin
Kk k(t) ,  Dkk S (1) 5 kj 2\/—t

i wk(t) i\Jwr(t)
w;(t) C M T wj(t>G’“j<t)’
Bik = — zw]((Zij (4.51)
Wk

o que esta de acordo com os resultados obtidos anteriormente.

Por fim, para poder utilizar os resultados obtidos para os coeficientes, é mais

conveniente reescrever a Equacao 4.42 como

Hyp = Z (wﬂaktr (t) + By;03(t) + 751 (1))

+ Z (wijal (1)a (1) + viga(8)al(t) + Biaa(t)as(t) + vl (Dal (1)), (4.52)
Z#J

assim, ajustando os indices, encontra-se que

Hay =3 wy(t)al(t)a, () — i ( 4"2;8) 4 G2”> (a2(t) — al(0))

J

7 w;(t
+ 5 (”GM) [l (t)a; (t) — as(t)al(t) — as(t)a; (t) + al (H)al (1)] . (4.53)

w; ()

Definindo os coeficientes,

(wt) G\ wt) gy B w; (1)
v (4%(25) * 2> N (4wj(t) T 2) s Mij = (wj(t)G”(t)) ; (4.54)

a forma final do H,; escrito em termos dos operadores bosonicos af(t) e a'(t) é dada por

ij a;(t) +ix; () (al*(t) — a3(t))

+ - ; mg(t) [al(£)a; () — au(t)al(t) — a(t)a, (1) + al(Hal(r)] (4.55)
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Nota-se que o operador H.; é um operador Hermitiano, como era esperado. A
forma do H.; na Equacao 4.55 ¢ a mais geral, abrangendo todos os modos do campo
eletromagnético dentro da cavidade. Porém, é possivel analisar o comportamento do
sistema a partir do caso mais simples, ou seja, onde apenas um dos modos da campo

dentro da cavidade é excitado pelo movimento da parede. Neste caso,

Hey = wi(t)af()a () +ixa(t) (al* (1) - a3(1)) (4.56)
e na Representacao de Schrodinger

Hey = wi(t)afar +ixi(t) (af* - ), (4.57)

onde, em ambos 0s casos,

() = ( wlt) | gl) | (4.58)

dun(t) 2

O hamiltoniano efetivo na Equacao 4.57 estd na Representacdo de Schrodinger, tornando
evidente que o sistema descrito por este hamiltoniano nao é estacionario, ja que as fungoes
wi(t) e x1(t) possuem uma dependéncia temporal explicita. Como na Representacao de
Schrodinger a evolugao temporal do sistema a partir do estado de vacuo se da por meio da
Equagao de Schrodinger, o termo x(t) é algumas vezes refirido como o fator de compressao
(ou “squeezing”), j4 que no hamiltoniano efetivo este termo possui uma agao similar ao
do operador de compressao (Equagao 3.36), que é a de aniquilar ou criar dois f6tons ao

mesmo tempo.

Segundo Law (1994) essa andlise mais simples ¢é fisicamente justificada pela maneira
como o espelho que se move oscila, pois nem todos os modos sao excitados pela oscilacao
do espelho, mas apenas os modos que entram em ressonancia com esta oscilagao é que
sao efetivamente excitados. Dessa maneira, é possivel definir uma trajetéria apropriada
para o espelho que se move a fim de excitar apenas o modo da cavidade desejado. Visando
esta propriedade, Dodonov e Klimov (1996) estudaram a geracao e detecgao de fétons
a partir do estado de vacuo para um modo de uma cavidade ideal com parede vibrante.
Observou-se que quando a frequéncia da parede vibrante é o dobro da frequéncia do
modo da cavidade, atinge-se o maximo da producao de fétons, onde movimento da parede

vibrante é determinado pela forma

r(t) = ro [l +ecos2wot)], |e| <1, (4.59)
o que leva a autofrequéncia dependente do tempo w(t) ter a forma

w(t) = wo [1 + 20 cos(2wot)], (4.60)

onde ¢ é a profundidade de modulacao da frequéncia e wy é a frequéncia nao-perturbada

do modo do campo eletromagnético em ressonancia com o movimento da parede. Com
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essas formas determinadas, Dodonov e Klimov (1996) estabelecem uma estimativa para
a producao de fétons associada aos parémetros do sistema, como fator de qualidade da
cavidade e seu tamanho: ocorre produgao de foétons da ordem de centenas desde que o fator
de qualidade da cavidade exceda 10'° e a amplitude de excitagao paramétrica (amplitude

de vibracao das paredes da cavidade) seja maior que 107! para a frequéncia de microndas

da ordem de 10 GHz.
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5 DISSIPACAO EM SISTEMAS QUANTICOS

Este capitulo destina-se a apresentar a Equacao Mestra como um modelo para
se descrever o efeito de dissipacao em um sistema quantico acoplado a um reservatorio
térmico. Na secao 5.1 é apresentada a deducao da Equacao Mestra para o caso mais
simples, que consiste em um oscilador harménico quantico acoplado a um reservatério
térmico. Na secao 5.2 é apresentada uma generalizacao da Equacdo Mestra em termos
das coordenadas bosonicas, onde considera-se que o estado inicial do sistema é um estado
Gaussiano, e a partir deste formalismo deduz-se as equacoes da dinamica do primeiro e
segundo momento de um estado Gaussiano, que regem a evolugao temporal do sistema

quantico.

51 EQUACAO MESTRA PARA UM MODO ACOPLADO A UM RE-
SERVATORIO TERMICO

Nesta sec¢ao sera deduzida de forma Equacao Mestra na aproxi¢ao de Born-Markov
para um oscilador harmonico quantico acoplado a um reservatorio térmico, baseando-se
na dedugao apresentada por Breuer e Petruccione (2002, Capitulo 3), Lambropoulos e
Petrosyan (2007, Capitulos 4 e 5), Louisell (1973, Capitulo 6), (MEYSTRE; SARGENT,
2007, Capitulo 15), Orszag (2016, Capitulo 9), Rice (2020, Capitulo 8).

Com a Equacao Mestra é possivel descrever a dinamica de um sistema pequeno
acoplado a um sistema maior (geralmente um reservatorio térmico). No caso abordado
neste capitulo, o sistema pequeno A é um oscilador harmoénico quantico e o sistema
grande B é um reservatério térmico a temperatura 7' que pode ser considerado como um
conjunto grande de osciladores harmoénicos quéanticos. A versatilidade de se trabalhar com
este modelo é que diversos tipos de sistemas quanticos sao representados pela algebra
do oscilador harmoénico quantico, como fétons, fénons em um cristal, um circuito LCR

quantizado, etc.

Nesta formulacao o estado do sistema A é representado operador densidade pa

que pertence ao espaco de Hilbert H4 e o hamiltoniano nao perturbado deste sistema
é (BREUER; PETRUCCIONE, 2002; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016;
RICE, 2020)

H, = hQad'a. (5.1)
Ja o hamiltoniano nao perturbado do sistema B é

Hp = Zhwjb§bj, (5.2)
J



49

e este sistema é representado pelo operador densidade pp pertencente ao espaco de Hilbert

Hp, que é dado pela Equacao 3.54

exp(—Hp/kgT)

B Trlexp(—Hp /kpT)]’ (5:3)

ou seja, pp é diagonal na base de autoestados de Hg (LOUISELL, 1973; MEYSTRE;
SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020).

A interagao entre os dois sistema se da por meio do hamiltoniano de interacao
V=0 (gja'b; + gbla (5.4)
- g] J g] 7 Y
J

que representa a destruicao de um quantum no reservatorio e simultanea criagao de um
quanta no sistema A, ou vice-versa, e g; ¢ a constante de acoplamento que dita o quao
forte é a interacao entre os dois sistemas (LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SARGENT,
2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020).

O sistema total A + B é representado pelo operador densidade pap que pertence
ao espaco de Hilbert H4 @ Hp e que no tempo ty = 0, quando os sistemas A e B sao
postos em contato, fatoriza-se em pap(0) = pa(0) @ pp(0) = pa(0)pp(0) (BREUER;
PETRUCCIONE, 2002; ORSZAG, 2016). J& o hamiltoniano do sistema total é

H=Hy+V, (5.5)
onde,
Hy=Hs+ Hp, [Ha, Hp]=0, (5.6)

em que Hy é apenas o hamiltoniano dos sistemas A e B na auséncia de interagao (BREUER;
PETRUCCIONE, 2002; LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016;
RICE, 2020).

Todos estes operadores apresentados estao na Representacao de Schrodinger. Nesta
representacao a equagao de movimento do operador densidade p4p ¢ dada pela Equacao
de von Neumann (Equacdo A.22) (BREUER; PETRUCCIONE, 2002; LAMBROPOULOS;
PETROSYAN, 2007; LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016;
RICE, 2020)

0

pAB = 7 [H, pas] - (5.7)

Porém, resolver esta equacao para todos os tempos ¢ pode ser bem dificil, quando
nao impossivel (BREUER; PETRUCCIONE, 2002; LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SAR-
GENT, 2007; RICE, 2020). Contudo, a dindmica que realmente interessa é a do sistema

pequeno A, que sofre muito mais com a influéncia do reservatorio, do que este com a
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influéncia daquele (BREUER; PETRUCCIONE, 2002; LAMBROPOULOS; PETROSYAN,
2007; LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020).

Assim, o trabalho é o de encontrar a equacao de movimento para o operador
densidade reduzido p4 tomando o trago parcial Trg(pap) sobre o reservatério (BREUER,;
PETRUCCIONE, 2002; LAMBROPOULOS; PETROSYAN, 2007; LOUISELL, 1973;
MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020). Para realizar isso, é preferivel
trabalhar na Representagao de Interagao, a fim de eliminar a evolugao livre (e mais rapida)
do sistema e depois passar o resultado para a Representagao de Schrodinger (MEYSTRE;
SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020).

Na Representacao de Interecao a equagao de movimento para o operador densidade
é dada pela Equagao A.32 (LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG,
2016; RICE, 2020),

o =~ [Vi(t), 0], (5.8)

e da Equagao A.29, com tg = 0,

V[(t) — eiHot/hVefiHot/h
— B ( iHat/h t —iHat/R iHpt/hy ,—iHpt/h
%:{g](ef‘ a'e 4 )(63 je B )
+ g; (eiHBt/hb;[e—iHBt/h) (eiHAt/hae—iHAt/h)}
= B[ (a™) (e ) g5 (1) )
J
Vi(t) = ha'F(t) + haF'(t), (5.9)

onde foi utilizada a evolugao livre dos operadores de aniquilagao e criagao (Equagoes B.34

e B.35), tanto do reservatério quanto do sistema A, e na terceira linha foi definido

F(t) = Zgjbjei(g_wj)t. (510)
J

Agora, integrando Equacao 5.8 em rela¢ao ao tempo, obtém-se (LAMBROPOU-
LOS; PETROSYAN, 2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020)

Z’ t !/ / /
0a6(t) = 0an(0) = [ dt Vi(t). 045 (t)] (511)
e substituindo esse resultado em Equagao 5.8
: i Lot / /
oap(t) = — Vi(t), 0an(0)] = 5 [ dt' [Vi(0), Vi(t), ean(®))]. (5.12)

Tomando o trago parcial sobre o reservatério (BREUER; PETRUCCIONE, 2002;
LAMBROPOULOS; PETROSYAN, 2007; LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SARGENT,
2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020),

Tog (04 (1)) = —1 To (Vi(t), 0an(O)) = 55 [ de'Tr (Vi(6), V), 0s(2)]) , (5.13)
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o primeiro termo do lado direito desta equagao some, pois no tempo ty = 0 o operador

densidade p45(0) se fatoriza, logo surgem termos do tipo

Trp(Vi(t)oas(0)) = ha'oa(0)Trp(F(t)os) + haoa(0)Trs(F'(t)op)
= ha'oa(0)(F(t)) + haga(0){F(t))
= 3" (hatoa(0)g;e™ ¥ (b;) + ha' 04 (0)gje " (b1))

J

Trp(Vi(t)oas(0)) = 0, (5.14)

ja que gp é diagonal na base de autoestados do reservatorio, assim (b;) = (bj> = 0, entao

a Equagao 5.13 torna-se
Tog (2n(0) = =5 [ T (Vi(0), Vi(®), ean(®)]) (5.15)

Utilizando (ABC)T = CTBTAT e levando em conta que os operadores V; e 045(t)
sao hermitianos, o comutador na Equacao 5.15 pode ser reescrito em uma forma melhor

(MEYSTRE; SARGENT, 2007, p. 355),

Vi), [Vi(t'), 0as@)]] = Vi(t)Vi(t) oas(t) — Vit)oas()Vi(t) + a.h. (5.16)

onde o termo “a.h.” significa adjunto hermitiano e assim a Equacao 5.15 torna-se
) Lt
Trg (0aB(t)) = _ﬁ/o dt'Trg (Vi)Vi(t)oap(t) — Vi(t)oas(®)Vi(t') + a.h.). (5.17)

Para encontrar a equacao de movimento para p4(t) a partir da Equagao 5.17 é
necessario levar em conta a aproximacao de Born. Nesta aproximacgao, o acoplamento
entre o sistema A e o reservatoério é fraco, de maneira que o reservatoério, devido ao seu
grande tamanho, sofre muito pouco a influéncia do sistema A, enquanto este é fortemente
afetado pelo reservatério, de maneira que se pode tomar (BREUER; PETRUCCIONE,
2002; LAMBROPOULOS; PETROSYAN, 2007; LOUISELL, 1973; RICE, 2020)

04B(t) = 0a(t)oB- (5.18)

A ideia acima é reforcada pela aproximacao de Markov, que considera o reservatorio
como um sistema sem memoria, ou seja, o seu estado atual nao depende do estado passado
(BREUER,; PETRUCCIONE, 2002; LOUISELL, 1973; RICE, 2020). Assim, por mais que
o sistema A gere excitagoes nos modos do reservatorio, este recupera o estado de equilibrio
em um tempo 7., o tempo de correlagao, proporcional ao inverso do tamanho da banda de
frequéncias do reservatério (LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SARGENT, 2007). Como o
reservatorio é um sistema com muitos modos densamente espacados, o tamanho da banda
é grande, logo o tempo de correlagao 7. é muito pequeno se comparado ao tempo t em que
ocorre a dindmica do sistema A (BREUER; PETRUCCIONE, 2002; LOUISELL, 1973;
MEYSTRE; SARGENT, 2007; RICE, 2020).
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Entao, utilizando as Equagoes 5.9 e 5.18, a Equagao 5.17 torna-se (LOUISELL,
1973; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020)

oalt) = / ' [Walal ga(t)Trp (F(8)F () on)
+ h2 Taos(t)Trp(F(t)FT(t)op) + haa QA( ) Trp(EFT () F(t)oB)
+ h2aao () Trp(FT(t)FT(t)op) — h2a'oa(t)a' Trg(F () o F(t'))
— h2atoa(t)aTrg(F(t)opFi(t) — hfaos(t)a' Trp(FT(t) o F(t'))
— Blaga(t)aTep(Fi(t)op () + a.h.] (5.19)

e usando a propriedade ciclica do trago Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA),

+aatou(t)(FT()F ()
—aloa(t)a (F(¢)F(1))
(1))
+a.h.] . (5.20)

Usando a Equacao 5.10, os valores médios na Equacao 5.20 tomam a forma de
(MEYSTRE; SARGENT, 2007, p. 356)

<F(t)FT(t’)> _ Z<gib pi(Q—wi)t *b* —i(Q—w;)t'

1,
- Zgz‘g}k (bibly ettt gilwst/ =it

_ Z’gl (bib]) el (5.21)

onde 7 =t — ¢’ é um tempo muito pequeno comparado ao tempo t em que o sistema A

varia de forma significativa, porém ¢é muito maior que o tempo de correlagao 7.

Realizando uma mudanga de varidvel na integral da Equacao 5.20 de t' para 7
e levando em consideragao o tamanho de 7 em relagao ¢ para tomar pa(t — 7) = pa(t),
a integral em relagdo a 7 resultard em termos como (LOUISELL, 1973; MEYSTRE;
SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020)

[ atF@F @) SlaPea) [ drete-r (5:22)

de maneira similar ao que foi feito na secao 2.4, devido a larga banda de frequéncias do
reservatério, a soma sobre os modos do reservatério pode ser convertida em uma integral
sobre o continuo de modos Y-, — [ D(w)dw sendo D(w) a respectiva densidade de modos,

assim

Z|gz (bib!) /dTe (w7 %/de e /dTeZ(Q @) (5.23)
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Como 7 é muito menor que o tempo ¢, o limite superior da integral sobre 7 pode

ser estendindo ao infinito, assim essa integral se torna uma integral incompleta de Fourier!

(LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020)

/O dref 7" — 75(Q —w) £ P (Q - w) , (5.24)

onde P significa o valor principal de Cauchy. Ignorando o valor princial, a Equagao 5.23
torna-se (LOUISELL, 1973; MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020)

/de(w)lg(w)|2<b(w)bT(w)>7T5(Q —w) = %<b(9)bT(Q)>7 (5.25)
onde

Y = 27D(Q)]g(Q) > (5.26)

Por fim, da Equacdo 5.21 fica facil ver que termos como (FTF') e (FF) na
Equagdo 5.20 desaparecem, pois (b'bf) = (bb) = 0, dessa forma s6 sobram termos como
(FF™) e (FTF), assim a Equacdo 5.20 fica (MEYSTRE; SARGENT, 2007; ORSZAG, 2016;
RICE, 2020)

6alt) = —2((' () [alaga(t) — aga(t)a]
- %(b*(ﬂ)b(@» [aa 04 (t) — a'oa(t)a] + a.h. . (5.27)
e reconhecendo o termo (b'(Q)b(€2)) como o nimero médio de quanta no reservatério 7(€2)
e também (b(Q)b1(Q)) =7n(Q) + 1, obtém-se
0a(t) = —

- %W(Q) {aaTQA(t) + 04(t)aa’ — QaTgA(t)a] , (5.28)

%(W(Q) +1) [CLTCLQA(t) + oa(t)ata — QCLQA(t)aT]

que é a Equacdo Mestra na Representacao de Interagao.

A conexao entre o operador densidade na Representagao de Interagao o4(t) e o
operador densidade na Representacao de Schrodinger p, se da por meio da Equacao A.31
(MEYSTRE; SARGENT, 2007, p. 354, 355)

p(t) = Ua(t)oa(t)UL(t) = e~ 4P, () Hat/h, (5.29)
derivando esta equacao em relagdo ao tempo

0 / . | o |
ap(t) = _%HAQ—ZHAt/hQA(t)eZHAt/h_|_ %e—zHAt/ﬁQA(t)ezHAt/hHA

+ e~ iHat/h Doa(t) piHat/h

ot
= — (HAp(t) —p(t)Ha — ?UA@) a@gf” UJA(t))

p0) = = (IHa p(0) + VA2V 1)) (5.30)

L Ver Merzbacher (1998, Apéndice 1).
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Entéo, utilizando a Equacdo 5.1 e Uk (1)U (t) = Ua(t)UL(t) = I na Equacio 5.30,
obtém-se a Equacao Mestra na Representagao de Schrodinger (MEYSTRE; SARGENT,
2007; ORSZAG, 2016; RICE, 2020)

pO) =~ [Hap(0)] -
3

— %W(Q) [aan( + p(t)aa’ — 2an(t)a} ) (5.31)

(m(Q) + 1) [a*ap(t) + p(t)ata — Qap(t)aq

A partir da Equacao Mestra é possivel encontrar a equacao diferencial que deter-
mina o valor médio de qualquer operador O na representagao de Schrodinger, pertencente ao

espaco de Hilbert H 4, que age sobre o sistema A ao tormar o traco parcial na Equacgao 5.31

T {041} = O (Tea0p(t)}) = 20, (5.32)

O operado densidade p(t) que descreve um sistema quantico contém todas as
informacoes relativas as propriedades fisicas do sistema. Pode ser considerado para um tnico
subsistema ou sistemas compostos de duas partes (bipartido) ou de muitas partes partes
(multipartido), para os quais propriedades de correlagao podem ser estudadas. No entanto,
existem formas alternativas para se estudar a dinamica de tais sistemas, considerando
formulacao alternativas, nas quais ao invés de estudar uma equagao diferencial para
operadores, a dinamica é descrita por meio de equagoes diferenciais para func¢oes reais.
Esta questao é considerada no que se segue, no qual se apresenta uma formulacao adequada

para sistemas de variaveis continuas.

5.2 MODOS BOSONICOS ACOPLADOS

Nesta se¢ao é discutida a abordagem, apresentada por Dodonov e Man’ko (2003),
necessaria para descrever a dindmica do sistema quantico de interesse para esse trabalho (
Capitulo 6 ). Este sistema possui dois graus de liberdade, descritos em termos do operador

2 = (21, 22, 23, 24), que pode ser escrito, por exemplo, como Z = (a1, as, al, &;).

Da definigao usual dos operadores de criagao e aniquilacao é sabido que o comutador
entre esses operadores sao numeros complexos constantes, que nesse formalismo sao

representados por
[2as 28] = Eap = —Epas (5.33)

onde os coeficientes =,3 formam a matriz anti-simétrica = de ordem 2N = 4, sendo N o
numero de graus de liberdade do sistema. Além disso, existe uma matriz de transformacao

S que relaciona os operadores ' e 2, tal que

7' = Sz, (5.34)
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e esta relagao também pode ser escrita em termos dos elementos de matriz

4
S A 2
zZ), = Z Swi, — %

v=1

T =Sk, (5.35)
onde, do lado direito da equacgao acima, é adotada a notagao simplificada, em que indi-
ces repetidos implicam em somatério sobre estes indices. Esse conjunto de notagoes e

transformacoes sao considerados ao longo deste apéndice.

5.2.1 Equagao Mestra para Dois Modos Acoplados

Nesta secao ¢ apresentada a forma geral da Equacao Mestra para dois modos
bosonios acoplados, que ¢ uma generalizacao da Equagao Mestra apresentada no secao 5.1.
O formalismo apresentado nesta secdo é o ponto de partida para analise do problema que
¢ discutido no Capitulo 6, ja que neste problema os modos bosonicos correspondentes ao

detector estao acoplados a um banho térmico.

Como se trata de um sistema com dois graus de liberdade, em que os modos
bosonicos estao acoplados, o hamiltoniano hermitiano do sistema é quadratico em relagao
aos operadores de criacao e aniquilagao desses modos. Este hamiltoniano, representado em

termos das coordenas bosoOnicas z, € escrito como

1 1

H= 52B2 = -2 Bas(t) 2, (5.36)
em que os elementos de matriz B, sao fungdes dependentes do tempo e satisfazem a
propriedade

Bag(t) = Bgal(t), (5.37)

a fim de manter o hamiltoniano simetrizado (além de ser hermitiano). Essa simetrizagao
é feita para cada termo do hamiltoniano. Como exemplo, um termo do tipo hwcﬂdl é

hermitiano, mas pode ser simetrizado ao fazer

hwala, = —hw(2ala)) = =hw(ala, +alay) = hw(ala, + aal — 1)
hw, (5.38)

o ultimo termo do lado direito representa um pequeno desvio nos niveis de energia, mas se
torna irrelevante para a analise do problema, ja que na Equacao Mestra o hamiltoniano
entra como um comutador com o operador densidade reduzido pi9, € esse termo, por ser

um nimero, comuta com piz, ndo contribuindo, dessa forma, na dinamica de pis.

A forma geral da Equagdao Mestra na Representacao de Schrodinger associada
ao operador densidade reduzido p12 = pi12(t), que descreve a dindmica de dois modos

bosonicos acoplados, é escrita como

dp P
cpl;2 T h A pro] + 3 (2850128) — &5 01 p2 — prab;8]) (5.39)
j=1
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onde os operadores lineares ®; e @} sao escritos em termos das coordenadas bosonicas z

de acordo com a forma

=k,  Ol=¢uil u=1...4, j=1..m, (5.40)
em que o numero m de operadores lineares @}j depende da forma especifica da equacgao

mestra associada a cada problema.

E possivel construir uma forma compacta, mas ainda geral, para a Equacdo
Mestra a partir da Equacao 5.39, assumindo que o hamiltoniano tenha a forma descrita
na Equagao 5.36. Ao que se segue, sera apresentada a construcgao desta forma compacta,
assumindo A = 1. Analisando o comutador do lado direito da Equagao 5.39, nota-se que o

mesmo pode ser escrito como

PN 1 A 1 R
[Hmw} = §Ba5(t)2a2ﬁ/)12 — iBaﬁ(t)PmZaZﬁ, (5.41)

ja os termos pertencentes ao somatorio em j sao formas lineares em pi2 que dependem

dos operadores Ci?j e @; A partir da Equagao 5.40 é facil ver que

Qq)jﬁIQq);r‘ - 230]'04@3'#20“51222: - 290]'0:@]'/1,5#6204,512257 (542)
(I)jq);[ﬁm = @ja@juéaélﬁm - @ja@juspﬂgaéﬁﬁm’ (543)
[’512@]@} = Sﬁja@juﬁlz%ﬁl = ©jaPiuSuaP122a28, (5.44)

onde utilizou-se a Equagao 5.35 para escrever QL em funcao de Z3. Assim, levando em

consideracao as Equagoes 5.41 e 5.44, a Equagao 5.39 pode ser escrita como

dprs i i M
7l —§Ba6(t)zazﬁﬂl2 + §Baﬁ(t)P12ZaZﬁ +2) 0jaPiuSusiaiais
j=1
- Z 90ja95ju5u62a25/312 - Z %‘a@jusuﬁﬁmfaéﬁ- (5-45>
o =1

Nota-se que existem trés tipos de termos do lado direito da Equagao 5.45, propor-
cionais a p122423, Zap1223 € P122a25. Assim, pode-se evidenciar esses termos para escrever

a Equacao Mestra em uma forma compacta

dp1o l - _ A oA
_7Baﬂ(t) - Z @ja%pjusu,@ Za”BLP12
dt 2 st
? o _ I = _ A oA 4
+ |5 Bas(t) = 20 0ia@iuSus| Pra2s + 23 PiaPiuSustabraZs,  (5.46)
j=1 Jj=1
o que implica na forma
dpiz . .. s s < s
—— = ZoLapZsp12 + P122aRap’s + 2o Kappr2Zs, (5.47)

dt
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com L,s(t), Rap(t) e K,p identificados como

7 m B
Log(t) = —§Baﬁ(t)—290ja%u5uﬁ, (5.48)
)
Rop(t) = Z%a%u 1B (5.49)
Kop = 22%@%‘#5#67 (5.50)
j=1

que sao elementos das matrizes L, R e K. Em termos destas matrizes, a Equacao Mestra

em sua forma compacta é

dh
% =zlLz ﬁ12 + p12ZRZ + ZKplZZ (551)

Se por algum procedimento for determinada a forma da Equagao Mestra em
algum problema especifico em Mecanica Quantica, descrito em termos das coordenadas
bosodnica, entao é possivel obter a forma explicita das matrizes L, R e K. Porém, ainda de
forma geral, a condi¢do de normalizagao para o operador densidade Tr [p15(t)] = 1 deve

ser respeitada, o que implica em

0 = Tr [éaLaﬁﬁgﬁlg + ﬁlgé’QRa,gfg + ZA’aKaﬁﬁlgfg]
0 = La/ng\[‘ [éﬁﬁwéa] + Raﬁ’:[‘r [2/31612204] + KaBrI‘r [faﬁm«fﬁ] )
como existe um somatério sobre os indices o e 3, é possivel trocar estes indices sem

prejuizo do resultado final, entao realizando esta troca no ultimo termo do lado direito,

tem-se

0 = LagTr[Zsp122a] + RagTr [25p1220] + Ko Tr [25P1220]
0 = (Lap + Rap + Kap) Tr [Z5p12%0] (5.52)

como essa relacao ¢ valida para qualquer pi9, conclui-se que
(Laﬁ + Rop + Kaﬁ) =0, (5.53)

esta relagao se torna esséncial para as dedugoes que sao apresentada na préxima secao.

5.2.2 Equacoes da Dinamica do Primeiro e Segundo Momentos de um

Estado Gaussiano

A evolugao temporal de um sistema quantico, definido por um operador ha-
miltoniano quadréatico, com estado inicial Gaussiano é descrita por um estado Gaus-
siano (SERAFINI, 2017, cap. 3). Um estado Gaussiano é caracterizado por ser perfei-

tamente representado por seu primeiro e segundo momento. As equagoes da dinamica
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para o primeiro momento (Z,) = Tr[2,012(t)] e para o segundo momento anti-simétrico
(2,2,) = Tr[p12(t)2,2,] sdo obtidas a partir da Equagao Mestra. Na Representacao de

Schrodinger, o primeiro momento é definido como
Yu(t) = (2u) (£) = Tr [£,012(2)] = Tr [p12(t) 2] (5.54)

A equacao diferencial de primeira ordem para o primeiro momento é construida a

partir de
dy,(t) s dpa(t)
# = Tr [p12(t)2,] = Tr o (5.55)
considerando a Equacao 5.47, obtém-se
dy,(t ST s A LA s s s NS
chtU = Tr[(2aLag2sp12 + Pr22aRapis + 2aKapPr2s) 2]
dyu(t) A .. . A .
a Tr [ZaLagZapr22,] + Tr [profaRapZs2u] + Tr [2aKappr22p2,]
dy/lz(t)_ A A A A A A A A AA A A
o = LagTr [2a28p122,) + RapTr [p122a282,] + KopTr [Zap12252,)
dy,(t) NP DS A A A
—o = LogTr [pr122,2028) + RapTr [p122a2s2,] + KapTr [P12252,24] - (5.56)
A partir da Equacao 5.35 verifica-se que
2012/5 = Eaﬁ -+ 2/320” (557)
o que implica nas seguintes relagoes
faﬁgﬁu = Egui’a + Eaufg + 2M2a2/5, (558)
282,20 = Igula+ 242324, (5.59)
substituindo essas relagoes na Equacao 5.56
dy,(t A A a oA
}’(;5() = LapTr [p122,20 2]
+ RapZpuTr [p1o26] + RapZanTr [D1225] + RagTr [p122,2625]
+ KapZpuTr [p122a] + KagTr [p122,25%0] (5.60)

assim como ja justificado anteriormente, é possivel realizar uma troca de indices, para

reescrever os termos

KagTr [p128.2850] = KpaTr [profu2a2s] = KagTr [pr22,5a%s] , (5.61)

RapZanTr [p122s] = RpaZpuTr [pr22a] = RapZsuTr [P122a] (5.62)
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logo a equagao dindmica para y,(t) pode ser escrita como

dy,,(t ”
Yu(t) _ (Laﬂ + Rap + Kaﬁ) Tr (/122,24 28]
dt -
+ RapZsuTr [pr1226] + RapZp,Tr [p1224]
+ KopZpuTr [D124]
dYu(t> _ = R = =
SO L (i R s Kl
dy,(t ~ 7
yé;; ) = EBM (RBa + R,Ba + Kﬁa) Ya(t)7 (563)

onde da primeira para segunda linha foi utilizada a Equacao 5.53 e também a defini¢ao
Ya(t) = Tr [p1224].
Em adi¢ao ao resultado obtido, nota-se que =g, = —Z,3 e também f(ga =

—Lgo — Rpa, assim é possivel obter a forma compacta para a equacao dindmica do primeiro

momento
dy,(t) _ = :
— = Ew (Lsa = Rsa) va(t)
dy,(t
A0 = AaByalt), (5.60)

onde define-se os elementos A,,(t) da matriz A como
Apa(t) = Zup (Lo — Ria) (5.65)

nota-se que a matriz A é determinada a partir das matrizes que compoem a forma compacta
da Equacao Mestra, assim, a partir da forma especifica da Equagao Mestra para um dado

problema, obtém-se a equacao dindmica do primeiro momento do estado Gaussiano.

Resta agora determinar a equagao que rege a dindmica do segundo momento
anti-simétrico do estado Gaussiano mqps(t) = Tr [p12(t)2425]. O procedimento para se obter

esta equagao é muito similar aquele realizado para o primeiro momento. Assim, tem-se que

dmas(t) _ ’I‘rlﬁw(t)éé]

dt dt P
dmgs(t N R o N R N
df() = Tr [(ZALL/WZVIOH + p12z,uR,LwZV + Z;LKWPHZV) Zazﬁ]
dmes(t) o o
Tf = L,Tr[p1220252,2.) + RuTr [pr122,2,2025]

+ K, Tr (122020262 (5.66)

a partir da relagdo de comutagao (Equagao 5.35), observa-se que é possivel reescrever os

termos

2.202428 = Euauis + ZupZula + Suasiy + Zustaly + 20282450, (5.67)

226282, = Tuak8Zu+ ZupZaly + 2a2s22,, (5.68)
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agora, prosseguindo de maneira similiar ao modo como chegou-se na Equacao 5.63, obtém-se

W = (LW + R, + f(,w) Tr [Pro2asbui] + RuvSoallus + RSt
+ RuwZuempy + RuwZusmen + KuwSvama, + KuwZ0smay
Cm;f(t) = RuwEvamus + RuwZusmua + RuwZpamsy
+ RuwZusMay + KuwZvamp, + KuZusmay,
chngtg(t) = “EawRymus + RuwZus (Map + Za) — RuwZap (Mus + Zp))
+ M RupZs — KwZow (s + Zp) + K ZosMay
dm;f(t) = —anf‘iwm#ﬁ — Ew,f(wmug — ZapRumus — EapRuwZ0s + Zap R Zup
+ MR =08 + ma,,Rquﬂg + Mop K Z0p + EQVKJHEMB
(W = S KuZs — Zap (R + Ry + Ky ) Mg

+ My (R + Ry + Ky ) S, (5.69)

levando em consideracao que A,, = (RW + wa + f(,w) e 151,,5 = (R,W + RW + KW),
chega-se a forma final da equagao de primeira ordem para o segundo momento anti-
simétrico,

dmas(t)  _ ~ x
T = ‘:‘allKl/;L‘:‘u,B + Aaymyﬁ + ma,,A,,ﬁ. (570)

O segundo momento simétrico pode ser obtido a partir do segundo momento

anti-simétrico,

1 . R . 1 1 ~

Map(t) = 5T [pra(?) (2aZs + 2p20)] = 5 (Map +mpa) = 5 (Map +1Map) . (5.71)
e sua respectiva equacao dinamica

dM 5t -

df( ) = Da,B + AauMVﬁ + MaVAVBa (572)
onde define-se

1 =\ =
Da,B = §:au (K;uz + K;uz) S (573)

Com as equagoes que determinam a evolucao temporal do primeiro e segundo
momento do estado Gaussiano, é possivel analisar as propriedades deste estado ao se deter-
minar a forma especifica da Equacao Mestra para um sistema quantico com hamiltoniano

quadratico, assim como é feito no Capitulo 6.
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6 DINAMICA DE MODOS ACOPLADOS

Neste capitulo discute-se os aspectos analiticos e algébricos no estudo da interacao
do modo de uma cavidade parametricamente excitada (cavidades de paredes moveis)
com um detector quantico modelado por um circuito RLC quantizado. Revisitamos o
procedimento para a solu¢ao da dindmica de um hamiltoniano dependente do tempo por
meio do qual o sistema é reduzido ao estudo de um sistema de equagoes diferenciais com
coeficientes constantes. Para estados térmico comprimidos, sdo dadas as solugoes das
matrizes das covariancias simetrizadas a partir das quais as propriedades de cada um dos
subsistemas quanticos podem ser descritas, e informagcoes relativas as correlagoes quanticas
podem ser obtidas para diferentes medidas ja estabelecidas. Ressalta-se que nestes estudo
o foco principal foi a aplicagdo do formalismo matematico deselvolvido por Dodonov e
Man’ko (2003).

6.1 O HAMILTONIANO E A CORRESPONDENTE EQUACAO MES-
TRA

No processo de deteccao de fétons na cavidade introduz-se uma antena em
condicoes adequadas de modo que a antena pode ser descrita por um oscilador harmoénico

quantico no sentido de um circuito LC quantizado®. Na auséncia da dissipacao, este sistema

tem seu operador hamiltoniano descrito na forma (CASTRO; DODONOV, 2014)

Hep = w(t)alar +woabas +ix(t)(al" —a3) + Cana + C"alas
= wWt)Ny +wolNy +ix(t)(@l? — a2) + Cayad + ¢*alas, (6.1)

onde ( descreve a constante de acoplamento entre os modos 1 e 2. Além disso, w(t) =
wo [1 4 2edq sen (nwpt)] para a qual a profundidade de modulagao 6 = £dy é assumida
pequena uma vez que se considera a excitagao paramétrica no regime fraco com ¢ < 1.
Aqui € deve ser entendido como o parametro que dita a ordem de grandeza das constantes

que aparecem no problema.
O coeficiente de “squeezing” ou compressao ¢ dado por

1 dw(t)  ndwycos(nwot) ,  pwod 9
XO =200 dt 21+ 20 sen (aot)]) = 2 oS(t) + O, (62)

nota-se que, diferente da Equacao 4.58, na equagao acima nao existe o termo ¢, ja que
este termo depende do meio dielétrico dentro da cavidade e neste caso assume-se que

exista vacuo no interior da cavidade.

1 Um circuito LC quantizado também pode ser escrito em termos dos operadores bosonicos de criacio e

aniquilagio, esta quantizagao é apresentada por Louisell (1973, Secao 4.1).
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Na Equagao 6.2 o fator n pode, a principio, ser considerado arbitrario, e escrito
na forma n = p(1 + €ky), onde p refere-se ao fator de frequéncia de modo livre, com
£ko = k sendo uma possivel dissonancia que pode ocorrer na frequéncia paramétrica do
modo da cavidade. Note que o operador 6.1 descreve um sistema quantico nao-estacionario
devido a dependéncia temporal explicita nos fatores w(t) e x(t). Para esse sistema a
evolucao ocorre de forma unitaria, porém se observa que a energia se altera no decorrer do
tempo. Trata-se de um modelo no qual se estuda o Efeito Casimir Dindmico focando na
producao e deteccao de fétons conforme ja considerado por Castro, Cacheffo e Dodonov
(2013) e Castro e Dodonov (2013). No caso de um detector ndo-ideal, deve-se considerar a
presenca de um reservatorio térmico (CASTRO; DODONOV, 2014) que afeta a contagem
do ntimero de fétons detectados, quando comparado aos resultados obtidos por Castro,
Cacheffo e Dodonov (2013) e Castro e Dodonov (2013). A presenca do reservatério térmico
atrapalha a deteccao de fétons de modo a tornar o processo de contagem de fétons
ineficiente dependendo das propriedades que caracterizam o reservatério térmico. Neste
caso, a dinamica da producao e deteccao de fétons é obtida a partir do estudo das solugoes
da equacao mestra, que para este caso ¢ escrita na forma

dp
i
- {7(1 +v) (abaap + pabas — 2a2pa3) + v (a2alp + pandl — 20 pas ) } (6.3)

—1 [W(t)aidl +ix(t)(al* — a7) + woadds + *alas + Canal, ﬁ}

Na Equacao Mestra 6.3 a primeira linha do lado direito descreve a evolucao unitaria
dos osciladores harmoénicos acoplados, modelando a cavidade e o detector dissipativo. Os
outros termos, na segunda linha da equacao, descrevem a evolugao nao-unitaria causada
pela interacao do detector com o seu reservatorio térmico, caraterizado pelo nimero médio
de excitagdes v no equilibrio térmico e coeficiente de dissipacao . A dissipacao é tratada
no regime de acoplamento fraco entre o detector e o reservatorio, de tal modo que v = €7,
com ¢ < 1. O parametro v diz respeito ao ntimero de fétons no reservatorio térmico e

depende da temperatura absoluta deste reservatério de acordo com a equagao de Planck
v = [exp(Y/T) —1]", (6.4)

onde Y é a constante caracteristica do reservatorio térmico.

E importante estar atento que somente o detector interage com o reservatério
térmico, de modo que o efeito do reservatorio sobre o modo parametricamente excitado
ocorre devido o acoplamento bilinear do tipo onda girante entre os modos. O acoplamento
entre os modos é considerado no limite do acoplamento fraco, da mesma ordem de grandeza
da dissipacao e amplitude de excitacao paramétrica, isto é, ( = €(y com ¢ < 1. Outro
aspecto a ser considerado na Equacao 6.3 é a dependéncia explicita no tempo no termo entre
colchetes do lado direito da equagao mestra. Do ponto de vista operacional, isto introduz

uma dificuldade adicional no tratamento analitico para se obter a solugdao. Porém ha um
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procedimento simples para se eliminar essas dependéncias temporais indesejadas, mantendo
ainda uma boa precisao na detecgao de fétons. Dodonov e Dodonov (2013) apresenta um
esquema simples que reduz o problema ao da solugao de um sistema estacionario, onde
a dependéncia temporal explicita desaparece do operador hamiltoniano com suposig¢oes
compativeis com os limites considerados no contexto da producao e deteccao de fotons. No
que se segue, discute-se os principais aspectos do esquema considerado para o operador
hamiltoniano efetivo, e com isso fica demonstrado o ganho do ponto de vista da simplificacao

na solucao da equagdo mestra.

Na Equacao 6.1, o termo relevante para a producao de fétons no interior da
cavidade é o fator proporcional a x (), pois o fator 2edy sen (nwot), que aparece junto ao
operador nimero da cavidade N; devido a w(t), representa uma pequena flutuagao no
numero médio de fo6tons do modo da cavidade e pode ser desconsiderado na computacao
do niimero de f6tons produzidos (CASTRO; DODONOV, 2014). Neste sentido ele pode ser
desconsiderado na equacao mestra, de modo que levando em conta uma corre¢ao de ordem
zero no pardmetro €, a frequéncia se torna w(t) = wp. Além disso, no intuito de simplificar
a apresentacao das equagoes no texto, considera-se em geral na literatura os fatores wy
e h em um sistema de unidade de modo que podem ser tomados como igual a 1. Como
primeira aproximacao, na Representacao de Schrodinger, o operador hamiltoniano efetivo,
descrevendo o interacdo entre o modo da cavidade (al,a,) e a antena (a}, ay) (circuito

RLC, onde R é devido a dissipacao) é dado por

Hopp = alay + abay + C(alag + ayal) — is(t)(@? —al?), »(t) = 7’5250 cos(nt), (6.5)
com a constante de acoplamento assumida como sendo uma constante real ( = (*, onde os
efeitos nao lineares nao sao levados em consideracao. Entao, pode-se considerar o problema
na Representacao de Interagdo para se eliminar os termos referentes aos operadores
nimeros, que na aproximacao considerada acima, podem ser tratados como os termos
livres do operador hamiltoniano. Assim, por meio das trasnformacoes de similaridade

dadas na forma
ap = ay(t)e, al = al(t)e (6.6)
tem-se para o operador efetivo H.ss no quadro da interacao a forma

f.pp = C(alay + 8,a)) — is(t)(826% — af?e2), (6.7)

Até este ponto, fez-se uma mudanca da Representacdo de Schrodinger para a
Representacao de Interagao. Na auséncia da dissipagao, tem-se que o operador densidade
4 (t) na Representacao de Interagao evolue no tempo de acordo com a equagao de Liouville-

von-Neuman escrita na forma

) — i0.15(0) 50, (65)
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onde o operador efetivo V. ;s possue uma dependéncia explicita no tempo dada por

Uopr = C(alay + a,a)) — ise(t)(a2e¥ — aj%e™ ). (6.9)

Do ponto de vista da Equacao Mestra na Representacao de Interagao, este ainda
nao é um resultado adequado, porque ainda existe uma dependéncia temporal. Nota-se
que o operator efetivo V.;; depende explicitamente do tempo por meio do fator »(t) que
aparecere explicitamente na Equacao Mestra, considerando-se a dissipacao. Mas, a ideia
interessante neste ponto consiste em se considerar a aproximagao de onda girante no fator

de “squeezing” presente no operator efetivo V. conforme:

. , , , et 4 e=int
Seff = —Z%(t)(é%em — 3126_2“) — —znfd—( )

4

iﬁi5(éJ{26i(n—2)t 4 afZemitr2) _ g20i0020 _ g2—iln-2)ty

e assumindo-se que 7 = 2(1 + k), obtém-se para S.;; que

A 1€00 42 iont | A2 —i(A+26)t A2 i(4426) _ A2 —2ikt
Seff = T(a1 e +al’e —aje —aje =",

Removendo-se os termos que oscilam rapidamente na aproximagao de onda girante,
uma vez que seu efeito nao é sentido na escala de tempo na qual se observa a producao de
fétons, o que resulta em

A12 2kt A2 —2ikt
(al € — € )7
porém, o operador efetivo ainda depende do tempo, ainda que em uma forma mais simples,

dado por

2570(512621515 i 536_2““), (610)

do €0, ,
ar i C(?ﬂ&b —1—21151;) + u(ém 2int _ g2¢=2int) 5
dt 2
B . sta s 1 aata _ 9s sal
evo(1 + v) (858,60 + 5ala, — 28,64)
+ evov(82ah6 + 58,8] — 2a}5a,) } (6.11)

Este resultado ainda nao é satisfatorio do ponto de vista matematico, e pode ser

simplificado por meio de uma transformacgao de coordenadas dada por
Bi(t) = age™™,  Bi(t) = ale™, (6.12)

isto define os operadores (by, B,TC) em termos dos operadores (&;, é{), para os quais se escreve

uma equagao mestra com os coeficientes independentes do tempo para (t), que na sua
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forma padrao se escreve como

o (t B U/
di) = — [Cb;bg -+ Cblb; -+ E(b? — b%), O'(t)‘|
_ {7(1 + ) (BB25 (1) + 5(t)B1Bs — 26,5 (1)B))
+ v (B2BY6 (1) + &(1)byBl — 2bL6(1)bs ) } (6.13)

Desta forma, o problema de dependéncia temporal da equacao mestra é simplifi-
cado, permitindo aplicar o formalismo definido por Dodonov e Man’ko (2003, p. 180) para
o tratamento analitico da dindmica de sistemas quadraticos dissipativos no contexto de

estados iniciais Gaussianos.

6.2 DINAMICA DE MODOS ACOPLADOS

Para o sistema em estudo, cujo hamiltoniano é descrito por um hamiltoniano
quadratico, o foco esta na analise do seu comportamento dindmico para estados iniciais
Gaussianos. Estes estados incluem estados coerentes, estados comprimidos, estados térmico
e térmico comprimido. No estudo de sistemas quadraticos de evolugao unitaria, na auséncia
de processos que acarretam perda de coeréncia, tem-se que estados iniciais Gaussianos
evoluem como estados Gaussianos (CERF; LEUCHS; POLZIK, 2007, cap. 22). Isto
acarreta uma grande simplificacdo no estudo das propriedades dindmicas de cada um
dos subsistemas, bem como no estudo das propriedades de correlagoes dos sistemas. Isto
porque para uma distribuicdo Gaussiana, todas as suas propriedades sao perfeitamente
determinadas por seus primeiro e segundo momentos (SERAFINI, 2017, Sec. 3.3 ). Entéao,
para o caso de um sistema quantico da forma expressa em (6.13), todas as propriedades
podem ser obtidas se é conhecida a evolucao temporal dos momentos correspondentes.
Considera-se dessa forma a formulagao no contexto das varidveis continuas na linguagem
dos operadores de criacio ou aniquilacio na Representacio de Interacio. E importante se
ter em mente que tanto faz usar a Representacao de Schrodinger quanto a Representacao

de Interacao, sendo esta ultima a mais adequada porque simplifica as equagoes.

No que se segue, revisita-se os resultados apresentados por Castro e Dodonov
(2014) uma vez que os mesmos serao relevantes para os resultados inéditos obtidos neste
estudo. Essa discussao resulta de uma revisao dos resultados ja publicados, mas que tem
como propésito o aprendizado do formalismo e uma avaliagao critica dos procedimentos
envolvidos para se obter as solugoes da dinamica do sistema. Neste contexto, introduz-se a
notacao y = (by, B!, by, B3), observando que o ordenamento é estabelecido de tal maneira
que as representagoes matriciais pertinentes ao sistema sejam expressas em formas de
matrizes de blocos de matrizes. Neste contexto, o valor médio associado a cada um dos
operadores bosdnicos se determina segundo a forma (y) = Tr(py), que nada mais sdo do

que os primeiros momentos associados a dindmica do sistema. De acordo com a formulagao
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apresentada por Dodonov e Man’ko (2003, p. 181), os primeiros momentos obdecem a

equacao diferencial
afy)/dt = Aly). (6.14)

Na equacao 6.14 a matriz A ¢é obtida por meio das matrizes L, R e E definidas a
partir da equacao mestra 6.13 conforme ja apresentado no se¢ao 5.2. As matrizes L, R e

= sa0 escritas na forma

-0 0 0 —iC
110 ) —1 0
L= % , (6.15)
210 —i¢ 0 —2vv
—i¢ 0 —2y(14+v) 0
o 0 0 i
110 =90 ' 0
R=- , % , (6.16)
210 ¢ 0 —2vv
i¢ 0 —2y(1+v) O
0 1 0 O
-1 0 0 O
== , (6.17)
0 0 0 1
0 -1 0
a partir das quais A é determinada segundo a equacao
A =E(L+R), (6.18)

onde R é a matriz transposta de R. A matriz A de ordem 4 determina a evolucio
temporal dos primeiros momentos e tem sua forma dada (conforme obtida em (CASTRO;
DODONOV, 2014)) por

0 28 —i¢ 0
A_ |2 0 0 ] Al A2
—i¢ 0 —y 0] |AL A2

0 i 0 —~

onde 01, 05 e 03 sao as matrizes de Pauli de ordem 2, enquanto o4 corresponde a matriz

|: 260’1 —icggl (619)

—iGo3 =04

identidade de ordem 2. Por conveniéncia, adota-se § = 23 no que se segue. O calculo
explicito para se chegar a matriz A, no sentido de revisar os aspectos gerais da teoria

desenvolvida por Dodonov e Man’ko (2003, p. 181), estao apresentados no segao 5.2.

Observando a forma explicita da matriz 6.19, na estrutura de bloco diagonal,

nota-se que os blocos diagonais A} e A3, respectivamente, explicitam as caracteristicas
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do modo parametricamente excitado e do detector (na Representacao de Interagao)
relevantes para dindmica dos primeiros momentos. No bloco Al o fator 3 diz respeito
a amplitude da excitacio paramétrica do modo da cavidade, enquanto no bloco A3
tem-se vy, o parametro que caracteriza o acoplamento com o reservatoério associado ao
detector. Observando os blocos fora da diagonal A? e A}, nota-se a presencga da constante
acoplamento associada a interacao do modo da cavidade com o detector de fétons. Na
auséncia do acoplamento, os termos fora da diagonal sao matrizes nula e cada um dos
subsistemas quanticos evoluem no tempo de forma independente. No caso de ( = 0, a
dindmica do modo e do detector seriam independentes e nenhum tipo de correlagao haveria
entre eles, impedindo trocas de quaisquer propriedades referentes a cada um dos modos.
Para os estados Gaussianos que evoluem no tempo por meio de hamiltonianos quadraticos
na Equacao Mestra padrao, apenas os primeiros momentos nao sao suficientes para a
descricio da dindmica. E necessdrio determinar a evolugao temporal dos momentos de
segunda ordem, sendo que esses sao os fatores relevantes para se estudar as propriedades
de correlacoes entre os modos. Neste sentido, pode-se analisar os momentos de segunda
ordem nao-simetrizados ou simetrizados, a depender da conveniéncia do modelo em
estudo e quais as propriedades a serem consideradas. Para a analise das correlagoes entre
modos é mais adequado os momentos de segunda ordem simetrizados, e neste sentido,
define-se a matriz das covariancias M de ordem 4 cujos elementos sao definidos como
My = Tr[p(9;9x + Gx9;)]/2 — (9;) (Ox)- Esta defini¢ao? é valida tanto para a Representagao
de Schrodinger quanto para a Representacdo de Interagao. Os elementos de matriz M

obedecem a um sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem na forma
dM/dt = AM + MA + D, (6.20)

onde A é a matriz transposta de A. Note que tanto os momentos de primeira ordem quanto
os de segunda ordem satisfazem sistemas de equagoes de primeira ordem. A principio isto
implica que no estudo de sistemas quadraticos dissipativos com estados iniciais Gaussianos,
o procedimentos de solugoes analiticas estao disponiveis na vasta literatura no contexto
matematico. Além disso, os procedimentos de cdlculo numérico para as solucoes das
equacoes podem ser implementados em quaisquer plataformas de calculo como o Maple,
Mathematica ou Matlab (BARNES; FULFORD, 2011; GANDER; KWOK, 2018; WANG,
2008).

A equagao 6.20 é determinada a partir da equacao mestra padrao do tipo 6.13,
considerando a definicao da matriz das covariancias My, conforme os resultados obtidos
por Dodonov e Man’ko (2003), que estao discutidos no se¢ao 5.2. A anélise dos aspectos
operacionais e das defini¢oes desta formulacao é relevante para o dominio do topico e para

a aplicacdo em estudos futuros que visam a andlise de sistemas quanticos com um ntmero

2 Nota-se que o termo (9;)(Jx) pode ser ignorado, assim como é feito no secgdo 5.2, ja que é possivel

definir o centro do sistema de coordenadas como o centro da distribuicdo Gaussiana, logo os primeiros
momentos (y) zeram.
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maior de graus de liberdade. Na deduc¢ao da equacao 6.20, obtém-se o fator contendo a
matriz de difusao D, determinada a partir das matrizes 2 e K, sendo esta tultima dada

por (conforme apresentado no segao 5.2)

00 O 0
00 O 0

K= (6.21)
00 0 2v(1+v)
0 0 2vv 0

de acordo com a equagao D = %E(K + K)E, que assume a forma

00 O 0
00 O 0 0 O

D= = : D; = 2y, v=v+1/2, (6.22)
00 0 2y 0 D3
00 297 0

o bloco diagonal D corresponde ao efeito de dissipacao devido ao acoplamento do detector
com o reservatério térmico, que depende da constante de acoplamento v e do niimero
médio de fétons do reservatério v. Quanto maior o valor de v ou de 7 mais intenso é o

efeito de difusao no sistema acoplado.

A partir do método de solucao analitica para sistemas de equacoes diferencias de
primeira ordem com coeficientes constantes é possivel determinar as solugoes do sistema de
equagoes diferenciais correspondentes ao primeiro momento por um procedimento direto e
simples. Seguindo o procedimento conforme em (DODONOV; MAN’KO, 2003, p. 181) as
solugoes das equagoes Egs. 6.14 and 6.20 sao dadas tem termos de uma matriz de evolugao
U(t), de tal forma que

(¥)e = U(t)(y)o, (6.23)

onde a matriz de evolugdo U(t) estd determinada a partir da matriz A segundo a forma

(BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2017, Capitulo 7)

U(t) = exp(At). (6.24)

Nota-se que a matriz representando o operador evolugao temporal U(t) é a
exponenciacao da matriz A, uma vez que A nao dependa explicitamente do tempo. A
matriz das covariancias M e a matriz U sao representadas na forma de blocos de matrizes
como

Ml M2 Ul U?
M= |t U= T (6.25)
M, M3 Ul U?

Pela forma como a matriz das covariancias esta definida, é facil verificar que M é

uma matriz simétrica, significando que ela é igual a sua transposta, M = M. Isto implica
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para os blocos de matrizes Mi as seguintes igualdades
- M M2 M} M?
M= |_1 =TT M (6.26)
M, M3 M M3
ou Ml = M}, M} = M2, M? = M} e M2 = M2.

A matriz de evolugdo temporal U(t) também é uma matriz simétrica uma vez
que a matriz A é também simétrica (HORN; JOHNSON, 2012). Com isso, tem-se que

. |Ul U3 Ul u?
U= ! “H=|"1 "I-u (6.27)
Uy U3 Uy U3

que implica para as matrizes blocos as relacoes Ul = Ul, Ul = U2, U? = Ul e U2 = U2

No estudo da dinamica do sistema composto pelo modo da cavidade e detector,
assume-se a auséncia de correlacdo no instante inicial, implicando que M?(0) = M1(0) = 0.
Isto implica para as solugoes de matrizes blocos de ordem 2 as formas apresentadas em
Castro e Dodonov (2014), e que foram obtidas por Dodonov e Manko (1985),

M;(t) = UM} (0)U7 + UIM;3(0)U} + /0 t U2(t — 7)D2aUL(t — 7)dr, (6.28)
M3(t) = UsM3(0)U3 + U;M;(0)U? + /0 t UZ(t — 7)D2U%(t — 7)dr, (6.29)
M2(t) = UM (0)U? + UM2(0) U2 + /0 "U(t — rDRUL(t — 7)dr, (6.30)
Mi(1) = UIMI(0)U} + USMB(O)UL + [ "U2(t — 1)D2UL(t — 7)dr, (6.31)

estas solucoes estao expressas na sua forma geral e resultam do estudo de sistemas de
equagoes diferenciais de primeira ordem 6.20. Note que na auséncia de dissipagdo, quando

o fator de difusdo D3 é igual a zero, as solugdes sao dadas na forma mais simples

M| (t) = UM} (0)U7 + U?M3(0)U3, (6.32)
M3 (t) = UsM;3(0)U; + UM (0)U? (6.33)
M3 (t) = UM} (0)U3 + UsM;3(0)U3 (6.34)

M} (t) = UM (0)U7 + UsM3(0)U} (6.35)

No caso da auséncia de dissipagio, nota-se o elemento Mj () evolue no tempo
de forma que o primeiro termo do lado direito depende de Mj(0) evoluido no tempo de
acordo com a matriz bloco Uj. J4 o segundo termo, depende das propriedades relativas ao
detector evoluindo no tempo segundo as matrizes blocos de U fora da diagonal, resultado
da correlacao presente no sistema. Isto significa que as propriedades pertinentes ao modo
da cavidade ressonante serao influenciadas pelas propriedades do detector desde que
haja correlagao entre os modos por meio da interagao caracterizada pela constante (.

Uma situagao andloga acontece para o elemento de matriz M3. Analisar as solucdes sem
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dissipacao ¢ importante, uma vez que isso permite comparar os resultados da dinamica
deste modelo com os resultados obtidos por Castro, Cacheffo e Dodonov (2013) e Castro
e Dodonov (2013). Nestes ultimos trabalhos, foram aplicados métodos assintéticos para
a solucao de equagoes diferenciais de segunda ordem no limite de acoplamento fraco. O
método da média temporal (BOGOLIUBOV; MITROPOLSKY, 1961) ou das escalas
multiplas (NAYFEH, 2008) sao adequados aos problemas para sistemas quanticos nao-
estacionarios acoplados quando as intensidades das interagoes sao fracas e a dindmica do
sistema é observada para tempos curtos. Tais métodos sao tteis quando os coeficientes

das equagoes diferenciais sao dependentes do tempo.

No caso do Efeito Casimir Dindmico, as solugbes obtidas em (CASTRO; CA-
CHEFFO; DODONOV, 2013; CASTRO; DODONOV, 2013) sao satisfatérias para a
descricao da dindmica de producao de fétons no limite do acoplamento fraco e foram
obtidas para a auséncia da dissipacao, aplicando-se métodos assintéticos para a solucao de
equagoes diferenciais de segunda ordem. Porém, o método e aproximagoes discutidas em
(CASTRO; DODONOV, 2014) e analisado aqui, sdo mais simples, diretos e envolvem a
solucao de equagoes diferenciais de primeira ordem com coeficientes constantes. Para o
modelo em estudo, as solugoes da matriz de evolugao obtidas por Castro e Dodonov (2014)

sao dadas pelas formas

1

U = 3 (Fyoy+ F_01), (6.36)
1

U3 = 3 (Kyo4 — K_0y), (6.37)

U7 = —g (G_oy +iG03), (6.38)

para as quais

¢

(G_&Q + ZG+5’3) = g (G_O'Q - iG+O’3) s 5'2 = —O02. (639)

Para as matrizes bloco 6.36 - 6.37, as fungoes F, K1 e G4 sdo dadas na forma

Fe=FE, (C.—B_S )£ E_(C}y — B454), (6.40)
Ky =E; (C_+B-5_) £ E_(Cy + B454), (6.41)
G.=FE.S_+E_S,, (6.42)

onde as fungoes Fi, Cy, St s@o escritas na forma

h t
E. =P Oy =cosh(Rit), Si= senR(Ri)’ (6.43)
+

e os parametros de acoplamento e de dissipagao do sistema estao presentes nas defini¢oes

Be=%B-(7/2), Re=Bt-C. (6.44)
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E evidente que v é interpretado como o fator de decaimento na dindmica do
sistema, conforme pode ser visto diretamente da definicao de E4 e f+. Além disso, para
as solugoes da matriz de evolugao temporal, é direto verificar da forma de R4 que ha dois
regimes possiveis de solucio: quando 3% > (%, R é uma constante real positiva e portanto
as solugoes para Cy e Sy sdo fungoes hiperbdlicas, enquanto para 5% < (%, o pardmetro
R é um ntmero imaginario puro que implica em fungoes trigonométricas. O regime
trignométrico corresponde ao caso no qual a amplitude de excitacao paramétrica é menor
que a intensidade de acoplamento entre o modo e o detector. No regime hiperbdlico tem-se
que a amplitude de excitacdo paramétrica ¢ maior que a intensidade do acoplamento entre
o modo e o detector. Este resultado estd claramente apontado por (CASTRO; CACHEFFO;
DODONOV, 2013; CASTRO; DODONOV, 2013; CASTRO; DODONOV, 2014), e tem
uma relevancia significativa no que diz respeito a dindmica dos modos acoplados. Diferentes
regimes implicam em diferentes comportamentos dindmicos das propriedades de cada um

dos modos e nas suas propriedades de correlagoes, o que se ira discutir na proxima secao.

A partir das equagdes acima, é possivel determinar as solugoes para a evolugao
temporal do sistema na auséncia de dissipagao, assumindo v = 0 nas solugoes para o caso
de um modo da cavidade interagindo com o detector. Neste caso, estas solu¢oes permitem
uma comparagao dos diferentes procedimentos de solugao e aproximacgoes consideradas
na construcao do modelo para descrever o Efeito Casimir Dinamico. Castro, Cacheffo e
Dodonov (2013) e Castro e Dodonov (2013) aplicam o método dos invariantes quanticos
na formulagao das componentes de quadraturas (DODONOV; MAN'KO, 2003, p. 162),
assumindo regime de acoplamento fraco e pequenos valores para a amplitude de excitagao
paramétrica, de forma andloga a considerada para o operador hamiltoniano 6.1. No caso
das solugoes devido a Castro e Dodonov (2014), assumindo v = 0, tem-se os paramametros

e fungdes correspondentes as equagoes 6.36 - 6.38, escritos na forma

senh (R(O)t>

Y = e, 00 = cosh (RO), 5O = —— 5,

(6.45)

com R reescrito na forma R = /5% — (2. As funcdes F, K1 ¢ G4 assumem uma forma

mais simples dada por

9 = Esro) (C(O) + BS(O)) + g© (C(O) _ 55(0)) : (6.46)
KO = EY (00— gs0) 4 BO (O + 550, (6.47)
G(iO) _ (E—(If)) + E(,O))S(O). (6.48)

A partir das solugoes obtidas por Castro e Dodonov (2014), um estudo completo
do sistema modo-cavidade pode ser realizado para um amplo quadro de valores de estados
inicias e valores de pardmetros do sistema. Ressaltamos que em Castro e Dodonov (2014) o

foco central foi o estudo das propriedades quéanticas como compressao do modo, funcao de



72

distribuicao de fétons e de quantidades caracterizando as flutuagoes quanticas associadas ao
modo da cavidade e detector, sob o efeito de dissipacao. Foram considerados como estados
Gaussianos iniciais o estado de vacuo e estados térmico tanto para o modo da cavidade
quanto para o detector. No entanto, as propriedades de correlacao entre os subsistemas é
um aspecto importante a ser estudado no Efeito Casimir Dinamico e pode ser analisado
considerando-se como estados iniciais Guassianos o estado térmico comprimido. A razao
da escolha do estado térmico comprimido é devido ao fato do “squeeze'aprimorar as
propriedades nao-classicas dos estados da luz, e isso é relevante no aprimoramento das
correlagoes quanticas no sistema (BRAUNSTEIN; LOOCK, 2005).

6.3 MATRIZ DAS COVARIANCIAS PARA O ESTADO TERMICO
COMPRIMIDO

A equagdo mestra 6.13 e a sua contrapartida dada por 6.20, definindo uma equagcao
dindmica para os elementos da matriz das covariancias M, descrevem a interagao entre
o modo de cavidade e o detector, sendo este modelado por um circuito RLC quéantico.
Uma vez que ambos os sistemas quanticos interagem entre si, correlacoes de natureza
classica e quantica podem estar presentes no sistema. Um estudo completo de medidas
de correlagao quantica exige uma revisao dos aspectos fundamentais da teoria quantica
no contexto dos sistemas de varidveis continuas, tema que sera objeto de estudos futuros
(CERF; LEUCHS; POLZIK, 2007). Entao para o sistema em estudo, parte-se do fato de
que tanto o modo da cavidade ressonante quanto o detector encontram-se inicialmente
em estados térmicos comprimidos. Desta forma, assume-se para cada um dos subsistemas
(modo e detector, k = 1,2) o estado térmico comprimido, para o qual se parametriza a

correpondente matriz das covariancias simetrizadas no instante inicial de acordo com:

3
M7 (0) = Z m];kap + ko, = cpoy + 5104, (6.49)
p=1

para o qual os elementos w¥*, p = 1,2,3,4 tem a forma

i =c,, W =0 wi"=0 =5, (6.50)

Os parametros do estado térmico comprimido ¢ e s; sao identificados de acordo

com
¢ = vgcosh (2ry), s = —vg senh (2ry), (6.51)

os parametros r e vy estao associados as propriedades de cadas um dos modos associados ao
sistema. Da teoria geral do operador densidade caracterizando as propriedades estatisticas

associadas a um estado quantico arbitrario, governado por uma equagao mestra, tem-se
que Tr[p(t)] = 1 enquanto Tr[p*(¢)] < 1 (BREUER; PETRUCCIONE, 2002, segdo 2.1.3).
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Para o sistema em estudo, considerando-se estados iniciais Guassianos a medida da sua
pureza jy = Tr[p?(t)] é determinada a partir do valor de v segundo a equagao (CASTRO;
DODONOV, 2006; CASTRO; SIQUEIRA; DODONOV, 2008)

1

Hie = TI"[IOQ(t)] = V2o (6.52)

Da teoria geral do operador densidade, uma vez que Tr[p?(t)] < 1, tem-se que

v > 1/2. Um estado Gaussiano inicial puro implica em v, = 1/2 enquanto um estado misto
tem-se vy, > 1/2. Além disso, caracteriza-se o grau de compreensao de cada um dos modos
por meio do coeficiente principal de compreensao ou invariante de compreensao Sy, (LUKS;
PERINOVA; HRADIL, 1988; DODONOV, 2002; SOARES et al., 2022), determinado
como sendo

1

Si(t) = 5

(bkbi + bibl) — 2| (beb) | - (6.53)

Para o estado coerente S, = 1, enquanto para um estado comprimido S < 1.
Neste sentido, tem-se entao uma grandeza fisica associada a um dado modo k& que identifica
a natureza do estado quanto a ser ou nao um estado comprimido. Para um dado estado

Gaussiano no instante inicial, tem-se Si(0) determinado como
Sk(()) = 219]@ exp (_277{) s (654)

dessa forma, para um estado Gaussiano inicial puro, para o qual vy, = 1/2, tem-se o valor
da compressao determinado pelo parametro r. Para r, = 0, tem-se um estado puro sem

compressao, o que pode ser um estado coerente | ), por exemplo.

No que se segue, discute-se o procedimento operacional para se determiar a forma
explicita das matrizes das covariancias simetrizadas, considerando os estados iniciais como
sendo térmicos comprimidos parametrizados segundo a equacao 6.49. No estudo realizado
por Castro e Dodonov (2014), tanto para o estado inicial do modo quanto do detector,
assumiu-se o estado térmico, uma vez que o propédsito do problema era a descrigao da
natureza dos estados quanticos evoluidos de cada um dos subsistemas. Nestas condig¢oes
tem-se que w4 = 0, de modo que o efeito da compressao no estado inicial ndo pode ser
investigado. Para o presente estudo, interessa saber como a compressao dos estados iniciais
afetam as propriedades de correlagao entre o modo e o detector, quando “squeezing” é
levado em consideragdo. Para se determinar a forma funcional da matriz das covariancias
simetrizadas, considera-se a solugdo da matriz U determinada por Castro e Dodonov (2014)
aplicada ao estado inicial 6.49. O Procedimento operacional para se determinar as matrizes
das covariancias se baseia no mesmo apresentado por Solak (2021, apéndice B), mas
cujo proposito foi determinar as propriedades dos modos como as energias de flutuacoes
quanticas e pureza para dois modos parametricamente excitados, nos quais os efeitos de
dissipacao sao levados em consideragao, mas cujos resultados finais sao obtidos assumindo

como estados Gaussianos iniciais os estados térmicos com rof* = 0.
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Seguindo os procedimentos algébricos apresentados por Solak (2021), tem-se que
a solucdo da matriz das covarifncias pode ser escrita como a soma de dois fatores, V7 (t) e

L/(t,~) escritos na forma
M (t) = Vi(t) + Li(t,7), (6.55)

a parte livre de dissipagao dos blocos de matrizes das covariancias VI(t) sdao escritos na

forma geral (em concordancia com as equagoes 6.32 - 6.35)
VI(t) = UML(0)U) + U2M2(0) U3, (6.56)
Os termos L?(t,7) dependentes dos termos de difusio D2, sdo dados por
Lty = [ Ul - 7D - 7)) ar, (6.57)

e correspondem ao canal de dissipac¢ao atuando no detector somente. Nesta formulagao,

adota-se para as matrizes U’ em 6.36 - 6.38 as formas
U] =) uwlo,+uioy, (6.58)

p=1

a partir das solugoes 6.36 - 6.39 tem-se que para as formas u;j as seguintes matrizes:

i 0 T (6.59)
20 -k T 2] G- 0 | '
c[ o @ 1[F 0
uz = % T . (6.60)
2| G, o 2| 0 K,

Nota-se que o procedimento algébrico apresentado por Solak (2021) é baseado na
&lgebra das matrizes de Pauli. Para se determinar os blocos V7 (t) é necessério efetuar
produtos envolvendo até trés matrizes de Pauli, juntamente com a matriz identidade de
ordem 2. Para tal propoésito aplica-se o procedimento algébrico de Solak (2021) para se

escrever a forma final das matrizes V7 (t) e L (t, 7). Dessa forma, tem-se que

3
V = Z V0 + 040y, (661)

s=1

onde os coeficientes v, sdo determinados por uma composicao de produtos de matrizes de
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ordem 2, conforme (SOLAK, 2021, pag. 98):

b1 = 2 (Uglogly — U3tO4U) + U0 Uy — UstD Uy — LI U3

+ Uty + UgtoLy + Ut (6.62)
vy = 1 (ugtoguy + ugtoguy) — 2 (Ug04us + Ugtogig) + Ugtoq s

+ UtV Uy + Ugtoglly + Uyt Lo, (6.63)
03 = 2 (Ugtoglly + U o Us) — 2 (Ugtoqly + Ustoylly) + Uptojug

+  UztoUy + Ugtoglly + Uytols, (6.64)
vy = o (uztoqly — UstOqUs) + U0 UL + UTOLU; + Ut Ly

+  uztoglg + Ustogls + Ugtogly, (6.65)

as estruturas tv; sao dadas segundo as formas

¢ 0 0 0 0 0 51 0

v, = , Wy = , g = , Wy = . (666)
0 ¢ 0 0 0 0 0 s

Para se determinar as formas explicitas das fungoes v(t) efetua-se as operagoes

matriciais em 6.62 - 6.65. O resultado de tal operagao, segundo o procedimento algébrico

em Solak (2021), e determinado neste trabalho, resulta nas estruturas de matrizes:

¢ 0 0 N B, 0
v = ) Uy = 3 V3 = =
0 & —R 0

by =
)

0 B,
os termos referentes as estruturas matriciais v; e vy sdo dados por

0 6
G 0

] , (6.67)

¢ = i (F? + F2)e; + (G2 + G? )y — 260C°G G + 251 Fy FL| (6.68)
¢, — i (K2 + K2)es + (G + G2 ey + 261G G — 20K K|, (6.69)
B, — i (F2 4 F2)s) — (G2 + G2 )y +20(° GG + 20, F, F (6.70)
B, = i :(Ki + K?)sg — C3(GL + G*)s1 — 20,°GL G- — 2c2K+K_] : (6.71)

enquanto as estruturas matriciais v, e v3 sdo escritas na forma

R — —i (F.G\ 4+ F.G)er — (KoGy + K_G)e

+ (FLG_+F_Gi)s1+ (Ki G- + KL G_)sy], (6.72)
S = —f (FLGy + F-G_)s1 + (K, Gy + K_G_)sy

+ (F.G_+F .G — (K,G_ 4+ K G )y, (6.73)

onde se observa a proporcionalidade com a constante de acoplamento (. No caso do
desacoplamento entre o modo da cavidade e o detector verifica-se que R e G sao iguais a

zero e, portanto, a correlagao entre os modos desaparece.
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Na auséncia de dissipacao, quando as solugoes 6.45 - 6.48 sao aplicadas, tem-se
a seguintes correspondéncias €, — Q‘E,&O) , By — ’B,(CO), Ry — 9{,20) e &, — 612:0)- Nesta

situagao particular, tem-se como resultado as solugoes
ME (1) = ¢V + B0, (6.74)

onde Q‘E,(CO) ¢ a energia média adimensional associada ao modo k, e ’B,(CO) corresponde ao
valor médio do operador admensional b7 (CASTRO; DODONOV, 2014, secao IV). No
entanto, o de maior interesse é a solucao completa na qual o efeito do reservatorio no modo
2 (detector) é levado em consideragdo. Para isso, é preciso determinar o valor dos blocos
de matrizes L{ (t,7v), considerando-se estados iniciais Gaussianos térmicos comprimidos.
No entanto, note que os elementos Lg (t,~v) dependem apenas das matrizes de difusdo D
e de evolugao temporal do sistema D. Isto implica que o resultado obitido por Castro e

Dodonov (2014), referente a parte dissipativa, pode ser aplicado.

O estado inicial nao afeta a natureza da dissipagdo na dindmica das matrizes de
covariancia. Mesmo assim, considera-se importante apresentar a estrutura da solucao e
o procedimento algébrico para se determiar os blocos de matrizes L{ (t,7), uma vez que
em (CASTRO; DODONOV, 2014) este resultado nao estd apresentado de forma explicita.

Portanto, tem-se que
Li(t,y) = /O Ut - DU - 7)) ar, (6.75)
podendo ser escrita na forma
Li(t,7) = /Ot Y(t — 7)dr, (6.76)
com IJ(t — 7) escrito em termos das matrizes de Pauli na forma
I= zgjlljp(t — 7)o, + 94(t — 7)oy, (6.77)
-

os fatores 9, (t — 7) sdo dados na forma (SOLAK, 2021, apéndice B)

D1t —7) = 2[(ug()oug(t) + ur(H)our(t)) — (ua(H)ous(t) + uz(t)ous(t))], (6.78)

Po(t —7) = 2[(ug(H)oug(t) + uy (H)oua(t)) + o (us(t)oug(t) — ug(H)ous(t))],  (6.79)

p3(t —7) = 2[(uz(H)oug(t) + ug (H)ouz(t)) + 2 (ug(t)ous(t) — ua(H)oug(t))],  (6.80)

U4(t — T) = 2 [(u4(t)0u1 (t) + Uy (t)0u4(t)) +1 (ug(t)DuQ (f) — Uy (t)bug (f))] , (681)
onde ¢ assumida a notacdo t =t — 7 e d** escrita na forma

o — B, (6.82)

(indices repetidos significa soma) de modo que

no 0
o= | M F (6.83)
0 Yal2
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com 7, igual a zero devido ao fato do modo da cavidade ser ideal e ndao haver acoplamento
com reservatorio. Note que para a notagao aplicada nesta secao, tem-se que v, = v e

Uy = U associando as constantes definidas para a equacao mestra. Logo, uma vez

Lt / [Z 0y (t — 7)o, + 0 (t 7)04] dr, (6.84)

tem-se como resultado final a forma

L) = 3 U)o, + (1) (6.85)

p=1

para a qual
[t /n /1) (t—7)dr p=1,2,3. (6.86)

Portanto, a partir das formas explicitas dos elementos de matriz de evolucao
temporal U pode se determinar as formas explicitas da parte dissipativa da matriz
das covariancias. Por outro lado, as expressoes 6.86 permitem implementar os calculos

diretamente em plataformas de computacao simbodlica como o Maple ou Mathematica.

As formas explicitas para os elementos y;(t — 7) sdo dadas por

_ 7 | GG+ (G1(0)7] 0
"9 [ 0 (K0 + (K.(0)° ] | (050
ho(t) = 125 0 K, ()G () + K_(0G_(4) 6.55)
2 2 | —K ()G () = K ()G () 0 ? :
_ 0 KL (9G-(6) + K ()G (9
= [ KL (00 (0 + K- (9G4 o o
| CELHG-(Y) 0
Da(t) = 0 KK | (6.90)

nota-se que os parametros do estado inicial nao aparecem explicitamente nas equagoes
6.87 - 6.90. Apenas parametros do sistema estao evidenciados, podendo-se afirmar que o

efeito da dissipacdo na dinamica do sistema independe das caracteristicas do estado inicial.
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[1 (t) —
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v | G [(G-(9)° + (G4 (v)*] dr 0 ]

2 0 Js (K_(9) + (K () dr |
¢ 0 K (0G4 () + K ()G ()] dr

2 | — BIK(OG() + K ()G (1] dr 0 ’
i 0 I KL (OG- () + K_ ()G (9] dr

2 | BIK (OG- () + K ()G (v)]dr 0 ’
v | ¢y GL(OG_(tdr 0

2 0 JPK ()K_(t)ydr |

Os elementos dos blocos de matrizes [1(t) e [4(t) foram determinados por Castro

e Dodonov (2014), que determina o efeito da dissipacdo nas propriedades quanticas do

modo da cavidade e do detector. No presente trabalho, determinar os fatores ly(t) e [3(t)

¢é relevante porque sao os termos necessarios para a analise da dindmica das correlagoes

entre o modo da cavidade e do detector, que completementam os resultados de 6.72 e 6.73.

A solugao final, na notacao estabelecida por Solak (2021), os blocos Mf de matrizes das

covariancias sao expressos na forma

M,
M;
M
M;

11 11 11 11

= my o1 +m2 02+m3 03+m4 04,
22 22 22 22

= mj o +m2 02—|—m3 03+m4 0y,
12 12 12 12

21 21 21 21

com as matrizes tv, dadas segundo as equagoes

o {Sl(t) 0 ] mF{ 0 R(t)] o
0 &(t) ~R(@t) 0

|

By (t)
0

0
By (t)
(6.95)

A partir de resultados determinados por (CASTRO; DODONOV, 2014, secao 1V,
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Eq. 32 - 39), obte-se para as formas das fungoes & () e Bi(t) as expressoes

£ = i [(Fj + F2)ey + C(G% + G? ey — 259(°GLG_ + 251F+F_]

+ %ﬁ@ 0, +6.), (6.96)
E = i [(Ki + K2)eo + (G2 + G? ey +251C°G G- — 252K+K,}

+ %D (E4 +2), (6.97)
B = i [(Fﬁ + F?)s; — (G2 4+ G2)sy + 202°GL G- + 2c1F+F_]

+ g7 (02— 6.), (6.98)
B, = i [(K_i + K2)sy — (G2 + G)s1 — 201 CPGLG - — 2c2K+K_]

+ %a (B, —Z), (6.99)

com as definigoes para ©1, =1 definidas em (CASTRO; DODONOV, 2014) por meio das

equagoes

0, = fi [EsSe (BeSs — Cr) + Si | (6.100)
¥
= = ?;‘E {BeSs [neSs + Cx (P £4885)| + Su (¢ £ 485:) }, (6.101)

com as fungoes Iy e S escritas na forma

Iy =428y, Sy = senh (B+t) /Bz, (6.102)

e com os parametros 14 dados por
ne = CH(F30 —7/2) L4855 (6.103)

Nota-se que as solugdes para as fungoes & e By sao mais gerais que as obtidas por
Castro e Dodonov (2014) devido aos termos proporcionais aos fatores s;. Assim, tem-se
as funcoes necessarias para se determinar as energias médias tanto do modo quanto do
detector bem como seus correspodentes valores de pureza, levando-se em conta o efeito de
compressao do estado inicial que potencializa a nao classicalidade dos estados quanticos
iniciais.

No que se segue, determina-se as partes dissipativas da fungoes R(t) e K(t) que
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estdo nas matrizes blocos fora-da-diagonal. Desta forma, tem-se

R(t) — _i (FLG\ 4+ F.G)er — (KiGy + K_G)e

£ RGP s+ (KO 4 K.G )l

+”2”< (KL (G (8) + K_(§G_(8)] dr, (6.104)
Kt) = —f (FLGy + F_G_)s1 + (K4 Gy + K_G_)s,

b (F.G+ F G)e — (K G+ K.G )

+”§ ¢ / KOG (9 + KOG (9] dr, (6.105)

efetuando o processo de integracao em 6.104 e 6.105 e aplicando as formas das fungoes

K4 e G4, tem-se como resultado final:

R(t) = [( LG+ PG ) — (KL Gy + K_G_)e

V (FLG_ + F_G )81 + (K, G_ + K,G_)s)]
TR B (6.106)

K(t) = i (FiGy+ F_G_)sy + (K.Gy + K_G_)s

+ (FLG_o+F .Gy — (KyGo + KL Go)co
+”§Q(T+ —T), (6.107)

onde a funcao T4 é dada por

E2
T, = 5 (648 — R2)S% — (B — B5)C5S: +
5 — B+

2(R% - A1)Bs

5j: - 5:F
208+

(6.108)

Nota-se que se o modo da cavidade estiver desacoplado do detector, com ¢ = 0, os
fatores de correlagao R(t) e K(t) sdo iguais a zero, de forma que nao hé correlagao entre
os dois graus de liberdade do sistema. Portanto, tem-se como resultado final as matrizes

de blocos de matrizes das covariancias. Para os blocos diagonais, obtém-se
M5 (t) = E(t)oy + Bi(t)oy, (6.109)

que encerram as propriedades relativas a cada um dos modos, como pureza e compressao.

Para os blocos de matrizes nao diagonais, tem-se que
Mi(t) = R(t)os + K(t)os, (6.110)

nos quais as informacoes relativas as correlagoes esta contida. Para tais blocos, tem-se
a condicao K£(0) = R(0) = 0, implicando que no instante inicial os modos estdo em um

estado composto separavel.



81

Desta forma, construiu-se as solugoes para as matrizes das covariancias para se
estudar a dindmica entre o modo de uma cavidade e o detector dissipativo, considerando
estados iniciais Gaussianos os estados térmicos comprimidos. Destes resultados tem-se
entao as informacoes suficientes para um estudo completo das propriedades de cada um dos
subsistemas quanticos bem como para a propriedades de correlagdo quantica. A presenca
da compressao é relevante para aprimorar a natureza nao-classica dos estados quanticos,
e pode servir de robustez na protecao das propriedades de correlacao no decorrer do
tempo. Para tal proposito é necessario estudar o comportamento temporal de medidas de
emaranhamento, como as introduzidas por Castro e Dodonov (2002), como a negatividade
logaritmica (PLENIO, 2005; VIDAL; WERNER, 2002) a ser considerada no contexto das
variaveis continuas (ADESSO; ILLUMINATI, 2005) e outras medidas como a discérdia
quantica (ADESSO; ILLUMINATI, 2005). Esta analise estara sendo considerada no

contexto do formalismo simplético para sistemas de varidveis continuas (SERAFINI, 2017).
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7 CONCLUSAO

Este trabalho foi estruturado de forma a encadear os tépicos abordados da maneira
mais fluida possivel. No densevolvimento do texto, apresenta-se a segunda quantizacao da
luz e algumas caracteristicas relevantes que derivam desse processo, como os estados do
campo eletromagnético descritos em termos da acao de operadores de aniquilacao e criagao
em estados de nimero. A partir destes elementos associados ao campo eletromagnético
foi possivel abordar, no Capitulo 4, a formulacao nao-relativistica proposta por Law para
o Efeito Casimir Dindmico, onde se demonstrou os aspectos algébricos para se obter o
hamiltoniano efetivo quadratico em termos do operadores bosonicos de aniquilagao e
criacao, com o qual se pode descrever a dinamica do estado do campo eletromagnético no

interior da cavidade ressonante parametricamente excitada.

Um dos pontos no qual concentrou-se o trabalho foi o desenvolvimento dos calculos
apresentados, muitas vezes, de forma resumida em textos da area, criando uma dificuldade
para os pesquisadores iniciantes neste campo de estudo. Contudo, este conteido tornou-se
fundamental para tornar o assunto mais compreensivel, além de ter sido essencial para
iniciacdo do autor como pesquisador na drea de Otica Quantica. Por exemplo, no Capitulo 5,
revisou-se os céalculos que permitem descrever a dissipagao em estados quanticos por meio
da Equacao Mestra, que descreve a evolugao temporal de um sistema acoplado a um
reservatorio térmico por meio do operador densidade associado a este sistema, desde que o

acoplamento deste com o reservatorio térmico seja fraco.

A partir da Equacao Mestra bipartida em sua forma compacta, levando em conta
um sistema que possui um hamiltoniano quadratico e estado inicial gaussiano, pode-se
obter as equagoes para evolucao temporal dos primeiro e segundo momentos de um estado
gaussiano, que determinam a dinamica do sistema no contexto das variaveis continuas.
Essa formulagao foi empregada para se analisar o problema da deteccao de fétons gerados
pelo Efeito Casimir Dindmico por meio de um detector nao ideal, modelado por um circuito

RLC quantizado, descrito também em termos dos operadores bosonicos.

Considerou-se um cenario onde apenas um modo do campo eletromagnético dentro
da cavidade ¢é excitado pelo movimento da parede, o que ¢é justificado fisicamente pela
geometria da cavidade e pela escolha de uma amplitude de excitacao paramétrica pequena.
Também foi levado em conta um regime onde tanto o acoplamente entre o modo da
cavidade e o detector, quanto o acoplamento deste com o reservatorio térmico sao fracos,
permitindo assim a descricao do problema por meio das equagoes que determinam a
dindmica dos primeiro e segundo momentos de um estado gaussiano, apresentadas no
Capitulo 5.

Considerou-se como estado gaussiano inicial do sistema, tanto para modo da

cavidade quanto para o detector, o estado térmico comprimido. Assim, obteve-se a solugao
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para matriz das covariancias (ou matriz dos segundos momentos) que determina a evolucao
temporal do sistema no contexto das variaveis continuas. Essa solugao é dada em forma de
blocos de matrizes de ordem 2, que sdo determinados pelas matrizes de Pauli e pelas fung¢oes
Ek(t), B(t), R(t) e K(t), que sdo escritas em termos dos pardmetros que configuram o

sistema.
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APENDICE A - REPRESENTACOES DA DINAMICA
QUANTICA

Este apéndice destina-se a fornecer uma breve revisao sobre as abordagens (re-
presentagoes) com que se pode descrever a evolugao temporal de um sistema dentro do
formalismo da Mecénica Quéantica. Em verdade, como aponta Shankar (1994, p. 147),
existem infinitas maneiras diferentes de realizar esta descri¢do. Porém, as representacoes
relevantes para o estudo aqui apresentado, e que também mais comunmente aparecem nos
textos de Mecanica Quantica, sao: a Representacao de Schrodinger, a Representacao de

Heisenberg e a Representagao de Interagao (ou Dirac).

Estas trés representagoes sao equivalentes entre si (MERZBACHER, 1998, p. 323),
ou seja, elas resultam na mesma dindmica do sistema. Contudo, em alguns casos, torna-se
conveniente realizar os calculos em determinada representacio a fim de facilitar as contas

e entdo converter os resultados para a represetacao final desejada.

A.1 O OPERADOR DE EVOLUCAO TEMPORAL

Segundo Cohen-Tannoudji, Diu e Laloé (2020a, p. 313), o vetor de estado |1 (t))
de um sistema no tempo ¢ > t, correlaciona-se com o vetor de estado inicial [1)(to)) deste
sistema através de uma transformacao linear. Assim, existe um operador linear U(t, ty) tal

que:
[(t)) = U(t, to)[¥(to))- (A.1)

Denomina-se U(t,ty) de operador de evolugio temporal. Como consequéncia direta
de Equacao A.1 tem-se que U(t,t) é um operador unitario (COHEN-TANNOUDJI; DIU;
LALOE, 2020a, p. 313, 314),

Ui t) =1, (A.2)
Ult,t) =UYt,t) =U(t, 1), (A.3)
Ut Ut t)=UN, Ut ) = Ut U () =1, (A.4)

onde I é a matriz identidade e substituiu-se o parametro t, pela variavel ¢ afim de tornar

a notacao mais geral.
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Por outro lado, sabe-se que o formalismo da Mecanica Quantica postula que a
evolugao temporal de um sistema, representado pelo vetor de estado |¢(t)), dd-se por meio

da Equacao de Schrodinger (SHANKAR, 1994, p. 143),

L0
iho [W(0) = HIu(t), (A.5)
em que H é o operador hamiltoniano associado ao sistema em questao.

A Equacao A.5 também pode ser escrita na sua forma bra, tomando seu complexo
conjugado e considerando o operador hamiltoniano como hermitiano H = H', como o é
na maioria dos casos (MERZBACHER, 1998, p 317, 318), tem-se:

L0

—iha (W(t)] = (V(O)|H. (A.6)
Agora, substituindo a Equacao A.1 na Equacao A.5,

0

ZhaU(ta to)[¥(to)) = HU(t, 1o)[¢(t0)), (A.7)

e eliminando [1(y)), que pode ser retirado da derivada temporal, obtém-se

0

A equacao diferencial de primeira ordem Equacao A.8 é conhecida como a Equacdo
de Schrodinger para o operador de evolugio temporal (SAKURAI; NAPOLITANO, 2011,
p. 69) e define completamente U(t,ty,) dada a condi¢ao inicial Equacao A.1 (COHEN-
TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a, p. 313).

No caso mais simples, quando o operador hamiltoniano é independente do tempo,
ou seja, o sistema é conservativo, a Equac¢ao A.8 pode ser facilmente resolvida (COHEN-
TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a; SAKURAI; NAPOLITANO, 2011) para fornecer:

Ult, tg) = e Ht=t)/h, (A.9)

Deve-se notar que a forma de U(t, ty) na Equagao A.9 estd em total acordo com as Equagoes
A2- A4

A.2 SCHRODINGER VERSUS HEISENBERG

Na segdo anterior, para introduzir o operador de evolugao temporal U(t, ),
utilizou-se uma representacao da dinamica quantica baseada na evolucao temporal do vetor
de estado [1(t)) de um determinado sistema. A essa maneira de representar a dindmica de
um sistema dé-se o nome de Representacao de Schrodinger (COHEN-TANNOUDJI; DIU;
LALOE, 2020a, p. 317).
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Segundo Liboff (2003, p. 553, grifo do autor, tradugao nossa), “A assim chamada
Representacao de Schridinger refere-se a formulacao baseada na equagao de Schrodinger
[Equacio A.5].1”. Mais especificamente, nesta representagao, a dindmica do sistema concetra-
se no vetor de estado |1)(t)), enquanto os operadores que atuam sobre o sistema sdo mantido

fixos no tempo, salvo quando estes ji possuem uma dependéncia temporal explicita

(COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a; LIBOFF, 2003; MERZBACHER, 1998).

Contudo, como aponta Merzbacher (1998, p. 319, tradugao nossa), “Vetores de
estado em si ndo s@o quantidades observaveis ou mensuraveis.?”. Dentro deste contexto,

Cohen-Tannoudji, Diu e Laloé (2020a, p. 317, tradugao nossa), afirma:

“[...] todas as previsdes da mecénica quantica (probabilidades, valores
médios) sdo expressos em termos de produtos escalares de um bra e um
ket ou elementos de matriz de operadores |[...] [e] essas quantidades sdo
invariantes quando a mesma transformagao unitaria é realizada nos kets
e nos operadores.3”.

Seguindo este raciocinio, pode-se realizar uma transformacao linear, associoada
ao operador U(ty,t) = Ul(t,ty) (Equacdo A.3), afim de tornar o vetor de estado [¢(t))
estaciondrio (fixo no tempo) e, em contrapartida, tornar os operadores que atuam sobre
o sistema dependentes do tempo, mesmo que estes nao possuam dependéncia temporal
explicita (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a; LIBOFF, 2003; MERZBACHER,
1998).

A abordagem da dindmica quéantica que resulta desta transformacao denomina-
se Representacao de Heisenberg e correlaciona-se com a Representacao de Schrodinger
através das transformacoes (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a; LIBOFF, 2003;
MERZBACHER, 1998; SAKURAI; NAPOLITANO, 2011):

W) = Ut to)[s(t)) = U'(t, 1)U (t, 1) [¢s(to)) = [vs(to)), (A.10)

A (t) = Ul (t, o) As(H)U(t, to), (A.11)
onde o indice H serve para sinalizar que o ket ou o operador estd na Representacao de
Heisenberg, enquanto o indice S sinaliza a Representagdo de Schrodinger.

Para reforcar a equivaléncia entre ambas as representacoes, pode-se, por exemplo,

notar que o valor médio de um observavel, em um dado instante de tempo, de fato

1 “The so-called Schridinger picture refers to the formulation which is based on the Schrédinger equation.”

(LIBOFF, 2003, p. 553, grifo do autor).

“State vectors themselves are not observable or measurable quantities.” (MERZBACHER, 1998, p. 319).
“all the predictions of quantum mechanics (probabilities, mean values) are expressed in terms of scalar
products of a bra and a ket or matrix elements of operators [...] these quantities are invariant when the
same unitary transformation is performed on the kets and on the operators.” (COHEN-TANNOUD/JT;
DIU; LALOE, 2020a, p. 317).
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permanece o mesmo em ambas as representacoes (SAKURAI; NAPOLITANO, 2011,
p. 81):

(A)y = (bs(t)|Aslvs(t)) = (Ws(to)|UT(t, to) AsU(t, to)|¥s(to))
= (YulAu(®)|vn). (A.12)

Utilizando a Equagao A.11, a Equagao A.4 e a Equacao A.8 (junto de sua
versao adjunta hermitiana), pode-se obter a equacdo de movimento para o operador Ay (t)
(COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a; LIBOFF, 2003; SAKURAI; NAPOLITANO,
2011):

d 0 0
An(t) = U ASOU(E 1) + Ut 10) 5 AU 10)
+ UT(t, tO)AS(t)gU(t, to)

ot
1 1
= —%UT(t, to)HgAg(t)U (t, to) + %UT(t, to)As(t)HsU (t, to)

+ UT(t, to)gAS(t)U(t, to)

ot
z’h(thH(t) = U (t,to)HsU(t,t0)UT(t, to) As(t)U(t, to)
+ Ut (t, o) As()U (t, to)UT (¢, o) HsU (t, to)
+ihU (¢, to)gtAS(t)U(t, to)
= —Hu(0)Au(t) + Au(t)Hu(1) + 10U (1 10) o AU, 1)
ih(thH(t) = [Ag(t), Hy(t)] +ihUT(t, to)aatAS(t)U(t, to). (A.13)

A Equacao A.13 é chamada de Fquagiao de Movimento de Heisenberg (LIBOFF,
2003, p. 555, 556). Se o operador Ag(t) nao tiver dependéncia explicita no tempo, a
Equagao A.13 reduz-se a:

. d
zhﬁAH(t) = [Ag(t), Hy(t)]. (A.14)
Ainda aqui cabe mais uma observagao: caso U(t, ty) seja dado pela Equagao A.9,
tem-se que Hg é independente do tempo e comuta com U(t,tg)), entdao (SAKURALI;

NAPOLITANO, 2011, p. 83):
Hy(t) = Ul(t,t0)HsU(t, o) = UT(t,t0)U(t, to)Hs = Hg, (A.15)

Assim, a Equacao A.14 torna-se:

L d
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Dentro da Representacao de Schrodinger, é possivel obter uma expressao similar
a Equagao A.16 para um operador importante que possui dependéncia temporal mesmo

nesta representacao: o operador densidade; que, para um estado puro [¢(t)), é definido
por (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a, p. 302):

p(t) = (@) (& ()] (A.17)

No caso mais geral, p pode represetar uma mistura estatistica de estados (COHEN-

TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a, p. 299-311):

t) =D pulw(t) (¥ ()], (A.18)

onde py, representa a probabilidade do sistema estar no estado |¢x(t)) e > pr = 1. Ambas

as Equacgoes A.17 e A.18 evidenciam que p é um operador Hermitiano p! = p.

O operador densidade satisfaz a condigao de normalizacao (SAKURAI; NAPOLI-
TANO, 2011, p. 182):

o) = Suludiel0) (a0
- Canlnt) (z \ui><uir) ()

%

= Zpk U ()| (t) Zpk

Tr(p) = Zpk: 1. (A.19)

Outra propriedade importante do operador densidade é que ele pode ser utili-
zado para calcular a média de ensemble (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a;
MERZBACHER, 1998; SAKURAI; NAPOLITANO, 2011):

Te(Ap) = D piluil AJghw) (Wefus)

- Calod (Z|ui><uz-r) Al
= Zpk Y| Alr) Tr(A Zpk Do (A.20)

obviamente que, para um estado puro, a Equac¢ao A.20 torna-se:

Tr(Ap) = ()| Al (1)) = (A())- (A.21)
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Partindo de Equagao A.17 e utilizando as Equacoes A.5 e A.6, obtém-se a equacao
que determina a evolugao temporal do operador densidade (MERZBACHER, 1998, p. 319):

oo = (o) wor+ v (5 wol)
O p = H )W)~ o) ol
ihgtp = Hp—pH
ihgtp = [H,p], (A.22)

esta equacao é conhecida como Fquagio de von Neumann ou Equacgdo de Liouvilli-von
Neumann, que é o analogo quantico da Fquagdo de Liouvilli da Fisica Estatistica Classica

(BREUER; PETRUCCIONE, 2002, p. 111).

Realizando um calculo semelhante ao apresentado na Equagao A.19, pode-se
utilizar a Equagao A.22 para obter a conservacao da probabilidade em termos do operador
densidade (MERZBACHER, 1998, p. 319):

T (;p) — Te([H, ) = Tr (Hp) — T (o)

Tr (;p) () () — WONHD) = 0. (4.23)

A.3 REPRESENTACAO DE INTERACAO

Em problemas de dindmica quantica, nem sempre é interessante, e nem mesmo
trivial, analisar a evolucao temporal completa de um sistema. Muitas vezes, a informacao
que se deseja obter estd toda contida em apenas uma parte da evolucao temporal do

sistema, o que reduz o trabalho.

Por exemplo, o hamiltoniano de um sistema submetido a uma perturbagao externa

tem a forma geral:
H=Hy+YV, (A.24)

onde Hj é o hamiltoniano do sistema na auséncia da perturbacao e independente do tempo,
responsavel por uma evolucao temporal rapida, e V' é um termo menor, que representa
uma perturbagdo e é responsavel por uma evolugdao temporal mais lenta (BREUER;

PETRUCCIONE, 2002; COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020b).

A evolucao temporal deste sistema, na Representacao de Schrodinger, é determi-

nada pela Equacao de Schrodinger (A.5) (ZWIEBACH, 2018):

ih ls(t) = (Ho + V) (1), (A.25)
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onde a evolucgao temporal é regida por H e nao apenas Hy.

Porém, pautando-se pelo argumento ja apresentado na secao anterior, ¢ possivel
realizar uma transformagao unitaria afim de tornar |¢g(t)) estaciondrio em relagdo a
evolugao temporal gerada por Hy (SHANKAR, 1994; ZWIEBACH, 2018).

Desta transformagao, origina-se a chamada Representagdao de Interagao (ou Dirac),
que se conecta com a Representagdo de Schridinger através de (SAKURAIL; NAPOLITANO,
2011; SHANKAR, 1994) :

[r(1)) = Ud(t, to) s (1)), (A.26)

Ar(t) = U{(t,t0) AsUslt, to), (A.27)
onde o indice I denota a Representacao de Interacao e

Ul(t,to) = eflolt=to)/h, (A.28)

Utilizando as Equagoes A.25, A.26 e A.28 e derivando [¢;(t)) em rela¢ao ao tempo
(ZWIEBACH, 2018):

gtwl(t» = ;(Ug(t,to)l%(t»)
i 0
= HU§ (& o) ws(D) + U (t,to) o [vs(1))
=~ U s (0) + U0, t0) (< (o + V)lus() )

in in
mgtwf(t)) = —HoU{(t,to)|[ws(t)) + Ul (t, to) Holtbs(t)) + Ud (¢, to)V [t (t))
J(t,t0)|0s (1)) + HoUg (¢, to) s (1)) + U§ (¢, to) VI |5 (1))
VUo(t, to)Us (1 to)[s(t))

0
mahﬁ(t)) = Vilvr(1)), (A.29)

)
)

onde foi utilizado o fato de Ul(t, to) comutar com Hy e V; = Ul(t, to)VUy(t, ty) 6 o

hamiltoniano de perturbagao na Representagao de Interacao.

A Equacao A.29 é uma equacao do tipo Equacao de Schrodinger e demonstra
que na Representacao de Interagao [1;(t)) evolui no tempo apenas através do termo de
perturbacao V7, como era esperado (SAKURAI; NAPOLITANO, 2011; SHANKAR, 1994;
ZWIEBACH, 2018).
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Utilizando as Equagoes A.17 e A.26, pode-se encontrar o operador densidade na

Representagao de Interagao:

pr(t) = [¥r())(¥r(t)], (A.30)
= UJ(t, o) s (t)) (Wr|Us(t, to)
pi(t) = UJ(t to)ps(t)Uo(t, to). (A.31)

Agora, partindo das Equacoes A.29 e A.30 e derivando p;(t) em relagdo ao tempo:

coi(t) = (O] + 1) (i)

O prlt) = Vilun ()b (D] [0 (1) 1Vi
= Vipr—piVi

O pr = Wipr, (A.32)

R
G atpl

esta é a Equagdo de Von Neumann na Representacao de Interacgio (BREUER; PETRUC-
CIONE, 2002, p. 114).

Realizando um calculo semelhante ao que foi feito para obter a Equacao A.13,
mas dessa vez partindo da Equagao A.27, pode-se obter, para um operador que nao tenha
dependéncia temporal na Representagao de Schrodinger, a Equacdao de Movimento de
Heisenberg na Representacao de Interacao (SAKURAI; NAPOLITANO, 2011; SHANKAR,
1994):

L0

lembrando que Uy(t,ty) comuta com H,.

Por fim, como apontam Shankar (1994) e Merzbacher (1998), pode-se interpretar
as trés representagoes como diferentes rotagdes no espaco de Hilbert. Na Representagao de
Schrodinger, é o vetor de estado que rotaciona em uma dada direcao, enquanto a base do
espaco, os autovetores dos operadores, ficam fixos. Na Representacao de Heisenberg sao os
autovetores que giram em sentido contrario, enquanto os vetores de estado permanecem
fixos. Ja na Representagao de Interacdo, a rotacao se divide, os autovetores rotacionam de

acordo com Hj e os vetores de estados de acordo com V7.
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APENDICE B - OSCILADOR HARMONICO QUANTICO

Neste apéndice sera realizada uma breve descricdo do Oscilador Harmoénico Quan-
tico, com énfase na abordagem deste problema utilizando os operadores de aniquilagao
e criagao (método algébrico), que permeiam toda a Teoria Quéntica de Campos e, em

especial, a Otica Quantica.

O Oscilador Harmonico Quéantico (OHQ) é um problema ja muito bem estabelecido
na teoria quantica. Basicamente, quase todo livro texto de Mecanica Quantica, bem como
de areas mais especificas desta teoria, aborda este tépico. Algumas destas obras sao:
Cohen-Tannoudji, Diu e Laloé (2020a), Griffiths (2005), Lambropoulos e Petrosyan (2007),
Liboff (2003), Merzbacher (1998), Meystre e Sargent (2007), Sakurai e Napolitano (2011),
Shankar (1994).

B.1 O METODO ALGEBRICO

O operador hamiltoniano do OHQ é dado por (GRIFFITHS, 2005, p. 42):

2 2.2

p mw-q
H=— B.1
5 T (B.1)

onde ¢ e p sao, respectivamente, os operadores de posi¢ao e momento, e seguem a Relagao
Canonica de Comutagio (RCC):

g, p] = il (B.2)

O artificio utilizado para encontrar os autoestados de energia desse sistema, no
método algébrico, consiste em tentar reescrever o operador hamiltoniano (B.1) em sua

forma fatorada (GRIFFITHS, 2005, p. 42,43), do tipo:

2

P+ ¢ = (ip+q)(—ip+q). (B.3)

Nesse intuito, define-se os operadores nao Hermitianos (GRIFFITHS, 2005; SA-
KURAIL NAPOLITANO, 2011):

1
a= mwq + ip), B4
57— (mwq +1p) (B.4)
e seu adjunto:
1
al = (mwq — ip). (B.5)
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Entdo, multiplicando os operadores a' e a, obtém-se (GRIFFITHS, 2005; SAKU-
RAIL; NAPOLITANO, 2011):

1

ala = o (mwq — ip)(mwq + ip)

_ 1 2 2 .

= o= (07 + (mwa)” + imw(gp — pa))

T wlom T2 PR

1 1
fq = —H— = B.
ala —H— . (B.6)
logo,
1

H = hw (aTa + 2) . (B.7)

A partir de um calculo semelhante, pode-se obter o comutador entre a e af
(SAKURAI; NAPOLITANO, 2011, p. 89):

1 . .
la,a'] = o (=ila,p] +ilp,al) = 1, (B.8)
também conhecida como relagao bosonica de comutagao (MEYSTRE; SARGENT, 2007,

p. 83).

Agora, definindo o operador nimero N como sendo (SAKURAI; NAPOLITANO,
2011, p. 89):

N = d'a, (B.9)
tem-se que
N|n) = nln), (B.10)

onde os estados de nimero |n) sdo os autovetores de N e n sdo seus respectivos autovalores.

O comutador entre N e a pode ser obtido da Equagao B.8 (SAKURAI; NAPOLI-
TANO, 2011, p. 90):

[N,a] = [a'a,d] = a'[a,a] + [a', a)a = —a, (B.11)
e, de forma similar:

[N,a'] = a'[a,a'] + [af, al]a = . (B.12)

Como H é uma funcdo linear N, a base de autovetores de N é também a base
dos autovetores de energia de H (SAKURAI; NAPOLITANO, 2011, p. 90):

Hin)

uw (N + ;) |n)
Hin) = E,|n), (B.13)
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assim, os autovalores de energia F, sao dados por:

E, = hw (n + ;) : (B.14)

Resta saber agora o significado fisico dos operadores a e af. Para tanto, deve-se
analisar qual a acdo do operador ntimero N sobre os estados a|n) e a'|n) (SAKURALI,
NAPOLITANO, 2011, p. 90):

N(aln)) = ([N,a]+aN)n) = (-a+aN)[n)
N(aln)) = a(—=1+n)|n) = (n—1)aln), (B.15)

e semelhantemente,

N(a'|n)) = (n + 1)a’|n). (B.16)

As Equagdes B.15 e B.16 mostram que a|n) e a'|n) também sdo estados de ntimero
e consequentemente autoestados de energia de operador hamiltoniano. Comparando essas
equagoes com as Equagoes B.10 e B.13, fica claro que a agao de a sobre o estado |n) destrdi
um quanta de energia hw, enquanto que a acao a' sobre este mesmo estado cria um quanta
de energia (SAKURAI; NAPOLITANO, 2011, p. 90). Por essa razao, denomina-se a de
operador de aniquilagdo e a' de operador de criagio (COHEN-TANNOUDJI; DIU;
LALOE, 2020a; LIBOFF, 2003; SAKURAIL; NAPOLITANO, 2011).

Comparando as Equagoes B.10 e B.15, conclui-se que (SAKURAIL; NAPOLITANO,
2011, p. 90):

aln) = cln — 1), (B.17)

onde ¢ é uma constante que deve ser determinada através da condi¢cao de normalizacao

dos estados de niimero:
(n—1ln — 1) = (n|a’aln) = |c|*(n|n) = |c, (B.18)
porém, utilizando a definacio N = a'a

(n—1n — 1) = (n|a'aln) = |c[*(n|n) = |c|. (B.19)

Comparando essas equagoes e tomando ¢ como um nimero real, obtém-se (SA-

KURAI; NAPOLITANO, 2011, p. 90,91):
aln) = /nln — 1), (B.20)
também seguindo um raciocinio semelhante e utilizando a Equacgao B.8

a'ln) = v/n + 1|n + 1). (B.21)
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Por fim, Sakurai e Napolitano (2011, p. 91) chama a atengao para um ultimo

detalhe importe: o requerimento da positividade da norma do estado a|n):
n = (n|N|n) = ((nfa’)(aln)) > 0, (B.22)

implica que n nao pode ser negativo, logo o valor mais baixo permitido é n = 0 e n deve ser
um numero inteiro ndo negativo, afim de garantir que a acao repetida de a sobre qualquer
estado |n) nao leve a autovalores negativos de N. Assim (SAKURAI; NAPOLITANO,
2011, p. 91,92):

al0) = 0. (B.23)

Dessa forma, o estado mais baixo de energia, o estado fundamental, é |0), cujo o
autovalor de energia ¢ (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2011, p. 91):

Ey = ;hw (B.24)

Utilizando a Equacao B.21 é possivel construir qualquer autoestado de energia

(ou estado de niimero) aplicando sucessivas vezes o operador de criagao a' sobre o estado
fundamental (SAKURAI; NAPOLITANO, 2011, p. 91):

(ah)"

Vn!

Como os estados de nimero |n) sdo autovetores do operador Hermitiano N, eles
devem ser ortonormais (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a). Assim, utilizando as
Equacoes B.20 e B.21, pode-se calcular os elementos de matriz dos operadores de aniquilagao
e criagio (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a; SAKURAI; NAPOLITANO, 2011):

n) = 22 |0). (B.25)

(w'laln) = Vi('In — 1) = Vb, (B.26)

(n'|a’n) = vVn+ 10 |In+ 1) = Vn + 16 ni1, (B.27)
o que deixa claro que esses operadores nao sao diagonais na base {|n)}.

Invertendo as Equacoes B.5 e B.4, é possivel escrever os operadores de posigao e
momento em fungao dos operadores de criagao e aniquilagdo (SAKURAI; NAPOLITANO,
2011, p. 92):

(a' +a), (B.28)

q:

p=i/" a —a). (B.20)
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Segue diretamente das Equacoes B.26 e B.27 que os elementos de matriz de ¢ e p
sao (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2011, p. 92):

h
(n'lgln) =\ 5— (Vi + 10w,ni1 + Vdw n), (B.30)

, . [hmw
(n'pln) = iy T(\/n + 10p nt1 — VNOn 1) (B.31)

o que demonstra que ¢ e p também nao sdo diagonais na base {|n)}.

B.2 EVOLUCAO TEMPORAL

Na secao anterior, para resolver o problema de encontrar os autoestados e auto-
valores de energia do Oscilador Harmoénico Quantico, foi utilizada, de forma implicita,
a Representacao de Schrodinger, ja que nao foi discutida a dependéncia temporal dos

operadores e vetores de estado que foram introduzidos.

Nesta secao, a descricao da evolucao temporal ficara restrita a Representacao de
Heisenberg, pois ¢ mais interessante para este trabalho concentrar a dependéncia temporal
nos operadores, em vez dos vetores de estado. Sendo assim, por simplicidade, sera omitido

o indice H dos operadores.

O operador hamiltoniano do OHQ, na Representacao de Heisenberg, pode ser
escrito de maneira semelhante ao da Representagao de Schrodinger (MERZBACHER,
1998, p. 333):

1
H(t) = hw (aT(t)a(t) + 2) . (B.32)
Utilizando a Equagao de Movimento de Heisenberg (Equacao A.14), pode-se

encontrar a equacao que determina a evolugdo temporal do operador de aniquilagao

(MERZBACHER, 1998; SAKURAIL; NAPOLITANO, 2011):

ihaata(t) = [a(t), H(t)] = hwla(t), a' (t)a(t)]

0 :
aa(t) = —iwal(t). (B.33)

Esta equacao pode ser facilmente resolvida para fornecer (MERZBACHER, 1998;
SAKURAI; NAPOLITANO, 2011):

a(t) = Ul (t,to)asU(t, to) = a(te)e %), (B.34)
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e de forma similar

at(t) = UT(t, to)akU(t, to) = al ()™, (B.35)

Substituindo as Equacgoes B.34 e B.35 na Equacao B.32 percebe-se que o hamil-
toniano do OHQ), e, consequentemente, o operador nimero N, é independente do tempo
mesmo na Representacdo de Heisenberg, o que ja era esperado, pois este é um sistema
conservativo (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 2020a; SAKURAI; NAPOLITANO,
2011).

A partir das Equagoes B.34 e B.35 é possivel conhecer a dependéncia temporal
de qualquer operador que seja uma funcao dos operadores a e a! (MERZBACHER, 1998;
SAKURAI; NAPOLITANO, 2011). Por exemplo,

h

o(t) = |5 (al(t) +alt) =

h 1 . iw(t—to
= 4/ 5 (\/m(qu(to) — @p(to))> g (t=to)

* \/Z <\/2;m(mWQ(to) + z’p(to))> o~ iw(t—to)
q(t) = qlto) cos(w(t — o)) + <];S£J)) sen (w(t — o)), (B.36)

h
2mw

(CLT (to)eiw(t—to) + a(to)e—iw(t—to)>

e seguindo o mesmo raciocinio,
p(t) = —mwq(to) sen (w(t — to)) + p(to) cos(w(t — tg)). (B.37)

Estas equagoes mostram que a evolugao temporal dos operadores de posicao

q(t) e momento p(t) apresentam termos oscilantes, assim como seus andlogos cléssicos

(SAKURAI; NAPOLITANO, 2011).
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