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Resumo

O modelo de Dicke descreve um sistema contendo um conjunto de &tomos acoplados a
um modo do campo eletromagnético. Uma das caracteristicas desse modelo é que ele
exibe uma transicdo de fase quéntica de segunda ordem. Neste trabalho tivemos como
principal objetivo estudar a transicdo de fase quantica presente nesse modelo através
de uma sonda mecanica. Consideramos que um dos espelhos da cavidade 6ptica tem
liberdade para mover-se sob efeito de uma forca restauradora linear. Nessas condicdes,
o espelho livre se acopla, via interagdo de pressdo de radiagdo, com o campo presente
na cavidade. No limite termodinamico observamos que na fase normal o espelho
permanecerd desacoplado da cavidade, enquanto que na fase super-radiante o espelho
sofre a agdo de uma forca cldssica resultante. Uma caracteristica importante é que a
entropia do espelho nao se altera dinamicamente em nenhuma das fases, quando no
regime termodinamico. Desse modo, o sistema mecanico funciona como uma sonda
para estudar o reservatério (modelo de Dicke).

Palavras-chave: Modelo de Dicke, Transicao de Fase, Sistema Optomecanico.



Abstract

The Dicke model describes a system that contain a group of atoms coupled to a mode
of electromagnetic field. One of the feature of this model is the present of second
order quantum phase transition. In this work our main goal is to study the quantum
phase transition present in the Dicke model through a mechanical probe. We consider
that one of the mirrors in a optical cavity has the freedom to move under the effect
of linear restoring force. In this conditions, the mirror couples to the cavity field
via pressure radiation interaction. In the thermodynamic limit, we found that the
moving mirror decouples from the cavity while in the super radiant phase it suffers
the action of a resulting classical force. A remarkable feature is that the entropy of
the mirror is not dynamically changed in any phase when the thermodynamic limit is
taken. Consequently, the mechanical system will work as a probe to study the critical
reservoir namely the Dicke system.

Key-words: Dicke Model, Phase Transition, Optomechanical System.
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CariTULO

1

Introducao

A descrigdo semi-cldssica da interacdo entre a radiacdo e a matéria (tratando
o campo classicamente) é valida em diversas situagdes. Entretanto, existem situacdes
onde um tratamento completamente quantico é requerido, como por exemplo no fend-
meno da emissdo espontanea [1]. O modelo de interagdo completamente quantizado
entre um atomo de dois niveis e um modo do campo eletromagnético é chamado de
modelo de Jaynes-Cummings [2]. A importancia desse modelo reside no fato de que
as aproximagdes nele realizadas levam a uma resolucdo analitica exata.

Uma extensdo natural do modelo proposto por Jaynes e Cummings seria con-
siderar ndo apenas um dtomo, mas um conjunto de atomos interagindo com o campo
eletromagnético. Isso foi feito por Dicke em [3]. Atualmente esse modelo é conhecido
como o modelo de Dicke e uma das novidades apresentadas é a presenca de uma
transicdo de fase quantica de segunda ordem.

As transi¢des de fase quanticas sdo guiadas apenas por flutua¢des quanticas, e
ndo por flutuagdes térmicas. Por definigdo, as transi¢des de fase quanticas s6 ocorrem
em temperatura nula. Dentre os atuais temas de pesquisa que abordam transi¢des de

fase quanticas, a questdo do comportamento de um sistema acoplado a um reservatério

10



CAPITULO 1. Introdugao 11

critico tem sido estudada [4, 5, 6].

Em [6] é apresentada uma maneira de se estudar a transi¢do de fase quéntica
que ocorre em um sistema através de um qubit! sonda. O sistema em questdo é descrito
pelo modelo de Ising na presenca de um campo magnético na diregdo longitudinal.
Préximo do ponto de transicdo, o sistema é susceptivel a pequenas perturbagdes. Um
qubit especialmente preparado quando acoplado ao sistema de Ising pode induzir
dinamicas distintas dependendo de seu estado inicial. Por exemplo, se o qubit sonda
se encontra em um estado |0), o sistema evolui para um estado [¢), caso o qubit sonda
esteja no estado |1), o sistema evolui para um estado [¢);). Foi demonstrado neste
trabalho que medidas envolvendo apenas o qubit revelam a presenca das diferentes
fases apresentadas no modelo de Ising. Esse é portanto um importante exemplo da
idéia de sonda quantica desenvolvida nesta dissertacdo num contexto optomecanico
conforme explicaremos adiante.

Em [4] foi mostrado como a transi¢do de fase quantica em uma cadeia de Ising
na presenca de um campo magnético transversal é capaz de induzir um qubit a passar
de um estado puro para um estado misto, dependo da proximidade do ponto critico
do sistema de Ising. Isso foi mostrado através do decaimento da Loschimidt Echo (LE)
da cadeia de Ising que esté diretamente relacionado com a dinamica do qubit acoplado,
evidenciando novamente a idéia de um sistema quantico sonda.

A relacdo entre a transicdo de fase quantica e emaranhamento, também é um
topico em destaque [5, 7, 8]. Em [5], por exemplo, foi mostrado como uma transi¢do de
fase quantica de uma cadeia de spins em um campo transverso afeta o emaranhamento
entre dois qubits acoplados a tal cadeia. A dindmica do emaranhamento é fortemente
afetada pelo comportamento critico da cadeia de spins, sendo que quanto mais préximo
do ponto critico, maior é o emaranhamento entre os qubits acoplados ao reservatorio.

Um outro tépico de atual interesse dentro da 6ptica quéntica é a questado de cavi-
dades optomecanicas assistidas por a&tomos ou ensembles atdmicos [9, 10, 11]. Qualquer

sistema que possui um acoplamento entre um elemento 6ptico e um elemento mecéanico

1Sistema de dois niveis



CAPITULO 1. Introdugao 12

pode ser considerado um sistema optomecanico. Estes sistemas sdo de grande interesse
uma vez que estdo no limite entre a fisica cldssica e a fisica quantica. Particularmente,
em [12] foi estudado um sistema formado por um inico 4&tomo interagindo com uma
cavidade monomodo que possui um espelho mével.

Nesta dissertagdo, motivados pelo sistema proposto em [12], consideramos
um conjunto de dtomos dentro da cavidade optomecénica monomodo. Este sistema
pode ser descrito como um modelo de Dicke optomecanico e desta maneira podemos
estudar a transi¢do de fase que ocorre no modelo de Dicke utilizando como sonda
o sistema mecanico. No capitulo 2, discutimos a respeito das transi¢des de fase em
sistemas quanticos e apresentamos alguns exemplos de sistemas que apresentam tal
fendmeno sob certas condi¢des, como um sistema de spins interagentes, transigdo de
Mott e cupratos super-condutores [13, 14]. No capitulo 3, discutimos o modelo de
Jaynes-Cummings e o modelo de Dicke. Também discutimos a construgao teérica do
limite termodindmico no modelo de Dicke, além da transi¢do de fase quantica que surge
ao variarmos a intensidade do acoplamento 4tomo-campo através de um valor critico.
No capitulo 4, introduzimos o formalismo Hamiltoniano da cavidade optomecénica
[15], construido diretamente da equagdo de movimento do espelho e da equagdo de
onda do campo. Também discutimos a respeito das aplica¢des deste Hamiltoniano na
preparacdo de estados ndo cldssicos. No capitulo 5, apresentamos o sistema proposto
para o estudo da transi¢do de fase quantica no modelo de Dicke e observamos como a
transicdo afeta o sistema mecanico acoplado. Finalizamos este trabalho com o capitulo

5, onde sdo apresentadas as conclusdes e perspectivas futuras deste trabalho.



CariTULO

) Transicao de Fase em Sistemas Quan-

ticos

Ao longo desse capitulo, faremos uma discussdo com o objetivo de introduzir o
conceito de transi¢do de fase em sistemas quanticos através de comparagdes e exemplos.
O raciocinio central dessa discussao e os exemplos aqui citados podem ser encontrados
em [13].

A idéia de transigdo de fase nos é exposta desde muito cedo. Desde o ensino
fundamental, aprendemos que quando aquecemos a d4gua a uma temperatura acima de
100° C, ela sofre uma transformacéo da fase liquida para a fase gasosa. Com o passar
dos estudos, aprendemos que existe uma série de diferentes tipos de transi¢des de
fase. Por exemplo, quando resfriamos o sistema YBa,Cu30; (devidamente preparado)
abaixo de uma determinada temperatura ele pode sofrer uma transformagdo de um
estado de condutor normal para um estado supercondutor. O que existe de comum
em todos esses processos é uma mudanca qualitativa das propriedades do sistema sob
a variacdo de um parametro de controle externo.

O gelo e a dgua sdo ambos constituidos de moléculas H,O. Podemos estudar
as caracteristicas e propriedades da molécula H,O, porém ndo vamos encontrar nesses
dados o motivo pelo qual, na temperatura de 0°C, a 4gua sofre uma transicdo de fase.

Podemos entender essa transformagdo como sendo o resultado do equilibrio entre os

13



CAPITULO 2. Transicao de Fase em Sistemas Quanticos 14

diferentes “interesses” da energia e da entropia do sistema.

De acordo com um principio basico, o valor de equilibrio de qualquer parame-
tro interno sem restri¢des, em um sistema em contato diatérmico com um reservatorio
de calor, tende a minimizar o potencial de Helmholtz, F = E — TS, onde E refere-se
a energia, T a temperatura e S a entropia. No caso da 4gua, por exemplo, a energia
E esta relacionada com as interagdes entre as moléculas de H,O, e é minimizada na
estrutura cristalina do gelo. A entropia, entretanto, é proporcional ao logaritmo do
nimero de estados acessiveis, o qual é maior na fase liquida. Agora, quando olhamos
para F = E — TS, vemos que, a baixas temperaturas, E contribui mais para o potencial
de Helmholtz do que S. Por isso, a baixas temperaturas a 4gua assume a estrutura
cristalina onde E é minimizada. Quando consideramos altas temperaturas, acontece o
inverso, ou seja, S contribui mais do que E para o valor de F. Assim, a 4gua procura
o estado de maior entropia disponivel, minimizando o potencial de Helmholtz, e por
isso a 4gua assume a forma liquida.

As transi¢oes de fase podem ser classificadas em transi¢des de primeira ordem
e segunda ordem. Transi¢des como a liquido-sélido no caso da 4gua, em que existe um
calor latente sdo transi¢gdes de primeira ordem. Como exemplo de transigdo de segunda
ordem, citamos a transi¢do ferromagnética-paramagnética. A baixas temperaturas o
ferro estd em um estado ferromagnético, um estado ordenado. Quando aumentamos
sua temperatura, a magnetiza¢do diminui continuamente. Isso acontece devido a agi-
tacdo térmica dos constituintes. A uma determinada temperatura, a magnetizagado se
anulard e o ferro torna-se paramagnético. Essa transi¢do ocorre de maneira continua, e
nao existe um ponto no qual as duas fases coexistem. Isso caracteriza uma transigdo de
fase de segunda ordem. Na Fig.(2.1) apresentamos o diagrama de fases da 4gua. Nessa
tigura as linhas entre as fases sdo linhas de coexisténcia, ou seja, as duas fases que a
linha separa coexistem na linha. Quando a 4gua passa através de uma linha, ela sofre
uma transigdo de fase de primeira ordem. O ponto em que as trés fases coexistem é
chamado de ponto triplo. No caso da dgua, a transicdo sélido liquido sempre ocorrer4,

mesmo para altas temperaturas e pressdes. No caso da transi¢do liquido-gds, entre-



CAPITULO 2. Transicao de Fase em Sistemas Quanticos 15

tanto, a situagdo é diferente. Quando percorremos a linha de coexisténcia, no sentido
do aumento da temperatura a diferenca na densidade entre o liquido e o gas decai
continuamente a zero, como ilustrado na Fig.(2.1). Nesse diagrama, o ponto em que tal

diferenca é igual a zero é conhecido como ponto critico [16].

Pressso
A P A

PC
liquido ¢

sélido

2as0so

»
» »

Temperatura T.  Temperatura

Figura 2.1: A esquerda, apresentamos um diagrama qualitativo de fase da d4gua. Todas as transicdes sao
de primeira ordem, exceto no ponto critico PC. A direita, apresentamos valores da densidade da 4gua no
estado liquido e no estado gasoso ao longo da linha de coexisténcia. Quando atingimos o ponto critico,
as duas fases se tornam indistinguiveis.

Uma caracteristica comum a todas as transi¢des acima citadas é o fato de que
todas elas ocorrem em temperaturas finitas e a ordem macroscépica é destruida através
de flutuagdes térmicas. Em geral, ndo associamos mecanica quéantica com transicoes de
fase, isso acontece porque quando estamos préximos de uma transigdo de fase a escala
de energia das flutuagdes quanticas ndo se compara com a das flutuagdes térmicas, isto
é

wiph < kT,

em que wy, € uma frequéncia tipica do sistema. Entretanto, existe uma classe de tran-
si¢des de fase que ocorre a temperatura nula. Em principio parece estranho que ocorra
qualquer tipo de mudanga no estado de alguma substancia a temperatura 0 K, pois
imaginamos que nessa situa¢do todas as moléculas deveriam estar em repouso e per-
manecer nessa situacdo. Entretanto, se levarmos em consideracdo as leis da mecanica
quantica percebemos que as moléculas ndo podem estar em repouso (velocidade defi-
nida), pois se isso fosse verdade, o principio de Heisenberg seria desrespeitado, uma
vez que estamos em um espacgo limitado (tamanho da amostra). Sendo assim, deve
existir algum tipo de equilibrio no comportamento das moléculas. Esse comporta-

mento (com origem no principio de incerteza de Heisenberg) é chamado de flutuagao
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quantica. Determinar o estado da dgua, por exemplo, a 0 K é uma questdo de encon-
trar o estado energeticamente favoravel, mas respeitando o principio de incerteza de
Heisenberg.

Como no caso das transi¢des de fase térmicas, é possivel que existam diferentes
estados de equilibrioa T = 0 K e esses diferentes estados de equilibrio sdo separados por
transi¢des de fase quantica. Nas transi¢des de fase quénticas as ndo analiticidades da
energia livre que ocorrem nas transi¢des a T # 0 se manifestam na energia fundamental
Ey. Sendo assim, um ponto de ndo analiticidade na energia do estado fundamental
caracteriza uma transi¢do de fase quantica [17]. Supondo que o Hamiltoniano que
descreve o sistema seja fun¢do de um pardmetro g, uma ndo analiticidade em Ey(g)
pode ocorrer se houver um cruzamento de niveis, ou seja, o primeiro estado excitado
torna-se o fundamental, conforme mostrado na Fig.(2.2). Podemos ter ainda a situagdo
onde tal cruzamento de niveis seja evitado mas que o gap entre a energia fundamental e
a energia do primeiro estado excitado tenda a zero no limite termodindmico. Com isso,

teremos novamente uma ndo analiticidade em E;. Vamos agora discutir sobre alguns

N
T

EA EA

»
»

g g

Figura 2.2: Na figura a esquerda, é apresentada a situagdo onde temos o cruzamento de niveis. Na
figura a direita, temos a situagdo onde as curvas “se evitam” por um gap. Esse gap tende a zero no limite
termodindmico.

exemplos de sistemas que apresentam transigdo de fase quantica.

2.1 Spins Interagentes

Um dos exemplos mais simples de transi¢do de fase quantica acontece em um
sistema de spins interagentes [18]. Como se sabe, spin é 0 momento angular intrinseco

de particulas elementares ou compostas. Se medirmos o spin do elétron em uma
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determinada diregdo, z por exemplo, poderemos encontrar os valores —/1/2 e +1/2. Na
verdade, ndo medimos o spin diretamente. O que medimos é o momento magnético M,
associado ao elétron, que estd diretamente ligado ao seu spin. A maioria dos materiais
possui uma quantidade semelhante de spins —/i/2 e +/i/2, entretanto determinados
materiais possuem uma quantidade de spins em uma determinada dire¢do maior do
que na diregdo oposta.

Vamos considerar o composto LiHoF,. Esse composto tem vdrias caracteris-
ticas que o torna ttil no estudo da transicdo de fase magnética. Primeiramente, ele é
um material isolante, e portanto os elétrons ndo tem liberdade para movimentarem-se
ao longo da rede. Precisamos de um material com uma rede fixa de momentos mag-
néticos. Por razdes especificas relacionadas a distribuigdo eletronica das moléculas de
LiHoF,, e da estrutura da rede cristalina, o resultado é uma arranjo tridimensional de
sitios magnéticos, cada qual podendo assumir os valores +1/2, correspondendo aos
autoestados |e) e |¢g) da projecdo do operador momento angular total (spin+orbital)
numa dire¢do fixa, que chamaremos de z.

Os spins sdo acoplados entre si via interagdo de dipolo magnético, ou seja,
o campo magnético produzido por um dipolo acaba contribuindo para a orientagdo
do dipolo vizinho. Escolhendo entdo que a orientacdo preferencial de quantizacdo do
material seja z e que um campo magnético seja aplicado na direcao x, o Hamiltoniano

que descreve esse sistema serd dado por

H = H, + gH,. (2.1)

A transicdo de fase que acontece nesse sistema estd relacionada com o papel dos dois
termos no Hamiltoniano. Por analogia, podemos associar H,, Hy e § com os termos E,
S e T na transicdo de fase térmica da 4gua. Vamos primeiro considerar o caso § < 1, ou
seja, nesse caso o termo H, vai predominar e o estado fundamental nessas condi¢des

serd dado por

LT = 1Tl Tl Dl Tl Ds... (2.2)
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Como ndo existe nada que privilegie o estado | T) em relacdo ao estado | |), podemos

também considerar o estado fundamental como

[U) =1 1nl Dl Dl Dal s (2.3)

Existe um tipo de simetria entre os estados (2.2) e (2.3). Na prética ndo existe
um cristal perfeito e as imperfei¢des acabam por dar preferéncia por um ou outro
estado. Esse tipo de “escolha” acontece frequentemente em diferentes sistemas fisicos
e é chamado de quebra espontanea de simetria. Para o presente caso, vamos escolher o
estado | 11). Esse estado possui o maior valor possivel para o momento magnético total
(M.), pois todos os momentos magnéticos de cada molécula de LiHoF, estdo orientados
no mesmo sentido +z.

Vamos analisar agora o regime oposto em que g > 1. Nesse caso, o termo H,
no Hamiltoniano vai entrar em agdo. Esse termo é responsével pelo tunelamento entre
os estados | |) e | T). Isso contribui para as flutua¢des quanticas. Em um caso limite

g — o o estado fundamental de H serd

| =) =] =)l =)l =)l =)l —)s..., (2.4)

onde
1
V2

Nesse estado, (2.4), o momento magnético total (M,) serd igual a zero.

|-y =

(0T +11). (2.5)

Como a natureza do estado fundamental em cada caso é qualitativamente
distinta, deve haver uma transi¢do de fase entre os dois casos limites para algum valor
de g. Como vimos, quanto maior o valor de ¢ mais importante é o efeito do termo
H, do Hamiltoniano. E esse termo induz tunelamento entre os estados | |) e | T) até
que em um determinado ponto a transicdo ocorre. Uma vez que o valor médio do
momento magnético M, depende do valor do campo magnético aplicado na direcéo x,
essa grandeza pode acusar a transi¢do de fase quantica. Esse resultado pode ser visto

na Fig.(2.3). A transi¢do ocorre quando ¢ = g.. Podemos dizer que quando g < g, o
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Figura 2.3: A esquerda, diagrama de fase magnético do LiHoF, (figura ilustrativa baseada no resultado
experimental [18]). A direita, momento magnético médio (M) em fungdo de g (intensidade do campo
magnético). Em g = g. é possivel observar a transicdo de fase quantica.

estado fundamental é dado por | ) e quando g > g. o estado fundamental é dado por

| =).

2.2 Transicao Isolante-Superfluido de Mott

Uma das principais caracteristicas do condensado de Bose-Eisntein [14] é que
as particulas que constituem o condensado movems-se livremente através do sistema
no mesmo estado quantico, o estado fundamental. Se de alguma maneira o movimento
das particulas for limitado ou se as particulas forem aprisionadas, isso caracterizard um
novo estado fundamental (com caracteristicas diferentes), destruindo o condensado de
Bose-Eintein. Recentemente essa idéia foi aplicada a um gés de Rb em um experimento
reportado em [19]. Bloch e sua equipe foram capazes de limitar o movimento dos
atomos de Rb construindo uma rede de barreira periédicas, como ilustrado na Fig.(2.4).
Para criar essa rede de barreiras foram usadas trés ondas estaciondrias ortogonais
entre si, de maneira que as ondas se cruzam em um ponto localizado no centro do
condensado. Um conjunto de lentes e espelhos foram usados para criar um padrao de
interferéncia da onda estaciondria.

No referido trabalho [19] foi estudado como a intensidade do campo aplicado
influencia o estado dos dtomos. Para fazer isso, primeiro ele aprisionou os atomos,
depois os soltou e mediu a velocidade dos dtomos. Essa técnica ja tinha sido utilizada
por Eric Cornell, Carl Wiemann e colaboradores para estudar o condensado de Bose-
Einstein no gas de Rb, mas sem a presenga da rede de potencial [20]. Os resultados

obtidos por Eric Cornell e Carl Wiemann estdo na Fig.(2.5). Nessa figura, vemos a clara
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Figura 2.4: Atomos de Rb movendo-se em um potencial periédico criado por ondas estacionarias de um
laser. A direita, temos a fase isolante (quando a rede de potencial é muito intensa) onde cada d&tomo acaba
ocupando um minimo. A esquerda, o estado superfluido (quando a rede de potencial tem intensidade
mais fraca).

Figura 2.5: Distribui¢cdo de Velocidade dos atomos de Rb quando soltos. No grafico a esquerda, a
temperatura era de 400 x 107? K, no meio, 200~ K e na direita 50 x 10° K. O pico agudo na figura a
direita representa velocidades préximas do zero. Figura obtida em [21].

diferenca entre uma situa¢do normal e o momento da transi¢cdo quando o gas entra no
estado do condensado de Bose-Eintein.

A principal caracteristica do resultado representado na Fig.(2.5) é a baixa ve-
locidade das particulas quando liberadas da armadilha. Isso é representado pelo pico
central na figura. O mesmo tipo de experimento foi realizado, mas na presenca da uma
rede de potencial peridédico, como explicado anteriormente. O resultado obtido por
Bloch pode ser visto na Fig.(2.6).

Uma das primeiras coisas que notamos, é que a Fig.(2.6 a-f) apresenta 0o mesmo
pico central que esta presente na Fig.(2.5). Isso significa que o condensado ainda
estd presente, porém ele se adaptou a nova situagdo, a rede de potencial. Quando a
intensidade da rede de potencial é aumentada, teremos os casos Fig.(2.6 g-h). Esse

resultado indica que todos os dtomos de Rb quando soltos, estdo em alta velocidade.
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Figura 2.6: Padrdes de interferéncia de ondas de matéria obtidos depois que os dtomos foram liberados
de uma rede de potencial com diferentes profundidades Vy, onde (a), OE,; (b) 3E,;(c) 7E, ;(d) 10E,; (e)
13E,; (f) 14E,; (g) 16E, ; (h) 25E,, onde E, é uma constante. Figura obtida em [19].

Issondo esta de acordo com o que esperamos que aconteca quando o sistema se encontra
no condensado de Bose-Einstein. Podemos entender isso como uma consequéncia do
principio da incerteza de Heisenberg. Como o movimento dos 4tomos esta agora mais
restrito (fase isolante na Fig.(2.4)), esperamos uma grande incerteza na velocidade do
atomos.

Nesse modelo que estamos estudando, vamos assumir que cada 4tomo pode
assumir apenas um estado em cada pogo de potencial. Por exemplo, se um determinado
atomo n ocupar um determinado pogo j, dizemos que esse atomo estd no estado |j),,.
Como sabemos, quando estamos no condensado de Bose-Einstein, cada d4tomo estara
no mesmo estado (isso caracteriza o condensado). E esse estado é uma superposicao

de todos os estados de cada pogo:

ICBE) = (11 +12)1 +13)1 + - )@ (12 + 22 + )2+ -+ ) ® - - (2.6)

Quando fazemos todas as multiplica¢gdes em (2.6), vemos que esse estado é uma super-
posicdo de diferentes distribui¢cdes das particulas. Por exemplo, um dos termos sera
[1)1]1)2/1)3 - - - no qual todas as particulas ocupam apenas um pogo. Entretanto, também
teremos estados como [1)1]2),|3)3 -+ em que cada particula ocupa um pogo diferente.
Partindo dessa caracteristica, podemos ter uma idéia da propriedade da superfluidez.
Como ndo existe um ntmero fixo de particulas em cada pogo (o ntimero de particulas

flutua), as particulas sdo capazes de “atravessar” os pogos sem nenhuma resisténcia.
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Como foi dito anteriormente, quando a intensidade da rede de potencial é au-
mentada, chegard um momento em que ocorrerd uma transi¢do de fase quantica. Nesse
momento, o condensado de Bose-Einstein deixa de existir. Isso pode ser comprovado
quando comparamos os casos Fig.(2.4a-f) com os casos na Fig.(2.4 g-h). No momento
em que ocorre essa transi¢do, as particulas deixam de estar no estado superfluido. Essa
mudanga de estado ocorre porque quanto maior a intensidade da rede de potencial,
maior serd a dificuldade dos d&tomos mudarem de posi¢do. Quando a intensidade do
potencial se torna grande o bastante, as particulas perdem a capacidade de “trocar”
de posicdo. Porém, obviamente, ainda continuam sendo particulas indistinguiveis. O

estado que representa essa situacdo é dado por

I = [11]2)03)3 -+ + [1)1]2)313)2 - - - +
[1)212)113)3 - -+ + [1)212)313)1 - - - +

11)312)113)2 -+ + [1)3]2)2[3)1 -+ + -+ (2.7)

O estado representado por |I) é uma superposi¢do de estados em que ndo existe mais
de uma particula em cada pogo. Como foi dito anteriormente, esse estado ndo permite
o fluxo de particulas. Se os béson fossem particulas carregadas e um campo elétrico
fosse aplicado ao material, o material se comportaria como um isolante, impedindo o
movimento dos bésons. A transi¢do de fase que acabamos de descrever é conhecida

como transicdo de fase isolante-superfluido.

2.3 Cupratos Supercondutores

Determinados compostos quando resfriados a certas temperaturas sofrem uma
mudanca brusca em sua condutividade. O fendmeno foi observado pela primeira vez
em 1911 pelo fisico experimental Kammerlingh Onnes, quando ele resfriou o hélio
a uma temperatura de 4,2 K. A primeira explicacdo microscopica do fendmeno foi
proposta por Bardeen, Cooper e Schrieffer (BCS) [22]. A explica¢do formulada por BSC

utiliza novamente a idéia do condensado de Bose-Einstein. Os bésons que constitufam
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o condensado eram dessa vez formados por pares de elétrons, chamados de pares
de Cooper. A explicacdo do fendmeno da supercondutividade é entdo semelhante ao
fendmeno da superfluidez descrito na se¢do anterior. Quando o material é resfriado
a certa temperatura, os bésons (pares de Cooper) acabam por atingir o estado do
condensado de Bose-Einstein. Nesse estado, a flutuacdo do ntimero de particulas é
muito grande. E essa flutuacdo faz com que os pares de Cooper nado tenham resisténcia
quando deslocam-se. E isso caracteriza o fendmeno da supercondutividade.

Para prosseguir com nossa discussdo é necessario conhecer um pouco do com-

posto La,CuQy. A estrutura cristalina desse material é mostrada na Fig.(2.7).
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Figura 2.7: Estrutura cristalina do La,CuQOjy. Os dtomos de Cu estdo em vermelho, os de O estdo em azul
e os de La estdo em verde.

As propriedades eletronicas desse material estdo diretamente ligadas com as
camadas de fons Cu [23]. Cada dtomo de Cu tem um elétron livre. A repulsdo
Coulombiana faz com que os elétrons ndo se movimentem ao longo das camadas de
atomos de Cu e por isso esse material é isolante.

E interessante notar como essa situacdo se assemelha aquelas discutidas an-
teriormente. Nesse caso, o potencial periddico (citado no caso da transigdo isolante-
superfluido) é fornecido pela rede de ions de Cu positivamente carregados, e os elétrons
sdo aprisionados em cada ion. Como no caso anterior, a transi¢do de fase quantica ird
acontecer quando, de alguma maneira, o efeito da repulsdo coulombiana for superado,
e isso pode ser alcancado através da substitui¢do quimica.

No composto La,_sSrsCuO,4 uma porcentagem dos dtomos trivalentes de lan-

tanio, La, sdo substituidos por atomos de estroncio, Sr. Essa substitui¢do acaba “rou-
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bando” elétrons de alguns dtomos de cobre. Dessa maneira o metal antes isolante
La,CuQy, torna-se um condutor. Quando a concentra¢do de buracos é grande o sufici-
ente, o material sofre uma transigao e passa para o estado supercondutor. No caso do

composto La,_sSrsCuQOj a transi¢do de fase quantica acontece quando 6 = 0, 055.



CariTULO

3

Modelo de Dicke

Neste capitulo trataremos de um dos tépicos mais importantes na 6ptica quan-
tica, a interacdo entre um conjunto de dtomos de dois niveis e o campo de radiagao
quantizado. O modelo onde é apenas considerado um tinico 4&tomo e um tinico modo do
campo foi resolvido, na aproximagdo RWA, por Jaynes e Cummings [2], e é conhecido
como modelo de Jaynes-Cummings. Este sistema é fundamentalmente importante,
uma vez que pode ser resolvido analiticamente e realizado experimentalmente [21]. O
modelo onde é considerado um conjunto de &tomos ao invés de apenas um tinico &tomo
na presen¢a de um campo eletromagnético foi estudado por Dicke [3]. Para tratar o
sistema, Dicke prop0s uma série de hip6teses, as quais possibilitaram a resolucdo do

modelo.

3.1 Interacao entre a radiacdao e a matéria

O Hamiltoniano que descreve a interacdo de uma particula de carga e e massa

m na presenca de um campo eletromagnético é conhecido como Hamiltoniano de

25
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2m ! ! ! ’

onde 7 é 0 momento linear do elétron, A(7, ) é o potencial vetor magnético e U(7, £) é o

potencial escalar eletromagnético. Por meio do Hamiltoniano (3.1) podemos obter, por

exemplo, a equacio de movimento m7 = eE(7,t) + eF A B(7, 1), que ¢ a forca de Lorentz.
No caso de um elétron de um atomo, é preciso considerar mais um termo no

Hamiltoniano (3.1), o potencial V(7 t) do nticleo atdmico sobre o elétron.

Aproximacgao de dipolo

Como sabemos, devido as transformacoes de calibre, temos a liberdade de
escolher /Y(fi t) tal que V- z‘f(?, t) = 0. Além disso, como ndo existem cargas externas, o
potencial escalar U(7, ) pode ser tomado como zero. Quando trabalhamos na regido
6ptica (400-700 nm), o comprimento da onda da luz é muito maior do que a dimensédo
linear do atomo. Isso significa que k-7 < 1 sobre toda a extensdo do 4tomo, e
consequentemente, o potencial vetor passa, aproximadamente, a ndo depender mais
da posicao AR, t) = A(t). Essa aproximagdo é chamada de aproximacdo de dipolo.

Sendo assim, podemos escrever o Hamiltoniano de acoplamento minimo como
1, ) 2
H = E[p —eA(7, )]* + V(). (3.2)

Da equacdo de Schrédinger, podemos escrever

1

%) = {317 - Ao, O + V) 19), 3)

que quando projetado na representagao [r), gera

. 2
ih%w(?, t) = {—% [ﬁ - % A(7%, t)] + V(f)} (7 t). (3.4)
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Com o objetivo de simplificar o problema, vamos introduzir uma nova funcdo de onda

Y(7,t) dada por
(7, 1) = AR p), (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.4) obtemos

2

p

o+ V() = e E(fo, 1| 67 1), (3.6)

d
h—¢(7 t) =
PRl
na qual podemos identificar o Hamiltoniano H como
H = F{a + ﬁintr (37)

A 2 . L A -
sendo que H, = f—m + V() corresponde somente a energia do d&tomo, e H;,;y = —er+ E(t)

corresponde a energia da interacdo dtomo-campo.

3.1.1 Energia do atomo

Quando apenas dois dos niveis atdmicos |e) e |g), autoestados de H,, estdo em
ressondncia (ou aproximadamente em ressonancia) com o campo, podemos descrever

0 4&tomo como um sistema de dois niveis

le){el + |g)(gl = 1. (3.8)

E conveniente introduzir um novo vetor denominado & cujas componentes sdo defini-

das como

or = le)gl+Ig)el,
oy = i(lg)Xel —leXgl), (3.9)
o, = leXel —|9)Xgl-
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As matrizes que representam as componentes do vetor d na base {le), | <)} sdo chamadas
de matrizes de Pauli. Também introduzimos os operadores 0., g, Oc € Tge que SA0

definidos pela relacdao
o = [D){]. (3.10)
A partir dessas defini¢des, podemos escrever

h 1
Hy = EC()QOZ + E(Ee + Eg), (311)

sendo wy = (E, — Eg)/h, a frequéncia de Bohr do atomo. Podemos omitir o termo

constante da eq.(3.11), ficando com

HA = ga)()ﬁz. (312)
3.1.2 Energia da interacdo atomo-campo

O termo H;,; = —er - E(?, t) pode ser escrito como Hyy = —¢ - 9(7, t), sendo ¢
chamado de operador momento de dipolo. Podemos representar H;,; usando a base

dos autoestados de H,, {|i)}. Ficamos com

~g-E@t = =) Iixilg - EF X,
]

|
L
jact
N
Nt
Il

- Z Pij - E#, t)oij, (3.13)
Lj

. . = »
sendo 551-]- o elemento de matriz de dipolo elétrico. Vamos agora substituir E (7, 1), que até
agora esta sendo tratado classicamente, por sua versdo quantizada' que, considerando

o campo polarizado em uma das componentes s, e escolhendo a fase convenientemente,

Ver Apéndice A



CAPITULO 3. Modelo de Dicke 29

pode ser escrito como

Z), (3.14)

mo
=
1]
= M
5 N3
—_
N
=1
+
=N
L

sendo & = ,/liw;/(2€9L3). Substituindo (3.14) em (3.13), obtemos
Hint = Z Z —Gl’]'(%g_ji]‘ . ﬁ)l? (LZE + El%) , (315)
kKobi

com o qual podemos reescrever (3.15) como

Hz'nt =h Z Z g;{Gl] (Ellz + 11;) , (316)
K ob

ij _ _ Sk
sendo 8=~

3.1.3 Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

Nosso préoximo passo é escrever o Hamiltoniano total da interacdo dtomo-
campo. Para isso somamos os Hamiltonianos que descrevem o campo eletromagnético

(A.37), o atomo de dois niveis (3.11) e a interagdo atomo campo (3.16). Ficamos com

I:I = HA + HC + I:Iint

~ N + ij +

H = 500 +h Z‘ WA + j Z Z 8.0ij (a]? + aE) . (3.17)
K ko0

Na expressdo (3.17) o termo de energia de ponto zero do campo foi omitido. Como
estamos considerando que o &tomo possui dois niveis {|e), |g)}, e estes possuem paridade
bem definida, os termos @,. e ﬁgg sdo nulos. Levando este fato em consideracdo, o

Hamiltoniano passa ser escrito como

T
A = Saw. + Z ata fiwy + 1 Z 81(0eg + 0@, +ah), (3.18)
k k
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que, na hipétese de um campo monomodo, se reduz a

H= gwooz + hiwa'a + 11g(0eg + 0ge)(a + a’). (3.19)

Como ogle) = |g) e 04lg) = le), € comum denotar 6., = 0 € 04 = 0_. Nessa notagdo,

podemos escrever
N _ T t t
H = 5 @00z + hwa'a+hg(o, +o0-)a+a'). (3.20)

Em certas condi¢des o Hamiltoniano acima, que ndo admite solucdo analitica exata,

pode ser aproximado como

N h
Hjc = @00 + hiwa'a + hig(o,a + o_a'), (3.21)

que é conhecido como Hamiltoniano de Jaynes-Cummings. As condi¢des necessérias

para a validade dessa aproximacao sao discutidas na secdo (3.2.2).

3.2 Hamiltoniano de Dicke

5
Em mecanica quantica, é comum escrever o operador de spin S em fung¢do do

5
operador ¢

Wy

Il
NSt

QL

(3.22)

De maneira andloga ao que foi definido para o vetor ¢, podemos definir as seguintes

relacdes

(3.23)
s; = %ai, (i=x19,2).
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Podemos escrever o Hamiltoniano (3.20) como
A = wys, + hiwa'a + ¢(s, +s5_)@a+a'). (3.24)

Em 1953, o fisico americano Robert H. Dicke [3] estendeu o Hamiltoniano (3.24) por con-
siderar a presenca de N dtomos interagindo com o campo. E comum na fisica considerar
o sistema da maneira mais simples possivel, e foiisso que Dicke fez. Primeiramente, ele
sup0s que os dtomos estavam localizados em um volume com dimensdes muito peque-
nas comparadas com o comprimento de onda do campo aplicado. E de se imaginar que
os atomos irdo colidir entre si. Dicke sup0s que essas colisdes ndo afetavam o estado
dos dtomos e que as fun¢des de onda dos dtomos ndo se superpdem suficientemente,
sendo que dessa maneira, os &tomos sdo distinguiveis e ndo precisamos nos preocupar
com simetrizagdo das fun¢des de onda. Sob essas considera¢des, podemos escrever o

Hamiltoniano (3.20) para N 4&tomos como
N N
A= w, Z s, +ataliw + gZ(sﬂr +5 ) a+ab), (3.25)

i=1 i=1

sendo g dado pela expressao

)
o

S
=

Peg - fiw
§=——5 ,/2€0L3. (3.26)

Vamos agora introduzir uma nova variavel, a densidade de atomos p = N/L? com a

qual podemos reescrever ¢ em fungdo da densidade de d&tomos. Ficamos com

_ Pegul howp
87" \2eN

(3.27)

-

. , A e w ~
Introduzimos também, o pardmetro A = —@q-1f | ﬁ, ereescrevendo g em fungdo desse

parametro, ficamos com ¢ = A/ VN. Substituindo esse resultado no Hamiltoniano
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(3.25), ficamos com
N 1
H=wy ) s, +hwata+—=Y (s. +s)a+a"), (3.28)
0 Z \/N ; +

i=1

Vamos agora introduzir operadores coletivos de momento angular, dados por

N N
L=Ys9  p=)sY, (3.29)

Esses operadores obedecem as mesmas relagdes de comutagdo usuais de momento

angular

[]21]+] = h]+/
U+, J-1 = 2nj, (3.30)

% 2]

Il
e

Reescrevendo o Hamiltoniano (3.25) em fun¢do dos operadores coletivos de momento

angular, temos
. + A +
Hp = wy], +a'aliw + —(J+ + [-)a+a"), (3.31)
VN

o qual é conhecido como Hamiltoniano de Dicke.

Se N; dos N atomos estdo no estado |e) e N, estdo no estado |g), temos que

N = Ni+N,, (3.32)

m = %(Nl—Nz), (333)

onde m é uma medida da inversdo atdmica total. Se considerarmos, por exemplo, o

estado |p)

9) = lelg)21g)s - - ledn, (3.34)
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da prépria definigdo de J, vemos que o estado |¢) é um autoestado do operador J,, com

autovalor mh. Assim

J\}) = mhlp), -N/2<m < N/2, (3.35)

Quando consideramos a energia do conjunto de 4tomos em H, = wyJ,, temos que

Ha|p)
Ha|p)

wolim|¢p), (3.36)

1
@ofi5 (N1 = N2)lg), (3.37)
o autovalor independe da maneira como as excita¢des estdo distribuidas ao longo dos

N atomos. Dessa forma, o autovalor m tem degenerescéncia

N!
dn = .
N1!Ny!

(3.38)

Vemos que quando m = 0, a degenerescéncia é a maior possivel, e quando m = +1N a
degenerescéncia é igual a zero, neste caso, todos os &tomos estdo no estado fundamental
ou no estado excitado.

Devido a relacdo de comutagdo (3.30), existem estados que sdo simultanea-
mente auto estados de J, e J*. Estes estados contribuem para diminuir a degeneres-
céncia. Podemos denotar os autovalores de J? como j(j + 1) e definir os autoestados

correspondentes como [j, m). Ficamos com

J21j, m) mh|j, m), (3.39)

J21j, m) j(j + DL, m), (3.40)

sendo |m| < j < . Das propriedades do momento angular, temos que

Jelj,my = BAli(G + 1) — m(m + 1)[j,m + 1). (3.41)

Os estados {|j,m);m = —j,—j+1,...,j — 1, j} sdo conhecidos como estados de Dicke. Ao
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longo dessa dissertagdo, nés sempre tomaremos j para ter seu valor méximo j = N/2.
Como o Hamiltoniano de Dicke (3.31) ndo altera o valor de j, o conjunto de N atomos
de dois niveis passa a ser descrito como um tnico sistema de 2j + 1 niveis.

O espago de Hilbert do sistema total pode ser expresso em termos da base
{lj, m) ® |n)}, onde n sdo os estados de niimero do campo, e {|j,m)} sdo os estados de

Dicke. E comum omitir j nesta representacgdo, e dessa forma, ficamos com {|m, n)}.

3.2.1 Efeito da super radidncia no modelo de Dicke

Dicke introduziu o conceito de radiacdo espontanea cooperativa, ou super ra-
diancia [3]. Dicke mostrou que a taxa em que um atomo excitado irradia é influenciada
pela presenca dos outros atomos. Como exemplo, vamos considerar um conjunto de N
atomos e vamos supor que o sistema esteja inicialmente no estado |m,0). A amplitude

de probabilidade de transi¢do para um estado final |¢) é dada pelo elemento de matriz

<¢I%(]+ + ] )@ +a")im,0). (3.42)

Quando elevamos o médulo da amplitude de probabilidade ao quadrado e somamos
sobre todos os possiveis estados finais, obtemos uma expressdo para a taxa de emissao

dos fétons

taxa de emissao oc Z ‘ \/](] +1) =m(m + 1)WPlm + 1,1)
4

+ /j(j+ 1) —m(m — 1){@lm — 1,1) 2,

taxa de emissao oc Z \/(] -m)(j+m+1) \/(] +m)(j—m+ 1) (YPlm+ 1, 1Plm - 1,1)"
4

+ /(G +m)(j—m+ 1)y —m)(j+m+ )plm — 1, 1)m +1,1)°
(= m)(j +m+ 1) [lm + 1,1

+(j +m)(j—m+ D (lm - 1, D[ (3.43)
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Quando todos os N atomos estdo no estado |g), temos que m = —%N ej= %N, e assim,

a taxa de emissdo serd proporcional a N. Quando todos os &tomos estdo no estado le),

entdo m = 1N e j = 1N, a taxa de emissdo novamente sera proporcional a N. Vamos

agora considerar a situagdo onde metade dos d4tomos é descrita pelo estado |e) e a outra

metade pelo estado |g), ou seja, m = 0. Nesse caso, temos que

taxa de emissao

como sabemos, j pode variar

o G+ D@D+ G+ Wl -1,
i+ 1, (W] — 1, 1)
+i(j + <YL= 1, 1YL, 1), (3.44)

da seguinte forma: 0 < j < N/2, e quanto maior é o

valor de j, maior é a taxa de radiacdo coletiva, por isso Dicke chamou j de namero de

cooperacdo [24]. Quando trabalhamos com o caso j = N/2, temos

taxa de emissao o

+ 1) Wl =1, 1] +1,1), (3.45)

ou seja, para uma grande quantidade de dtomos, N — oo, a taxa de radia¢do sera

proporcional a N2. Dessa forma, a taxa de radiagdo de um sistema atdmico parcialmente

excitado, m = 0, é maior do que a de um sistema atomico totalmente excitado. Essa

caracteristica dos processos de radiacdo foi chamada por Dicke de super radidncia.

3.2.2 Aproximacdao de Onda Girante

Podemos escrever o Hamiltoniano de Dicke em termos de g como

HAp = wo], + a'ahiw +¢(Jia+]a") +g(J.a" + ]_a), (3.46)

Hy

Hint
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onde Hj é a parte livre ndo perturbada, e H;,; é o termo responséavel pela interacéo.

Podemos reescrever (3.46) utilizando a representacdo de interagdo. Ficamos com

HI — elHot/hHinte—lHot/h’
HI — g(elHot/h]+ae—zHgt/h + ezHot/h]_a'l'e—lHot/h)

iHot/h iHot/h + elHot/Fl

+g(e™"] a%e J_ae™ot/my, (3.47)

Para quaisquer operadores A e B, temos a relagao [25]

2
¢~*ABe® = B — oA, B] + %[A, [A,B]]+---, (3.48)

sendo & um ntimero complexo. Utilizando a relagdo (3.48) podemos reescrever (3.47)

como

HI =g (]+aei(wo—(u)t + ]_a'l'e—i(wo—(u)t) +g (]+a+ei(w0+w)t + ]_ae—i(wo+w)t)’ (349)

termo girante termo contra girante

agora que temos F; podemos calcular o operador de evolugdo temporal

1 t & ’ 1 t & ’ ‘ 172 4 ’”

Quando resolvemos as integrais obtemos

2
U(t)z 1+F1[ g ]+G1[ g ]+F2[ g ]
w — Wy w + Wy @ — Wy

2 I 2
] +FlGl|(a)+a)0)(a)—a)0) + .-, (351)

+G2|

w + Wy

em que podemos notar que, sob a consideragdo de campo fraco § < w, w, e ressonancia
(w = wp) = 0, os termos com F; se tornam mais importantes que os demais termos, ou
seja, podemos desprezar os demais termos. Isso obviamente é uma aproximacao, e é

conhecida como aproximagio de onda girante (RWA)? [26]. Escrevendo (3.49) na RWA e

2“Rotating wave approximation”
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na representacdo de Schrédinger, obtemos

AR = ], + a'ahw + g(Joa + ]_a"). (3.52)

Uma das principais vantagens de trabalhar com o Hamiltoniano de Dicke (ou
mesmo o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings) na RWA é o fato de ser soltvel analiti-
camente, porém € preciso estar atento as condi¢des onde a RWA pode ser considerada,

isto é g < w,wp e (w—awp) ~0.

3.2.3 Transi¢ao de fase no modelo de Dicke

Como dito anteriormente, 0 modelo de Dicke tomado na RWA, é soluivel ana-

liticamente. Escrevendo o Hamiltoniano de Dicke (na RWA) na base de Dicke, temos

o ]
BRYA = Z Z | (mao + naw)ln, myn, m| + g Vin + 1] + 1) = m(m — 1) (

n=0 m=-]

n,my(n+1,m—-1/+|n+1,m—1)n, m|)]. (3.53)

Como ilustracdo, vamos considerar o caso com | = 1/2 (um atomo). Primeira-
mente, vamos representar Hi' através de uma matriz. Ordenando a base como

{10,-1/2),10,1/2),|11,-1/2),-- -}, ficamos com

— Lo 0 0o - 0 0
0 lwh B - 0 0
0 gh  twoh - 0 0
ARA = : : D : : . |. (3.54)
0 0 0 - (bwo+nw) hgVn+1
0 0 0 - hgVn+1 QGwo+ @+

Como podemos observar, a matriz (3.54) é bloco diagonal. Quando consideramos casos

com | maior, a dificuldade aumenta, entretanto, a matriz continua sendo bloco diagonal
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e portanto tem solugéo.

Como dito anteriormente, o modelo de Dicke sem RWA néo é soltuvel analiti-
camente, isto é, quando representamos Hp através de uma matriz, essa ndo sera bloco
diagonal. Uma maneira de aproximadamente diagonalizar o Hamiltoniano de Dicke é
truncando a base e trabalhando com a matriz como um todo.

Na Fig.(3.1) apresentamos o espectro de energias do modelo de Dicke (direita)
e do modelo de Dicke na RWA (esquerda) para | = 5. Vimos anteriormente que a
RWA é vélida somente em um determinado regime e o grafico apresentado na Fig.(3.1)
ndo respeita esse regime. Mesmo com essa restri¢do apresentamos esse resultado para

compararmos com o resultado sem considerar a RWA. No caso onde consideramos o

Figura 3.1: Espectro de energia do Hamiltoniano de Dicke considerando a RWA (esquerda) e sem
considerar a RWA (direita). Em ambos os casos [ =5e wy = w = 1.

modelo de Dicke na RWA, observamos que quando A alcanga um determinado valor A,
o estado fundamental acaba cruzando com o primeiro estado excitado. Isso caracteriza
um transi¢do de fase quantica de primeira ordem. Aumentando ainda mais o valor
de A novos cruzamentos ocorrem. No modelo de Dicke (sem a RWA), percebemos
que com o aumento de A o primeiro estado excitado parece se aproximar cada vez
mais do estado fundamental. Entretanto, ndo existe um cruzamento entre os niveis.
Esse comportamento nos induz a acreditar que existe uma TFQ de segunda ordem
nesse modelo. Para podermos confirmar isso, é preciso analisar o modelo no limite

termodinamico.
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3.2.4 Modelo de Dicke no Limite Termodinimico

Vamos agora considerar o modelo de Dicke no limite termodinamico, onde o
nimero de 4tomos tende a infinito. Nesse caso, 0 modelo de Dicke apresenta uma
transicdo de fase quéantica quando variamos o valor do parametro de acoplamento
atomo-campo A através do valor critico A.. Para descrever a transi¢cdo de fase, nos
vamos obter dois Hamiltonianos, um para cada fase. Os resultados apresentados nessa
sessdo foram obtidos originalmente em [27].

Comecamos por introduzir a representacdo de Holstein-Primakoff (HP) para
os operadores de momento angular. Essa representacdo faz com que os operadores de
momento angular sejam apresentados em termos de operadores de modos bosonicos.

Na representagao HP, teremos

J. = hbt\2j—b'D,

J- = h+2j- bbb, (3.55)
. = h(ber_])/

Na representacdo HP, dado um valor para J, o estado de momento angular
com m = —] serd associado com o estado |1, = 0) que é estado dos operadores boso-
nicos {b,b'}. O estado com m = —] + 1 serd associado ao estado |, = 1), e assim
sucessivamente. Consideremos, por exemplo, o caso com | = 3/2. Teremos a seguinte

correspondéncia

m=-3/2) 5 |n,=0),

=-1/2) 25 =1,
Im /2) In, = 1) (3.56)

m=1/2) 5 |n,=2),

m=3/2) 25 |n, = 3).

Para os operadores, citamos os seguintes exemplos

J-3/2) = VBH-1/2) 5 b2 bbH0) = V3A[),
J_3/2y = \BR[1/2) A \2j—vbbnsy = V3RR), (3.57)
/2y = 1) 5 Wh-prRy = LhR).
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Na representacdo HP, podemos substituir as Eq.(3.55) em (3.31) obtendo o

Hamiltoniano de dois modos

R P + 1 + btb btb
Hp = wohi(b'b - j) + wha'a + Al(a" +a) [ b 1—2—],+ 1—2—],b. (3.58)

Fase Normal

Vamos agora tomar o limite termodindmico, N — oo, do Hamiltoniano (3.58).
Isso se resume a desprezar termos com j no denominador. Além disso, vamos consi-

derar /i = 1. Ficamos com
HAp = wob™b + wa'a + A@" +a)(b" + b) - Jjawo. (3.59)

Podemos diagonalizar o Hamiltoniano (3.59) por meio das transformagdes de Bogo-
liubov?, e o resultado, escrito em termos dos operadores de criagdo e aniquilagdo dos

‘o ot o4
modos normais ¢, ¢ e ¢3, ¢3 €

)

D)+ M

N 1 )
Hp_y = e2cfer + cher + E(e(_” + & — 0 — wp) — jw. (3.60)

As energias dos dois osciladores independentes sdo dadas por

e = \/% (cuz + W)+ \/(a)z - wj)? + 16A2ww0). (3.61)

Como podemos observar, para um determinado valor de A, a energia de excitacdo do

oscilador ¢4, (e(_l)), deixa de ser real. Isso acontece quando

W+ Wi < - \/(aﬂ — wj)? + 16A2waw,

que pode ser escrito como

(3.62)

Sver Apéndice B e [27]
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220, 0 Hamiltoniano (3.31) que descreve o sistema em questéo,

No ponto A, = =

deixa da ser hermitiano e, consequentemente, deixa de ser fisicamente aceitavel. Isso

sinaliza a existéncia da transigao de fase quantica.

Fase Super-radiante

O primeiro passo na descrigdo do Hamiltoniano que descreve a nova fase (fase

super radiante) é definir os seguintes operadores unitarios

Uy = eYiea)  p@) = ¢~ VBO-t), (3.63)

W) = e Vo) W) = e VRO, (3.64)

onde a e p sdo parametros reais, além disso os operadores U(1) e W(1) atuam no
subespago do oscilador 4,4 e U(2) e W(2) atuam no subespaco do oscilador b, b". Em
principio, vamos trabalhar apenas com os operadores U(1) e U(2). Podemos realizar as

seguintes transformagdes

UDal1) =a+ Va, (3.65)

UQRpUER)  =b - B (3.66)

Vamos assumir que os parametros « e 5 sdo da ordem de j, pois isso nos leva ao correto
limite termodindmico. Sendo o operador U definido como U = U(1) ® U(2), podemos

realizar a seguinte transformagdo unitdria no Hamiltoniano (3.58)

UHpU' = wofb'b — BT +b) + p— j} + wla'a + Va(a' +a) + a)
+/\(a++{1+2\/a) (b++\/g)\/1_(b+_\/l—32);b_\/g)

2j

+A@ +a+2va) \/1 i ‘/B)(_b P b-p|.  (367)
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Podemos escrever

\/1 ‘/_)b_‘/_) \/7 VE, (3.68)

definindo k e £ como

k= 2j-8, (3.69)

th — t
Vi \/1_1717 \/f(b +b) 670

Desse modo (3.67) passa a ser escrito como

UApU' = wolb'b — B0 +b) + B — j} + wla'a + Va(@' +a) + a)

+A \/Zz]_(of +a+2Va)(b e+ VEb —24/BVE). (3.71)

O préximo passo é expandir VE em uma série de poténcias. Temos

(3.72)

2 k k

b'b — \JB(b" + b) b'b— \BU +b)|
R

Vamos substituir (3.72) em (3.71) e desprezar termos com O(j") onde n < 0, pois tais

termos vao a zero no limite termodinamico (j — ©0). Ficamos com

UHpU' = waa+{w0+7,/ é}b*b {ZA\/‘i:I;—w\/E}(a++a)
k
"‘{4/\\/7(] B) - wo\/_}(bJr*‘b) zkz\/%(2k+ﬁ)(b++b)2

+2k)\ (] - ﬁ)(a +a)(b" +b)

+ {wo(ﬁ - Jj) +wa— % 1 /az—ﬁjk(l + 4k)} . (3.73)
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O préximo passo € escolher os parametros a e  tal que os termos lineares sejam

eliminados. Para essa condigdo ser satisfeita, temos que exigir

Bk
2/\\/;—@«/& =0,
{4)\\/7]—5) wo\/—}:

Resolvendo as equagdes (3.74) e (3.75) para a e f3, encontramos

2A
Va = - —(1 u?),

VB = Aid-w),

sendo u definido como

_wwo A
= T

Substituindo os valores para a e  na eq.(3.73), obtemos

A + + ﬂ + C()O(]._‘U)( lLl)
UHpU' = a)aa+2H(1+y)b b+ 8L+ 1)
/\2
+Au (a +a)(b++b)—]{ ”

AZ
——1-p.

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

Novamente temos um Hamiltoniano bilinear, que pode ser diagonalizado atra-

vés de transformagdes de Bogoliubov. Aplicando as transformacdes apresentadas no
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Apéndice B, ficamos com

2 2
Yoo GO, @, ) 2AT G®
HSR— €_€1€1+€+€2€2—]{j+w

1o, o @ e
+2(5Jr + e 21Ll(1+y) W a)(l wl, (3.80)

@) ox
sendo que as energias ¢ sio dadas por

+ 4aw?w? |. (3.81)

@

Como podemos observar, a energia de excitagdo ¢’ é real somente quando

ou ainda

A > Vwwy/2 = A..

Vemos que o Hamiltoniano (3.80) descreve o sistema para A > A, isto é, descreve
o modelo de Dicke, no limite termodinamico, na fase super radiante. Em principio,
poderiamos ter usado os operadores W(1) e W(2) definidos em (3.64), ao invés dos
operadores U(1) e U(2) definidos em (3.63). Caso usdssemos os operadores W(1) e W(2),
obteriamos 0s mesmos valores para a e f8, e consequentemente o mesmo Hamiltoniano
(3.80). Essa opgao tem como consequéncia a origem de uma degenerescéncia em Hsp.
A Fig.(3.1) ndo é tomada no limite termodinamico (] = 5), entretanto, podemos ter uma
idéia de como a degenerescéncia surge quando passamos da fase normal para a fase
super radiante.

A Fig.(3.2), mostra a energia fundamental reescalada do modelo Ef,,4/] (es-
querda), e sua segunda derivada (direita) para valores finitos de | e também no limite
termodindmico j — co. A forma ndo analitica porém continua da segunda derivada

evidencia o fato da transicdo ser de segunda ordem. Os resultados com ] finito sdo
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obtidos via Hamiltoniano (3.31).

' "
T
Lol el of
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~
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2,0
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Figura 3.2: A esquerda temos a energia fundamental reescalada, E fund/j, em fungdo da constante de
acoplamento A. A direita temos a segunda derivada da energia fundamental em fungdo da constante

de acoplamento. Em ambas as figuras a linha sélida representa o limite termodinadmico enquanto que
as linhas tracejadas correspondem a valores finitos para j. Também, em ambas as figuras consideramos
w=wy=1.

Na Fig.(3.3) apresentamos dois resultados que ajudam entender a natureza da
transicdo de fase. Na figura a esquerda apresentamos a inversdo atomica reescalada e
na figura a direita o nimero médio de f6tons no campo reescalado, ambos em fungdo
do parametro de acoplamento A. Nas duas figuras as curvas em tracejado representam
casos com um numero finito de &tomos enquanto que a curva continua representa o
limite termodindmico. Observamos que na fase normal (1 < A.) o sistema é microsco-

picamente excitado enquanto que na fase super-radiante (1 > A.) tanto o campo quanto

o ensemble atdmico adquirem excitagdes macroscépicas.

0,0

0,24

0,44

<JZ> /j
<na> / j

-0,6 4

0,84

' "
W
w==0
cuwow

-
j

0,0 0,2 04 0,6 08 1.0 1.2 14

Figura 3.3: A esquerda temos a inversdo atdmica reescalada e a direita temos o nimero médio de
foétons reescalada, ambos em funcio da constante de acoplamento A. Em ambas as figuras consideramos
w=wy=1leAc=0,5.
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Sistemas opto-mecanicos

No século XVII, Kepler sugeriu que as caudas dos cometas apontavam para
longe do Sol devido a forca exercida pela radiagao solar. Apenas no comeco do século
XX os primeiros efeitos da pressdo de radiacdo foram observados em laboratério, como
nos experimentos realizados por Nichols and Hull [28, 29, 30]. Com a chegada do
laser foi possivel utilizar a forca da radiagdo para manipular o movimento mecéanico
de objetos de uma maneira controlada. Foram propostos experimentos com o objetivo
de usar a pressdo de radiacdo para reduzir o movimento aleatério de dtomos (“laser
cooling") [31], e também aprisionar particulas neutras. Temos como principal objetivo
nesta se¢do estudar a interacdo entre sistemas 6pticos e mecanicos por meio da interagdo

de pressdo de radiagao.

4.1 Interacdo entre um espelho mével e pressao de radia-
¢ao

Qualquer sistema que possui um acoplamento entre um elemento 6ptico e

um elemento mecanico pode ser considerado um sistema optomecanico. Um sistema

46
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simples, o qual chamamos de cavidade optomecanica, consiste de uma cavidade Fabry-
Perot onde um dos espelhos é fixo no espago e o outro move-se sob efeito de um
potencial, conforme mostrado na Fig.(4.1). Nesta sessdo vamos introduzir o formalismo
Hamiltoniano desse sistema (em um caso unidimensional) [32], construido diretamente
da equagdo de movimento do espelho e da equagdo de onda do campo. Assumimos que
o espelho fixo se encontra na posigdo x = 0, enquanto que o espelho mével de massa
m estd na posicdo g(t) sujeito a um potencial V(q). O movimento do espelho mével
também serd influenciado pela pressdo de radiacdo do campo presente na cavidade.

O sistema é representado na Fig.(4.1). O potencial vetor A(x,t) é definido dentro da

q(t)

lo

Figura4.1: Cavidade Fabry-Perot. Um dos espelhos é fixo e 0 outro move-se sob o efeito de um potencial.

cavidade, isto é, 0 < x < g(f) e obedece a equacdo de onda

PA, D) PAX L)
o o

(4.1)

onde consideramos ¢ = 1. Consideramos o potencial vetor A como escalar, porque
as duas polariza¢des do campo ndo interagem uma com a outra. Neste problema sdo

validas as seguintes condi¢des de contorno

A(0,1) =0, (4.2)

A(q(t), 1) =0, (4.3)

A equacdo de movimento do espelho é dada por

2
_IV(g) N 1(8A(x, t)) (4.4)

aq 2\ ox

x=q(t)
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O segundo termo na Eq.(4.4) é responsavel pela forca de pressdo de radiacdo. Podemos

obté-lo por meio do Hamiltoniano (A.24), que neste caso é dado por

1 (7(0AY
Hcampo - Ef(a) dx/ (45)

uma vez que o A é nulo sobre o espelho.

Podemos escrever A(x, t) como

Ak ) = ) QuBp(), (4.6)
k=1
onde
2 . [knx
(P(X) = @ sin (%) (47)

e k é um ntimero inteiro positivo. Vamos definir um conjunto de coordenadas genera-

lizadas Qx dadas por

_ / 2 (10 . [kmx
O = m[) dxA(x,t)sm(M). (4.8)

Com a ajuda de (4.6) e da condicdo de ortogonalidade ﬂ(t) @r(x)Pr (x) = Ok, podemos

reescrever (4.1) e (4.4) como

. ) )
Qk = ~wp Qi + 2% Z 8k Qj + % Z 8, Qj + % Z 8k81Qls (4.9)
j j jl
) V(g 1 k+j
mj=——=+=Y (-1)Yawrw;Q:Q;, (4.10)
q 9 q ; kWL ]
onde
k
m@=§ (4.11)

é a frequéncia (dependente da posigdo do espelho). O coeficiente adimensional gj;
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pode ser escrito como

—1Yk+i '22"]‘2’ k#i,
8y = - ]_ko ) ] (4.12)
, k=]

A Lagrangeana L que nos fornece as equagdes de movimento (4.9) e (4.10) é escrita

como

. 1 . 1
L(q/ q; Qka) =5 Q]% - wi(Q)Qi + _qu - V(CI)
2 - 2
. .2
1Y 00+ 55 Y 1gnQiQ; (4.13)
q ik q ki

e o Hamiltoniano associado com L é definido como

H(Py, Qj,p,q) = pi+ ) PiQc — L(q, 4, Qe Qu), (414)
k

onde Py e p sdo, respectivamente, os momentos canonicamente conjugados a Qx e g,

Pr= Q- g Z SkiQj, (4.15)
j
1
p=mq-— 7 Z SkiPrQ;- (4.16)
ik

Podemos agora reescrever H(Py, Q;, p,q) como

2
H= ﬁ [p + % Z kaj] + V() + % Z [Pi + wigg] : (4.17)
i k

O Hamiltoniano (4.17) nos fornece uma boa base para a quantizagdo do sistema. Se-
guindo o processo de quantizagdo candnica, substituimos as variaveis g, P, Qx e Py por

operadores que obedecem as seguintes relagdes de comutacao [4, p] = if, [Qj, P =io jkh.
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Vamos agora definir os operadores de criagdo e aniquilagdo dados por

1 A A
%) =\ T ) |0c@Qi + iy, (4.18)

1
af(g) = \/Zh @) [wk(Q)Qk—ZPk] (4.19)

A dependéncia de g e 4] com o operador § indica que para cada posigéo do espelho
teremos um novo conjunto de estados de Fock associados com cada posigdo. O conjunto
de estados de Fock pode ser escrito como [{n;},g) onde {n;} = {n, ny, n3, ...}, que denota
o namero de f6tons, para diferentes modos da cavidade. Os kets |{n;}, q) satistazem as

seguintes relagdes

ajarl{ni}, ) = ml{ni}, q), (4.20)

qiim}, q) = qlim}, @) (4.21)

Podemos entdo reescrever o Hamiltoniano (4.17) como

_(p+I) L1
H= o=+ V(g +h Zk" w(q) [akak + E]’ (4.22)
onde
ih k
[= 2 Z l;] — aa; + aja; — a}ak] . (4.23)
%]

A energia do vacuo presente em (4.22) é divergente. Quando consideramos o espaco
vazio, essa energia ndo pode ser observada, entretanto, quando consideramos uma
regido limitada, como entre dois espelhos, somente determinadas frequéncias sdo per-
mitidas, como em (4.22). De fato, é possivel mostrar que no caso unidimensional [33] a

energia do vécuo € dada por —37.. Sendo assim, o Hamiltoniano (4.22) poder ser escrito
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como

_(p+I) . hm
H= o=+ V(g +h Zk" wi(q)aa, - % (4.24)

Podemos escolher o potencial V(g) de maneira que ele mantenha o movimento do
espelho préximo de uma posigdo de equilibrio /. Quando o deslocamento x,, = g — I

é pequeno comparado com /y, temos que

T ~T,, (4.25)

sendo Iy = I'|;=;,. Vamos também tomar a seguinte expansao

X
ar(q) = axo — z—loa,io,

X
ai(q) ~ ao — —axo, (4.26)

21,

e
X

wi(q) = wio (1 - E)’ (4.27)

em que ako(a,to) e wy denotam o operador de aniquilagdo (criagdo) e a frequéncia na
posicdo de equilibrio. Substituindo (4.25), (4.26) e (4.27) em (4.22), e fazendo a trans-

formagao unitaria H' = T"HT, onde o operador T é definido como
T = ™o/l (4.28)
ficamos com

2
H =~ 2P_m + u(xm) +h Zk‘ a)koazollko — X,.Fo, (429)
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sendo u(x,,) = V(q) - % e Fy é a forga de pressdo de radiacdo dada por
h ,
Fo= 2—10 Z(—l)kﬂ w/a)koa)jo(6lkoa]~o + azoa;fo + a;:oajg + a;.roako), (4.30)
k,j

Em um caso especial em que somente um tinico modo contribui de maneira dominante,

o termo x,,Fy pode ser reduzido a seguinte forma

h
XmFo =~ xm%azoako. (4.31)

O resultado (4.31) é encontrado devido a aproximagdo RWA'. Escrevendo o Hamiltoni-
ano (4.29) na representagdo de interagdo veremos que os termos aio e (azo)2 serdo menos
importantes que a axo e por isso poderdo ser desprezados.

2mawyy,

E comum reescrever o Hamiltoniano (4.29) com x,, = |, [52—(b + b*)
H = hwoa'a + hw,,b'b — hga'a(b' + b), (4.32)

onde b e b' sdo os operadores bosonicos do espelho, w,, é a sua frequéncia de oscilagdo
eg="n [T

No passado ndo existiam grandes aplicagdes para forca de pressdo de radia-
¢do, a ndo ser na astronomia, onde a intensidade da luz e as distancias envolvidas sdo
grandes. Com a invenc¢do do laser na década de 1960, finalmente pesquisadores foram
capazes de utilizar a pressdo de radiagdo. Um dos pioneiros nesse estudo foi Arthur
Ashkin. Focando um feixe de laser, Ashkin e colaboradores demonstraram que peque-
nas particulas, tais como esferas de poliestireno com didmetro micrométrico podem ser

deslocadas e até mesmo levitar contra a gravidade através da pressdo de radiagao [34].

1Ver secdo 3.2.2
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4.2 Preparacao de estados nao-classicos

Dentre as possiveis aplica¢des do sistema descrito pelo Hamiltoniano (4.32), ci-
tamos a producdo de uma grande classe de estados nao classicos do campo da cavidade
[35]. Estados nao clédssicos sdo por defini¢cdo aqueles para os quais a distribuicdo P(«a) de
Glauber-Sudarsham torna-se altamente singular ou assume valores negativos. Estados
nao classicos ndo sdo obtidos por fontes usuais de luz como lampadas ou estrelas, é
preciso um processo mais complexo para sua produgao. Dentre os estados ndo cléssicos
podemos citar o estado de Fock, estado coerente comprimido e as superposicoes de
estados coerentes.

Como foi visto anteriormente, o0 Hamiltoniano que descreve um sistema for-

mado por um cavidade com um espelho mével é dado por
H = hwa'a + fiw,,b'b — figa*a(b’ + b). (4.33)

Podemos escrever o operador de evolugdo temporal correspondente a esse Hamiltoni-

ano como?

U(T) — e—im*a'feikz(a*a)z(’c—sin (T))eka*a(qb*—r]*b)e—ib%r’ (434)

onde k = g/wp, r = wo/wm € T = wyt, caso assumamos que o espelho e o campo estdo

em um estado coerente. Podemos escrever o estado inicial como

[(0)) = la). ® BYm, (4.35)

onde |a). representa o estado coerente do campo da cavidade e |3),, representa o estado
coerente do oscilador mecanico. Considerando Hy = fiwgata, o estado do sistema em

funcdo do tempo na representacdo de interacdo sera dado por

), = plaP/2 . 0‘_" —ik2n?(t—sin (1)) 1D (D)), 436
Yt = e ZO o el (8)) (4.36)

2Ver Apéndice C e [35].
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onde |},(t)),, é dado por

|u(t))m = e B + knn). (4.37)

Estados de gato

Em um tempo 7 = 27t e tomando k = 0,5, o estado do sistema serd dado por

[o0]

|me{Z}wmséwW%m

n=0 n:

® |BYm- (4.38)

Na expressdo (4.38) podemos reescrever o estado do campo como

- 2 a .,
[ e 12— 2y |,
3
04
O = *Mﬂm-wfwﬂmnufﬂmz )+ it gy
V2! V3!
1r
Oc = = ol /2|0> 4 ol /2aeln/2|1> 4 plaf & |2> + ol & —— 13- l
2 VI V3l
1 r 2 2 2 2 2 ( )
+ = e—|0¢| /2|O>c+ e_lal /2(_a)|1>c + €—|a| /2_|2>c +e ~lat’/2 |3>c l
2! e R
Iy a2 —Ja/2 —laP/2_% a2 &
+ = |0).+ e all). +e |2)+ |> ]
2 V2l VAl
. 2
LT —la/2 —Ja2/2 —lap/2 % ap2 () a)®
- =|e [0)c+ e (o)1) +e —2). +e 13)c -+ |,
21 V2! V3!
1+1 1—-1
IO = (—)Ia> (T)l - a). (4.39)

Quando |a| é grande, |a) e | — a) sdo significativamente distintos entre si. Esse estado é
analogo ao estado proposto por Schrodinger em seu experimento imagindrio do gato
morto-vivo. Por isso, esses estados sdo conhecidos como estados de gato [36]. Caso

facamos k = 1/ V6, podemos arranjar o estado obtido da seguinte maneira

B+ \/_z)
6

V3

1n/3> + |0{€_n/3> + T| -a), (4.40)

e = 8F V3D 91559

que é um estado de gato de trés componentes.
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5

Resultados

O objetivo desta dissertacdo é compreender como a dindmica de um sistema
optomecanico acoplado a um reservatério spin-béson comporta-se quando o reserva-
torio sofre a TQF. Os resultados apresentados nesse capitulo encontram-se publicados
em [37]. O modelo escolhido como reservatoério foi o modelo de Dicke, pois além de
ser relativamente simples, existem propostas de realizacao experimental desse modelo
[38]. Este tipo de andlise (reservatério que sofre transicdo de fase influenciando um
sistema) j4 foi feito antes usando diferentes reservatorios e sistemas, como apresentado
na introducao dessa dissertacao.

O sistema em questdo pode ser melhor compreendido com a ajuda da fig.(5.1).
Em nosso modelo um dos espelhos é fixo e o outro se move sob efeito de uma forca
restauradora. Além disso consideramos um conjunto de N dtomos independentes, nas
mesmas condi¢des do modelo de Dicke ja explicado no capitulo 3. Como foi visto no
capitulo 3, o Hamiltoniano que descreve o modelo de Dicke pode ser escrito como

(considerando 71 = 1)

Hp = wa'a + wy, + i(a* +a)(J, + ), (5.1)

VN

55
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Figura 5.1: Conjunto de N dtomos de dois niveis interagindo com um modo do campo quantizado de
uma cavidade. A cavidade tem um dos espelhos fixo e o outro se movimenta em torno do ponto /y sob
os efeitos de um potencial (representado por uma mola) e da forca de pressdo de radiagao.

sendo a frequéncia angular do campo na cavidade dada por

nrc
w(t) = Ok n=1,23,.) (5.2)

em que c é a velocidade da luz, g(t) é a distancia entre os espelhos, wy é a diferenca entre
os niveis dos 4tomos, {J;, -, J.} sdo os operadores de coletivos de momento angular. A

constante de acoplamento entre os &tomos e cavidade A pode ser escrita como
A = pEsen(kxy) (5.3)

em que @ é o elemento de matriz de dipolo elétrico, & = \/Wq(t) é a amplitude do
campo elétrico no vacuo, k é definido como k = nm/q(t) e xo a posi¢do dos dtomos ao
longo do eixo da cavidade. Os d&tomos ocupam uma regido muito pequena comparada
com o tamanho g(t) da cavidade. Porisso, é razodvel aproximar a posi¢do de cada d&tomo
como sendo xy. Essa aproximagdo é comum dentro do modelo de Dicke [27, 39]. Caso
essa aproximacao nao fosse feita, deveriamos considerar uma constante de acoplamento
diferente para cada 4tomo, o que tornaria o problema mais dificil. Para essa situagao foi
mostrado em [40] que a conduta critica do modelo de Dicke é essencialmente a mesma
quando consideramos uma constante de acoplamento média para os 4tomos.

Como foi visto anteriormente, consideramos um dos espelhos como sendo
movel. Este espelho estd sob o efeito de um potencial (representado na Fig.(5.1) por

uma mola) que mantém o espelho oscilando em torno de um ponto [y. Considerando
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que as oscilagdes do espelho mével sdo muito pequenas comparadas com o tamanho

da cavidade, isto é, q(t) — Iy < Iy, podemos expandir o Hamiltoniano (5.1) como

H = nl: a'a + wof; — ”;: Xpd'a + % %sen(r;—oxo)(a +a)(Jy+])
NnTC Xy nr
\8/0_ ﬁ_[ se n(ﬂxg) + l—:xo cos (—xg)](a +a)(J. + ), (5.4)
0

em que X, = q(t) — lp. Se definirmos k' = nn/ly, @ = nnc/ly, & = Vw'/eoly e A’ =

p&'sen(k’xy) podemos reescrever (5.4) como

o' +a)(J+ +]-),  (5.5)

)+ + - )— xma

H=dwa'a+wy], +

p&
VN
sendo 6 = 1/l[1/2sin (k'xg) + k’xgcos (k’xp)]. Como vimos, a coordenada x,, sera
agora o operador posi¢do do espelho mével. Podemos entdo escrever x,, como x,, =

1/ V2maw,(c" + ¢), onde m é a massa do espelho e w,, sua frequéncia de oscilagdo. Além

disso, vamos introduzir o termo livre w,,c’c. Ficamos com
m

+])—g(c" +c)a'a

H= w'a'a+ w], + wnc'c

—%(a* ra)(c + o)+ 1), (5.6)

sendo g = '/[lp V2mw,] e n = &6/ \/(2mw,,). Dependendo de como os parametros

dos sistema sejam escolhidos, ¢ ou 1 podem ser mais ou menos importantes no Ha-
miltoniano. Como o acoplamento envolvendo g, ja foi realizado experimentalmente
[41], escolhemos trabalhar com ele. Para anularmos o efeito do termo envolvendo 7,
basta escolhermos os parametros da maneira apropriada. Entdo, por exemplo, para o
modo fundamental n = 1, e para k'xy, = 1,8366, teremos que 1 = 0. Isto significa que
colocando os 4tomos aproximadamente na posigdo xo = 0,58y, o Hamiltoniano que

descreve o sistema poderd ser escrito como

H=«wa'a+ wuc'c+wl, + +].) - ga‘a(c" +¢). (5.7)

Ao
VN
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Podemos definir a densidade de 4tomos em uma cavidade unidimensional
como p = N/l e reescrevendo ¢ em fungdo de p ficamos com g = w’p/[N V2mw,,].

Podemos entédo reescrever (5.8) como

H=w'a'a+ wyuc’c + wol. + A @ +a)(J, +].) - %a*a(ﬁr +0), (5.8)

VN

sendo gy definido como gy = gN.

O proximo passo serd introduzir as transformagoes de Hostein-Primakoff!

[ t [ +
H= w'a'a+wb'b+ MA@ +a) (b* 1- % + 4/1- %b)

0
+ wpuctc— g—a*a(cJr +0). (5.9)
N
Como vimos, quando tomamos o limite termodindmico (N — o0) o Hamiltoniano de
Dicke descreve o sistema em duas fases distintas, a fase normal e a fase super radiante.
No caso da fase normal (A < A.), teremos

H, = HP 1+ o,.c'c, (5.10)

nor

onde HPicke g g proprio Hamiltoniano de Dicke na fase normal, dado por

nor

Dicke
H nor

= w'a'a + wob'b + A'(@" +a)b' + b). (5.11)

Observamos que na fase normal o espelho acaba por se desacoplar do reservatério e
evolui livremente como um oscilador harmonico. Isto pode ser interpretado como uma
consequéncia do fato do modelo de Dicke estar apenas microscopicamente excitado na
fase normal.

Para fase super-radiante (A’ > A.) seguimos 0 mesmo procedimento que ja

a(ct + ¢) ndo serd nulo nessa

foi apresentado na segdo 3.2.4. Entretanto, o termo $ra'

1Ver subsecao 3.2.4
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situagdo. Quando o operador deslocamento é aplicado nesse termo, obtemos

%Lfra(cJr +c) — %(a*a + @ +a)Va+a)c +0),

e quando o limite termodinamico é tomado, o termo proporcional a a ainda restara.

Assim, ficamos com

go(A')?
(@)?

H,, = HP™ + 0,,cfc - (1= +0), (5.12)

onde HD ¢ o Hamiltoniano de Dicke na fase super-radiante.

‘ 1 - )G+ )
P = oyata + 201 4+ ot + DL H b' +b)?
’ 2 t t
+A"u T H(a +a)(b" +b). (5.13)

Vemos que na fase super radiante o espelho também se desacopla do reservatério, mas
ele sofre consequéncias pelo fato do campo e do d4tomo estarem macroscopicamente
excitados. O efeito do reservatério sobre o espelho é o de uma forca cléssica (termo
proporcional a c'c). Este resultado é muito interessante uma vez que um reservatorio
térmico nunca produz oscilagdes coerentes, até mesmo a temperatura zero. A explica-
¢do para isso segue do fato do espelho estar acoplado somente a um tnico elemento
do reservatorio, o campo eletromagnético. Uma vez que o campo ndo ¢ isolado, ele
interage com o ensemble de 4tomos e a intera¢do tende a tornar-se cldssica no sentido

dea — +/a. O processo pode ser resumido como

%a*a(cJr +c) > %oz((fr +C). (5.14)

Observamos agora que o espelho pode ser utilizado como uma sonda para a
transigdo. Se A < A., o nimero médio de fonons {c'c)(t) serd independente do tempo,

de acordo com (5.10). Porém, quando o sistema se encontra acima do ponto critico, o
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espelho evolui segundo

H,sp = wmc'c + Q(c" +0), (5.15)

AY . . Aq A < .
sendo Q) = — g(oa(),)z) (1- u?) e com isso o nimero médio de fonons ndo serd uma constante
de movimento. Se considerarmos, por exemplo, que o reservatorio estd inicialmente

no estado fundamental e o espelho esta no estado de vacuo, teremos

(cfe)(t) = 2@—%2[1 — cos (wpt)], (5.16)

m

para A > A..

Podemos verificar se os resultados obtidos para o limite termodindmico estdo
corretos resolvendo o Hamiltoniano (5.1) numericamente para diferentes valores de J.
Esperamos que quanto maior seja o nimero de atomos, mais proximos os resultados
obtidos estardo daqueles no limite termodinamico.

O procedimento numérico foi realizado da seguinte maneira. Para uma de-
terminada escolha dos parametros envolvidos, escrevemos o Hamiltoniano de Dicke
(5.1) na base {|n,, 1)} e diagonalizamos a matriz. Dentre os autovalores obtidos, seleci-
onamos aquele de menor energia e o autovetor correspondente. Com isso obtemos o
estado fundamental correto do reservatorio |fundamental)p;ce.

A segunda etapa é escrever o Hamiltoniano (5.1) na base {|n,, n, 11.)}, e dia-
gonalizar a matriz. A evolucdo temporal é feita da seguinte maneira. Primeiramente
selecionamos o estado inicial. Como estamos estudando o efeito da transi¢dao de fase no
reservatorio, obrigatoriamente o estado inicial do reservatério sera o estado fundamen-
tal. Para compararmos com o resultado obtido em (5.16) vamos escolher o estado inicial
do oscilador acoplado como sendo o estado de vacuo |0).. Sendo assim, o estado inicial
serd dado por [¢(0)) = |fundamental)p;s. ® |0).. A proxima etapa serd diagonalizar o

Hamiltoniano (5.8) para encontrar a base adequada e escrever o estado inicial como

[19(0)) = Y culto)l), (517)

n
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sendo |¢,) o ket que representa os autoestados do Hamiltoniano e c,(0) é dado pela
relagdo usual ¢, (0) = (¢,|y(0)). Depois disso, calculamos [i(t)) numericamente através

da relagao

(e = ) calto)e™ ™, (5.18)

n

sendo E, as autoenergias associadas com os autoestados |¢,). O programa foi cons-
truido de maneira que reescrevemos o estado [(t)) na base original {|n,, 1y, n.)}, por
conveniéncia. Depois de obter o estado |i(f)) numericamente podemos calcular o
ntmero médio de fonons (c'c)(t) . Esse resultado é apresentado na Fig.(5.2) para di-
ferentes valores de J. Como podemos observar, o nimero médio de fonons tende ao
valor obtido no limite termodindmico mesmo para valores relativamente baixos de J.
Isso indica que o limite termodindmico foi tomado corretamente. Quando observamos
o Hamiltoniano do sistema no limite termodindmico, para fase normal (5.10) e para a
fase super-radiante (5.12), vemos que nao existem produtos dos operadores a ou b com
¢ e isso significa que o reservatério ndo induz decoeréncia no espelho mével. Conse-
quentemente, esperamos que a quantidade de entropia do espelho ndo mude com o
passar do tempo. Afim de verificar a veracidade desse resultado, calculamos a entropia
de Von Neumann do espelho S.(t) = —=Tr[p(t) In(p.(t))], onde p.(t) = Tr,;[p(t)] e p(t)

é o operador densidade do sistema total, dado por p(t) = [¢(¢)){¢(t)|. Consideramos

i —J—00
[ =10

0,12

J=2 |
0,10 4

0,08

(cfe)(t)

0,06
0,04

0,02 fi

0,00
250

wt

Figura 5.2: Evolugdo temporal do ndmero médio fonons (c'c)(t) para diferentes valores de J. Observamos
que as curvas tendem ao resultado limite dado em (5.16). Nessa figura os pardmetros foram escolhidos
como w = wy = 10w, e A = 0,6 (fase super-radiante).
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novamente o estado inicial [{(0)) = |fundamental)p;x. ® |0)., para o qual a entropia do
espelho é nula. A entropia de Von Neumann foi calculada numericamente para dife-
rentes valores de | e os resultados obtidos sdo apresentados na Fig.(5.3). Observamos
que quanto maior o nimero dtomos na cavidade, menor o valor da entropia ao longo
do tempo. Esse resultado estd de acordo com o que esperamos que aconteca no limite

termodindmico.

0,016 L L L

0,014 4

0,012 4

0,010 4

Se(t)

0,008 i .\ i
000611
0,004 11!

0,002

0,000

Figura 5.3: Evolucdo temporal da entropia do espelho para diferentes valores de J. Nessa figura os
parametros foram escolhidos como w = wy = 10w, e A = 0, 6 (fase super-radiante).
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Conclusao e Perspectivas Futuras

Neste trabalho foi discutida a questdo de como um sistema mecanico (oscilador)
acoplado a um reservatério (modelo de Dicke) se comporta quando o reservatério
sofre uma transicao de fase. A construcdao do Hamiltoniano efetivo teve como base
o Hamiltoniano de Dicke, porém, consideramos um dos espelhos mével na cavidade
e sob efeito de um potencial harménico. Com a aplicacdo do limite termodindmico
(N — o0) chegamos a conclusdo de que o espelho pode servir como uma sonda da
transicdo de fase, uma vez que tem um comportamento completamente diferente em
cada fase. Como vimos, quando o modelo de Dicke se encontra na fase normal, o
espelho evolui livremente, enquanto que quando o modelo de Dicke se encontra na
fase super radiante, o espelho sofrerd a agdo de uma forca classica sem causar qualquer
perda de coeréncia. Tais resultados foram publicados em [37].

Perspectivas futuras para esse trabalho sdo mais relacionadas com a implemen-
tagdo experimental. Seria interessante, por exemplo, buscar a implementagdo dessas
idéias, ou seja, um sistema de Dicke optomecanico, usando condensados de Bose Eins-
tein (em preparagdo em [42]). Nesse caso, modelos detalhados de perda de coeréncia
quantica precisam ser levados em consideracdo, e o objetivo é analisar a manifestacdo

da forca cldssica na fase super radiante sob condi¢des experimentais reais.

63
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Outra possibilidade interessante, é a realizagdo desse tipo de estudo em siste-
mas de cavidades e dtomos descritos por Hamiltonianos nao lineares. Inclui-se aqui
transi¢des de dois fétons e acoplamentos dependentes da intensidade do campo. O
objetivo seria estudar como o espelho mével se comportard quando tais acoplamentos

ndo lineares entre &tomos e campo sao considerados.



APENDICE

A

Quantizacao do Campo Eletromag-

nético

Neste apéndice trataremos de um problema fundamental dentro da 6tica quan-
tica, a descri¢do da teoria eletromagnética classica do ponto de vista da mecanica quan-
tica. Essa descrigdo é conhecida como eletrodinamica quantica.

As equagdes que governam os fendmenos eletromagnéticos sdo as equagdes de

Maxwell [43],

p(7, t)

V-E@t) = — (A.1)

V AB(#, ) - toeo aﬁf;} D wfity =0, (A2)
§A§@ﬂ+a%fﬂ=Q (A.3)

V-B@t) =0, (A.4)

-

onde E(7,t) e 1?(7, t) sdo, respectivamente, os vetores campo elétrico e campo magnético.
p(At) e 7(17: t) sdo as densidade de carga e de corrente. As constantes (i e € sdo,
respectivamente, a permeabilidade magnética e a permissividade elétrica do espago

livre. Devido ao fato de que o divergente de 5(7, t) é nulo (A.4), podemos escrever B
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como

B=VAA (A.5)

Substituindo esse resultado em (A.3), é facil ver que

L (o 0A
VA [E + WJ = 0. (A.6)

Um vetor cujo o rotacional é nulo, pode ser escrito como um gradiente de um potencial
escalar. Temos

E=-vVu-=Z. (A7)
Substituindo as Eq.(A.5) e (A.7) na Eq.(A.2), podemos escrever

- - - —)au aZu >
VA (V A A) = —lLl()e()VE — ‘Lloeoﬁ + ‘Ll()] (AS)

- -

Usando a identidade vetorial V A (ﬁ A A)) = V(ﬁ -A) - ﬁsz, podemos escrever

->dU *u

6(6 . _)) — 6214)2 —lLl()e()VW — [Joé‘oﬁ + ‘Ll()ﬁ
S5 o 8 Y >[=2 - all =4
(VZA - ‘LloeoyJ - V(V A+ [Lloeoy) = —‘Ll()]. (A9)

Devido as transformacoes de calibre, temos a liberdade de escolher /f(?, t) tal que
V- /Y(?, t) = 0. Isso caracteriza o calibre de Coulomb. Além disso, como ndo existem

>
cargas externas, temos que U = 0 e | = 0. Com isso, ficamos com

L5 1924
2 _
V2A — S5 = 0. (A.10)

Vamos considerar o campo em um cubo de volume V = L?. O potencial vetor nessa

cavidade pode ser expandido em um somatoério de ondas planas

1

A1) = — Y AAt)e* (A11)
0 -
k

WENE
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as componentes do vetor k sao dadas por k; = 2mn;/L, onde n; é um ndmero inteiro.
Para que a Eq.(A.11) sejareal, é necessario impor que X-z? = A)F Substituindo a Eq.(A.11)
na Eq.(A.10) vermos que

At) = WG + P (A.12)

. .~ . = d g g
Para satisfazer a condigéo de calibre V- A = 0, os vetores k e A; devem ser perpen-
diculares. Sendo assim, €; pode ser escrito como uma combinagéo de dois vetores

ortogonais

& = ratip, + Gralia (A.13)
k-il;;=0, i=12 (A.14)
1?}%/1, : 17,3,]. =0, (A.15)
ﬁ:%/l Aily, = k/k (A.16)
onde os coeficientes g, e g, sdo dados por
Ii1 =& iy (A.17)
Iro = & Uiy (A18)
Substituindo a Eq.(A.13) na Eq.(A.12), temos
Ap(t) = e (gl?,lﬁl?,l + 971?,2@?,2) +et (g *_*k,lﬁ}m +g }k,zb?}k,z) (A.19)
Substituindo em (A.11), temos
L)) |
At = (e‘i“’ﬁth R T )e”"?, (A.20)
m — = /S K,S —k,s —k,s
a qual pode ser escrita como
S 1 2 ., .
At = ( L (He*TiT. + B (He it ) (A.21)
\/EW Z‘ ;‘ 'Bk,s ) k/s ﬁk,s( ) k,S
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; -
onde S = e_“"l?tg,zls. Agora que temos uma expressdo para o potencial vetor A(7,t)

podemos encontrar os campos E (7, t)e B (7,t) através das Eq.(A.5) e (A.7). Ficamos com

= 1 . k7 * kP>
Bt = Y'Y oy (ﬁlz/s(t)ek o+ B (B k) (A.22)

3 _ > . —ik7 (P A 7
B# ) = €0L3 Z Z (.0 (Fn i)+ 6, (e ™ (Fadty)).  (A29)
O Hamiltoniano para o campo eletromagnético é dado por
f leOE(r * + (r t)zl dv. (A.24)

Substituindo as equagdes (A.22) e (A.23), podemos reescrever o Hamiltoniano (A.24)

como
He=2) ) «lip, (OF (A.25)
i S

Introduzimos um par de varidveis candnicas dadas por

) = B O+ (), (A.26)
ps(t) = —iwy(B, (B = B (1), (A27)

Nessas novas varidveis o Hamiltoniano assume a forma

) Z Z[Pks(t) + W37 (B)], (A.28)

a qual é idéntica aquela formada por um conjunto de osciladores harmonicos desa-
coplados. Podemos concluir que, dentro desta abordagem, cada grau de liberdade
do campo eletromagnético (cada modo do campo (E, s)) corresponde a um oscilador
harmonico com freqiiéncia wy.

O préximo passo é a quantizagdo do campo eletromagnético. A quantizacdo do
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campo eletromagnético é realizada substituindo as varidveis candnica g, p por operado-

res 4, p, e postular que esses operadores satisfazem as seguintes regras de quantizacao

[3ks(®), s (D] = 153, (A.29)
[Qk,s(t)/ Ju s (t)] = 0, (A.30)
[p\k,s(t)/ P s (t)] = 0, (A.31)

nisso consiste a quantizagdo candnica. Vamos agora introduzir os operadores de criagdo

(a*(t)) e aniquilacdo (a(t)) definidos como

1| i
a, ()= ——=| Jorg+ 5|, (A.32)
ks var | VR (AN
at (1) = B 07— ——p (A.33)
Ks @ h ks w;}',s . .
Como consequéncia da Eq.(A.29), temos
[a, (®), a;S(t)] =1. (A.34)

Os operadores a(t) e a'(t) correspondem as amplitudes ﬁz? () e ﬁ]’% (t), e possuem a

mesma dependéncia temporal

a, () = azse‘iwasf, (A.35)

+ S +ia)»st
aES(t) =a; e ks, (A.36)

Vamos agora reescrever o Hamiltoniano em funcdo dos operadores de criagdo e ani-

quilagdo. Ficamos com
He=Y Y la;at +1/20ha. (A37)
£ s

. ~ = = .
Com a quantizagdo, os operadores E(7, t) e B(7, ) podem ser reescritos como operadores,
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simplesmente através da troca

(A.38)

(A.39)



APENDICE

B

Transformacodes de Bogoliubov

Primeiramente, apresentaremos a técnica das transformagdes de Bogoliubov
com um exemplo simples, para entdo consideré-las nos casos tratados ao longo dessa
dissertacdo. Nesse exemplo, consideraremos um tinico modo bosoénico incluindo ter-

mos ndo-lineares (quadraticos). O Hamiltoniano em questdo é dado por:
H = ciata + co(a’a® + an) (B.1)

Podemos diagonalizar H definindo um novo conjunto de operadores de criagdo e

aniquilacdo
a=uA - uAt at = At — A, (B.2)

onde assumimos os coeficientes u; e u; como reais. A transformacao é canOnica se 0s

novos operadores também obedecem as relagdes canonicas de comutagdo

4,41 =1, (B.3)

|A,A] = |a%, AT =0 (B.4)
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E facil mostrar que para a relagdo (B.3) ser verdadeira, a seguinte condi¢do tem de ser

respeitada
ui —uj =1 (B.5)
Substituindo as rela¢des (B.2) em (B.1), podemos escrever

H = (c1(uf + u3) — dcouqun) AT A + (cru5 — 2cou1147)

+(e2(12 + 12) — cyugin)(AA + ATAT) (B.6)

Embora os parametros u; e u; tenham que satisfazer a condigdo (B.5), sua razdo é
arbitraria e pode ser usada para diagonalizar o Hamiltoniano (B.6). Sendo assim,

escolhemos eliminar a dltima linha do Hamiltoniano (B.6)
(cz(u% + u%) —ciuiup) = 0. (B.7)
Podemos parametrizar a relagdo (B.5) como
uy = cosh @, u; = senha. (B.8)
Substituindo (B.8) em (B.7), teremos a seguinte relacdo para ¢

tanh2¢ = 2%. (B.9)
1

A relagdo (B.9) é valida apenas para |2c;/ci| < 1. A transformacdo candnica realizada
é conhecida como uma transformacdo de Bogoliubov. No caso dos Hamiltonianos
(3.59) e (3.79), transformacgdes semelhantes podem ser efetuadas com o objetivo de
diagonalizar os Hamiltonianos. Nesse apéndice apresentaremos as transformacao de
Bogoliubov utilizadas para diagonalizar esses Hamiltonianos. Esses resultados podem

ser encontrados em [27].
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B.0.1 Fase Normal

Podemos expressar os operadores bosodnicos {a,a",b, b"} em fungdo dos opera-

dores bosonicos {c;, c{, Co, cz} através do conjunto de transformacgoes

at = 1@+ e + (@ - el + 22l + ) + (@ - eP)ea]
1 = 1@ - )+ @+ D)l + S ))[(w—e<+>)c;+(w+e$>)c2] 510
o= 1 ‘\7“%[(@ (_1))c1f+(a)0+€(_1))cl]+jn—le)[(a)o—ef))c§+(a)o+ef))cz] |
b=} ‘\7%[( — D)t + (wo + eP)er] + 31(;[< — D)k + (wo + e)cal
As relagdes inversas, sdo dadas por
= Y @)+ - @il = S+ w0+ (O - bl
o = 1 \,—’_11[( (_1)—a))a++(€(_1)+a))a]—i7n—y_(l)[(£ wo)b + (e + wp)b] o
¢ = 1 %[(ef)+w)a++(e$)—w)a]+%[( D bt + (0 —wo)blb,
2 = 3PSl ot + () + wal + (D 0ot + (e + )]

Vel

m

O angulo Y que acaba por eliminar desacoplar os osciladores, pode ser en-

contrado a partir da relagao

tan 2y =

B.0.2 Fase super radiante

4\ \Jwwg

— 2
0 ()

(B.12)

Podemos expressar os operadores bosonicos {a, a’,b,b"} em funcdo dos opera-

dores bosonicos {e;, e{, e, eZ} através do conjunto de transformagoes
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)]
at = %{“"SL [(@ + D)t + (@~ eP)er] + 2L (@ + eP)el + (@ - §_2>)e2]},
- (U+
@ 2)
@ = =D+ @+ Dl + Tl - D) + @+ D,
e we (B.13)
- ()
pt = %{ = (w'+e<_2>)el+(a)'—e_2))e1]+%[(w’+ef>)e;+(a)'—e<f))ez]},
S Al PP ) cosy® o 2,0 @)
b = 3 Mz)[(w Jet + (@' + eP)er] + r,6(3)[((1) eey + (@ +eealp,

e as transformacdes inversas sdo dadas por

_ 08y (2 2 seny®@ 2 2
¢ = 11 + w)a + (¥ - w)a]—\,T?Tf)[(“m)b* + (€2 — bl
@ @
e = 3 FEE? - ot + (€2 + wa] - “E=[(€? - )b + (2 + )]y,

Vore® (B.14)

169 + w)at + (€2 — w)a] + L [(£? + )bt + (@ - a)’)b]},

o o= 1 seny?®
2 2 \/_(2) \/m
+

e = {Seny“[( D )t + (€9 + w)a] + L [(e? w’)b++(ef>+w')b]},

Vwe@. Vare®
onde o angulo y® ¢ dado por

2wwyp?

tan2y®@ = (B.15)

2 _ 20027
W, — prw

e a constante @’ é definida como

W = L0 (1 + A—Z) (B.16)



APENDICE

C

Operador de evolucao temporal

O Hamiltoniano do sistema composto por um modo do campo de uma cavidade
de frequéncia wy, descrito pelos operadores bosdnicos a e a', interagindo com um

espelho movel b(b") de frequéncia w,, é dado por

H = hwoa'a + hw,b'b —higa'a(b’ +b),

H = hw,(rata+b'b—ka'a(b® + b)), (C.1)

iHt/h

onde k = g/w,, e r = wy/w,,. O operador de evolugdo temporal U(t) = ¢ sera escrito

como [35]

U(t) — e—im*a"[e—i(h*b—ka*a(b*+b))’c’ (CZ)
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—kata(bt-b

onde 7 = tw,,. Definindo o operador unitdrio T como T =e ) temos 0s seguintes

resultados

TV'TY = b +ka'a,
TbT' = b+ka'a,
To'bT" = b'b+ka'a(b’ + b) + K*(a'a)?,

Ta'aTt = a'a, (C.3)
Utilizando o fato de que
TFAXNT = fFATXTT, (C.4)
podemos escrever a seguinte relagdo
TU(t)T+ — e—z‘m*m e—ib*b~c+ik2(a*u)21. (C.5)

Multiplicando T' a esquerda e T a direta de (C.5), temos o operador de evolugdo

temporal U(1)
tabt—b) —iratar —ibthraik2(ata)2r —kata(bt—
u(,[) — eka a(b b)e ira*at , ib"br+ik*(a" a) Tp ka'a(b b)’

et 200t 2 ot —BY —ibthr —kat (bt —
U(T) = pim melk (a"a) ’(ekﬂ a(b b)e ib b'[e ka'a(b b). (C6)

Sendo que e '""ata(bt — b)e?'?" = ata(b’e™" — be'™), podemos usar a relagio (C.4) para

escrever

ot it t_ 1t s T ,—iT _1,iT
o7V bTpka'abT-b)ib'br _ p—ka'a(blert-be) (C.7)

finalmente, temos

_at A S _txata(pto—iT_ppity _ipt
bt p—kata(b'=b) _ ,—kata(bte " —be) j-ib*bT (C.8)
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Substituindo (C.8) em (C.6), ficamos com

it a2t 2 Yot Y —kata(hte=it _peity ikt
U(t) = pim mezk (a"a) Tekll a(b b)e ka'a(b"e " —be )e ib"bt (C9)

Devido ao fato de que

tot et (ot _ 1o 2t 2. . to ey it
eka a(b +b)e kata(bte " —be'™) _ e k*(a*a) isin (T)eku a(b™n—-bn )6 ib b”[, (ClO)

onde 17 = (1 — e7"), podemos reescrever U(1) como

U(T) — e—im*ateikz(a*a)z(”c—sin(T))eka*a(nb*—n*h)e—ib*bt' (Cll)
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