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Resumo

A teoria de valores extremos é um ramo da estatística e probabilidade. Ela trata das
distribuições assintóticas de valores extremos (máximos ou mínimos) de séries temporais.
Os eventos que assumem valores afastados da média são classi�cados como eventos ex-
tremos. Alguns exemplos são desastres naturais, tais como enchentes, terremotos ou um
evento que cause um forte impacto na sociedade. Considerando o cenário de redes com-
plexas, alguns exemplos de eventos extremos são congestionamentos em redes de rodovias,
quedas de energia em redes de transmissão e servidores de internet congestionados. Assim,
a compreensão dos mecanismos que regem tais eventos é de grande interesse, pois com
a previsão de ocorrências destes pode-se minimizar seus efeitos ou até mesmo evitá-los.
Com isso, os objetivos deste trabalho foram: 1) descrever o comportamento assintótico
das excedências de um valor limite especi�cado por meio da distribuição de valores ex-
tremos generalizada; 2) estender o estudo para a probabilidade de eventos extremos em
redes complexas com topologia aleatória, mundo pequeno e escala livre. Este trabalho foi
realizado por meio de simulações de caminhada aleatória padrão e por menores caminhos.
Os resultados obtidos mostram que para os nós, também denominados vértices ou sítios,
com menor conectividade (menor grau) nas redes analisadas, a distribuição dos excessos
não é do tipo exponencial. Isto implica que esta distribuição é limitada superiormente.
Os resultados para os nós com maior grau foram semelhantes, porém, somente para a rede
de escala livre este comportamento não ocorre. Isto se deve ao fato de que o número de
excedências observadas neste caso são menores do que nos demais. Foi veri�cado analiti-
camente e numericamente por meio de simulações de caminhada aleatória padrão, que a
probabilidade de evento extremo é maior e que o tempo médio entre eles é menor para
os nós com grau menor, quando comparados com nós com grau maior. O espectro de
autovalores da matriz adjacência da rede, a qual descreve as ligações entre os nós, fornece
condições para uma boa concordância entre os resultados analíticos e das simulações.
Para simulações de caminhada aleatória por menores caminhos veri�cou-se que os nós
com menores centralidades de intermediação são mais propensos a ter eventos extremos.

Palavras-chave: Eventos extremos, Caminhada Aleatória, Redes complexas.
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Abstract

The extreme value theory is a branch of statistics and probability. It deals with the
asymptotic distributions of extreme values (maximum or minimum) temporal series. The
events which takes the average values removed are classi�ed as extreme events. Examples
include natural disasters such as �oods, earthquakes or an event that causes a strong
impact on society. Considering the scenario of complex networks, some examples of
extreme events are congestion in networks of roads, power outages in power transmission
networks and web servers congested. Thus, understanding the mechanisms that occur in
such events is of great interest, because the prediction of these occurrences can minimize
its e�ects, or even avoid them. Thus, the objectives of this study were: 1) to describe the
asymptotic behavior of exceedances of a threshold speci�ed by the generalized extreme
value distribution, 2) extend the study to the probability of extreme events in complex
networks with random topology, small world and scale free. This work was carried out
by simulations of random walk pattern and shorter paths. The results shows that for the
nodes, also called vertices or sites with low connectivity (lesser degree) in the networks
analyzed, the distribution of excesses is not of exponential type. This implies that this
distribution is bounded above. The results for the nodes with higher degree were similar,
but only for the scale-free network this behavior does not occur. This is due to the fact
that the number of exceedances observed in this case is signi�cantly smaller than the
other. It was checked analytically and numerically simulated by random walk pattern,
the probability of extreme event is larger and the average time between them is smaller
for nodes with lower degree when compared with nodes with higher degree. The spectrum
of eigenvalues of the adjacency matrix of the network, which describes the links between
nodes, provides conditions for a good agreement between the analytical results and the
simulations. For simulations of random walk for shorter paths it was found that nodes
with lower betweenness centralities are more likely to have extreme events.

Key-words: Extreme Events, Random Walk, Complex Networks.
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Capítulo 1

Introdução

Eventos extremos (EE) são tipicamente associados a desastres naturais como terre-

motos e furacões. A ferramenta matemática para modelar este tipo de evento é a teoria

de valores extremos. Este ramo da estatística e probabilidade teve seu início na década

de 1920 com trabalhos de Fischer, Fréchet, entre outros, e tem como objetivo principal

obter uma caracterização assintótica dos valores máximos ou mínimos de séries temporais

(1). Todo evento que toma valores fora do comum ou excede um valor limite, pode ser

classi�cado como EE (2).

Dentre as várias aplicações estão a análise de frequências de ocorrência de enchentes

em hidrologia (3); na engenharia, o tempo de vida útil de materiais e, na medicina,

pode-se citar a epilepsia, um tipo de EE que ocorre no cérebro humano (4). Tratando-se

especi�camente de aplicações em hidrologia, são estimados níveis de água em enchentes

que podem ser excedidos em T anos (1). Consequências catastró�cas podem ocorrer se

estes níveis são excedidos. Como exemplo, os níveis estimados para T = 100 anos foram

excedidos na enchente que ocorreu em 1993, o que causou uma grande devastação nos

estados do meio-oeste americano (5). Também, uma enchente que ocorreu na Holanda

em 1953, desencadeou um grande investimento na construção de diques. Existem leis nos

países baixos (Holanda e Bélgica), que exigem que os diques devam ser construídos para

suportar inundações com níveis estimados em T = 104 anos (5).
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Em redes complexas, alguns exemplos de EE são engarrafamentos em redes de rodo-

vias, enchentes em redes de rios, servidores de internet congestionados e quedas de energia

em redes de transmissão de energia elétrica (6). Assim, o estudo dos EE é de fundamental

importância, devido a estar relacionado a perdas de vidas e/ ou materiais.

Na matemática, uma rede complexa pode ser descrita por um grafo G. Um grafo é um

conjunto G = {V,E}, onde V é o conjunto de vértices ou nós e E é o conjunto das arestas

ou ligações que unem pares de vértices (7). Existem vários exemplos de redes complexas no

mundo real em diversas áreas, como por exemplo: Redes de cadeia alimentar na biologia,

redes de internet e redes sociais. Com o objetivo de descrever de forma satisfatória essas

redes reais, foram propostos alguns modelos (7). O modelo de rede aleatória, criado na

década de 1950 pelos matemáticos Húngaros Paul Erdos e Alfred Renyi, permaneceu até

a poucos anos atrás, como aquele que mais se aproximava de algumas propriedades dessas

redes reais.

Porém, no início da década de 1990, com o aumento da capacidade dos computadores e

ao acesso à banco de dados de diversas áreas, tornou-se possível analisar o comportamento

de algumas propriedades de redes reais para maiores tamanhos de rede. Veri�cou-se

que este modelo não conseguia descrever algumas propriedades, como por exemplo, a

propriedade de mundo pequeno e a distribuição de grau. A primeira é caracterizada por

apresentar um distância média relativamente curta entre quaisquer dois nós na rede. A

segunda refere-se que a maioria das redes reais apresentam distribuições de grau do tipo lei

de potência, enquanto que o que foi previsto pelo modelo de Erdos e Renyi era do tipo de

Poisson (7). Com isso, foram propostos modelos que descrevem estas duas propriedades.

Em 1998, Watts e Strogatz propuseram um modelo que melhor descreve a proprie-

dade de mundo pequeno (8). Este é intermediário entre um modelo de rede regular e

uma aleatória, dependendo da probabilidade p religação entre nós. Este modelo também

descreve a transitividade, a qual é a tendência de formação de grupos, e tem uma melhor

aproximação com os valores empíricos observados. Em 1999, Barabási e Albert (9) pro-

puseram um modelo que consegue reproduzir uma distribuição de grau lei de potência,
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assim como é observado em redes reais.

Os trabalhos que relacionam EE e redes complexas de uma forma ou de outra, uti-

lizam como modelo de transporte de informação a caminhada aleatória (6), (10). Uma

caminhada aleatória em um grafo G, com início a partir de um vértice qualquer, é uma

sequência de escolhas aleatórias de vértices vizinhos à posição anterior. O problema da

caminhada aleatória em grafos foi primeiramente estudado por Pólya (1919). Pólya per-

cebeu a analogia existente entre a caminhada aleatória unidimensional e o jogo de cara

ou coroa. Em duas dimensões, com um bêbado vagando pelas ruas de uma cidade e, em

três dimensões, com o processo de difusão de uma gás na rede cristalina de um sólido

(11). A sua teoria clássica tem o enfoque em grafos regulares in�nitos. Os objetivos eram

responder à questões tais como: 'Se um caminhante aleatório está em um dado nó em

um determinado instante de tempo, ele retornará a este mesmo nó posteriormente? A

teoria recente está relacionada com grafos mais gerais, porém com uma quantidade de nós

�nita. Nela, pode-se obter a probabilidade de um caminhante chegar a um determinado

nó, seja qual for o nó de partida. Esta probabilidade é conhecida como estacionária, e

está relacionada com o espectro de autovalores da matriz adjacência desta rede, a qual

descreve as ligações entre os nós.

Uma classe de EE que foi estudada por meio de caminhada aleatória em redes com-

plexas é o congestionamento (10), (12). Nos trabalhos encontrados na literatura, existe

uma limitação na capacidade de armazenagem de caminhantes em um dado nó. Tam-

bém, é adotada uma taxa de criação de caminhantes, ou pacotes de informação, e uma

probabilidade de um determinado nó recusar caminhantes, o que ocorre para o caso da

capacidade máxima ter sido atingida. Nesta situação, diz-se que este nó está congesti-

onado. Como resultado são obtidos diagramas de fase que, dependendo dos valores de

parâmetros, podem apresentar fases com congestionamento, de �uxo livre ou mesmo de

coexistência entre as duas.

Outra abordagem para o estudo de EE em redes complexas também por meio de

modelos de caminhada aleatória, padrão ou por menores caminhos, é considerar como
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EE toda �utuação grande do tráfego normal de caminhantes nos nós de uma rede (6).

Neste caso, não é imposta uma capacidade de armazenagem para os nós. Os EE são

caracterizados como aqueles eventos em que um valor limite alto foi ultrapassado. No

trabalho de Kishore et. al (2011) (6), o limite adotado é proporcional ao tráfego neste nó,

isto é, toda vez que o número de caminhantes em um nó for superior a esse limite, este

evento é classi�cado como extremo. O resultado principal destes pesquisadores foi que os

nós com grau menor na rede estão mais propensos a ter EE quando comparados com os

nós mais conectados, apesar de que nesses, o tráfego médio de caminhantes é superior.

Também, outra característica observada foi que os tempos médios entre EE são menores

para os nós com grau menor. Estes resultados permanecem válidos, considerando uma

caminhada aleatória por menores caminhos na rede, onde os nós com menor centralidade

de intermediação são os mais propensos a ter EE. Estes resultados referem-se a uma rede

de escala livre.

O objetivo do presente trabalho é analisar o comportamento assintótico dos valores

máximos, mais especi�camente da distribuição de excedências, por meio da teoria clássica

de valores extremos. Também, reproduzir os resultados encontrados por Kishore et. al

(2011) (6) para EE em redes de escala livre, e estender e discutir para outras redes com

topologia aleatória, mundo pequeno e hierárquica, bem como para os tempos médios entre

eles, considerando a caminhada aleatória padrão e por menores caminhos.

Esta dissertação está estruturada da seguinte maneira: No capítulo 2 é apresentada

uma breve descrição dos conceitos básicos da teoria clássica de valores extremos: A distri-

buição de valores extremos generalizada (VEG) e a distribuição de Pareto generalizada.

A VEG contempla para alguns valores de parâmetros as distribuições de Gumbel, Fréchet

e Weibull que descrevem o comportamento assintótico dos valores máximos e mínimos. A

distribuição de Pareto generalizada descreve este comportamento das excedências de um

limite alto.

No capítulo 3 são abordadas algumas ferramentas matemáticas e tipos de redes com-

plexas, juntamente com suas propriedades principais, tais como a distribuição de grau, o
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coe�ciente de aglomeração e o espectro de autovalores.

No capítulo 4 são apresentados os conceitos básicos sobre caminhada aleatória clássica

em grafos e em redes complexas, e a aplicação na determinação das probabilidades de EE.

É demonstrada a relação existente entre a caminhada aleatória e o espectro de autova-

lores do grafo. Nos capítulos de revisão bibliográ�ca (1 ao 4) foram inseridas algumas

�guras elaboradas pelo autor, com o objetivo de tornar mais didática a apresentação dos

conceitos.

No capítulo 5 são apresentados os resultados obtidos e as discussões. Nos capítulos 6

e 7 apresentamos as conclusões e sugestões de trabalhos futuros, respectivamente.
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Capítulo 2

Eventos Extremos

2.1 Eventos Extremos

Eventos extremos (EE) ocorrem em ambientes naturais, tecnológicos e sociais. Po-

dem ser de origem natural ou causados pela ação do homem, ou mesmo por acaso. Estão

frequentemente associados com perdas de vida ou �nanceiras (4). Os EE são caracteriza-

dos por valores extremos, cuja probabilidade de ocorrência é pequena (1). Na linguagem

cotidiana, os EE são associados com características como raridade, extremismo e frequen-

temente com consequências catastró�cas. Estes tipos de fenômenos são estudados na

matemática, por meio da teoria clássica de valores extremos, que descreve o comporta-

mento assintótico de variáveis aleatórias adequadamente normalizadas (2).

Os EE foram estudados ao longo da trajetória da história humana: Os egípcios,

cerca de 5000 anos atrás, iniciaram uma cronologia dos níveis máximo e mínimo do rio

Nilo. Havia fome em épocas de seca e desastres devido a grandes inundações. Um �uxo

moderado no delta do Nilo era bené�co para a agricultura e a sociedade em geral; Outro

exemplo são os terremotos. O terremoto que ocorreu em Lisboa em 1755 deu início às

pesquisas nesta área na Europa. Na atualidade, EE atraem a atenção do público em geral

e de cientistas devido ao receio de que a magnitude e a freqüência de EE sejam aumentadas

devido a ação humana (4). A teoria de valores extremos teve seu início na década de 20,
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com trabalhos de R. Von Mises (1923), E.L Dodd (1923), L.H.C. Tippett (1925), R.A.

Fischer e M. Fréchet (1927), os quais obtiveram distribuições de valores máximos (1).

A teoria de valores extremos é um ramo da teoria de probabilidades que já está bem

estabelecido, principalmente devido a trabalhos como o de E.J. Gumbel, que trata dos

valores extremos (máximo e mínimo) de séries temporais �nitas. Estas séries provem de

variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas (i.i.d), aplicadas principal-

mente nas áreas da climatologia e hidrologia (5).

A principal a�rmação desta teoria é que se (Xn )n∈N é uma sequência de variáveis

aleatórias reais i.i.d. de máximos Mn ≡ max (X1, X2, ..., Xn ) , adequadamente padroni-

zada, possui uma distribuição limite quando n→∞. Esta distribuição pertence a um dos

três tipos padrão (Fréchet, Weibull e Gumbel), este resultado conhecido como Teorema

dos Tipos Extremos, foi enunciado pela primeira vez por Fisher e Tippet (1928) e depois

estendido por Gnedenko (1943)(4). Nesta seção é descrita a base do modelo da Teoria de

valores extremos que estuda o comportamento estatístico de:

Mn = máx{X1, X2, ...Xn}. (2.1)

As variáveis aleatórias X1, ..., Xn são independentes e tem em comum entre si, uma

função distribuição F. Na prática, Xn geralmente representam medidas em intervalos de

tempo regulares, como por exemplo, dados anuais de medidas do valor diário de precipi-

tação, como ilustrado na Fig. 2.1.
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Figura 2.1: Série temporal dos máximos anuais da quantidade de precipitação em
Fort Collins, Colorado, EUA (1900 a 1999).

Fonte: Adaptado de Reiss et. al (2007)(3).

Assim, Mn representa o valor máximo do processo ao longo do tempo depois de n

observações (2). Nesta teoria, a distribuição dos valores de Mn pode ser obtida para

todos os valores de n:

Pr{Mn ≤ z} = Pr{X1 ≤ z,X2 ≤ z..., Xn ≤ z} = Pr{X1 ≤ z}...P r{Xn ≤ z} = {F (z)}n.

(2.2)

No entanto, na prática isto não é muito útil, devido à função F ser desconhecida. Uma

forma para contornar este problema é usar as técnicas padrão da estatística para estimar

F a partir de dados coletados, porém, uma pequena discrepância na estimativa de F pode

gerar uma diferença considerável em F n. Outra alternativa é ainda considerar F como

desconhecida e procurar aproximações para famílias de F n, as quais podem ser estimadas

com base somente nos dados extremos. Este procedimento é análogo à prática usual da

obtenção da distribuição de médias de uma amostra por uma distribuição normal, usando
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o teorema do limite central (1).

Na teoria de valores extremos a distribuição assintótica de Mn não degenerada deve

pertencer a uma das três possíveis famílias, independentemente da função distribuição

original. Além disso, não é necessário o conhecimento detalhado da natureza de F para

se determinar a forma limite, isto é, o 'domínio de atração' a que ela pertence (13).

A distribuição deMn pode ser degenerada quando n→∞, ou seja, os valores máximos

podem se repetir para diferentes instantes de tempo. Para evitar esse problema realiza-se

a padronização nesta variável, como segue:

M∗
n =

Mn − bn
an

. (2.3)

Escolhas adequadas de sequência de constantes {an} e {bn} estabilizam a localização

e a escala de M∗
n quando n aumenta, evitando os problemas que Mn apresenta. Assim

observa-se a distribuição limite de M∗
n com {an} e {bn} adequadas, em vez de Mn.

2.1.1 Teorema dos Tipos Extremos

As possíveis distribuições limite para M∗
n são dadas pelo teorema abaixo (2):

Teorema 1: Se existem sequências de constantes an > 0 e bn, tal que Pr
{
Mn − bn
an

≤ z

}
→

G(z) quando n→∞ , onde G é uma função distribuição não degenerada, então G pertence

a uma das seguintes famílias:

(Tipo I) G(z) = exp

{
−exp

[
−
(
z − b
a

)]}
, −∞ ≤ z ≤ ∞; (2.4)

(Tipo II) G(z) =


0 se z ≤ b,

exp

{
−
(
z − b
a

)−α}
, se z > b.

(2.5)
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(Tipo III) G(z) =


exp

{
−
[
−
(
z − b
a

)α]}
, se z < b.

1, se z ≥ b;

(2.6)

para parâmetros a > 0, b e para os caso das famílias (II) e (III), α ≥ 0.

O Teorema 1 garante que a distribuição de (Mn − bn) /an converge para uma das três

famílias rotuladas por (I), (II) e (III), que são denominadas distribuições de valores extre-

mos. Estas são conhecidas como famílias de Gumbel, Fréchet e Weibull, respectivamente,

onde cada uma possui uma posição e um parâmetro de escala b e a. As famílias de Fréchet

e Weibull possuem um parâmetro de contorno α. Este teorema pode ser considerado como

análogo ao teorema do limite central, pois quando Mn é normalizado com as sequências

adequadas an e bn, a sua distribuição limite converge para um dos três tipos padrão de

distribuição de valores extremos (2).

2.1.1.1 Distribuição de Valores Extremos Generalizada

Os três tipos de limites no Teorema 1 possuem diferentes formas e comportamentos,

correspondendo ao formato da cauda da função distribuição F (13). Em aplicações iniciais

da teoria de valores extremos, é comum adotar uma das três famílias que mais se aproxime

dos dados coletados, e então estimar os parâmetros da distribuição. A inferência para

estes parâmetros presume que esta escolha é a correta. A melhor forma de análise é

a reformulação do modelo no Teorema 1, combinando as três famílias em uma forma

generalizada, da seguinte maneira (2):

G(z) = exp

{
−
[
1 + ξ

(
z − µ
σ

)]−1/ξ
}
, (2.7)

de�nido no conjunto
{
z : 1 + ξ

(
z − µ
σ

)
> 0

}
, onde os parâmetros satisfazem

−∞ ≤ z ≤ ∞, σ > 0 e −∞ ≤ ξ ≤ ∞.



24

Esta é a família de distribuições de valores extremos generalizada (VEG) que possui

três parâmetros: Um parâmetro de posição, µ; um de formato , ξ e um de escala, σ. Os

tipos II e III das classes de distribuição de valores extremos correspondem respectivamente

aos casos ξ > 0 e ξ < 0, e o subconjunto de VEG, com ξ = 0, pode ser interpretado como

o limite de ξ → 0, que corresponde a função distribuição de Gumbel.

Esta uni�cação das três famílias originais de distribuição de valores extremos em uma

única família simpli�ca a implementação estatística, por meio da inferência de ξ, e com

os dados coletados pode ser determinado qual família é mais apropriada. Assim, pode-se

reescrever o Teorema 1 da seguinte forma (2):

Teorema 2: Se existem sequências de constantes an > 0 e bn tal que Pr
{
Mn − bn
an

≤ z

}
→

G(z) quando n→∞ , onde G é uma função distribuição não degenerada, então G pertence

a família VEG:

G(z) = exp

{
−
[
1 + ξ

(
z − µ
σ

)]−1/ξ
}
, (2.8)

de�nido em
{
z : 1 + ξ

(
z − µ
σ

)
> 0

}
, onde os parâmetros satisfazem −∞ ≤ z ≤ ∞,

σ > 0 e −∞ ≤ ξ ≤ ∞.

Uma forma para aproximar a distribuição VEG é a partir de uma série de observações

independentes X1, X2, ..., onde os dados são alocados em blocos de tamanho n su�cien-

temente grande, gerando uma série máximos em cada bloco, Mn,1, ...,Mn,m, em que a

distribuição VEG pode ser ajustada. Uma ilustração das famílias VEG são apresentadas

nas Figs. 2.2 e 2.3 (5).
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Figura 2.2: Densidade de Gumbel (linha contínua) e duas densidades de Fréchet
com ξ = 0, 28 e ξ = 0, 56.

Fonte: Adaptado de Beirlant et. al (2004) (5)

Figura 2.3: Densidade de Gumbel (linha contínua) e duas densidades de Weibull
com ξ = −0, 28 e ξ = −0, 56.

Fonte: Adaptado de Beirlant et.al (2004)(5)
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2.1.1.2 Modelo Assintótico para Valores Mínimos

Para algumas aplicações, existe a necessidade de modelos para descrever observações

extremamente pequenas, ao invés de extremamente grandes. Como exemplo, para mode-

los de falhas em sistemas estes podem ser construídos tal que o tempo médio de vida útil

do sistema seja igual ao tempo médio de um número n de componentes individuais. Assim,

o tempo médio de vida dos sistemas como um todo é então M̂n = min {X1, X2, ..., Xn},

onde Xi denota o tempo médio das componentes individuais. Assumindo que a variável

aleatória Xi é independente e identicamente distribuída, os mesmos argumentos aplica-

dos para Mn permanecem válidos para M̂n, levando a uma distribuição limite para a

distribuição de M̂n adequadamente normalizada (2).

Pode-se também obter os mesmos resultados a partir dos correspondentes da distri-

buição de Mn. Seja Yi = −Xi, para i = 1, 2, ..., n, o sinal (-) indica que pequenos valores

de Xi correspondem a valores grandes de Yi. Portanto, se M̂n = min {X1, X2, ..., Xn} e

Mn = max {Y1, Y2, ..., Yn}, então M̂n = −Mn, e desta forma, para um n su�cientemente

grande, tem-se:

Pr{M̂n ≤ z} = Pr{−Mn ≤ z} = Pr{Mn ≥ −z} = 1− Pr{Mn ≤ −z}, (2.9)

Pr{M̂n ≤ z} ≈ 1− exp

{
−
[
1 + ξ

(
−z − µ
σ

)]−1/ξ
}

=

= 1 - exp

{
−
[
1− ξ

(
z − µ̂
σ

)]−1/ξ
}
, (2.10)

de�nido em
{
z : 1− ξ

(
z − µ̂
σ

)
> 0

}
, onde µ̂ = −µ. Esta é a distribuição de VEG para

os valores mínimos. Isto é formalizado no seguinte teorema (2):

Teorema 3: Se existem sequências de constantes an > 0 e bn tal que Pr

{
M̂n − bn
an

≤ z

}
→

Ĝ(z) quando n→∞, onde Ĝ é uma função distribuição não degenerada, então Ĝ pertence
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a família de distribuição VEG para valores mínimos:

Ĝ(z) = 1− exp

{
−
[
1− ξ

(
z − µ̂
σ

)]−1/ξ
}
. (2.11)

de�nido em
{
z : 1− ξ

(
z − µ̂
σ

)
> 0

}
, onde os parâmetros satisfazem −∞ ≤ µ ≤ ∞,

σ > 0 e −∞ ≤ ξ ≤ ∞.

2.1.2 Modelos para Excedências de um Valor Limite

Seja X1, ..., Xn uma sequência de variáveis aleatórias independentes e identicamente

distribuídas que possuem uma função distribuição F. Pode-se considerar Xi como um

evento extremo se este exceder um alto valor limite q. Denotando um termo arbitrário na

sequência Xi por X, a descrição do comportamento estocástico de eventos extremos será

dada pela probabilidade condicional (2):

Pr{X > q + y|X > q} =
1− F (q + y)

1− F (q)
y > 0. (2.12)

Se a distribuição F é conhecida, então a distribuição dos limites de excessos tam-

bém será conhecida. Como em situações práticas não conhecemos F, devemos considerar

aproximações para a distribuição dos máximos.

2.1.2.1 Modelo de Caracterização Assintótica

Teorema 4: Seja X1, ..., Xn uma sequência de variáveis aleatórias independentes que

possui uma função distribuição F, e seja Mn = max{X1, ..., Xn}. Denotando um termo

arbitrário na sequência Xi por X e supondo que F satisfaz o Teorema 2, então para n

su�cientemente grande temos (2):

Pr{Mn ≤ z} ≈ G(z), (2.13)
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onde

G(z) = exp

{
−
[
1 + ξ

(
z − µ
σ

)]−1/ξ
}
. (2.14)

para algum µ, σ > 0 e ξ. Então, para q su�cientemente grande a função distribuição de

(X − q ) , condicionada ao fato que X > q é aproximadamente:

H(y) = 1−
(

1 +
ξy

σ̂

)−1/ξ

. (2.15)

de�nida em
{
y : y > 0 e

(
1 +

ξy

σ̂

)
> 0

}
onde σ̂ = σ + ξ(q − µ).

A família de distribuições de�nida na Eq. (2.15) é denominada Família de Pareto

Generalizada. O parâmetro ξ é dominante no comportamento qualitativo da distribuição,

pois se ξ < 0, a distribuição de excessos possui um limitante superior q − σ̂/ξ; se ξ ≥ 0

não possui um limitante superior e considerando o limite ξ → 0, tem-se (2):

H(y) = 1− exp
(
−y
σ̂

)
. (2.16)

correspondendo a uma distribuição exponencial com parâmetro 1/σ̂.

Prova: Seja X uma função distribuição de F. A partir da hipótese do Teorema 2,

para um n su�cientemente grande temos (2):

F n(z) ≈ exp

{
−
[
1 + ξ

(
z − µ
σ

)]−1/ξ
}
, (2.17)

para alguns parâmetros µ, σ > 0 e ξ. Portanto:

n logF (z) ≈ −
[
1 + ξ

(
z − µ
σ

)]−1/ξ

, (2.18)

Mas para z su�cientemente grande, a expansão em série de Taylor fornece:
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logF (z) = −{1− F (z)}, (2.19)

Substituindo na equação anterior, e fazendo z = q tem-se:

1− logF (q) ≈ 1

n

[
1 + ξ

(
q − µ
σ

)]−1/ξ

, (2.20)

para q su�cientemente grande. De forma análoga, para y > 0 tem-se:

1− logF (q + y) ≈ 1

n

[
1 + ξ

(
q + y − µ

σ

)]−1/ξ

, (2.21)

Substituindo as equações (2.20) e (2.21) em (2.12) tem-se:

Pr {X > q + y|X > q} ≈

1

n

[
1 + ξ

(
q + y − µ

σ

)]−1/ξ

1

n

[
1 + ξ

(
q − µ
σ

)]−1/ξ
=

[
1 +

ξy

σ̂

]−1/ξ

. (2.22)

onde σ̂ = σ + ξ (q − µ).

O Teorema 4 indica uma forma de construir um modelo para valores extremos. Os

dados brutos consistem em uma sequência de medidas independentes e identicamente dis-

tribuídas. Os EE são identi�cados de�nindo um alto valor limite q, em que as excedências

são {xi : xi > q}. Indicando essas excedências por x(1), ..., x(k) e de�nindo as alturas

yj = xj − q, para j = 1, ..., k, os valores de yj podem ser considerados como variáveis

aleatórias independentes cuja distribuição pode ser aproximada por um membro da fa-

mília generalizada de Pareto. A inferência consiste em ajustar os valores das excedências

observadas à essa família.

No capítulo 4, descrevemos o trabalho de Kishore et. al (6), que estudaram as pro-

babilidades de EE em redes complexas, onde foi adotado o valor limite q como sendo
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proporcional ao tráfego de caminhantes aleatórios nos vértices desta rede. Na Fig 2.4 é

ilustrado por meio de uma simulação de caminhada aleatória em uma rede complexa, o

processo de classi�cação de eventos como sendo extremos em um determinado vértice,

conforme o trabalho de Kishore et. al (6). Para este vértice os valores determinados por

meio da simulação para o tráfego médio e o valor limite q é igual a 2 e 8 caminhantes,

respectivamente. Assim, se em um instante de tempo o número de caminhantes neste

vértice excede o limite q = 8 caminhantes, o evento correspondente é classi�cado como

extremo (conforme itens 4.3 e 5.1.1).

Figura 2.4: Ilustração da determinação das excedências do valor limite q por meio
de caminhada aleatória em uma rede complexa.

Fonte: O autor
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Capítulo 3

Redes Complexas

3.1 Redes Complexas do Mundo Real

Uma ampla variedade de sistemas com alta importância tecnológica e intelectual po-

dem ser descritos por estruturas complexas com o formato de teia (7). Com o aumento

da capacidade e popularidade dos computadores, principalmente durante a década de 90,

tornou-se possível o acesso e a análise de várias bases de dados de diversas áreas. Isso

permitiu a comparação de redes do mundo real com os modelos de rede já existentes, em

particular com o modelo de Erdös e Renyi (ER) (14) .

Para tentar descrever de uma forma satisfatória uma rede de mundo real por meio de

um modelo, várias quantidades e medidas foram propostas. Contudo, três conceitos ainda

ocupam um lugar privilegiado na ideia de redes complexas: as propriedades de mundo

pequeno, aglomeração e distribuição de grau (7). A propriedade de mundo pequeno

descreve o fato de que a maioria das redes apresentam uma distância média pequena

entre quaisquer dois nós na rede, sendo a distância entre eles de�nida como o número

de arestas ao longo do menor caminho que os conectam. A propriedade de aglomeração,

que é quanti�cada pelo coe�ciente de aglomeração, é comum em redes sociais. Esta, é

a tendência de formação de cliques, isto é, círculos de amizades e conhecidos, em que

todos os membros se conhecem. A terceira propriedade, a distribuição de grau, descreve
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o fato que os nós em uma rede, em geral não possuem o mesmo grau. O espalhamento do

número de arestas por nó é caracterizado por uma função distribuição P (K), que fornece

a probabilidade de um nó selecionado aleatoriamente possuir exatamente K arestas.

Alguns exemplos de redes de mundo real são: redes de computadores onde as conexões

são físicas, uma aresta existe entre dois nós (computadores) na rede se eles são �sicamente

ligados por um cabo; redes tecnológicas que são as redes de transmissão de energia elétrica;

redes de telefonia; redes de transportes; redes tecnológicas virtuais e WWW de páginas

HTML, onde não existem conexões físicas; redes sociais que consistem em interações

sociais entre indivíduos (amizades, relações de trabalho) e redes biológicas, como por

exemplo, as que representam cadeias alimentares etc (15). Muitas destas redes apresentam

distribuição de grau do tipo lei de potência (7).

3.2 Ferramentas Matemáticas de Redes

3.2.1 Redes e suas Representações

Uma rede, também denominada grafo na literatura matemática, é uma coleção de

vértices ligados por arestas. Um grafo é formado por um par de conjuntos G = {V,E},

onde V é o conjunto dos N nós (ou vértices, ou pontos) e E é o conjunto das arestas

que conectam dois elementos de V (7). Vértices e arestas são também chamados de nós e

links na ciência da computação, sítios e conexões na física e atores e relações na sociologia

(15). Quando dois nós estão conectados por mais do que uma aresta, dizemos que existem

arestas múltiplas, já quando um nó está conectado com ele mesmo, dizemos que existe

um laço. Uma rede que não possui arestas múltiplas e laços é chamada de rede simples

ou grafo simples. Caso existam arestas múltiplas, o grafo é um multigrafo.

O Estudo formal da teoria de grafos tem sua origem no século 18, com Leonard Euler

(1707-1783), cujos trabalhos iniciais concentravam-se em grafos pequenos e com alto grau

de regularidade. Euler, em 1735, resolveu o problema das sete pontes de Konisgsberg

(atual Kaliningrado, na Rússia). Nesta cidade existiam sete pontes que conectavam duas
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ilhas e as margens do rio Pregel (atual Rio Pregolia) conforme a Fig. 3.1 (16):

Figura 3.1: (a)Ilustração da cidade de Konisgsberg com as sete pontes. (b) Situação
simpli�cada pelo grafo, onde as arestas são as pontes e os nós são as porções de

terra.

Fonte: Adaptado de Newman (2010)(15).

O problema consistia na seguinte questão: é possível andar por toda a cidade de

modo a passar por todas as pontes uma única vez? Euler percebeu que o comprimento

das pontes não importava, mas sim, quais porções de terra elas ligavam. Com isso ele

conseguiu simpli�car o problema, como pode ser visto na Fig. 3.1(a). Assim, Euler

mostrou que o problema não tinha solução, veri�cando o número de conexões de cada nó

(grau), pois neste grafo todos os nós possuíam grau ímpar. Um problema deste tipo tem

solução somente se o grafo possuir zero ou dois nós com grau ímpar (para o primeiro caso

o ponto de partida é o mesmo de chegada).

3.2.2 Matriz Adjacência

Existem várias formas de representar uma rede matematicamente, uma delas é através

da sua matriz adjacência. Para um grafo simples com N vértices, a matriz adjacência é

uma matriz quadrada de ordem N, de�nida da seguinte maneira:

Aij =

 1 se existe uma aresta entre i e j.

0, caso contrário;
(3.1)

Como, por exemplo, temos o grafo gerado no software R (17) com o pacote igraph
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(18) na Fig. 3.2:

Figura 3.2: Grafo não direcionado com N = 5 nós e E = 6 arestas.

Fonte: O autor.

A sua respectiva matriz adjacência A é dada por:

A =



0 0 1 0 1

0 0 0 1 1

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1

1 1 0 1 0


(3.2)

Para um grafo não direcionado a matriz adjacência é simétrica, e para um grafo sem

laços os elementos da diagonal principal são nulos. Também é possível representar um

grafo com arestas múltiplas e com loops usando a matriz adjacência. Uma aresta múltipla

é representada na matriz pela sua multiplicidade, por exemplo, uma aresta dupla entre os

vértices i e j é representada Aij = 2, e arestas que formam laços, o elemento correspondente

na diagonal da matriz é Aii = 2, pois esta aresta possui duas extremidades (15).

3.2.3 Redes Direcionadas

Uma rede direcionada ou um grafo direcionado, também denominado dígrafo, é um

grafo no qual existe uma direção para as arestas, apontando de um vértice para outro.

Dentre as redes de mundo real, algumas são direcionadas, como por exemplo, redes de
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cadeia alimentar predador-presa e redes de citações.

A matriz adjacência neste caso, é de�nida por:

Aij =

 1 se existe uma aresta a partir de j para i.

0, caso contrário;
(3.3)

Notamos que a direção da aresta é a partir do segundo índice para o primeiro, essa

convenção é mais conveniente matematicamente (15). Em geral a matriz adjacência de

um grafo direcionado não é simétrica.

Figura 3.3: Grafo direcionado com N = 5 nós e E = 4 arestas.

Fonte: O autor.

A sua respectiva matriz adjacência A é dada por:

A =



0 1 1 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


(3.4)

3.2.4 Hipergrafos e Redes Bipartidas

Em alguns tipos de redes as arestas podem ligar mais que dois vértices ao mesmo

tempo. Em redes sociais, como por exemplo, as famílias em uma grande comunidade

podem ter elementos em comum e a melhor forma de representar esta situação é através

da utilização de arestas que ligam mais que dois nós. Tais arestas são denominadas
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hiperarestas e a rede correspondente são os hipergrafos. Em sociologia estas redes são

chamadas redes de a�liação (15).

O conjunto de vértices conectados por hiperarestas em um hipergrafo também pode

ser representado de forma mais conveniente por um grafo bipartido, também chamado

de rede de dois modos na sociologia. Em tais redes existem dois conjuntos de vértices,

um representando os vértices originais e outro representando os grupos nos quais eles

estão inseridos. Por exemplo, uma rede de atores e �lmes em que eles atuaram pode ser

representada por uma rede bipartida, considerando o conjunto de atores e um conjunto de

�lmes, onde cada ator está conectado por uma aresta a um �lme em que atuou. Também

podemos construir uma rede, a partir da rede bipartida, considerando as ligações entre

atores, onde existirá uma aresta entre dois atores se eles atuaram juntos em um �lme

(19).

Figura 3.4: (a) Hipergrafo com 5 nós.(b) Respectivo grafo bipartido.

Fonte: Adaptado de Newman (2010) (15).

A equivalente matriz adjacência para grafos bipartidos é a matriz retangular, deno-

minada matriz incidência. Se n é o número de pessoas ou outros participantes da rede,

e g é o número de grupos, então a matriz incidência B é de ordem g por n, de�nida da

seguinte maneira:

Bij =

 1 se o vértice j pertence ao grupo i.

0, caso contrário;
(3.5)
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3.2.5 Grau

O grau de um vértice i, denotado por Ki em um grafo, é o numero de arestas conec-

tadas a ele. Para uma rede não direcionada com N vértices, o grau pode ser escrito em

termos da sua matriz adjacência (16):

Ki =
N∑
j=1

Aij. (3.6)

Cada aresta não direcionada em um grafo possui duas extremidades, e se existem E

arestas, então no total existem 2E extremidades de arestas, porém, o número de extremi-

dades é igual ao somatório dos graus de todos os nós na rede:

2E =
N∑
i=1

Ki, (3.7)

O grau médio 〈K〉 de um grafo não direcionado é dado por:

〈K〉 =
1

N

N∑
i=1

ki =
2E

N
. (3.8)

Em um grafo não direcionado simples (que não possui arestas múltiplas ou laços), o

número máximo de arestas é dado por

N
2

 = N (N − 1) /2. Assim, podemos de�nir a

densidade ρ de um grafo, como a fração de arestas realmente existentes pelo número total

de possíveis arestas:

ρ =
EN
2


=

2E

N (N − 1)
=
〈K〉
N − 1

. (3.9)

Onde 0 ≤ ρ ≤ 1. Uma rede para a qual ρ tende a uma constante quando N → ∞,

é dita ser densa. Nestas redes, a fração de elementos não nulos na matriz adjacência
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permanece constante quando a rede aumenta. A rede em que ρ → 0 quando N → ∞, é

dita esparsa (15).

As redes em que todos os vértices apresentam o mesmo grau são denominadas regu-

lares. Em uma rede regular em que todos os vértices possuem mesmo grau K, algumas

vezes são denominadas K - regular. Como exemplo de redes regulares, temos as redes

triangulares (K=3) e quadradas (K=4).

Para redes direcionadas, cada vértice possui dois tipos de graus, o de entrada Kent

e o de saída Ksai. Como para um grafo direcionado, o elemento na matriz adjacência é

Aij = 1, se existe uma aresta a partir de j até i, os graus de entrada e saída são:

Kent
i =

N∑
j=1

Aij, (3.10)

Ksai
j =

N∑
i=1

Aij, (3.11)

O número de arestas E em um grafo direcionado é igual ao número total de arestas

de entrada de todos os vértices e também igual ao número total de arestas de saída de

todos os vértices, assim:

E =
N∑
i=1

Kent
i =

N∑
j=1

Ksai
j =

∑
i

∑
j

Aij. (3.12)

O grau médio de entrada é igual ao grau médio de saída em um rede direcionada:

〈Kent〉 =
1

N

N∑
i=1

Kent
i =

1

N

N∑
j=1

Ksai
j = 〈Ksai〉. (3.13)

Assim, denotando o grau médio por 〈K〉 obtem-se:

〈K〉 =
E

N
. (3.14)
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3.2.6 Caminhos

Um caminho em uma rede é uma sequência de vértices tal que cada par de vértices

consecutivos são conectados por uma aresta. Em uma rede não direcionada, as arestas

podem ser percorridas em qualquer direção, porém para redes direcionadas, estas devem

ser percorridas na direção correta. O comprimento de um caminho é o número de arestas

que devem ser percorridas, sendo que estas podem ser percorridas mais de uma vez (20).

Figura 3.5: Um caminho de comprimento três em um grafo.

Fonte: O autor.

Pode-se calcular o número de caminhos de comprimento l na rede: para um grafo

simples, o elemento da matriz adjacência é Aij = 1 se existe uma aresta ligando os

vértices i e j, caso contrário Aij = 0, portanto o produto AikAkj = 1 se existe um caminho

de comprimento 2 ligando os vértices i a j passando por k, e é igual a zero, caso contrário.

Assim, o número de caminhos de comprimento 2 a partir de i para j passando por algum

outro vértice será dado por:

N
(2)
ij =

N∑
k=1

AikAkj = A2. (3.15)

De modo geral, o número de caminhos de comprimento l é então (16);

N
(l)
ij = Al. (3.16)

Podemos classi�car os caminhos em: geodésicos, Eulerianos ou Hamiltonianos. Ca-
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minhos geodésicos ou menores caminhos são aqueles com menor comprimento (distância

geodésica) que conectam dois vértices na rede, isto é, o menor valor de l tal que Al > 0

(15). Podemos de�nir o diâmetro de um grafo através da maior distância geodésica que

conectam dois vértices quaisquer e se existirem vértices isolados o diâmetro é in�nito. Um

caminho Euleriano é um caminho que percorre cada aresta apenas uma vez, ao passo que,

um caminho Hamiltoniano é um caminho que visita cada vértice apenas uma vez (14).

3.3 Medidas de Centralidade

Uma grande quantidade de trabalhos relacionados a redes se concentram no tema

centralidade, isto é, em como quanti�car o quão central é um determinado vértice, no

sentido de importância nesta rede (21). Nesta seção são descritas algumas das medidas

mais utilizadas na literatura de redes complexas.

3.3.1 Centralidade de Grau

A medida mais simples de centralidade de um vértice na rede é simplesmente o seu

grau, ou seja, a quantidade de arestas desse vértice. Em redes direcionadas, os vértices

possuem um determinado grau de entrada e um grau de saída. Embora o grau de um

vértice seja uma medida simples de centralidade, ele pode fornecer um bom indicador

desta, como por exemplo, em redes sociais é razoável supor que os indivíduos que sejam

mais conectados sejam os mais in�uentes e que tenham um maior acesso à informações

(14).

3.3.2 Centralidade por Autovetor

A centralidade por autovetor, proposta primeiramente por Bonacich em 1987, é uma

extensão da centralidade pontual determinada pelo grau de um vértice. Este tipo de

centralidade leva em conta também a importância dos vizinhos deste vértice, fornecendo
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um índice que é proporcional aos índices de seus vizinhos (15).

Para deduzir uma expressão para a centralidade por autovetor xi de um vértice i,

supõe-se que xi = 1 para todo i, e assim pode-se determinar x
′
i, que é de�nida como a

soma das centralidades de seus vizinhos. Então:

x
′

i =
∑
j

Aijxj. (3.17)

onde Aij é um elemento da matriz adjacência. Podemos escrever esta expressão na

forma matricial x
′

= Ax, onde x é um vetor cujas componentes são as centralidades dos

vértices vizinhos. Repetindo o processo, depois de t iteradas, o vetor de centralidade x(t)

será dado por (15):

x(t) = Atx(0), (3.18)

Pode-se escrever x(0) como sendo a combinação linear dos autovetores da matriz

adjacência:

x(0) =
∑
i

civi, (3.19)

Portanto:

x(t) = At
∑
i

civi =
∑
i

ciλ
t
ivi = λt1

∑
i

ci

(
λi
λ1

)t
vi. (3.20)

onde λi são os autovalores da matriz adjacência A, e λ1 sendo o maior deles. Como

λi/λ1 ≤ 1, todos os termos no somatório tendem a zero quando t → ∞ e assim x(t) →

c1λ1v1. Assim, o vetor de centralidades é proporcional ao autovetor principal da matriz

adjacência e pode-se escrever:

Ax = λ1x, (3.21)
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Assim tem-se que a centralidade de autovetor de um vértice i será dada por:

xi = λ−1
1

∑
j

Aijxj. (3.22)

Este tipo de centralidade pode assumir valores altos para alguns vértices devido a

presença de muitos vizinhos, ou devido a vizinhos importantes ou ambos.

3.3.3 Centralidade de Intermediação

A centralidade de intermediação é ferramenta essencial para a análise de redes soci-

ais, pois é a medida de centralidade mais adotada para mensurar a importância de um

determinado vértice na rede (21). Esta medida de centralidade foi proposta por Freeman

(1977), e fornece a importância de um vértice baseado na sua posição na rede. Como

visto no item anterior, o grau de um vértice é uma medida de centralidade, porém, nem

sempre ele determina a importância de um determinado vértice. Como exemplo, podemos

considerar uma pequena rede destacando dois vértices A e B com o mesmo grau, como

na Fig. (3.6). Se removermos o vértice B, somente dois vértices serão desconectados,

porém, removendo o vértice A, uma grande quantidade de vértices serão desconectados,

indicando que o vértice A é o mais importante do que o vértice B (14).

Figura 3.6: A centralidade de intermediação do vértice A é maior do que a do
vértice B, apesar de os dois possuírem o mesmo grau

Fonte:Adaptado de Cohen et.al (2010) (14).

A centralidade de intermediação de um determinado vértice v ∈ G é baseada na

contagem dos menores caminhos através deste, da seguinte maneira (21):
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b(v) =
∑

s 6=v 6=t∈V

σst(v)

σst
. (3.23)

onde σst é a quantidade de menores caminhos que ligam todos os pares de vértices,

e σst (v) é a quantidade de menores caminhos que ligam todos os pares de vértices que

passam por v.

Os vértices com uma alta centralidade de intermediação podem ter uma considerável

in�uência dentro da rede, pois por eles passam uma maior quantidade de informação se

comparados com os demais vértices. Removendo alguns desses vértices pode-se também

interromper a comunicação entre alguns vértices, devido ao alto número de caminhos que

passam por eles (22).

3.3.4 Centralidade de Proximidade

A centralidade de proximidade é uma medida de centralidade que leva em conta a

distância média de um vértice a todos os outros da rede. Supondo que dij é o comprimento

do menor caminho entre i e j, ou seja, o número de arestas ao longo do caminho. Então

a distância média entre i e j, calculada para todos outros j vértices da rede será dada por

(15):

lij =
1

n

∑
j

dij. (3.24)

Os vértices que possuem uma distância média pequena aos outros vértices na rede,

podem ter um acesso maior às informações e in�uenciar diretamente outros vértices. Em

uma rede social, por exemplo, uma pessoa com uma distância média pequena em relação

as outras, pode levar suas opiniões para uma quantidade maior de pessoas da comunidade

mais facilmente que outras pessoas com distância média maior. Desde que baixos valores

de li indicam uma maior centralidade, pode-se de�nir a centralidade de proximidade como

o inverso da distância média (21):
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Ci =
1

li
=

n∑
j dij

. (3.25)

3.4 Modelos para Redes Complexas

A teoria de grafos tem sido a principal ferramenta para o estudo de redes complexas.

Até a metade do século passado, esta teoria se concentrava em grafos regulares, porém,

no �nal da década de 50, com trabalhos dos matemáticos Húngaros Paul Erdös e Alfred

Renyi, a teoria dos grafos tornou-se mais probabilística e algorítmica (7). O modelo de

grafos aleatórios proposto por Erdös e Renyi para descrever redes grandes de mundo real

guiou as pesquisas sobre redes complexas por algumas décadas.

3.4.1 Redes Aleatórias: Modelo de Erdös e Renyi

Em geral um grafo aleatório é um modelo de rede em que algum conjunto especí�co

de parâmetros toma valores �xos, mas a rede é aleatória em outros aspectos. Um exemplo

simples de um grafo aleatório é considerar uma rede em que �xamos o número de vértices

N e de arestas E, e assim conectamos pares de vértices de forma aleatória, não permitindo

arestas múltiplas e laços. Este modelo é conhecido como modelo G(N,E) (15).

No primeiro artigo fundamental sobre grafos aleatórios, Erdös e Rényi de�nem um

grafo aleatório como N nós rotulados conectados por E arestas, que são escolhidas alea-

toriamente a partir de N(N − 1)/2 possíveis arestas. No total existem CE
N(N−1)/2 grafos

com N nós e E arestas formando o espaço amostral. Uma de�nição alternativa para grafo

aleatório é a partir do modelo binomial: inicia-se com N nós, onde cada par de nós é

conectado com uma probabilidade p. Assim, o número total de arestas é uma variável

aleatória com o valor esperado E(E) = p
N(N − 1)

2
(7).

Uma das propriedades estudadas por Erdös e Renyi foi o surgimento de subgrafos.

Um grafo G1 que possui um conjunto P1 de nós e um conjunto E1 de arestas é um subgrafo

do grafo G = {P,E} se todos os nós de P1 são também nós de P e todas as arestas de E1
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são também arestas de E. Exemplos simples de subgrafos são ciclos, árvores e subgrafos

completos. Um ciclo de ordem k é um percurso fechado com k arestas tais que cada duas

arestas consecutivas possuem um nó comum. Gra�camente um triângulo é um ciclo de

ordem 3 e um retângulo é um ciclo de ordem 4. O grau médio de um ciclo é igual a 2,

pois cada nó possui duas arestas. Grafos com característica de árvores, são opostos aos

ciclos, pois não possuem percursos fechados. Um grafo é uma árvore de ordem k se possui

k nós e k − 1 arestas. O grau médio de uma árvore de ordem k é 〈k〉 = 2 − 2/k, que é

aproximadamente 2 para árvores grandes. Um subgrafo completo de ordem k contém k

nós e todas as possíveis k(k − 1)/2 arestas, isto é, um grafo totalmente conectado (7).

A distribuição dos graus máximo e mínimo de grafos aleatórios foi obtida a Erdös e

Rényi e a distribuição completa foi obtida em 1981 por Bollobás (7). Para redes aleatórias

ela segue uma distribuição de Poisson para N grande, fornecendo a probabilidade de ao

ser sorteado aleatoriamente um nó no grafo, este possua grau K.

Para a determinação da distribuição de grau de uma rede aleatória, notamos que um

vértice pode ser conectado com probabilidade p a no máximo N − 1 vértices. Assim, a

probabilidade de um dado vértice ser conectado com outros K vértices é dada por (15):

pK =

N − 1

K

 pK (1− p)N−1−K . (3.26)

Assim G (N, p) possui uma distribuição de grau binomial. Muitas redes tendem a

ter um grau médio aproximadamente constante quando N é muito grande, por exemplo,

a quantidade de amigos de uma pessoa não depende do número de pessoas no mundo.

Considerando o fato de que o grau médio de uma rede aleatória é 〈K〉 = (N − 1)p, isto é,

p =
〈K〉
N − 1

, então tem-se a seguinte aproximação para N →∞:

ln (1− p)N−1−K = (N − 1−K) ln (1− p) = (N − 1−K) ln

(
1− 〈K〉

N − 1

)
(3.27)
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Expandindo o logaritmo em série de Taylor tem-se:

ln (1− p)N−1−K ≈ − (N − 1−K)
〈K〉
N − 1

≈ −〈K〉, (3.28)

pois N − 1� K, portanto:

ln (1− p)N−1−K = −〈K〉 (1− pN−1−K = e−〈K〉 N →∞, (3.29)

Considerando novamente N →∞, tem-se:

N − 1

K

 =
(N − 1)!

K! (N − 1−K)!
=

(N − 1) . (N − 1− 1) .... (N − 1−K + 1)

K!
, (3.30)

Como N � K:

N − 1

K

 =
(N − 1)K

K!
, (3.31)

Assim, substituindo (3.29) e (3.31) em (3.26) teremos:

pK =
(N − 1)K

K!
pKe−〈K〉 =

(N − 1)K

K!

(
〈K〉
N − 1

)K
e−〈K〉 = e−〈K〉

〈K〉K

K!
. (3.32)

No limite quando N é grande, a distribuição de grau do modelo G (N, p) tende a uma

distribuição de Poisson (7) como se pode veri�car na Fig. 3.7.

Portanto, nesse tipo de rede uma grande parte dos nós, apresentam conectividade

próxima ao valor do grau médio. A diferença entre os valores do grau máximo e mínimo

é relativamente pequena. Estes fatos são ilustrados na Fig. 3.8.
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Figura 3.7: Distribuição de grau de uma rede aleatória .

Fonte: Adaptado de Barabási e Albert (2002) (7).

Figura 3.8: Rede aleatória no modelo de ER com p = 0, 2 e N = 30 nós.

Fonte: O autor.
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Conectividade e Diâmetro

O diâmetro de uma grafo é a máxima distância entre quaisquer pares de vértices. Para

um grafo que possui vértices isolados o diâmetro pode ser considerado in�nito. O diâmetro

d de grafos aleatórios é proporcional a ln(N)/ ln (〈K〉), isto é, depende do logaritmo do

número de nós (7):

d =
ln (N)

ln pN
=

ln (N)

ln (〈K〉)
. (3.33)

Também podemos calcular a distância média entre os pares de vértices, ou o compri-

mento de caminho médio l. Como esperado, este é proporcional ao número de nós, da

mesma maneira que o diâmetro (7):

l ≈ ln (N)

ln (〈k〉)
. (3.34)

Coe�ciente de Aglomeração

O coe�ciente de aglomeração C é a medida da transitividade da rede. É de�nido

como a probabilidade de dois vizinhos de um dado vértice também serem vizinhos um

do outro (23). Redes complexas reais exibem um alto coe�ciente de aglomeração (7). Se

considerarmos um vértice de uma rede aleatória e seus primeiros vizinhos, a probabilidade

de que dois desses vizinhos também sejam conectados é igual a probabilidade de que

dois vértices selecionados aleatoriamente sejam conectados. Portanto, o coe�ciente de

aglomeração de um grafo aleatório é (15):

C = p =
〈k〉
N
. (3.35)
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3.4.2 Redes Mundo Pequeno

3.4.2.1 Modelo de Watts e Strogatz (WS)

Uma das mais conhecidas características de redes de mundo real é a transitividade ou

aglomeração, a qual é mensurada pelo coe�ciente de aglomeração C, e está relacionada

com a probabilidade de dois vizinhos de um vértice serem também vizinhos um do outro.

Para uma rede aleatória, quando N → ∞, o coe�ciente de aglomeração tende a zero.

Porém, este resultado é muito menor que o observado em redes reais (23). Uma outra

característica é que em média a distância entre quaisquer dois nós na rede é relativamente

pequena. Esta quantidade é mensurada pelo comprimento de caminho médio l. Em 1998,

Watts e Strogatz propuseram um modelo de rede que consegue reproduzir estas duas

propriedades (8). O algoritmo para construção dessa classe de redes é o seguinte: inicia-

se com uma rede regular, como um anel por exemplo, e com uma probabilidade p, um

nó escolhido aleatoriamente na rede é religado com algum outro nó. Esse processo insere

ligações de longo alcance, o que implica em um baixo valor de l. No entanto, a estrutura

regular da rede original permanece, e assim a transitividade é alta. Este modelo possui

características intermediárias de uma rede regular e uma aleatória, como é ilustrado na

Fig. 3.9. O alto coe�ciente de aglomeração pode ser veri�cado pela presença de diversos

triângulos na rede (Fig. 3.10).

Figura 3.9: Procedimento de religação de arestas em uma rede regular

Fonte: Adaptado de Watts e Strogatz (1998)(8).
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Figura 3.10: Rede mundo pequeno no modelo de Watts e Strogatz com p = 0, 05 e
N = 30 nós.

Fonte: O autor.

Este modelo possui suas raízes em sistemas sociais, onde a maioria das pessoas são

amigas de seus vizinhos imediatos, vizinhos na mesma rua, escola etc. Em outro sentido,

cada pessoa tem um amigo em algum lugar distante, em outras cidades ou países, que são

representados pelas arestas de longo alcance obtidas pelo religamento no modelo de WS.

Uma variante do modelo original de WS foi proposto em 1999 por Newman e Watts

(24). A diferença básica neste modelo é que com uma probabilidade p adicionamos arestas

("atalhos") entre dois vértices escolhidos de forma aleatória na rede, mantendo a rede

regular original.

3.4.3 Redes de Escala Livre

3.4.3.1 Modelo de Barabási e Albert

Resultados empíricos demonstram que muitas redes grandes são de escala livre, isto é,

elas seguem uma distribuição de grau do tipo lei de potência para um grande K. O surgi-

mento de distribuições de grau do tipo lei de potência foi rastreada por dois mecanismos

que faltam no modelo clássico de redes aleatórias. Primeiro, a maioria das redes crescem

pela adição de novos nós que se ligam aos já presentes no sistema, e continuamente elas
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se expandem pela adição de novos nós. Segundo, a grande parte de redes reais apre-

sentam um comportamento de ligação preferencial, isto é, os novos nós adicionados irão

conectar-se com maior probabilidade aos nós com maior conectividade na rede. Assim,

estas redes possuem poucos nós com grau alto e a maioria apresentam grau baixo. Este

fato é ilustrado na Fig. 3.11.

Figura 3.11: Rede de Escala Livre no modelo de Barabási e Albert com N = 30 nós.

Fonte: O autor.

Crescimento e ligação preferencial são os ingredientes fundamentais deste modelo, o

qual possui uma distribuição de grau do tipo lei de potência. O algoritmo para gerar uma

rede de escala livre é o seguinte (9):

Crescimento: Iniciando com um pequeno conjunto (m0) de nós, em cada instante de

tempo adicionamos um novo nó com m ≤ m0 arestas que ligam o novo nó a m nós já

presentes no sistema;

Ligação preferencial: A probabilidade de que o novo nó conecte-se a um nó i é pro-

porcional ao grau ki tal que:

Π(ki) =
ki∑
j kj

. (3.36)

As propriedades dinâmicas do modelo de escala livre podem ser obtidas através de
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algumas aproximações analíticas. A teoria do continuum proposta por Barabási e Albert

(1999) (9) foca na dinâmica do grau dos nós.

Teoria do continuum: Esta aproximação calcula a dependência temporal do grau ki

de um dado nó i. Este grau irá aumentar a cada instante de tempo devido a entrada de

novos nós no sistema que se ligam ao nó i, sendo a probabilidade deste processo Π(ki).

Assumindo que ki é uma variável real contínua, é esperado que a taxa com que ki varia

seja proporcional a Π(ki). Assim, ki satisfaz a equação:

∂ki
∂t

= mΠ(ki) = m
ki∑N−1
j=1 kj

. (3.37)

A soma no denominador é sobre todos os nós no sistema, exceto o novo nó introduzido,

e seu valor é
∑

j kj = 2mt−m, assim temos:

∂ki
∂t

=
ki
2t
. (3.38)

A solução desta equação, com a condição inicial que cada nó i introduzido possua ki(ti) =

m, é:

ki(t) = m

(
t

ti

)β
, (3.39)

com β =
1

2
.

Esta equação indica que o grau de todos os nós evoluem da mesma maneira, seguindo

uma lei de potência.

A probabilidade de que um nó possua grau ki(t) menor que k, P (ki(t) < k) pode ser

escrita como

P (ki(t) < k) = P (ti >
m1/βt

k1/β
). (3.40)

Assumindo que os nós são adicionados em intervalos de tempo iguais na rede, os
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valores de ti possuem uma densidade de probabilidade constante.

P (ti) =
1

m0 + t
, (3.41)

Substituindo na equação (3.40), obtemos:

P (ti >
m1/βt

k1/β
) = 1− m1/βt

k1/β(m0 + t)
. (3.42)

A distribuição de grau pode ser obtida como:

P (k) =
∂

∂k
P [ki(t) < k] =

1

β

m1/βt

m0 + t

1

k1/β+1
, (3.43)

Quando t→∞, temos:

P (k) ∼ 2m2k−3. (3.44)

Na Fig. 3.12 é apresentada a distribuição de grau obtida para uma rede com N =

300000 nós.

Assim, neste modelo a distribuição de grau é do tipo lei de potência P (k) ∼ k−γ

com γ → 3. No entanto, para redes de mundo real, os valores para este expoente estão

entre 2 ≤ γ ≤ 3 (7). Existem algumas variações para este modelo. Uma delas adota a

probabilidade de ligação preferencial ainda linear, mas com um deslocamento A, ou seja,

(25):

Π(i) =
ki + A∑
j (kj + A)

. (3.45)

Com isso, a distribuição de grau é do tipo lei de potência P (k) ∼ k−γ, com o expoente

γ dado por (14):

γ = 3 + A/m A > −m. (3.46)
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Figura 3.12: Distribuição de grau de redes de escala livre no modelo de Barabási e
Albert com N = 300000 nós. O coe�ciente angular da reta tracejada é -2,9.

Fonte: O autor.

Com essa probabilidade de ligação preferencial, a distribuição de grau é uma lei de

potência com γ dado em função do parâmetro A com valores 2 ≤ γ ≤ ∞. A outra variante

adota a probabilidade de ligação preferencial não linear dada por Krapivsky et al. (2001)

(26):

Π(i) =
kαi∑
j k

α
j

. (3.47)

Para este caso existem 3 regimes possíveis (14): O sublinear, para α < 1, α = 1

e o superlinear com α > 1. No primeiro caso, a distribuição de grau possui um corte

exponencial. O segundo recupera o modelo original de Barabási e Albert, e para o terceiro

tem-se uma situação em que a maioria dos nós estão conectados a um único nó (14).
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3.4.3.2 Redes Hierárquicas

Muitas redes de mundo real compartilham as propriedades de serem redes de escala

livre e um alto coe�ciente de aglomeração. Foi demonstrado que as duas características são

consequências da organização hierárquica, em que pequenos grupos de nós se organizam de

forma hierárquica formando redes maiores (27). Estes autores propuseram modelos para

construção de tais redes de forma hierárquica (28) ou determinística (29), e mostraram

analiticamente que a distribuição de grau segue uma lei de potência P (k) ∼ k−γ, com o

expoente γ = 1 +
ln 5

ln 4
≈ 2, 16 e γ =

ln 3

ln 2
≈ 1, 58 respectivamente.

A construção das redes nos dois modelos apresentados se dá de forma iterativa. Para

o modelo proposto em (28), inicia-se em t = 0 com um grafo completo com N = 5 nós,

sendo o nó central denominado nó raiz. Em t = 1 são construídas 4 réplicas e então são

conectados todos os nós periféricos com o nó raiz, gerando uma rede com N = 25 nós.

Em t = 2 novamente são construídas 4 réplicas da rede do instante anterior, e todos os

nós periféricos são conectados com o nó raiz gerando uma rede com N = 125 nós. Esse

procedimento pode ser repetido para um número qualquer de passos, e assim a rede é

construída de forma iterativa como é mostrado na Fig. 3.13:

A rede gerada possui um alto coe�ciente de aglomeração C ≈ 0, 743 e a distribuição

de grau é do tipo lei de potência com γ = 1 +
ln 5

ln 4
≈ 2, 16 obtido numericamente, como

pode ser veri�cado na Fig. 3.14 (28).
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Figura 3.13: Processo para construção de uma rede hierárquica.

Fonte: Adaptado de Ravász e Barabási (2003) (28).

Figura 3.14: Distribuição de grau de uma rede hierárquica.

Fonte: Adaptado de Ravász e Barabási (2003) (28).
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Para o modelo proposto em (29), a construção da rede é feita de modo análogo, porém

a rede é iniciada em t = 0 com apenas um nó (raiz), e a cada iterada adicionamos duas

réplicas da rede na iterada anterior. Em geral, na n-ésima iterada, adicionamos duas

réplicas da rede da iterada anterior, com 3n−1 nós cada uma, e conectamos os 2n nós

inferiores com o nó raiz, conforme Fig. 3.15. A distribuição de grau para esta rede segue

uma lei de potência com γ =
ln 3

ln 2
≈ 1, 58.

Figura 3.15: Rede determinística.

Fonte: Adaptado de Barabási et. al (2001) (29).
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3.4.4 Espectro de Autovalores de Redes Complexas

3.4.4.1 Matriz Adjacência e o Espectro de um Grafo

Um grafo G pode ser representado pela sua matriz adjacência A(G) onde Aij = 1 se

os vértices i e j são conectados e, caso contrário, Aij = 0. O espectro de autovalores de

um grafo é o conjunto de autovalores de sua matriz adjacência e ele fornece informações

sobre as suas propriedades estruturais (14).

A densidade espectral é a densidade de autovalores ρ(λ) de sua matriz adjacência, e

pode ser escrita como (30):

ρ(λ) =
1

N

N∑
j=1

δ(λ− λj). (3.48)

que converge para uma função contínua quando N →∞. λj é o j-ésimo maior autovalor

de sua matriz adjacência.

A densidade espectral pode ser relacionada diretamente com as propriedades topoló-

gicas do grafo, onde o k-ésimo momento pode ser escrito como:

Mk =
1

N

N∑
j=1

(λ)k =
1

N
Tr(Ak) =

1

N

∑
i1,i2...,ik

Ai1,i2Ai2,i3 ...Aik,i1 . (3.49)

3.4.4.2 Espectro de Redes Complexas: Lei do Semicírculo

A forma geral da lei do semicírculo para matrizes simétricas é a seguinte: Se ANxN

é uma matriz real, simétrica e não correlacionada com 〈Aij〉 = 0 e 〈A2
ij〉 = σ2 para cada

i 6= j, e se com o aumento de N os demais momentos permanecem �nitos, então, quando

N → ∞, a densidade espectral limite ou a densidade e autovalores de A/
√
N converge

para a distribuição semicircular (14) e (30):

ρ(λ) = (2πσ2)−1
√

4σ2 − λ2 se |λ| < 2σ. (3.50)
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A matriz adjacência de grafos não segue as condições da lei de Wigner, pois o valor

esperado de seus elementos é uma constante diferente de zero. Porém, para grafos aleató-

rios no modelo de ER, a distribuição espectral normalizada converge para a distribuição

semicircular, conforme pode ser visualizado na Fig. 3.16 (30).

Figura 3.16: Densidade espectral para um grafo aleatório com p = 0, 05. Na �gura
inserida: A densidade espectral decai exponencialmente, onde F é a função

distribuição espectral cumulativa.

Fonte: Adaptado de Farkas et. al (2001) (30).

Vemos que o autovalor principal (maior autovalor λ1), está afastado dos demais. Ou

seja, ele cresce mais rapidamente que {λ2, ...λN} pois λ1 cresce com N enquanto os demais

são proporcionais a
√
N . Para as regiões onde λ ≈ ±2

√
Np (1− p), a densidade espectral

decai exponencialmente quando N →∞. Este fato é mostrado na Fig. 3.16 inserida. Para

redes de mundo pequeno, temos uma situação análoga, pois no limite p = 1 temos uma

rede aleatória de ER e, portanto, a convergência para a lei de Wigner (30).

Considerando redes de escala livre, sem = m0 = 1 a rede é, por de�nição, uma árvore.

Assim, o seu espectro é simétrico e, portanto λ1 = −λN (7). Para m > 1, o autovalor

principal λ1 é deslocado dos demais autovalores. O conjunto {λ2...λN} converge para uma

função contínua no formato triangular para valores normalizados de λ e possui cauda tipo
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lei de potência, o que pode ser veri�cado na Fig. (3.17). Assim o espectro de autovalores

de uma rede com escala livre não segue a lei do semicírculo de Wigner (30).

Figura 3.17: Densidade espectral para rede com escala livre no modelo de Barabási
e Albert com m = m0 = 5. Na �gura inserida: A densidade espectral possui um

decaimento do tipo lei de potência.

Fonte: Adaptado de Farkas et. al (2001) (30).

Assim, alguns tipos de redes complexas apresentam o espectro de autovalores simétrico

e outras assimétrico. Esta propriedade tem grande in�uência no problema de caminhada

aleatória nessas redes, conforme será abordado no capítulo seguinte.
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Capítulo 4

Caminhada Aleatória em Redes

Complexas

4.1 Caminhada Aleatória em Grafos

Um passo de uma caminhada aleatória em um grafo G, iniciado em um vértice i, é

realizado escolhendo algum vértice j do conjunto de vizinhos de i de forma aleatória. O

passo seguinte se dá pela escolha aleatória de algum vizinho de j, e assim sucessivamente.

A repetição deste processo inde�nidamente caracteriza uma caminhada aleatória no grafo

(Fig. 4.1).

O problema clássico de um caminhante errante nas ruas de uma cidade foi primei-

ramente estudado por Pólya (1919) (31). Ele percebeu a analogia entre o problema da

caminhada aleatória em uma dimensão com o jogo de cara e coroa; Em duas dimensões,

com uma pessoa caminhando sem rumo nas ruas de uma cidade e, em três dimensões,

com o processo de difusão de um gás na rede cristalina de um sólido (11).

A teoria clássica está concentrada em grafos simples, porém in�nitos. Estuda o com-

portamento qualitativo da caminhada, onde as principais questões propostas são: pode-se

a�rmar que um caminhante aleatório retornará com certeza absoluta ao ponto de partida,

isto é, a probabilidade de retorno é igual a 1? Se isto é verdade, ele retorna in�nitas
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Figura 4.1: Caminhada aleatória em um grafo.

Fonte: O autor.

vezes? G. Pólya (1921) provou que se a caminhada aleatória for realizada em uma rede

d-dimensional, então o caminhante retornará com certeza ao ponto de início, e in�nitas

vezes, se d = 1 ou d = 2. Esta caminhada é denominada recorrente ou persistente. No

entanto, se d ≥ 3 o retorno acontecerá um número �nito de vezes. Esta caminhada é dita

transiente (31).

Uma caminhada aleatória em um grafo não direcionado pode ser vista como uma

cadeia de Markov �nita e reversível no tempo. Já quando a caminhada ocorre em um

grafo regular, está relacionada com uma cadeia de Markov simétrica (32).

A teoria recente de caminhada aleatória concentra-se em grafos mais gerais, porém

�nitos, e estuda o seu comportamento de forma quantitativa (11). Nesta teoria algumas

questões de interesse são: quanto tempo um caminhante leva para retornar ao ponto de

partida? E qual é o tempo necessário para ele chegar a outro nó qualquer? Quão rápido a

distribuição dos caminhantes tende a uma distribuição limite? Algumas destas questões

serão tratadas a seguir.
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4.2 Caminhada Aleatória em Redes Complexas

Considere uma rede �nita, conectada e não direcionada com N nós e E arestas. As

ligações entre os nós são descritas pela matriz adjacência A, cujos elementos Aij são 1 ou

0, dependendo se os nós i e j forem conectados por uma aresta ou não.

A principal equação para a caminhada aleatória em tempo discreto em um grafo é

dada por (14):

Pt+1(i) =
∑
j

Pt(j)

kj
. (4.1)

Esta representa a probabilidade do caminhante estar no instante t+ 1 no nó i, em função

da probabilidade de ele estar no instante anterior em algum nó j vizinho de i.

Pode-se escrever esta equação em termos da matriz adjacência do grafo, considerando

que a probabilidade do caminhante saltar do nó i para o nó j é Aij/Ki. Assim, a Eq.

(4.1) para a probabilidade do n-ésimo salto de um caminhante, iniciando a partir de um

nó i no tempo t = 0, até um tempo t+ 1, é escrita como segue:

Pij(t+ 1) =
∑
k

Akj
Kk

Pik(t). (4.2)

Considerando o vetor πt = (Pt(1), Pt(2)..., Pt(N))t o qual fornece as probabilidades de

um caminhante estar em cada um dos nós no instante t, pode-se escrever a Eq. (4.2) na

forma matricial:

πt+1 = Mπt, (4.3)

ondeM = DA, A é a matriz adjacência do grafo e D é uma matriz diagonal com o i-ésimo

elemento igual a 1/Ki.

A con�guração no instante t = τ pode ser obtida a partir do seu estado inicial:

πτ = M τπ0. (4.4)
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Se o grafo for conectado, isto é, não existirem componentes isoladas, a solução da Eq.

(4.4) será (14):

πj =
Kj

2E
. (4.5)

Este vetor é denominado vetor de probabilidade estacionário e corresponde ao au-

tovetor de M com autovalor 1. A dedução do resultado apresentado na Eq. (4.5) está

relacionada ao fato da matriz M ser assimétrica, a menos que o grafo G seja regular.

Isto implica que os autovetores à esquerda e à direita não são iguais. Para contornar este

problema, considera-se a matriz P = D1/2AD1/2 = D−1/2MD1/2, onde P é simétrica e,

portanto, com autovetores à esquerda e à direita iguais. Assim esta pode ser escrita na

forma espectral (33):

P =
N∑
k=1

λkvkv
T
k , (4.6)

onde λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λN são os autovalores de P e v1 ,v2 ... , são os correspondentes

autovetores. O vetor wi =
√
Ki é um autovetor de P com o autovalor 1, pois Pwi = 1wi,

e como ele é positivo, pelo Teorema de Frobenius-Perron temos que λ1 = 1 > λ2 ≥ ... ≥

λN ≥ −1 e que v1 =
(

1/
√

2E
)
w =

√
Ki/2E =

√
π(i), pois:

vi =
wi

‖wi‖
=

wi√∑N
i

(√
Ki

)2
=

wi√∑N
i Ki

=
1√
2E

wi, (4.7)

Assim, a matriz M pode ser escrita da seguinte forma:

M t =
(
D1/2PD−1/2

)t
= D1/2P tD−1/2 =

N∑
k=1

λtkD
1/2vkv

T
kD
−1/2. (4.8)

Portanto,

M t = λt1D
1/2v1v

T
1D
−1/2 +

N∑
k=2

λtkD
1/2vkv

T
kD
−1/2 = Q+

N∑
k=2

λtkD
1/2vkv

T
kD
−1/2. (4.9)
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onde Qij = π(j). Assim:

ptij = π(j) +
N∑
k=2

λtkvkivkj

√
Kj

Ki

. (4.10)

Para um grafo G não bipartido tem-se que λN > −1, e então |λk| < 1 para k =

2, 3, ..., N . Isto implica que (33):

ptij → π(j) =
Kj

2E
(t→∞). (4.11)

Outra maneira de veri�car a Eq. (4.5) é escrevendo a expressão para a probabilidade

de transição Pij(t), de forma iterativa a partir da equação (4.2), do seguinte modo (34):

Pij(t) =
∑

j1,j2,...,jt−1

Aij1
Ki

.
Aj1j2
Kj1

...
Ajt−1j

Kjt−1

, (4.12)

Comparando as expressões para Pij e Pji nota-se que:

KiPij = KjPji, (4.13)

Isto se deve à rede ser não direcionada. Para a solução estacionária, esta equação

implica que KiP
∞
j = KjP

∞
i , e portanto tem-se que:

P∞j = lim
n→∞

Pij(n) = pj =
Kj

2E
. (4.14)

Logo, a distribuição estacionária é diretamente proporcional ao grau de um nó, e isso

implica que quanto mais conectado é um determinado nó, mais caminhantes passarão por

ele.
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4.3 Estimativa de Probabilidades de EE em Redes Com-

plexas por Meio de Caminhada Aleatória

Eventos que assumem valores extremos, ou seja, que se afastam da média, são classi-

�cados como EE. Outra forma de caracterização de EE é por meio de excedências de um

valor limite alto. Em redes complexas, um tipo de EE que tem sido estudado é na forma

de congestionamentos (10), (35), (12), (36). Estes trabalhos são baseados em caminhadas

aleatórias nas redes. Em De Martino et. al (2009)(10), foi obtido um diagrama de fases

comparando as fases congestionada e a de �uxo livre. Neste trabalho, existe uma taxa de

criação de caminhantes p e uma probabilidade η de um nó recusar caminhantes, quando a

sua capacidade de armazenamento foi atingida. É possível observar pela Fig. 4.2 que, de-

pendendo dos valores destes parâmetros, tem-se uma região congestionada, uma de �uxo

livre e outra de coexistência, onde pode-se encontrar uma fração de nós congestionados

e os demais com �uxo livre coexistindo. A linha tracejada da Fig. 4.2 representa uma

transição de fase de segunda ordem, e a linha contínua, uma de primeira ordem.

Figura 4.2: Diagrama de fases entre a fase congestionada e a de �uxo livre.

Fonte: Adaptado de De Martino et. al (2009)(10).



67

Outra linha de trabalhos referente à EE foi proposta em 2011 por Kishore et. al (6).

Nestes, são considerados EE todos os valores que se afastem demasiadamente da média. O

modelo de transporte adotado é o da caminhada aleatória. A diferença entre este modelo

e os anteriores, é que o número total de caminhantes é �xo, ou seja, não há adição de novos

caminhantes na rede. Também não há restrição quanto à capacidade de armazenamento

para os nós. Neste caso, em um instante de tempo existiria uma probabilidade não nula

de que todos os caminhantes estivessem em um único nó.

Kishore et. al (2011) (6) consideraram que em um nó de grau K ocorreu um EE, se

neste passou uma elevada quantidade maior que q caminhantes em um instante de tempo,

isto é, se houve uma �utuação muito alta do tráfego normal de caminhantes. O modelo

proposto por estes autores é descrito a seguir:

Seja f(w) a probabilidade de que um nó de grau K possua w caminhantes. Consi-

derando que os caminhantes são independentes e não interagentes, a probabilidade de se

encontrar w caminhantes em um dado nó é pw, enquanto que o resto W − w dos cami-

nhantes são distribuídos em todos os outros nós. Este fato pode ser modelado por uma

distribuição binomial, dada por:

f(w) =

W
w

 pw(1− p)W−w. (4.15)

Como a média e a variância para uma distribuição binomial são dadas por x = np e

S2 = np(1− p), respectivamente (37), o número médio de caminhantes e a sua variância

para um dado nó com grau K podem ser escritos como:

< f >=
WK

2E
, (4.16)

S2 =
WK

2E

(
1− K

2E

)
, (4.17)
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Também, este fato pode ser mostrado da seguinte maneira:

< f >=
W∑
w=0

f(w)w =
W∑
w=0

W
w

 pw(1− p)W−ww. (4.18)

Mas,

wpw = p
∂

∂p
pw. (4.19)

Portanto,

< f >=
W∑
w=0

f(w)w =
W∑
w=0

W
w

 p
∂

∂p
pw(1− p)W−w, (4.20)

< f >= p
∂

∂p

W∑
w=0

W
w

 pw(1− p)W−w = p
∂

∂p
(p+ 1− p)W = pW (p+ 1− p)W−1, (4.21)

Logo,

< f >= Wp = W
K

2E
. (4.22)

Para a variância:

S2 = (w − w)2 = w2 − w2. (4.23)

Tem-se que:

w2 =< f >2= (Wp)2, (4.24)

e

w2 =
W∑
w=0

f(w)w2 =
W∑
w=0

W
w

 pw(1− p)W−ww2, (4.25)

Mas
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w2pw = p
∂

∂p

[
p
∂

∂p
pw
]
, (4.26)

Portanto,

w2 = p
∂

∂p

[
p
∂

∂p

] W∑
w=0

W
w

 pw(1− p)W−w = p
∂

∂p

[
p
∂

∂p

]
[p+ 1− p]W . (4.27)

Assim,

w2 = p
∂

∂p

{
p
[
W (p+ 1− p)W−1

]}
= (pW )2 +Wp(1− p) = w2 +Wp(1− p). (4.28)

Substituindo as Eqs. (4.24) e (4.28) na Eq. (4.23), tem-se:

S2 = Wp(1− p) = W
K

2E

(
1− K

2E

)
. (4.29)

Uma extensão para a Eq. (4.15) pode ser generalizada para levar em conta as �utu-

ações na quantidade de caminhantes. Suponha que o número total de caminhantes seja

uma variável aleatória uniformemente distribuída no intervalo [W −∆,W + ∆]. Então,

a probabilidade de se encontrar w caminhantes se torna:

f∆(w) =
2∆∑
j=0

1

2∆ + 1

W ′
+ j

w

 pw(1− p)W
′
+j−w. (4.30)

onde W
′
= W −∆. A média e a variância para esta distribuição serão:

〈f∆〉 = 〈f〉, (4.31)
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S2
∆ = 〈f∆〉

[
1 + 〈f∆〉

{
∆2

3W 2
+

∆

3W 2
− 1

W

}]
, (4.32)

Com base na teoria de valores extremos, as probabilidades de ocorrência de um EE

são muito pequenas, e estão tipicamente associadas com a cauda da distribuição de pro-

babilidades (1),(2). Contabilizando todas as excedências em um intervalo de tempo su�-

cientemente grande, pode-se inferir a probabilidade de EE, denotada por F (K), em um

nó com grau K:

F (K) = f∆(k) + f∆(k + 1) + ...+ f∆(W
′
+ j), (4.33)

onde k = bqc+ 1 e W
′
+ j é o número total de caminhantes. Portanto, tem-se:

F (K) =
2∆∑
j=0

1

2∆ + 1

W
′
+j∑

k=bqc+1

W ′
+ j

k

 pk (1− p)W
′
+j−k . (4.34)

Kishore et. al (2011)(6) de�niram também o valor limite q para cada nó dependendo

do tráfego de caminhantes que passa por este nó da seguinte forma:

q = 〈f〉+ cS, (4.35)

onde c é um número real.

A Eq. (4.34) não foi escrita de uma forma fechada, porém, para o caso particular com

∆ = 0, ela pode ser reescrita da seguinte forma:

F (K) =
W∑

k=bqc+1

f(k) = Ip (bqc+ 1, w − bqc) , (4.36)

onde Ip é a função beta incompleta regularizada (38).

Kishore et. al (2011)(6) também investigaram os intervalos de retorno de EE. Isto

é, tendo ocorrido um EE, daqui a quando tempo em média ocorrerá um novo EE. Para
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determinar esta quantidade foi considerado que os eventos em cada nó não estavam cor-

relacionados, pois os caminhantes não interagiram entre si. Foram de�nidas as seguintes

probabilidades P (t): probabilidade de um nó �car um tempo t sem a ocorrência de EE

e, F (K)dt, a probabilidade de que em um nó de grau K ocorra um EE entre t e t + dt.

Assim, a probabilidade de um nó �car um tempo t+ dt sem EE será dado por:

P (t+ dt) = P (t) (1− F (K)dt) , (4.37)

A solução geral desta equação é:

P (t) = C0e
−F (K)t. (4.38)

onde C0 é uma constante. Mas, considerando P (0) = 1, tem-se que C0 = 1. Logo:

P (t) = e−F (K)t. (4.39)

De�nindo P (t)dt como a probabilidade de que um nó, depois de �car um tempo t sem

EE, sofra um EE no intervalo de tempo entre t e t+ dt, vem:

P (t) = e−F (K)tF (K)dt, (4.40)

O tempo médio entre EE será dado por 〈τ〉 =
∫∞

0
tP (t)dt, assim :

〈τ〉 =

∫ ∞
0

te−F (K)tF (K)dt (4.41)

Cuja solução é:

〈τ〉 =
1

F (K)
. (4.42)
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A distribuição de recorrência temporal será:

P (t) = e−t/〈τ〉. (4.43)

Portanto, na medida em que o tempo passa, a probabilidade de um determinado nó

�car sem sofrer algum EE diminui.
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Capítulo 5

Resultados e Discussões

Para a construção de algumas redes complexas e análise de suas propriedades, foi

utilizado o software R (17) e o pacote igraph (18). Somente as redes hierárquicas foram

construídas conforme o algoritmo de Ravasz e Barabási (28).

5.1 Caminhada Aleatória Padrão

Para todas as simulações de caminhada aleatória, a posição inicial de cada caminhante

foi escolhida aleatoriamente e um tempo transiente de 103 passos foi permitido para cada

caminhante, para a estabilização da caminhada. Em seguida, observou-se por um intervalo

de 106 passos a quantidade de caminhantes a cada instante em cada um dos nós para,

determinar o número de caminhantes médio, 〈f〉, e o respectivo desvio padrão S.

5.1.1 Distribuição de Excedências

Foi implementada uma caminhada aleatória em redes complexas por t = 3, 65x106

passos, para a determinação da média e o desvio padrão do número de caminhantes em

um nó com grau K. Assim, foi adotado para o número total de caminhantesW = 2E, onde

E é o número total de arestas, e o valor limite, q = 〈f〉+4S foi adotado para a classi�cação

de eventos como extremos, de forma análoga ao trabalho de Kishore et al. (2011) (6).
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Foram investigadas redes com topologia aleatória, mundo pequeno e escala livre, onde foi

selecionado em cada uma destas um subconjunto de nós com grau mínimo e outro com

grau máximo. Em cada um desses subconjuntos foi escolhido um nó com centralidade

de intermediação máxima e mínima. Foi observada a quantidade de caminhantes a cada

instante somente neste nó escolhido, e toda vez que esta quantidade excedeu o limite

especi�cado, este evento foi classi�cado como extremo. O valor da excedência também foi

determinado. Este corresponde a diferença entre o valor observado e o valor limite.

Para a análise dos dados obtidos foi utilizado o pacote "extRemes"do software R (39),

(40). Esta ferramenta permite estimar os parâmetros ξ e σ da distribuição de excedências

(distribuição de Pareto generalizada), dada pela Eq.(2.15), bem como veri�car se existe

o regime exponencial dado pela Eq.(2.16). A veri�cação foi feita por meio do teste de

hipóteses de χ2 ao nível de signi�cância de α = 5%, com o objetivo de analisar a qualidade

do ajuste. Este teste requer uma amostra aleatória de tamanho n, obtida a partir de

uma população com distribuição de probabilidade desconhecida. Estas n observações são

dispostas em um histograma que possui k intervalos de classes. Seja Oi a frequência

observada no i-ésimo intervalo e a partir da distribuição em teste, a frequência esperada

neste intervalo foi calculada e denotada por Ei. Com isso, tem-se uma estatística de teste

calculada do seguinte modo (41):

X2
0 =

k∑
1

(Oi − Ei)2

Ei
. (5.1)

Se a população segue a distribuição em teste, então X2
0 segue uma distribuição de χ2

com ν = k − p − 1 graus de liberdade, onde p representa o número de parâmetros da

distribuição em teste. Não se aceita a hipótese de que a distribuição dos dados segue a

distribuição em teste se for obtido X2
0 > χ2

α,ν , onde χ
2
α,ν é denominado valor crítico, que

delimita as regiões de aceitação e não aceitação do teste, conforme pode ser visualizado

na Fig.(5.1).
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Figura 5.1: Teste de χ2 para veri�cação da aderência de dados amostrais a uma
dada distribuição. A área hachurada corresponde à região de não aceitação do teste.

Fonte: Adaptado de Montgomery et. al (41).

Para o nível de signi�cância e o grau de liberdade utilizados, o valor encontrado

para χ2
α,ν foi 3,84. A seguir são apresentadas ilustrações das redes que foram analisadas

(Figs.5.2 a 5.4), bem como os resultados obtidos (Tabelas 5.1 a 5.3). Os valores das

excedências, da estatística de teste X2
0 , e dos parâmetros σ e ξ correspondem à média

aritmética de três simulações.

A primeira rede analisada foi uma no modelo de Erdös e Renyi (7) com N = 100

nós, E = 255 arestas e probabilidade de ligação p = 0.07 (Fig 5.2). O número total

de caminhantes utilizado foi W = 510, distribuídos de forma aleatória nesta rede. O

número de excedências foi maior para os nós com grau menor (Tabela 5.1). Para os nós

com mesmo grau porém com centralidade de intermediação b distintas, esta quantidade

continuou superior para os nós com valores de b maiores. Para todos os casos, o valor da

estatística de teste X2
0 obtido foi sempre superior ao valor de χ2 = 3, 84 e, portanto, como

conclusão do teste, não se aceita a hipótese exponencial com ξ = 0. Como o valor de ξ foi

negativo, isto implica que a distribuição de excedências possui um limitante superior dado

por q − σ/ξ, conforme discutido no item (2.1.2.1). Como por exemplo, para os valores

contidos na primeira linha da Tabela 5.1, temos que q−σ/ξ = 11, 4, e assim, na respectiva

série temporal, foi possível observar no máximo 11 caminhantes neste nó.



76

Figura 5.2: Rede aleatória no modelo de Erdös e Renyi com N = 100 nós, E = 255
arestas e probabilidade de ligação p = 0, 07.

Fonte: O autor

Tabela 5.1: Teste de hipóteses para distribuição exponencial com ξ = 0. Simulação
com rede aleatória no modelo de Erdös e Renyi com N = 100 nós, E = 255 arestas e

probabilidade de ligação p = 0, 07.

K b q Excedências X2
0 σ ξ Conclusão

2 3,0 8 72 23,26 1,680 -0,490 N.A.
2 4,7 8 84 22,31 1,717 -0,440 N.A.
13 249,5 28 30 5,08 2,385 -0,434 N.A.
13 251,1 28 32 12,12 2,733 -0,745 N.A.

N.A.: não aceita a hipótese exponencial. Fonte: O autor

A segunda rede analisada foi uma de escala livre no modelo de Barabási e Albert

(9) com N = 100 nós, E = 189 arestas (Fig. 5.3) e com W = 378 caminhantes. No

processo de construção desta rede, cada novo nó adicionado a cada instante de tempo foi

conectado a dois nós já presentes nesta rede, isto é, m = 2. Observou-se somente um nó

com grau máximo (K=64) e uma grande quantidade de nós com grau mínimo. Esta é a

característica principal deste tipo de rede. Assim, veri�ca-se a partir da Tabela 5.2 que o

número de excedências foi novamente maior para os nós com grau menor.

Considerando os nós com menor grau, aquele com maior valor de b apresentou nova-
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mente o número de excedências superior. O valor de X2
0 obtido para estes nós foi superior

ao valor de χ2 = 3, 84 e, portanto, como conclusão do teste não se aceita a hipótese

exponencial com ξ = 0. No entanto, para o nó com grau máximo, o valor de X2
0 obtido

foi menor que χ2 = 3, 84. Assim, não se rejeita a hipótese exponencial e a distribuição

não é limitada. Porém, foram somente 15 excedências para realizar o ajuste, pois o limite

q = 94 é um valor que é muito maior que os demais limites.

Figura 5.3: Rede de escala livre no modelo de Barabási e Albert com N = 100 nós e
m = 2.

Fonte:O autor

Tabela 5.2: Teste de hipóteses para distribuição exponencial com ξ = 0 . Simulação
com rede de escala livre no modelo de Barabási e Albert com N = 100 nós e m = 2.

K b q Excedências X2
0 σ ξ Conclusão

2 0,0 8 88 24,68 1,765 -0,474 N.A.
2 89,0 8 93 26,45 1,662 -0,463 N.A.
64 4040,8 94 15 1,53 2,429 -0,347 N.R.

N.A.: não aceita a hipótese exponencial. N.R.: não rejeita a hipótese exponencial.
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A terceira rede analisada foi uma com topologia mundo pequeno no modelo de Watts

e Strogatz (8) com N = 100 nós, E = 199 nós e W = 398 caminhantes (Fig. 5.4). A

probabilidade de religação empregada foi p = 0, 05. Os resultados para esta rede são

apresentados na Tabela 5.3. Os valores X2
0 obtidos foram novamente superiores ao valor

de χ2 = 3, 84 para todos os casos. Analogamente, como para as demais redes, os nós com

menor conectividade apresentaram uma quantidade superior de excedências.

Figura 5.4: Rede mundo pequeno no modelo de Watts e Strogatz com N = 100 nós,
E = 199 arestas e probabilidade de religação p = 0, 05.

Fonte: O autor

Tabela 5.3: Teste de hipóteses para distribuição exponencial com ξ = 0. Simulação
com rede mundo pequeno no modelo de Watts e Strogatz com N = 100 nós,

E = 199 arestas e probabilidade de religação p = 0, 05.

K b q Excedências X2
0 σ ξ Conclusão

2 0 8 85 21,48 1,685 -0,395 N.A.
2 7,2 8 80 25,91 1,692 -0,474 N.A.
6 401,4 16 50 15,14 2,315 -0,542 N.A.
6 905,5 16 56 17,67 1,911 -0,532 N.A.

N.A.: não aceita a hipótese exponencial. Fonte: O autor
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5.1.2 Probabilidade de Evento Extremo

Foi implementada uma caminhada aleatória padrão nas redes complexas analisadas

para determinar a frequência de EE em nós com grau K. Para isto, inicialmente os

caminhantes foram aleatoriamente distribuídos na rede e um tempo transiente de 103

passos foi permitido para cada um deles, para a estabilização da caminhada. Em seguida,

foi observado a caminhada por 107 passos para a determinação da média e do desvio

padrão do tráfego em cada nó, permitindo assim a determinação do limite para EE q da

mesma maneira como em Kishore et al. (2011) (6). Com isso, novamente foi observada

a caminhada por mais 107 passos contabilizando somente as excedências do limite q em

cada nó e, ao �nal, foi calculada uma média para todos os nós com o mesmo grau. A

probabilidade de EE em função do grau K, F (K), foi obtida através da média aritmética

entre dez simulações para cada rede.

Na Figura (5.5) são apresentados os resultados das simulações juntamente com os

resultados analíticos para EE para redes com topologia aleatória no modelo de Erdös e

Renyi com N = 100, N = 500 e N = 1000 nós. Neste caso, o número total de caminhantes

adotado foi W = 2E e com �utuação ∆ = 0. Foi observada uma boa concordância entre

os resultados obtidos analiticamente e por meio das simulações.

A barra de erros indica que o afastamento dos valores obtidos para cada uma das dez

simulações é muito pequeno. Este fato se deve ao espectro de autovalores das matrizes

adjacências dessas redes. Para este tipo de rede o espectro não é simétrico, ou seja, o au-

tovalor principal λ1 se encontra afastado dos demais (30). Assim, o espectro da matrizM ,

de�nida na seção (4.2), apresenta os autovalores λ1 = 1 > λ2 > ... > λN > −1. Portanto,

esta rede não é bipartida, o que implica na convergência da probabilidade estacionária

dada pela Eq. (4.5). Os resultados obtidos mostram que os nós com grau menor na rede

são mais propensos a ter EE, quando comparados com os nós mais conectados.
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Figura 5.5: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E para
rede aleatória no modelo de Erdös e Renyi. Em (a)N = 100 nós, E = 255 arestas e
W = 510 caminhantes,(b)N = 500 nós, E = 4978 arestas e W = 9956 caminhantes,

(c) N = 1000 nós, E = 6149 arestas e W = 12298 caminhantes.

Fonte: O autor
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A distribuição de grau para este tipo de rede é Poissoniana, ou seja, existem poucos

nós com grau pequeno e com grau alto. Este fato explica a diferença observada na �gura

(5.5 c) para os nós com grau K = 4, entre o resultado analítico e o das simulações. Nesta

rede, o número de nós com grau K = 4 é pequeno, o que interfere no cálculo do tráfego

médio de caminhantes nestes nós. Mas, com o aumento do tempo das simulações, há uma

melhor concordância.

Resultados semelhantes foram obtidos considerando redes com topologia mundo pe-

queno, como no modelo de Watts e Strogatz e Newman e Watts, hierárquica no modelo

de Ravász e Barabási e escala livre no modelo de Barabási e Albert. Para a construção

deste última rede, cada novo nó adicionado a cada instante de tempo, foi conectado a dois

nós já presentes na rede, isto é, m = 2. Assim, todas estas redes e incluindo a de escala

livre também possuem os autovalores λ1 = 1 > λ2 > ... > λN > −1, ou seja, o espectro

de autovalores da matriz adjacência destas redes não é simétrico, o que indica que estas

redes não são bipartidas.

No entanto, assim como para as redes aleatórias, as redes do tipo mundo pequeno

apresentam uma diferença relativamente baixa na amplitude de grau, quando comparada

com redes de escala livre e hierárquica. Para aquelas redes os valores de F (K) entre os

nós com grau menor e maior apresentam uma diferença pequena se comparados com os

resultados para redes de escala livre e hierárquica. Estes resultados podem ser visualizados

nas Figs. (5.6) a (5.9).

Para a Fig.(5.6a), referente a uma rede no modelo de Watts e Strogatz com 100 nós,

há uma boa concordância entre o resultado analítico e a média entre as dez simulações.

Porém, nota-se por meio da barra de erros, uma diferença entre os resultados das simu-

lações para os nós com grau K = 1. Isto se deve ao fato de que existem poucos nós com

este grau na rede, in�uenciando assim na determinação do tráfego médio de caminhantes.

Novamente, aumentando o tempo das simulações, veri�ca-se a convergência dos resulta-

dos das simulações para o resultado analítico.
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Figura 5.6: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E para
rede mundo pequeno no modelo de Watts e Strogatz. Em (a)N = 100 nós, E = 199
arestas e W = 398 caminhantes, (b) N = 500 nós, E = 997 arestas e W = 1994
caminhantes, (c) N = 1000 nós, E = 2998 arestas e W = 5996 caminhantes.

Fonte: O autor
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Figura 5.7: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E para
rede mundo pequeno no modelo de Newman e Watts. Em (a)N = 100 nós, E = 302
arestas e W = 604 caminhantes, (b)N = 500 nós, E = 1513 arestas e W = 3026
caminhantes, (c) N = 1000 nós, E = 4502 arestas e W = 9004 caminhantes.

Fonte: O autor
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Figura 5.8: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E para
rede hierárquica no modelo de Ravász e Barabási. Em (a)N = 125 nós, E = 410
arestas e W = 820 caminhantes, (b)N = 625 nós, E = 2450 arestas e W = 4900

caminhantes.

Fonte: O autor
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Figura 5.9: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E para
rede de escala livre no modelo de Barabási e Albert com m = 2. Em (a)N = 100
nós, E = 189 arestas e W = 378 caminhantes, (b)N = 500 nós, E = 969 arestas e

W = 1938 caminhantes, (c) N = 1000 nós, E = 1979 arestas e W = 3958
caminhantes.

Fonte: O autor
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Na Fig.(5.10) é apresentado o resultado analítico e das simulações para redes de escala

livre no modelo de Barabási e Albert com N = 100, N = 500 e N = 1000 nós. Porém, no

processo de construção destas redes, cada novo nó adicionado a cada instante de tempo,

foi conectado a apenas um nó já presente nesta rede, isto é, m = 1. Assim, estas redes

são por de�nição do tipo árvores e possuem espectro de autovalores simétrico (7).

Ainda, a partir da Fig. (5.10) observa-se que o resultado principal permanece válido:

os nós na rede com grau K menor possuem uma probabilidade de EE maior quando

comparados com os nós mais conectados, mesmo considerando uma rede que apresente

os autovalores λ1 = 1 > λ2 > ... > λN ≥ −1 na sua matriz M . No entanto, existe uma

divergência entre o resultado das simulações e o analítico (Fig. 5.10). Neste caso, como

há também a presença do autovalor -1 no espectro de M , esta rede é bipartida (33).

Os nós de uma rede bipartida podem ser separados em dois subconjuntos, onde não

existem ligações entre nós no mesmo conjunto, e sim, somente entre nós de conjuntos

distintos. Assim, um caminhante aleatório que se encontra em um determinado conjunto

no instante t, no instante posterior t + 1 ele necessariamente estará no outro conjunto,

e assim �cará alternando entre esses dois conjuntos (14). Já para os nós maior grau na

rede, a diferença entre o resultado analítico e as simulações diminui. Nestes nós, o tráfego

médio de caminhantes é muito superior do que nos demais nós. Por isso, os resultados

das simulações aproximam-se do resultado analítico, mesmo considerando que, para estas

redes a quantidade nós com grau alto é pequena.

Foi implementada também a probabilidade de evento extremo dada pela a Eq. (4.34)

para algumas redes complexas com ∆ 6= 0, para veri�car se este resultado é robusto mesmo

quando existe uma �utuação no número total de caminhantes. Novamente, mesmo com

uma �utuação no número de caminhantes, os nós com grau menor são mais propensos a

ter EE. Nota-se também que para ∆ pequeno há uma boa concordância entre a simula-

ção de caminhada aleatória e o resultado analítico. Porém, à medida que esta �utuação

aumenta, os resultados divergem (Figs. 5.11 a 5.14).
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Figura 5.10: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E para
rede de escala livre no modelo de Barabási e Albert com m = 1. Em (a)N = 100
nós, E = 99 arestas e W = 198 caminhantes, (b)N = 500 nós, E = 499 arestas e

W = 998 caminhantes, (c) N = 1000 nós, E = 999 arestas e W = 1998 caminhantes.

Fonte: O autor
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Figura 5.11: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ 6= 0 e W = 2E para
rede aleatória no modelo de Erdös e Renyi com N = 100 nós.

Fonte: O autor

Figura 5.12: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ 6= 0 e W = 2E para
rede mundo pequeno no modelo de Watts e Strogatz com N = 100 nós.

Fonte: O autor
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Figura 5.13: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ 6= 0 e W = 2E para
rede mundo pequeno no modelo de Newman e Watts com N = 100 nós.

Fonte: O autor

Figura 5.14: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ 6= 0 e W = 2E para
rede de escala livre não bipartida no modelo de Barabási e Albert com N = 100 nós.

Fonte: O autor
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Também foram realizadas simulações variando o número total de caminhantes para

veri�car o comportamento das probabilidades de EE F (K). Os números de caminhantes

utilizados, além de W = 2E, foram com W = 4E e W = 6E. Notou-se que ao aumentar

a quantidade de caminhantes, o valor de F (K) diminuiu, principalmente para os nós com

grau menor na rede, (Figs. 5.15 e 5.16).

Figura 5.15: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ = 0 para algumas
redes complexas, W = 2E, W = 4E e W = 6E. (a) Rede hierárquica no modelo de

Ravász e Barabási com N = 125 nós.(b) Rede de escala livre não bipartida no
modelo de Barabási e Albert com N = 100 nós.

Fonte: O autor
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Figura 5.16: Probabilidade de EE em função do grau K com ∆ = 0 para algumas
redes complexas com N = 100 nós, W = 2E, W = 4E e W = 6E. (a) Rede aleatória
no modelo de Erdös e Renyi, (b) Rede mundo pequeno no modelo de Newman e

Watts, (c) Rede mundo pequeno no modelo de Watts e Strogatz.

Fonte: O autor
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Nas Figs. (5.17a) e (5.17b), são comparados o crescimento do valor limite e do tráfego

médio para nós com grau máximo e mínimo, à medida que se aumenta a quantidade total

de caminhantes W na rede. Para a Fig. (5.17a), os coe�cientes angulares das retas de

ajuste foram 36,77 e 32 para o valor limite e tráfego médio, respectivamente. Ao passo que,

para na Fig. (5.17b), estes foram 1,96 e 1. Para ambos os casos o valor limite q aumenta

mais rapidamente do que o tráfego médio, quando a quantidade total de caminhantes na

rede é aumentada, pois seus coe�cientes angulares são maiores.

Ao comparar as Figs. (5.17a) e (5.17b), observa-se que o aumento do valor limite q

ocorre de forma mais acentuada na Fig.(5.17b). Isto foi veri�cado comparando os coe-

�cientes angulares das retas de ajuste para cada caso. Para a Fig. (5.17a) a diferença

percentual foi de 12,9% em relação ao coe�ciente angular da reta de ajuste do valor limite

q. Enquanto que para na Fig. (5.17b) a diferença percentual de 48,9%. Portanto, para

os nós com grau menor na rede, à medida que W aumenta, o valor limite cresce mais

rapidamente do que o tráfego médio. Assim, alguns eventos que seriam anteriormente

classi�cados como extremos, não ultrapassam o limite, reduzindo a frequência de eventos

extremos.
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Figura 5.17: Comparação entre o número de caminhantes para o tráfego médio e o
limite q de EE para uma rede com N = 100 nós.(a)Nós com grau máximo e (b) Nós

com grau mínimo.

Fonte: O autor
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5.1.3 Tempos Médios entre Eventos Extremos

Para as simulações de tempo médio entre EE, foram determinados os EE da mesma

forma como descrito anteriormente (item 5.1.2), e também o tempo entre um EE e o

posterior. Com isso, foi feita uma média entre esses intervalos para cada nó e em seguida

foi determinada a média aritmética para todos os nós com o mesmo grau. Novamente, foi

considerada a média entre 10 simulações e esta foi comparada com o resultado analítico

dado pela Eq. (4.42).

Nas Figs.(5.18) a (5.23) são apresentados os resultados obtidos das simulações e a

comparação com os resultados analíticos para os tempos médios entre EE. Novamente,

observou-se uma boa concordância entre estes resultados, e somente ocorreram diferenças

no caso das redes bipartidas. De uma forma geral os nós com grau baixo apresentam

tempos médio de retorno menor quando comparados com os nós mais conectados na rede.

Assim, os nós com grau menor na rede são mais propensos a ter EE e também a ter EE

sucessivos em um curto intervalo de tempo. Também, foi veri�cado que, para as redes

com topologia aleatória e mundo pequeno, os tempos de retorno são no máximo em torno

de 10000 passos para os nós com maior conectividade. Porém, para as redes hierárquicas

e livres de escala, estes chegam a alcançar valores próximos a 25000, pois o grau máximo

para estas redes é muito superior.
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Figura 5.18: Tempo médio entre EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E
para rede aleatória no modelo de Erdös e Renyi. Em (a) com N = 100 nós e

W = 255 caminhantes.(b) N = 500 nós e W = 9956 caminhantes. (c) N = 1000 nós
e W = 12298 caminhantes.

Fonte: O autor
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Figura 5.19: Tempo médio entre EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E
para rede mundo pequeno no modelo de Watts e Strogatz. Em (a) com N = 100 nós
e W = 398 caminhantes.(b) com N = 500 nós e W = 1994 caminhantes. (c) com

N = 1000 nós e W = 5996 caminhantes.

Fonte: O autor
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Figura 5.20: Tempo médio entre EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E
para rede hierárquica no modelo de Ravász e Barabási. (a) N = 125 nós e W = 820

caminhantes (b) N = 625 nós e W = 4900 caminhantes.

Fonte: O autor
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Figura 5.21: Tempo médio entre EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E
para rede mundo pequeno no modelo de Newman e Watts. (a) N = 100 nós e

W = 604 caminhantes (b) N = 500 nós e W = 3026 caminhantes (c) N = 1000 nós e
W = 9004 caminhantes

Fonte: O autor
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Figura 5.22: Tempo médio entre EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E
para Rede de escala livre no modelo de Barabási e Albert não bipartida. (a)

N = 100 nós e W = 378 caminhantes (b) N = 500 nós e W = 1938 caminhantes (c),
N = 1000 nós e W = 3958 caminhantes.

Fonte: O autor
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Figura 5.23: Tempo médio entre EE em função do grau K com ∆ = 0 e W = 2E
para Rede de escala livre no modelo de Barabási e Albert bipartida. (a) N = 100

nós e W = 198 caminhantes (b) N = 500 nós e W = 998 caminhantes (c), N = 1000
nós e W = 1998 caminhantes.

Fonte: O autor
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5.2 Caminhada Aleatória por Menores Caminhos

Para a implementação de uma caminhada aleatória com a restrição de que esta fosse

realizada apenas pelos menores caminhos na rede complexa, foram utilizados algoritmos de

caminho mínimo em grafos (42). O algoritmo escolhido para este trabalho de dissertação

foi o de Floyd-Warshall (20), (43), o qual é matricial e trabalha unindo todos os pares

de vértices. Este utiliza um vértice base k a partir do qual são obtidos os menores

caminhos por meio de desigualdades triangulares. Da forma como o processo é conduzido,

se os vértices forem rotulados de 1 a n, o índice do vértice base usado em uma iteração

corresponderá ao valor do contador de iterações, e as desigualdades serão da forma:

dkij = min
(
dk−1
ij ,

(
dk−1
ik + dk−1

kj

))
. (5.2)

As modi�cações nos valores são inscritas na própria matriz vigente Dk−1, que será

convertida em Dk ao �nal da iteração. Para registrar as modi�cações de itinerário corres-

pondentes foi usada uma matriz de roteamento auxiliar, R = [rij], a qual é uma matriz

de índices. Esta é inicializada com:

rii = i; rij = j se vij <∞; rij = 0; caso contrário. (5.3)

Os elementos desta matriz são os rótulos dos vértices. A operação indicada no algo-

ritmo a seguir (rij ← rik), executada sempre que um caminho mais curto é encontrado,

indica um vértice pelo qual este caminho passa (20).

Algoritmo

Início: Dados G = (P,E); matriz de valores V (G)

rij ← j ∀i; D0 ← V (G);

para k = 1, ..., n fazer

..........Início

..........para k = 1, ..., n fazer
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...............se dik + dkj < dij então

.............................. início

........................................ dij ← dik + dkj;

........................................ rij ← rik

..............................�m;

.......... �m;

�m;

Foi denotado o conjunto dos nós vizinhos de um determinado nó i por V iz(i) =

{j ∈ G;Ai,j = 1}. Como as redes complexas analisadas não são direcionadas e nem

ponderadas, por meio deste algoritmo foi calculado um peso wij para cada um dos nós

j vizinhos de um determinado nó i. Desse modo, foi obtida uma matriz ponderada W ,

por meio da determinação da quantidade de menores caminhos σiv(j) que conectam todos

os pares de nós i e v, passando por um nó j ∈ V iz(i). Assim, partindo de um nó i

e passando por j ∈ V iz(i), pode-se atingir uma maior quantidade de nós na rede por

menores caminhos. Portanto, um nó j ∈ V iz(i) terá uma maior probabilidade de ser

escolhido por um caminhante que esteja em i, se este tiver um maior valor de σiv(j).

Logo, os elementos da matriz ponderada W são determinados por:

wi,j =
σiv(j)∑
j σiv(j)

j ∈ V iz(i) (5.4)

Foi determinada a probabilidade de transição de um caminhante de um nó i para um

nó j com a restrição de menor caminho da seguinte forma:

Pmc
ij = p1.Pij + p2.Wij (5.5)

onde Pij é a probabilidade de transição considerando a escolha do nó vizinho de forma

equiprovável (caminhada aleatória padrão).

Foram adotados os valores de parâmetros p1 = 0, 1 e p2 = 0, 9 para todas as redes, para

que todos os nós vizinhos tivessem uma probabilidade �nita de ser escolhido. Porém, os
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nós com uma quantidade maior de menores caminhos continuam sendo preferencialmente

escolhidos para o salto de um caminhante que se encontra no nó i.

Kishore et. al (6) obtiveram um resultado analítico para as probabilidades de EE

em função da centralidade de intermediação b dos nós na rede, análoga à equação (4.34),

porém considerando uma caminhada aleatória por menores caminhos. Estes pesquisadores

adotaram como probabilidade estacionária p = βb/B, onde B =
∑N

i=1 bi e β ≈ 0, 94,

obtido numericamente. Este resultado analítico, bem como este parâmetro β ≈ 0, 94

foram utilizados neste trabalho de dissertação.

Nas Figs. (5.24) e (5.25) é apresentado este resultado analítico, comparando com o

das simulações de caminhada aleatória por menores caminhos. Nas simulações, o valor

limite q para determinação de EE foi obtido de forma análoga ao item 5.1.2. Porém, a

centralidade de intermediação b não corresponde necessariamente à um número inteiro.

Neste caso, utilizamos o ponto médio de um intervalo de amplitude dez, que englobasse

um valor de b, para representar este intervalo.

De uma forma qualitativa para todas as redes analisadas os resultados analíticos e as

simulações demonstraram que as probabilidades de EE são maiores para os nós com me-

nor centralidade de intermediação b, quando comparados com os nós com maiores valores

deste, apesar de que estes apresentam um tráfego médio de caminhantes maior. Existe

uma diferença entre estes resultados, como pode ser veri�cado na Fig. (5.25), para os nós

com valores de b menores na rede. Isto se deve ao fato de existirem neste caso, poucos

nós com estes valores de b para o cálculo dos valores médios.
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Figura 5.24: Probabilidade de EE em função da centralidade de intermediação b
com ∆ = 0 rede aleatória no modelo de Erdös e Renyi com N = 100 nós e W = 9754

caminhantes.

Fonte: O autor

Figura 5.25: Probabilidade de EE em função da centralidade de intermediação b
com ∆ = 0 para rede mundo pequeno no modelo de Newman e Watts com N = 100

nós e W = 9549 caminhantes.

Fonte: O autor

Foram também comparados os resultados das simulações de caminhada aleatória pa-

drão e por menores caminhos em função do grau K dos nós conforme mostrado na Fig.
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(5.26). Os resultados permanecem os mesmos de forma qualitativa, ou seja, os nós com

menor grau são aqueles mais propensos a ter eventos extremos. As simulações de ca-

minhada aleatória por menores caminhos exibem menores probabilidades se comparadas

com os resultados da caminhada aleatória padrão. Isto pode ser explicado pelo direcio-

namento de caminhantes para os nós com maiores valores de σiv(j), que na maioria das

vezes são os mais conectados ou com maiores centralidades de intermediação, diminuindo

assim as probabilidades de EE.

Figura 5.26: Probabilidade de EE em função do grau K dos nós com ∆ = 0 e com
N = 100. (a) Rede aleatória no modelo de Erdös e Renyi com W = 9754
caminhantes.(b) Rede mundo pequeno no modelo de Newman e Watts com

W = 9549 caminhantes.

Fonte: O autor
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Capítulo 6

Conclusões

Foram obtidos os parâmetros ξ e σ da distribuição de excedências generalizada de

Pareto, para os valores que ultrapassaram o limite q para nós com grau mínimo e máximo

de cada rede complexa analisada. Com isso, veri�cou-se que as excedências, para todas

as redes com nós com grau mínimo, não importando o valor da sua centralidade de

intermediação, não seguem a distribuição exponencial. Isto implica que a distribuição de

excessos possui um limitante superior. Os valores encontrados para a estatística de teste

X2
0 no teste de hipóteses, foram superiores ao valor crítico de χ2

α,ν = 3, 84.

Para os nós mais conectados, resultados semelhantes foram obtidos. No entanto, para

o nó com grau máximo na rede de escala livre, foi obtido um resultado diferente dos demais.

Neste caso, o valor calculado para a estatística de teste X2
0 foi 1,53, e, portanto, menor

que χ2
α,ν = 3, 84. Assim a conclusão do teste de hipóteses realizado, não rejeita a hipótese

exponencial. Porém, o valor limite q = 94 é muito superior aos correspondentes nas outras

redes. Como consequência desse fato, foram observadas somente 15 excedências.

Para todas as redes complexas analisadas, veri�cou-se que os nós com menor grau

possuem uma maior probabilidade de EE, quando comparados com nós com grau maior.

Os tempos médios entre EE também são menores para estes nós. Há uma boa concor-

dância entre os resultados analíticos e as simulações de caminhada aleatória, a não ser

para redes bipartidas, onde o autovalor -1 pertence ao espectro de autovalores da matriz
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adjacência. Isto implica que a rede pode ser subdividida em dois subconjuntos de nós

onde não existem ligações entre nós no mesmo conjunto e sim, somente entre um con-

junto e outro. Assim um caminhante aleatório que se encontra em um nó de um dado

conjunto no instante seguinte de tempo, estará necessariamente em um nó do outro con-

junto. Com isso a posição deste caminhante se alterna entre estes dois conjuntos e não se

tem convergência da probabilidade estacionária.

Os resultados permanecem válidos, mesmo considerando uma �utuação no número

total de caminhantes. Também veri�cou-se que aumentando a quantidade total de ca-

minhantes, as probabilidades de EE sofrem um decréscimo, principalmente para os nós

com menor grau na rede. Isto deve-se ao fato de que ao aumentarmos a quantidade total

de caminhantes na rede, o valor limite q cresce mais rapidamente do o valor do tráfego

médio para o mesmo número de caminhantes. Demonstramos que isto ocorre de forma

mais acentuada para os nós com menor grau na rede.

Os resultados para simulações de caminhada aleatória por menores caminhos indicam

que os nós na rede com menores centralidades de intermediação, são mais propensos a

ter EE. Comparando os resultados das probabilidades de EE em função do grau dos nós,

para ambas as simulações, veri�cou-se que por menores caminhos estas probabilidades

são menores. Porém, mantém-se a mesma característica: Os nós mais propensos a ter EE

são aqueles com menor conectividade na rede.
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Capítulo 7

Sugestões de trabalhos futuros

Os próximos passos neste trabalho de pesquisa são: 1) A obtenção e a caracterização

(Fréchet, Gumbel ou Weibull) da distribuição de máximos generalizada; 2) estender o

modelo de Kishore et. al (2011)(6) para probabilidades de EE, considerando redes direci-

onadas e 3) obter um resultado analítico para as probabilidades de EE em função do grau

dos nós, considerando a caminhada aleatória por menores caminhos para a comparação

com os resultados das simulações.
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