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em Ciências, área de concentração F́ısica, da Uni-

versidade Estadual de Ponta Grossa, como requi-

sito para obtenção do t́ıtulo de Doutor em Ciên-

cias.

Orientador: Prof. Dr. Antonio Marcos Batista.

Co-orientador: Prof. Dr. Silvio Luiz Thomaz de

Souza.

PONTA GROSSA

2014







Dedicatória
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“Em todo caos há um universo, e em toda
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Resumo

Concentramos o estudo nos osciladores Colpitts. Escolhemos este circuito devido ao fato

de que ele pode ser útil em aplicações para sistemas de comunicação, bem como, exibe um

rico comportamento dinâmico em certos valores de parâmetros. No oscilador Colpitts, a

frequência de operação pode variar de alguns Hertz até a faixa de frequências de microon-

das, caracteŕıstica esta que permite a utilização deste circuito para transmitir informações

em canais com diferentes larguras de banda de frequência. Esta tese tem duas partes:

(i) transiente superpersistente em osciladores Colpitts numa configuração mestre-escravo;

(ii) memórias de curta duração em Colpitts acoplados. Consideramos osciladores Colpitts

acoplados de acordo com uma configuração mestre-escravo para estudar a sincronização de

caos. Revelamos a existência de transientes superpersistentes neste sistema acoplado. Além

disso, mostramos que um rúıdo aditivo no sistema escravo pode suprimir a sincronização

caótica. Quando a sincronização não é suprimida, o rúıdo induz transientes mais longos.

Além disso, considerou-se uma rede de circuitos acoplados, osciladores Colpitts, e inves-

tigamos o armazenamento de memória com uma entrada externa. As memórias foram

definidas em termos das diferenças entre as amplitudes das correntes elétricas. Mostramos

a existência de múltiplas memórias, o que nos permite utilizar estes sistemas para codificar

sinais.

Palavras-chave: Oscilador Colpitts, sincronização e memórias.



Abstract

We focus on the study of Colpitts oscillators. We have chosen this circuit due to the

fact that it can be useful in applications to communication systems, as well as, it exhibits

a rich dynamical behaviour for certain parameter values. In the Colpitts oscillator the

operation frequency can vary from few Hertz up to the microwave frequency range, a

characteristic that enables the use of this circuit to transmit information in channels with

different frequency bandwidths. This thesis has two parts: (i) super persistent transient

in a master-slave configuration with Colpitts oscillators, and (ii) short-time memories in

coupled Colpitts. We considered Colpitts oscillators coupled according to a master-slave

configuration to study chaos synchronisation. We revealed the existence of super persistent

transients in this coupled system. Moreover, we showed that an additive noise in the slave

system may suppress chaos synchronisation. When synchronisation is not suppressed, the

noise induces longer transients. Moreover, we considered a network of coupled circuits,

Colpitts oscillators, and we investigated memory storage with an external input. The

memories were defined in terms of the differences among the electrical currents amplitudes.

We showed the existence of multiple memories, which enables us to use these systems to

encode signals.

Keywords: Colpitts oscillators, synchronisation, memories.
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caótico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 18

2.4 Ilustração da divergência de duas condições iniciais próximas. . . . . . . . . . p. 18
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dade (a) P = 0, (b) P ≈ 0, 1 e (c) P = 0, 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 89

5.5 Modelo de mundo pequeno para z = 4 e N = 20. A rede passa de uma estrutura
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Vext Perturbação externa

Q0 Polarização da corrente elétrica

E Ponto de equiĺıbrio
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4.4 O efeito do rúıdo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 78
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1

1 Introdução

Na atualidade sistemas dinâmicos não-lineares são modelos matemáticos para inú-

meros problemas na f́ısica, qúımica, biologia, economia, engenharia e áreas correlatas [1].

Estes sistemas dinâmicos não-lineares são normalmente associados às equações diferenciais

não-lineares. Escolhemos osciladores caóticos por nos proporcionar um campo gigantesco de

novos problemas para modelar, principalmente na área de engenharia de telecomunicações

e circuitos eletrônicos, as quais necessitam do entendimento dos fenômenos não-lineares

exibidos por certos osciladores eletrônicos [2, 3].

Os sistemas dinâmicos regidos por equações diferenciais que descrevem todo tipo

de processo que se desenvolve continuamente no tempo são estudados desde o século XVIII

com os primeiros trabalhos de Isaac Newton usando uma abordagem baseada em méto-

dos geométricos [4]. Nos séculos seguintes numerosas técnicas foram desenvolvidas para

encontrar soluções para estas equações. Porém, quase todos esses métodos anaĺıticos fun-

cionavam basicamente para equações lineares. Os casos não-lineares mostraram-se bem

mais dif́ıceis de serem resolvidos e analisados, uma vez que a dinâmica não-linear estuda

sistemas de equações de evolução, onde o tempo é uma variável independente [5].

Nesta época as soluções eram limitadas e o comportamento assintótico do sistema

convergia para um ponto fixo, solução periódica ou para uma solução quase-periódica. Com

os trabalhos de Henry Poincaré no clássico problema dos três corpos [6] da mecânica clás-

sica e utilizando os conceitos de variedade e análise qualitativas, Poincaré mostrou que as

soluções assintóticas destes problemas eram bem mais complexas do que soluções conheci-

das na época, deste modo estava descoberto o que hoje chamamos de caos. Poincaré perce-

beu que pequenas diferenças no estado inicial desses sistemas provocam grandes diferenças

no estado final, ou seja, caos ocorre num sistema determińıstico quando seu comportamento
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é aperiódico (irregular) e quando apresenta dependência senśıvel às condições iniciais [7].

Os sistemas dinâmicos não-lineares existem em abundância na natureza e têm

sido amplamente estudados na comunidade cient́ıfica devido à sua interdisciplinaridade e

aplicabilidade nas mais diversas áreas cient́ıficas. Na f́ısica aparecem em sistemas de baixa

dimensão [8], dinâmica de populações com espécies em competição [9], redes neurais [10],

geração de diferentes espécies de plânctons [11], redes de mundo pequeno [12], catalisação de

reações qúımicas [13], redes sem escala [14], pulsos de neurônios [15], ciclos de epidemias

[16], modelos climáticos [17] e sistemas elétricos e eletrônicos [18, 19]. Esses são alguns

exemplos, cujo comportamento pode ser modelado em sistemas não-lineares.

A grande maioria destes sistemas não pode ser resolvido analiticamente, dificul-

tando assim o seu estudo. Por isso é necessário analisá-los através de simulações numéricas.

Estes sistemas apresentam caracteŕısticas comuns, provenientes da não linearidade, como

pontos de equiĺıbrio instáveis e estáveis, comportamentos peŕıodicos e caóticos, duplicação

de peŕıodo, caos transiente, dentre outros [20–22]. Para o estudo desses tipos de sistemas

dinâmicos, deve-se usar sistemas espacialmente estendidos [23], onde podemos ter: equações

diferenciais parciais, autômatos celulares, redes de mapas acoplados e cadeia de osciladores

acoplados.

A ocorrência de um comportamento caótico num sistema dinâmico pode ser de-

sejável ou indesejável. No primeiro caso, podemos citar como exemplo as reações qúımicas

onde a catalisação das reações é acelerada no regime caótico ou para o favorecimento da

coexistência de espécies na natureza. Por outro lado, torna-se indesejável em sistemas onde

a dinâmica deve ser completamente previśıvel, como o que ocorre em osciladores eletrôni-

cos de frequência. Deste modo, nestes casos é fundamental garantir a estabilibidade do

comportamento desses sistemas, para que cada um deles desempenhe com eficiência seu

papel. Assim, o estudo da duplicação de peŕıodo, bifurcações, sincronização, formação de

padrões de memórias e caos transiente num sistema dinâmico, são temas de alta relevância.

Primeiramente verificamos o comportamento caótico em osciladores elétricos pro-

posto por Michael P. Kennedy, Oscar De Feo e Gian M. Maggio [19, 24], essas referências

utilizaram o oscilador Colpitts [25], que é um dos osciladores usados em eletrônica para apli-

cações em frequências de rádio. Com este oscilador buscamos estudar o comportamento
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caótico através de um sistema contendo três equações diferenciais autonômas de tempo

cont́ınuo, contendo um indutor linear, dois capacitores lineares, duas resistências lineares,

duas fontes de tensão independentes, uma fonte de corrente linear controlada e uma re-

sistência não-linear de tensão controlada. O resistor não-linear tem caracteŕısticas de um

modelo linear por partes (PWL - Piece Wise Linear), que permite modelar elementos de

caracteŕısticas não-lineares, aproximando a caracteŕıstica real da tensão versus corrente do

elemento não-linear para uma curva linearizada. Conforme for a escolha dos parâmetros,

este modelo exibe cascata de duplicação de peŕıodo ou comportamento caótico [26].

Estudando o oscilador Colpitts, procuramos desenvolver a mesma rotina computa-

cional proposta por Kennedy, Feo e Maggio [19,24] com objetivo de verificar a simplicidade

do modelo e se o mesmo apresenta ou não comportamento caótico. Confirmamos o que era

esperado, ou seja, o modelo do oscilador Colpitts funciona muito bem e como descrito nas

referências, exibe a duplicação de peŕıodo e comportamento caótico.

Para evidenciar a funcionalidade e o comportamento caótico no oscilador Colpitts,

realizamos o acoplamento entre dois osciladores Colpitts sendo um mestre e o outro escravo,

buscando o controle e sincronismo entre os circuitos [26]. A dinâmica caótica traz ca-

racteŕısticas interessantes sobre o oscilador Colpitts, especialmente na comunicação segura

dos dados [27, 28]. Na atualidade, a maioria dos trabalhos em sistemas de comunicação

caótica é baseada em sincronização caótica numa estrutura mestre-escravo, de modo que

o sistema escravo é impulsionado através de um sinal derivado do sistema mestre [29, 30].

Diversas áreas de telecomunicações e processamento de sinais não são exceção para esta

aplicação, especialmente após os trabalhos de Louis Pecora e Thomas Carroll [29]. A

aplicação caótica para estes casos vai desde a modulação analógica e digital, criptografia,

geração de sequências pseudo-aleatórias, marcas d’água digitais, entre muitos outros [31,32].

Os sistemas propostos funcionam muito bem em ambientes ideais, embora a pre-

sença de rúıdos e distorções no canal de comunicação entre os circuitos trazem resultados

insatisfatórios quando a sincronização caótica é utilizada [33], na maioria dos casos ocasio-

nada devido a senśıvel dependência às condições iniciais que caracterizam o comportamento

caótico [34–36]. Alguns trabalhos mostram que, quando existe um rúıdo aditivo no circuito,

ocorre um erro de sincronização, que muitas vezes interrompe a comunicação entre os cir-

cuitos [37].
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Deste modo, investigamos numericamente um modelo de acoplamento entre os-

ciladores Colpitts [38] de modo que ocorra o sincronismo entre os circuitos e a informação

passada entre os circuitos seja mais robusta e eficaz ao rúıdo entre o sistema mestre e o

escravo utilizando para isso um sistema de equações diferenciais [33]. O tempo para atingir

a sincronização entre os circuitos, depende fortemente das condições iniciais, algumas delas

responsáveis por transientes muito longos [38].

Um comportamento transiente é descrito como o tempo necessário até o sistema

chegar a uma solução que não varia com o tempo, ou seja, um atrator. É o estado que

o sistema adquire nos instantes iniciais de desenvolvimento, e não reflete o verdadeiro

comportamento do sistema que será distinto passado um certo intervalo de tempo. Caos

transiente é utilizado para descrever respostas com caracteŕısticas caóticas, mas que se

tornam periódicas após um peŕıodo de tempo [39]. Assim, transcorrido um peŕıodo de

tempo, as órbitas deixam a região caótica, estabelecendo um comportamento periódico ou

quase-periódico.

No caos espaço-temporal é comum ocorrer transientes longos e quando o tempo

para alcançar o atrator é muito grande, fica caracterizado o supertransiente [23, 40, 41].

Na classe de sistemas que desenvolvem caos espaço-temporal, a duração do transiente

até a aproximação com um atrator aumenta exponencialmente com o tamanho do sistema.

Certas combinações de condições iniciais podem recair sobre uma variedade caótica estável,

necessitando assim de um grande número de iterações para se afastar dessa variedade e se

aproximar de um atrator do sistema [40].

Em sistemas dinâmicos de alta dimensão o comportamento transiente passa a ser

chamado de supertransiente, como o que ocorre num fluido dinâmico turbulento. Por outro

lado, quando o sistema é de baixa dimensão usa-se o termo transiente superpersistente [42].

Esse é o caso, por exemplo, do sistema estudado nessa tese [38], que é composto por dois

osciladores Colpitts acoplados, que tem seis dimensões. Este tipo de transiente caótico

foi descoberto em 1983 por Grebogi, Ott e Yorke [43], são acionados por uma bifurcação

de dois pontos fixos instáveis, onde uma órbita periódica instável no limite de um atrator

caótico colide com outra órbita periódica instável que pré-existe fora do conjunto. Devido

a coalescência do par de pontos fixos instáveis, estes transientes caóticos tem uma duração

extraordinariamente longa.
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Certos sistemas dinâmicos não-lineares com muitos graus de liberdade, quando

submetidos a uma perturbação externa que pode ser um potencial elétrico, uma colisão,

entre outros, armazenam a informação por um tempo transiente e podem devolvê-la nova-

mente ao sistema dinâmico, caracteŕıstica esta denominada de memória. Caso o sistema

sincronize, dizemos que a memória é zero e quando o sistema não sincroniza aparecem

múltiplas memórias. Para explicar a formação de padrões de memórias, Coppersmith e co-

laboradores [44] usaram uma rede de mapas acoplados para simular o efeito das memórias de

curta duração em experiências de ondas de densidade de carga (ODC) nas quais sequências

de pulsos elétricos periódicos são aplicados em cerâmicas semicondutoras de trisseleneto

de nióbio NbSe3. Neste trabalho a rede de mapas acoplados descreve a dinâmica de uma

cadeia de part́ıculas acopladas por molas em um potencial externo periódico [45].

Para a análise da formação de memórias de curta duração consideramos inicial-

mente uma rede de mapas acoplados e na sequência osciladores Colpitts acoplados [26].

Propomos uma rede de osciladores Colpitts acoplados com conexões entre os osciladores

vizinhos e algumas conexões aleatórias não-locais [45] obtidas a partir do processo de

Newman-Watts [46]. Definimos apropriadamente uma quantidade (variável de curvatura)

para caracterizar os padrões memorizados e descrever a dinâmica dos osciladores Colpitts

acoplados.

O trabalho foi segmentado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 2 discorremos sobre equações diferenciais lineares e não-lineares,

introduzindo alguns conceitos básicos relacionados a fluxos, onde a variável de estado e

o tempo são cont́ınuos e o espaço é discreto. Este caṕıtulo aborda temas como sistemas

dinâmicos não-lineares, classificação dos atratores, expoente de Lyapunov e atrator caótico.

No Caṕıtulo 3 investigamos os osciladores eletrônicos, mostrando a condição de

oscilação em termos da teoria linear, condição de estabilidade do sistema, modelo de reali-

mentação e cálculo da frequência. Definimos os elementos constituintes do circuito elétrico

no oscilador Colpitts bem como suas equações de estado e verificamos o comportamento

caótico através da duplicação de peŕıodo de Feigenbaum, do diagrama de bifurcações e do

expoente de Lyapunov.

No Caṕıtulo 4 analisamos o acoplamento entre osciladores Colpitts numa configu-
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ração mestre-escravo, buscando verificar se ocorre ou não a sincronização caótica em função

dos parâmetros dos circuitos acoplados. Verificamos a sincronização caótica em termos do

tempo transiente para diferentes condições iniciais, mostrando a existência de transientes

superpersistentes e adicionamos um rúıdo no canal de conexão entre os circuitos mestre-

escravo.

No Caṕıtulo 5 investigamos a formação de memórias em uma rede de mapas

acoplados, com um acoplamento do tipo local, que modela N part́ıculas conectadas por

molas elásticas sujeitas a perturbações periódicas externas. Estudamos os padrões de

memórias formadas, bem como os parâmetros do sistema que influenciam o tempo tran-

siente necessário para formação desses padrões. Analisamos a formação de memórias em

rede do tipo mundo pequeno com conexões aleatórias não-locais obtidas a partir do pro-

cesso de Newman-Watts, analisando a probabilidade das conexões de termos ou não múlti-

plas memórias em função dos parâmetros da rede, como por exemplo, controle da não-

linearidade, constante de acoplamento e tamanho da rede. Na seção seguinte, analisamos a

formação de memórias numa rede de osciladores Colpitts acoplados em função do acopla-

mento entre os osciladores, de uma perturbação externa e da quantidade de osciladores

Colpitts acoplados.

No Caṕıtulo 6 apresentamos as conclusões deste trabalho bem como as sugestões

para os trabalhos futuros.
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2 Equações diferenciais

O nascimento da ciência moderna como conhecemos deu-se com Isaac Newton

(1642-1727) e Galileu Galilei (1564-1642) [7], buscando compreender a realidade à nossa

volta, levando-se em conta a observação precisa dos fenômenos, a elaboração de teorias

quantitativas e o teste rigoroso dessas teorias. Para que tudo isso ocorresse foi necessário

a elaboração de uma nova matemática, o Cálculo Diferencial, levando em conta o conceito

de derivada, que desempenha na ciência moderna um papel análogo ao que a Geometria

Euclidiana teve na Astronomia Ptolomaica, a mais moderna das ciências antigas. Deste

modo as descrições quantitativas dos fenômenos que evoluem no tempo são adequados

para este novo ferramental matemático, e com ele as leis que regem a F́ısica passam a ser

formuladas através de equações diferenciais [47].

Atualmente as equações diferenciais vem desempenhando um papel muito impor-

tante nas áreas de engenharia e ciências exatas, onde se estudam sistemas de equações de

evolução, ou seja, equações onde o tempo é uma variável independente. Inúmeros problemas

conduzem a uma ou várias equações diferenciais que deverão ser resolvidas. Basicamente

as equações diferenciais dividem-se em lineares e não-lineares. Para resolver as equações

diferenciais lineares existem técnicas anaĺıticas cujas soluções gerais permitem determinar

o comportamento futuro do sistema descrito de forma exata, em função do estado atual do

sistema. Já as equações diferenciais não lineares são mais dif́ıceis de analisar, pois essas

soluções exatas, de modo geral, não existem numa forma fechada. O estudo de proble-

mas não-lineares possui duas abordagens distintas. Uma abordagem é qualitativa e tem

como principal objetivo entender o comportamento global de um dado sistema dinâmico,

e a outra abordagem é quantitativa e procura analisar a evolução do sistema ao longo do

tempo.
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A grande variedade de problemas que podem ser analisados com maior facilidade

são os sistemas que conduzem a equações lineares. Entretanto com o desenvolvimento dos

computadores, a partir da segunda parte do século XX, tem sido posśıvel resolver proble-

mas não-lineares usando métodos numéricos. Estes sistemas permitem estudar muitos fenô-

menos interessantes e complicados que não aparecem em sistemas lineares, como por exem-

plo, quando estudamos a evolução temporal de sistemas dinâmicos descritos por equações

não-lineares: órbitas periódicas e quase-periódicas, ciclos-limite, transiente e caos [5].

Um sistema é dinâmico quando algumas grandezas que caracterizam seus objetos

constituintes variam no tempo. Os sistemas dinâmicos descrevem o comportamento futuro

(ou passado) de um sistema t́ıpico, determinando as equações de suas trajetórias t́ıpicas.

Busca-se compreender quando o comportamento dinâmico do sistema é estável, ou seja,

quando o sistema permanece qualitativamente o mesmo ou se o sistema sofre pequenas

perturbações. Um dos maiores desafios é compreender o fenômeno da sensibilidade com

respeito às condições iniciais, ou comportamento caótico de um sistema, o que torna a

evolução do sistema impreviśıvel em termos das trajetórias individuais. Outro ponto im-

portante é o estudo de mudanças qualitativas drásticas de uma famı́lia de sistemas quando

estes, por exemplo, passam por uma bifurcação [48].

Os sistemas dinâmicos dividem-se em duas grandes categorias, de acordo com o

tipo de variável que designa o tempo. Na primeira categoria temos os “mapas” ou equações

a diferenças, onde o tempo é uma variável discreta, ou seja, só assume valores inteiros

t = 0, 1, 2, .... Um mapa descreve a evolução no tempo de um sistema dinâmico expressando

o seu estado a partir do instante anterior, evoluindo portanto, de forma discreta. Uma das

principais utilizações dos mapas é auxiliar na análise de sistemas dinâmicos, no estudo de

formação de padrões e no estudo do caos [20]. De modo geral um mapa N-dimensional é

expresso por:

x1(t) = f1[x1(t−1), ..., xN(t−1)],
...

xN(t) = fN [x1(t−1), ..., xN(t−1)],

(2.1)

onde (x1, ..., xN) são as variáveis dependentes do tempo, e f1, ..., fN são as funções arbi-

trárias destas variáveis. Como exemplo, podemos citar o mapa loǵıstico (mapa unidimen-

sional) e o mapa de Hénon (mapa bidimensional) [49].
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A segunda categoria de sistemas dinâmicos são os chamados “fluxos” ou equações

diferenciais, onde o tempo é uma variável cont́ınua [20]. Costuma-se escrever os fluxos

como sistemas de equações diferenciais de primeira ordem em relação ao tempo:

ẋ1 = f1(x1, ..., xN),
...

˙xN = fN(x1, ..., xN),

(2.2)

onde ẋi ≡ dxi/dt, (x1, ..., xN) são as variáveis dependentes do tempo e f1, ..., fN são as

funções arbitrárias destas variáveis e são chamadas de fluxo N-dimensional. Como exemplo,

podemos citar as equações de movimento para uma part́ıcula deslocando-se ao longo do

eixo x (fluxo bidimensional), o sistema de Lorenz (fluxo tridimensional) e o problema geral

de N corpos (fluxo 6N-dimensional) [5].

As equações diferenciais são objetos de intensa atividade de pesquisa, pois apre-

sentam muitos aspectos puramente matemáticos e um grande leque de aplicações, além de

apresentarem diversas ramificações. Neste contexto cabe evidenciar as equações diferenciais

ordinárias (EDO), equações estas que apresentam apenas derivadas ordinárias em relação

a uma variável independente, geralmente denotada por t, que muitas vezes representam

o tempo. Caso contrário, equações que envolvem derivadas em mais de uma variável são

chamadas de equações diferenciais parciais (EDP). Uma solução de uma EDO é uma função

da forma x(t), que em geral representa alguma quantidade f́ısica que muda com o tempo.

Deste modo, a variável x pode ser considerada uma variável dependente [21]. As equações

diferenciais ordinárias apresentam-se em dois tipos:

• Autônomas, onde a variável temporal t não aparece explicitamente nas funções de

entrada da equação diferencial;

• Não-autônomas, a variável temporal t aparece explicitamente em algum coeficiente

ou em alguma função de entrada na equação diferencial.

Em sistemas dinâmicos determińısticos, as equações diferenciais autônomas são

equações que basicamente definem a evolução da variável de estado x, a partir de um estado

inicial x0, denotada por equação de evolução. Já as equações não-autônomas podem ser

escritas como um sistema autônomo, definindo uma nova variável y dependente e igual a t.
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Ainda cabe ressaltar a ordem de uma equação diferencial, que é a derivada mais alta que

ocorre na equação [21]. Vamos começar discutindo equações diferenciais de primeira ordem

em sistemas lineares e não-lineares, em que ocorrem apenas derivadas da primeira variável

dependente. Na sequência abordaremos as equações diferenciais em mais de uma dimen-

são através de sistemas de equações diferenciais não-lineares, as quais serão de extrema

importância para este trabalho, visto que, se existem duas ou mais funções que devem ser

determinadas, precisamos de um sistema de equações.

2.1 Equações diferenciais lineares e não-lineares

Ao estudarmos equações diferenciais deparamos com a dimensão de uma equação

diferencial que se refere ao número de variáveis dependentes que temos na equação. Quando

uma variável x é função da variável independente t temos uma equação diferencial linear

expressa por ẋ, sendo a taxa de variação instantânea de x em relação ao t, em termos do

estado atual x do sistema. Como exemplo, temos a equação

ẋ ≡ dx

dt
= ax, (2.3)

onde x é uma função escalar de t, a é uma constante real e ẋ indica a taxa de variação

instantânea em relação ao tempo. Quando a > 0 temos um simples modelo de crescimento

populacional quando a população é pequena. A taxa dx/dt em que a população cresce é

proporcional ao tamanho x da população.

A Equação diferencial (2.3) tem uma famı́lia de soluções, dadas por x(t) = ceat,

onde c é um número constante real. Substituindo t = 0, temos x(0) = c. O número

x0 = x(0) é o valor inicial da função x. Então a solução do problema de valor inicial

x0 = x(0) juntamente com a EDO em (2.3) é dada por

x(t) = x0e
at. (2.4)

Na Figura 2.1 temos as famı́lias de todas as soluções da Equação diferencial (2.3),

para várias condições iniciais x0. Cada escolha de valor inicial x0, nos fornece uma solução.

Este é um retrato de soluções da equação diferencial chamado de fluxo F . O fluxo F
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representa o conjunto de soluções e deste modo, F (t, x0) é o valor no tempo t da solução

de valor inicial x0. Certas soluções da Equação (2.3) se destacam mais que outras, por

exemplo, quando x0 = 0 a sua solução é uma função constante x(t) = 0, denotada por

x ≡ 0 e é chamada de equiĺıbrio da equação. Ainda na Figura 2.1 representamos o retrato

de fase, quando o eixo-t é suprimido, mostrando que os valores de x divergem para a > 0

e convergem quando a < 0.

Figura 2.1: Famı́lia de soluções para ẋ = ax. (a) a > 0: crescimento exponencial; (b) a < 0
decaimento exponencial; (c) espaço de fase.

FONTE: Adaptada de [21], páginas 276 e 278.

Por outro lado, a Equação (2.3) deixa de ser um modelo adequado para grandes

populações x porque ignora os efeitos da superlotação, que são modelados por termos

não-lineares. Estudos de Thomas Malthus em seu livro “Ensaio sobre o Prinćıpio da Po-

pulação” [50], publicado em 1798, relacionava a população de uma geração com a população

de uma nova geração [16], com base na suposição de que a população aumentava progressi-

vamente na dependência de um fator de crescimento que seguia uma progressão geométrica,

enquanto que os meios de subsistência aumentavam em uma progressão aritmética de forma

bem mais lenta, concluindo que em breve não haveria alimento para todos.

Preconizando o controle da procriação, Pierre-François Verhulst em 1838 inseriu o

conceito de fatores inibidores, sugerindo que a taxa de crescimento de uma população, não

seria constante mas aumentaria de uma maneira exponencial com o passar do tempo. Deste

modo, a taxa de crescimento da população, pode ser modelada por uma função não-linear,
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aqui chamada de função loǵıstica da população. A equação diferencial

ẋ = ax(1− x), (2.5)

onde a é uma constante positiva, é chamada de equação diferencial loǵıstica. Quando x se

aproxima de 1, a população está no limite e a taxa de aumento da população vai para zero.

Fazendo ẋ igual a 0 na Equação (2.5) teremos duas soluções de equiĺıbrio, x ≡ 0

e x ≡ 1. Na Figura 2.2 é mostrado o fluxo de soluções da Equação (2.5). Para cada

condição inicial x0 há uma única curva de solução que denotamos por F (t, x0) que satisfaz

simultaneamente a equação diferencial e a condição inicial x0. A curva de solução F (t, x0)

pode ou não ser definida para tempos futuro [21]. Quando x ≡ 1 as soluções de equiĺıbrio

são assintóticas, para todo intervalo de tempo t, por outro lado, quando x0 < 0 as soluções

explodem num tempo finito, isto é, elas têm uma solução assintótica para alguns valores

de tempo finitos, visto que não tem sentido falar em populações negativas.

Figura 2.2: Soluções para a Equação diferencial loǵıstica (2.5). (a) Quando a condição inicial for
positiva as curvas de solução tendem para x = 1 à medida que t aumenta e quando a condição
inicial é negativa as curvas divergem; (b) espaço de fase.

FONTE: Adaptada de [21], página 279.

As setas na Figura 2.2(b) indicam as direções das soluções para perto ou para

longe do ponto de equiĺıbrio, evidenciando o comportamento assintótico destas soluções. O

retrato de fase da Equação diferencial loǵıstica (2.5) é mostrado na Figura 2.2(b). As setas
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no retrato de fase mostram o sinal da derivada (positiva ou negativa) para os pontos que

são maiores ou menores que os valores de equiĺıbrio. Em equações diferenciais autônomas

unidimensionais, o retrato de fase fornece toda a informação importante sobre as soluções.

Quando as condições iniciais propostas são positivas as curvas das solução convergem para

x = 1 à medida que o tempo aumenta (t → ∞) e quando as condições iniciais são ne-

gativas as curvas divergem (t → −∞). Uma solução para estes equiĺıbrios é chamado de

atrator ou dissipador se as trajetórias de condições iniciais próximas convergem para ele.

E será chamado de repulsor ou fonte se as soluções através das condições iniciais próximas

divergem a partir dele. Deste modo, na Equação (2.3), x ≡ 0 é um atrator para a < 0 e

um repulsor para a > 0. Enquanto que na Equação (2.5), x ≡ 0 é um repulsor e quando

x ≡ 1 é um atrator.

Ao estudarmos equações diferenciais que governam uma série de problemas f́ısicos,

e para que a solução destas equações tenham solução única, suas funções e suas derivadas

devem ser cont́ınuas no domı́nio de definição destas funções [7]. Se estas condições são

satisfeitas, existe um teorema que garante a existência e a unicidade das soluções a partir

de qualquer condição inicial pertencente a esse domı́nio e que seja dependente dos dados

presentes no problema. Logo, nos deparamos com as seguintes propriedades:

• Existência: cada ponto no plano (t, x) tem uma solução que passa através dele, esta

solução tem inclinação dada pela equação diferencial naquele ponto;

• Unicidade: o problema tem, no máximo, uma solução;

• Dependência Cont́ınua: a solução depende continuamente dos dados que estão pre-

sentes no problema, logo o fluxo F (t, x0) é uma função cont́ınua de x0 e t.

Nesta seção, estuda-se as equações diferenciais nas quais a quantidade aumenta

ou diminui em uma maneira monotônica, alcançando um ponto fixo quando o tempo é

aumentado. No mundo real estas quantidades podem oscilar para acima ou abaixo de

maneira regular ou irregular. As equações diferenciais unidimensionais (uma única variável

de primeira ordem e a primeira derivada) não podem produzir este tipo de oscilação, logo

torna-se necessário o entendimento de equações diferenciais em mais de uma dimensão.
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2.2 Sistemas dinâmicos não-lineares

Os sistemas dinâmicos podem ser lineares ou não-lineares. As diferenças entre

os sistemas dinâmicos lineares e não-lineares são bem ńıtidas. Os sistemas lineares são

aqueles em que, de forma geral, o movimento se apresenta previśıvel, regular e tendo

como caracteŕıstica matemática a possibilidade da aplicação do prinćıpio de superposição,

isto é, duas de suas soluções podem ser somadas para formar uma terceira, que estará

correta. Já para os sistemas ditos não-lineares essas caracteŕısticas não se aplicam. Seu

comportamento ao longo do tempo não pode ser previsto e o prinćıpio de superposição não

pode ser usado para inferir outras soluções, apresentando-se assim como não-periódico,

irregular ou aleatório.

Como vimos, o fluxo em espaços de fase unidimensionais é extremamente limitado,

ou seja, todas as trajetórias são forçadas a mudar monotonicamente ou permanecerem

constantes. Entretanto, em espaços de fase de dimensões superiores, as trajetórias têm

muito mais espaço para evoluirem, e assim uma maior diversidade de comportamentos

dinâmicos aparecem [20].

Vários fenômenos podem ser modelados por sistemas dinâmicos lineares, com

precisão adequada às aplicações e por meio de um processo de linearização, de modo que

se pode realizar um estudo local de sistemas dinâmicos não-lineares através da análise

do sistema linear associado [7]. Como os fenômenos na natureza são essencialmente não-

lineares, sua descrição ou análise será melhor descrita através de modelos e técnicas não-

lineares. Deste modo, neste trabalho destacaremos o estudo de sistemas dinâmicos não-

lineares.

Em sistemas dinâmicos não-lineares, a dinâmica do sistema concentra-se nos com-

portamentos a longos peŕıodos do sistema que está sendo estudado. O comportamento

futuro a pequenos tempos, normalmente, pode ser facilmente obtido por solução numérica

(computacional) das equações de evolução. Os problemas não-lineares possuem duas abor-

dagens distintas. Uma abordagem é “qualitativa” e tem como principal objetivo entender o

comportamento global de um dado sistema dinâmico, ou seja, estamos interessados em estu-

dar propriedades gerais, como equiĺıbrio, estabilidade, tipos de convergência ou divergência,

etc. A outra abordagem é “quantitativa” e procura analisar a evolução do sistema dinâmico
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no tempo.

O campo de aplicações de sistemas dinâmicos não-lineares é muito extenso pois

abrange qualquer sistema f́ısico, biológico, qúımico, etc. que possa ser descrito por equações

de evolução. Na F́ısica, por exemplo, a dinâmica de part́ıculas e corpos ŕıgidos apresenta

uma série de exemplos interessantes de sistemas dinâmicos não-lineares. As equações que

descrevem circuitos elétricos com componentes não-lineares, como diodos e transistores,

também aparecem em estudos de sistemas dinâmicos não-lineares [5].

Para obtermos uma solução anaĺıtica do sistema e, portanto, determinar a sua

solução, devemos desprezar os termos que introduzem a não-linearidade do sistema e ex-

pandir em série de potências o sistema de equações diferenciais. Ao fazermos isso, estamos

linearizando o sistema fazendo a análise linear ou local para a região limitada ao redor do

ponto onde a expansão está sendo feita. Logo, a topologia do sistema pode ser, localmente,

determinada pela análise linear.

Ao mencionarmos a topologia de um sistema dinâmico, estamos interessados em

saber como se comporta o fluxo desse sistema. Os sistemas dinâmicos podem ser con-

servativos (Hamiltonianos) ou dissipativos em relação a topologia do sistema. No caso

de sistemas Hamiltonianos, a topologia é caracterizada pelo surgimento de ilhas e regiões

caóticas no espaço de estado, e, em sistemas dissipativos, pela formação de estruturas

atrativas que podem ser regulares ou caóticas [7].

A forma e a localização com que o fluxo se desenvolve está diretamente ligado

a um conjunto de invariantes do sistema que são responsáveis pela formação de atratores

e, também, por comportamentos divergentes. Para definir o comportamento caótico em

sistemas dinâmicos, um dos critérios utilizados são os expoentes de Lyapunov que avaliam

a sensibilidade às condições iniciais, verificando a divergência exponencial no tempo de

trajetórias vizinhas.

2.2.1 Atratores

O comportamento assintótico é t́ıpico dos sistemas dissipativos e é caracterizado

pela existência de regiões limitadas no espaço de fase, chamadas de atratores, para as
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quais as trajetórias convergem [7]. Um atrator é um conjunto de valores no espaço de fase

para o qual o sistema migra com o tempo (se a função for cont́ınua) ou por iterações (se

a função for discreta), ou seja, o estado no qual um sistema dinâmico eventualmente se

estabiliza. Um atrator pode ser um único ponto fixo, uma coleção de pontos regularmente

visitados, uma órbita complexa, ou um número infinito de pontos. Ele não precisa ser uni ou

bidimensional, e pode ter tantas dimensões quanto o número de variáveis que influenciam

o seu sistema [21].

De modo simplificado, o atrator é uma figura geométrica que representa o compor-

tamento assintótico do sistema, num espaço de fase formado pelas variáveis que caracteri-

zam a evolução do sistema. Sua bacia de atração é definida como sendo o maior conjunto

de pontos nesse espaço tais que, partindo de um desses pontos, tende-se assintoticamente

para o atrator, deste modo, um atrator captura todas as órbitas que iniciam-se na sua

bacia de atração e um repulsor é um ponto no espaço fase de onde um sistema se afasta,

pois a cada nova iteração a órbita se afasta ou é repelida do ponto fixo.

Ao trabalharmos com atratores podemos classificá-los como estruturais ou pon-

tuais. Os atratores estruturais são formados por órbitas periódicas estáveis e atratores

caóticos, já os atratores pontuais são os pontos fixos estáveis. Para que a solução exista e

seja periódica, é necessário pelo menos um ponto fixo instável, como é o caso do sistema

de Van der Pol [22,51]. Para a formação de um atrator caótico, são necessários pelo menos

dois pontos fixos instáveis, como é o caso do atrator de Rössler [3,22]. Se o sistema possuir

três pontos de equiĺıbrio, onde dois deles funcionam como atratores, de modo que algumas

órbitas do espaço de fase são capturadas por um ou outro ponto, temos o que ocorre no

oscilador de Duffing [20,21].

Os atratores mais comuns são conhecidos como:

• Ponto fixo (pontual) ou ponto de equiĺıbrio: a trajetória do sistema converge para

um ponto e lá permanece indefinidamente. A solução nesse comportamento dinâmico

é independente do tempo e tem dimensão zero;

• Ciclo-limite: a trajetória converge para uma curva fechada, descrevendo um com-

portamento periódico no tempo, com amplitude e peŕıodo determinados pela forma

das equações e pelos valores de seus parâmetros e tem dimensão 1 (uma frequência
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fundamental);

• Atrator estranho: o atrator apresenta detalhes em escalas infinitesimalmente peque-

nas. Possui dimensão fracionária e uma figura com essa caracteŕıstica é chamada de

fractal;

• Superf́ıcie toroidal: representa um regime periódico ou quase-periódico, com duas

frequências fundamentais independentes;

• Caótico: apresenta uma divergência média do tipo exponencial entre duas trajetórias

muito próximas quando houver dependência senśıvel das condições iniciais.

Na Figura 2.3(a) temos o atrator pontual e na Figura 2.3(b) o atrator ciclo-limite

cujas formas geométricas são simples com dimensão nula ou inteira. Suas trajetórias in-

dicam que o fluxo converge para o atrator pontual (a) e periódico em (b) onde as trajetórias

são fechadas no espaço de fase para a qual as órbitas vizinhas se aproximam em espiral. Por

outro lado, quando existem duas ou mais frequências, as trajetórias correspondentes re-

pousam sobre uma superf́ıcie toroidal e jamais se fecham, descrevendo um movimento que é

chamado quase-periódico, Figura 2.3(c). Por sua vez, atratores com propriedades geométri-

cas complexas são conhecidos como atratores caóticos, Figura 2.3(d) e para caracterizá-los

quantitativamente, medimos a sua dimensão e caso sua dimensão seja não inteira estes são

chamados de fractais [52]. Num atrator caótico as órbitas nunca fecham mas se mantêm

confinadas numa dada região do espaço. Este tipo de atrator será melhor abordado na

seção 2.2.3.

Também podemos quantificar um atrator através do expoente caracteŕıstico de

Lyapunov ou número de Lyapunov [51,53,54]. Esta medida está baseada na sensibilidade

às condições iniciais dos sistemas dinâmicos, evidenciando consequências práticas, uma vez

que pequenos desvios nas condições iniciais estão sempre presentes, devido em grande parte

a existência de rúıdo experimental ou por imprecisões inerentes. Os expoentes de Lyapunov

medem a taxa de divergência exponencial em trajetórias vizinhas muito próximas, como

por exemplo, x1(t) e x2(t) que evoluem ao longo do tempo de modo a produzirem órbitas

x1(t+∆t) e x2(t+∆t), conforme a Figura 2.4, onde a dinâmica caótica do sistema faz

com que as duas curvas inicialmente próximas afastem-se e que serão melhor discutidos na
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seção 2.2.2.

Figura 2.3: Atratores: (a) ponto fixo, (b) ciclo-limite, (c) superf́ıcie toroidal e (d) atrator caótico.

FONTE: O autor.

Figura 2.4: Ilustração da divergência de duas condições iniciais próximas.
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FONTE: O autor.

O comportamento caótico é caracterizado pela existência de, pelo menos, um dos

expoentes de Lyapunov positivo. Para situações em que temos mais de um expoente de

Lyapunov positivo fica caracterizado o hipercaos [55]. Atratores caóticos podem possuir

dimensão fractal mas existem alguns atratores com dimensões fractais que não apresentam

nenhum expoente de Lyapunov positivo e, deste modo, não são caóticos [56]. Portanto, o

termo caos reflete a sensibilidade às condições iniciais de um sistema, e o termo estranho,

à geometria do atrator.
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2.2.2 Expoente de Lyapunov

No final do século XIX, Lyapunov elaborou um método para quantificar a de-

pendência sensitiva às condições iniciais [21], ou seja, o caos, através dos expoentes de

Lyapunov [53, 54]. Atualmente este método é a forma mais utilizada para verificar se

o comportamento dinâmico do sistema é caótico ou não. Em equações diferenciais, a

existência de conjuntos caóticos pode ser demonstrada analiticamente pelo teorema de

Shilnikov [20], o qual diz que deve existir uma órbita homocĺınica no sistema, tal que sua

órbita é formada pela fusão da variedade instável e estável de um ponto fixo, de modo

que, as trajetórias comecem e terminem no mesmo ponto fixo. Entretanto, são raros os sis-

temas que permitem a determinação anaĺıtica dos expoentes de Lyapunov, sendo necessário

determiná-los numericamente.

Henry Poincaré em seu trabalho clássico para o problema dos três corpos [6], uti-

lizando conceitos de variedade e análises qualitativas, mostrou que as soluções assintóticas

do problema eram mais complexas do que as três possibilidades conhecidas na época. O

método inovador de análise, baseia-se em ummapa de duas dimensões que relaciona o cruza-

mento da trajetória num plano adequadamente definido com o cruzamento subsequente no

mesmo sentido relativo [57]. Poincaré, verificou a existência de posśıveis movimentos e es-

tabilidades associadas. Além disso, introduziu o conceito de variedades instável e estável,

ou seja, curvas especiais cujo entendimento permite caracterizar movimentos associados

a diferentes trajetórias. Poincaré determinou que variedades de diferentes tipos podem

cruzar entre si, gerando os pontos homocĺınicos que implicam a existência de movimentos

estáveis altamente complexos, movimentos estes conhecidos como caóticos.

A imprevisibilidade da trajetória ao longo do tempo está relacionada ao termo

trajetória caótica, uma vez que o sistema apresenta sensibilidade às condições iniciais. Va-

mos supor dois pontos num espaço de fase de três dimensões, inicialmente bem próximos,

como o que pode ser visto na Figura 2.4. Em trajetórias caóticas de um atrator, essas tra-

jetórias vão se separar exponencialmente com o tempo, até que num determinado instante

estarão percorrendo trajetórias completamente distintas que jamais vão se cruzar, do ponto

de vista local, mas que, globalmente, estarão presas ao atrator. Para medir a taxa média

da divergência exponencial das trajetórias, de modo a quantificar a dependência sensitiva
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às condições iniciais utilizam-se os expoentes caracteŕısticos de Lyapunov ou número de

Lyapunov.

Definindo geometricamente os expoentes de Lyapunov de acordo com [58, 59],

consideraremos um sistema cont́ınuo descrito por N equações diferenciais ordinárias que

é envolto por um volume esférico infinitesimal de estados vizinhos bidimensional y0 e raio

δ0(t0), em torno do ponto inicial arbitrário x0 de uma linha de fluxo, ou seja,

|y0 − x0| ≤ δ0(t0). (2.6)

A evolução temporal deste fluxo nos dá um comportamento assintótico, ou seja, o

fluxo transforma a esfera em um elipsóide com eixos principais δi(t), onde i = 1, 2, 3, ..., N ,

conforme a Figura 2.5. Deste modo terá ocorrido, em média, a expansão de um dos seus

eixos, contração do outro e, condições iniciais que estão no eixo que corresponde à direção

da trajetória de x0, não alterarão suas distâncias relativas, logo, nesse eixo, em média, não

ocorre expansão nem contração.

Figura 2.5: Evolução de um volume esférico no espaço de fase.
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FONTE: Adaptada de [22], página 132.

Na Figura 2.5 representa-se em duas dimensões a deformação da esfera. A cir-

cunferência, que é fronteira das condições iniciais, de raio δ0(t0) e é centrado em x0, sofre

expansão em uma direção, representado pelo eixo δ1(t1), e contração na outra δ2(t1). A

média da variação exponencial desses eixos é medida pelos expoentes de Lyapunov e são
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definidos por:

λi = lim
t→∞

lim
δ0(t0)→0

1

t
ln

δi(t)

δ0(t0)
, (2.7)

onde i = 1, 2, ..., N . De modo geral, os λi dependem do estado inicial x0, mas em muitos

casos eles são constantes ao longo de uma significativa região do espaço de fases. Os

expoentes de Lyapunov estão relacionados com a natureza da contração ou expansão de

diferentes direções no espaço de fases [59]. Desta forma, a orientação do elipsóide muda

continuamente conforme o sistema evolui. Da Equação (2.7) é imediato que

δi(t) ≈ δ0(t0)e
λi(t), (2.8)

assim, se existir pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, haverá uma expansão

orbital nas direções associadas. Deste modo, para que a solução seja caótica, a dependência

às condições iniciais implica na existência de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo

(λi > 0). Para o caso de soluções periódicas e quase-periódicas (λi < 0), há uma contração

nas direções perpendiculares ao movimento, enquanto que ao longo da trajetória, λi = 0

[54]. Para um instante t qualquer, um elemento do hiper-volume no espaço de fase é dado

por

ξV (t) =
N∏
i=1

δi(t). (2.9)

Substituindo a Equação (2.8) na Equação (2.9) obtemos

ξV (t) = ξV (0)exp

(
N∑
i=1

λit

)
. (2.10)

Portanto, existem duas situações em que o hiper-volume no espaço de fases não diverge:

• quando
∑N

i=1 λi = 0, situação em que ξV (t) = ξV (0), o sistema é conservativo;

• quando
∑N

i=1 λi < 0, que resulta ξV (t) < ξV (0), o sistema é dissipativo.

Podemos identificar o tipo de atrator através dos sinais dos expoentes de Lya-

punov. Em sistemas dissipativos o somatório dos expoentes de Lyapunov é negativo, pois

nesses sistemas seu volume se contrai, ou seja, há uma diminuição do hiper-volume no

espaço de fases, fato este, que condiciona a ocorrência de atratores estranhos. Uma outra
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condição para que o sistema apresente atratores estranhos em um espaço de fase é que

a dimensão do espaço de fase tem que ser N ≥ 3, pois em um espaço bidimensional, a

presença de um expoente de Lyapunov positivo tornaria o somatório dos expoentes de λi

positivos, o que não caracteriza uma contração no espaço de fase. Vamos verificar como

isso pode ser feito para o sistema dissipativo de três dimensões:

• Ponto fixo (pontual) ou ponto de equiĺıbrio: as trajetórias convergem para um único

ponto no espaço, cessando qualquer deslocamento, assim os expoentes devem ser

(−,−,−);

• Ciclo-limite: apenas a direção da trajetória não deve, em média, se contrair, portanto

(0,−,−);

• Toro T 2: existem duas direções ao longo das quais os deslocamentos se processam,

logo (0, 0,−);

• Caótico: devido à sensibilidade às condições iniciais, pelo menos um expoente deve

ser positivo, ao longo da trajetória associa-se um expoente nulo e o terceiro expoente

deve ser negativo para que o sistema seja dissipativo e exista um atrator, assim

(+, 0,−).

Deste modo para que no sistema ocorra um atrator pontual, basta um sistema

de uma dimensão com expoente de Lyapunov negativo, assim, quando o sistema começa

a evoluir no tempo, a distância entre duas condições iniciais começa a diminuir infinita-

mente, tornando-se nula ao atingirem o ponto fixo. Para que ocorra um ciclo-limite (órbita

periódica estável), é necessário no mı́nimo além da direção de contração (como no caso do

atrator pontual), uma outra dimensão com expoente de Lyapunov nulo, refletindo assim o

fato de que duas condições iniciais sobre o ciclo-limite, quando evolúıdas, em média, não

sofrerão contração nem expansão, ou seja, passado um certo intervalo de tempo igual ao

peŕıodo do ciclo-limite, o sistema passa a apresentar soluções nas mesmas posições das suas

condições iniciais, mantendo a mesma distância entre elas.

Para que ocorra caos em sistemas cont́ınuos no tempo, deve existir pelo menos um

expoente de Lyapunov maior que zero e a dimensão no espaço de fases N ≥ 3. Assim, duas
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direções devem comportar-se como no ciclo-limite, e a terceira condição deve apresentar

expoente de Lyapunov positivo, caracterizando a divergência exponencial entre duas tra-

jetórias com condições iniciais muito próximas, responsável pela sensibilidade às condições

iniciais de um sistema caótico. Para o caso de mapas é suficiente que N = 1 se o mapa

for não inverśıvel, ou seja, onde a sua função inversa não é única [5]. As condições para

identificar a ocorrência de um atrator caótico, num sistema tridimensional, resumidamente

são:

•
∑N

i=1 λi < 0, que garante a contração do volume num sistema dissipativo;

• (λi > 0), a existência de um expoente de Lyapunov positivo.

2.2.3 Atrator caótico

No final do século XIX, J. H. Poincaré se propôs a estudar a dinâmica de um

sistema de três corpos, M1, M2 e m que se atraem de acordo com a lei da gravitação de

Newton, cujo objetivo era determinar o movimento dos corpos, a partir das suas condições

iniciais. Este problema é bem mais complexo do que o problema da dinâmica de dois

corpos, usualmente considerada na época. Após analisar o problema dos três corpos na

sua versão simplificada, Poincaré concluiu que esse é um problema insolúvel, no sentido

que é imposśıvel encontrar uma fórmula anaĺıtica exata que descreva o movimento de m,

a partir de uma posição inicial qualquer [7].

Embora Poincaré tenha sido capaz de vislumbrar a possibilidade de comporta-

mentos caóticos, que desafiam a idéia de haver uma solução fechada e válida para quaisquer

instantes de tempo, ele não pôde avançar nessa descrição, devido à impossibilidade prática

de resolver as equações do movimento por um tempo suficientemente longo, a ponto de

evidenciar as consequências de um posśıvel comportamento caótico [5]. Apesar da clara

visão de Poincaré, somente um século depois, quando Edward N. Lorenz (1963) estudava

problemas meteorológicos a partir do modelo de convecção natural de Rayleigh-Bénard que

se retomou a idéia do caos na análise de sistemas dinâmicos, visto que na área de previsão

numérica do tempo, as equações que descrevem o sistema (neste caso, a atmosfera) são não-

lineares. Tendo o aux́ılio de um computador, Lorenz observou que uma pequena variação
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nas condições iniciais poderia acarretar grandes diferenças na evolução do sistema.

O seu trabalho nessa área envolvia a solução numérica de um sistema com 12

equações diferenciais acopladas que descrevem a forma como o ar se move na atmosfera.

A solução destas equações continha elementos como velocidades do vento, temperatura,

pressão, entre outros e poderia ser usada na previsão do tempo, ainda que na época houvesse

um grande ceticismo em relação à eficácia desses métodos. Este fenômeno ficou conhecido

como “efeito borboleta”, como uma alusão de que se uma borboleta batesse suas asas em

algum lugar do planeta, poderia alterar a resposta de um sistema dinâmico do outro lado

da Terra. Portanto, tratava-se de um sistema totalmente determińıstico cujos resultados

poderiam ser aleatórios.

O estudo de Lorenz considera duas placas paralelas separadas por um fluido. A

placa superior está a uma temperatura mais baixa que a inferior. Provocam-se movimentos

convectivos aquecendo um fluido “por baixo”. Assim, por ação da temperatura, o fluido

da parte inferior tende a subir enquanto o fluido da porção superior tende a descer por

ação da gravidade. Quando a diferença de temperatura ∆T excede um certo valor cŕıtico

∆TC , o ĺıquido começa a girar, formando rolos, conforme Figura 2.6. Dessa maneira, o

calor no fluido passa a ser transportado também por convecção. A distância h entre as

placas pode nos fornecer por comparação a dimensão desses rolos e, para que ocorra uma

configuração de equiĺıbrio na densidade do fluido e na temperatura o movimento molecular

é organizado [7].

Figura 2.6: Esboço dos rolos de convecção, sem levar em consideração os efeitos de borda.
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h

FONTE: Adaptada de [7], página 24.

Lorenz utilizando uma versão simplificada do modelo de Rayleigh-Bénard para

convecção natural procurou estudar esse intrigante fenômeno usando a teoria qualitativa

dos sistemas dinâmicos introduzida por Poincaré. Uma das suas primeiras preocupações foi
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tentar achar sistemas mais simples de equações que exibissem o mesmo tipo de propriedade

que ele havia observado nas equações para a atmosfera. Como o gradiente de temperatura

induz o fluido a se movimentar de forma ascendente enquanto que o efeito da gravidade

induz o fluido a se movimentar de forma descendente, a interação entre estes dois fatores

cria fenômenos bem interessantes.

Para descrever este fenômeno é necessário considerar as equações de Navier-Stokes,

da condução de calor e da conservação da massa. A equação de Navier-Stokes que descreve

a dinâmica dos processos atmosféricos é dada por

ρ

(
∂~v

∂t
+ ~v.~∇~v

)
= ~F + ~FC − ~∇p+ µ∇2~v, (2.11)

a equação de condução de calor é expressa como

∂T

∂t
+ ~v.~∇T = κ∇2T, (2.12)

e a equação de conservação da massa é dada pela equação da continuidade

∂ρ

∂t
+ ~∇(ρ~v) = 0, (2.13)

onde T é a temperatura, ρ(T ) a densidade (uma função de temperatura), ~F a força gravi-

tacional, p a pressão, ~v a velocidade, ~FC a força de Coriolis, µ a viscosidade dinâmica,

κ a condutividade térmica, ~∇ é o operador nabla em coordenadas cartesianas e ∇2 é o

operador Laplaciano. Essas grandezas são funções do tempo t e das coordenadas x, y e z.

Destas três equações anteriores, Lorenz obteve um sistema composto por 12

equações diferenciais de primeira ordem, cujas soluções eram estacionárias e periódicas,

inúteis para o seu próposito, pois o método linear é capaz de predizer tais comportamentos.

Logo, Lorenz necessitava encontrar uma solução aperiódica para este sistema de equações

que fosse bem mais simples do que um sistema composto de 12 equações. Em 1962, B.

Saltzman desenvolveu um modelo para estudar movimentos atmosféricos de origem con-

vectiva com um sistema de 7 equações. Lorenz notou que os valores de 4 das 7 variáveis

se tornavam muito pequenos, e ficou curioso para saber se o sistema formado apenas pelas

outras 3 variáveis também exibia comportamento aperiódico. A simplificação proposta por

Lorenz [17], para os mesmos valores dos parâmetros escolhidos por Saltzman é formado
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por 3 equações diferenciais ordinárias descrevendo a convecção de Rayleigh-Bénard:
ẋ = −σx+ σy,

ẏ = −xz + rx− y,

ż = xy − bz,

(2.14)

onde x é o fluxo convectivo, se x = 0 não há movimento convectivo e o calor é transportado

apenas por condução, se x > 0 implica na circulação horária e se x < 0 a circulação é

anti-horária. A variável y é proporcional à diferença de temperaturas entre as correntes

descendente e ascendente do fluido. A variável z é proporcional à distorção do perfil

vertical da temperatura em relação ao perfil linear. O parâmetro σ é a relação entre a

viscosidade e a condutividade térmica, sendo conhecido como número de Prandtl σ ≡
µ/κ em homenagem a L. Prandtl por seus trabalhos em aerodinâmica. O parâmetro r é

proporcional a diferença de temperaturas entre os lados inferior e superior, sendo conhecido

como número de Rayleigh reduzido r ≡ R/RC onde a convecção ocorre para r > 1 e b é a

relação entre a altura e a largura do retângulo, expresso como b ≡ 4/(1 + a2).

Em 1963, Lorenz publicou seus resultados no artigo Deterministic nonperiodic

flow [17], descrevendo geometricamente as caracteŕısticas principais da solução caótica que

havia encontrado. A partir de um espaço abstrato, cujos eixos são as variáveis x(t), y(t)

e z(t) para cada instante de tempo, formam-se um conjunto de pontos com uma estrutura

matemática complicada, chamado atrator borboleta, devido as curvas terem a forma de

asas de borboleta, conforme a Figura 2.7. A Figura 2.7 exibe a solução do sistema de

Equações de Lorenz (2.14), para σ = 10, r = 28 e b = 8/3. Essas equações são não-

lineares devido ao produtos cruzados das variáveis x, y e z. A solução desse sistema, está

representada no espaço de fases, formado pelo eixo-X e pelo eixo-Z.

A figura, cuja forma lembra as asas de uma borboleta é o atrator desse sistema

dinâmico. Este comportamento está associado à dependência senśıvel às condições iniciais,

propriedade caracteŕıstica do comportamento caótico de um sistema dinâmico. Trata-se do

efeito borboleta mencionado por Lorenz [17] e das causas muito diminutas enunciadas por

Poincaré para caracterizar a imprevisibilidade dos sistemas com comportamento caótico.

No ano de 1972, Lorenz proferiu a palestra “Does the flap of a butterfly’s wings in Brazil

set off a tornado in Texas?” (o bater das asas de uma borboleta no Brasil pode ocasionar
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um tornado no Texas?) na 139a reunião da American Association for the Advancement

of Science. Em outras palavras, Lorenz quis dizer que uma influência tão pequena como

o bater das asas de uma borboleta poderia alterar as condições iniciais de um sistema

caótico (como a formação de ventos na atmosfera) a ponto de levar a um comportamento

futuro impreviśıvel, como um tornado [5]. Isto tudo gerou a expressão “efeito borboleta”,

que é muito utilizado para representar o efeito que pequenas alterações podem ter sobre o

comportamento futuro dos sistemas.

Figura 2.7: Atrator de Lorenz para σ = 10, r = 28 e b = 8/3.
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FONTE: O autor.

2.3 Sistemas dinâmicos espaço-temporais

Atualmente sistemas dinâmicos espaço-temporais com muitos graus de liberdade

têm sido amplamente estudados na comunidade cient́ıfica devido à sua interdisciplinaridade

e aplicabilidade em várias áreas cient́ıficas. Este interesse é motivado em virtude do grande

número de problemas práticos onde a dinâmica espacial desempenha um papel significa-

tivo: sistemas óticos, fenômenos de turbulência observados em fluidos e plasmas [60], f́ısica

do estado sólido [61], qúımica [62], redes neurais [10], formação de padrões em sistemas

naturais, sistemas elétricos e eletrônicos [18, 19], redes de mundo pequeno [12], redes sem

escala [14], sistemas dinâmicos acoplados em biologia e tecnologia, dentre outros [5]. Para

o estudo destes sistemas dinâmicos deve-se utilizar um modelo espaço-temporal [63], onde
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existe a possibilidade da ocorrência de caos.

A Tabela 2.1 apresenta uma classificação dos sistemas em relação ao espaço,

tempo e variáveis de estado. Em sistemas de equações diferenciais parciais o espaço, o

tempo e a variável de estado são cont́ınuos. Em sistemas de equações diferenciais iteradas

temos o diferencial no tempo como sendo discreto. Nos sistemas que envolvem cadeias

de osciladores que são equações diferenciais ordinárias acopladas, a variável de estado e

o tempo são cont́ınuos e o espaço é discreto. Para sistemas de autômatos celulares o

espaço, o tempo e a variável de estado são discretos. Neste trabalho utilizaremos sistemas

de equações diferenciais acopladas, visto que cada equação diferencial é dita como uma

posição do sistema.

Tabela 2.1: Tabela referente a classificação dos sistemas espacialmente estendidos.

Sistema Espaço Tempo Variável de Estado
equações diferenciais acopladas discreto cont́ınuo cont́ınua
equações diferenciais parciais cont́ınuo cont́ınuo cont́ınua
equações diferenciais iteradas cont́ınuo discreto cont́ınua
redes de mapas acoplados discreto discreto cont́ınua

autômatos celulares discreto discreto discreta

O uso ou escolha de um ou outro sistema leva a uma questão na facilidade de

implementação de tal sistema. Por exemplo, podemos utilizar equações diferenciais parciais

que são sistemas hierarquicamente superiores (todas as grandezas são cont́ınuas) devido

à sua “generalidade”, mas o tempo computacional necessário pode tornar-se um problema

e para efetuarmos a integração numérica, necessitamos discretizar o espaço e o tempo.

Podemos utilizar os autômatos celulares, mas devido ao fato do tempo, espaço e a variável

de estado serem discretos podemos perder em “generalidade” [5].

Conforme a Tabela 2.1, os sistemas dinâmicos podem ser classificados de várias

formas, em relação à variação temporal podem ser de tempo discreto, sendo representados

por mapas, e de tempo cont́ınuo, sendo para este caso, representados por equações dife-

renciais. Podem também ser lineares ou não-lineares, com parâmetros fixos ou variáveis

no tempo. Esta tese aborda sistemas dinâmicos de tempo cont́ınuo não-lineares através de

equações diferenciais acopladas de forma a modelar sistemas reais, como por exemplo, o

oscilador Colpitts. De maneira geral, este trabalho aborda o estudo de sistemas dinâmicos
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não-lineares por meio de recursos computacionais. Muitos eventos existentes na natureza

tem comportamentos dinâmicos interessantes, e podem de forma satisfatória serem mode-

lados por equações matemáticas e assim, acabam sendo melhor e mais profundamente

conhecidos.

Ao se tentar fazer previsões da natureza utilizando modelos matemáticos, podemos

nos deparar com problemas que envolvam centenas de variáveis e parâmetros diferentes.

Tentar resolver de maneira anaĺıtica é inviável na prática, por isso, é interessante utilizar

programas computacionais que resolvem de maneira algébrica ou tentam utilizar algumas

técnicas para resolver com aproximações. Nesta tese utilizamos programação em C++ em

nossas simulações com a evolução temporal do sistema computada através do algoritmo

Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo. O método Runge-Kutta de quarta ordem

é considerado um integrador numérico adequado devido a sua simplicidade, considerável

exatidão, baixo erro de truncamento e baixo esforço computacional.

Os sistemas dinâmicos parecem representar de modo mais adequado a forma como

sistemas naturais podem ser tratados de modo a se fazer previsões favoráveis ao avanço da

tecnologia. Entretanto, está longe de ter sido completamente compreendida a forma como

estes sistemas operam. O estudo e a construção de novos modelos é, assim, importante na

compreensão desses sistemas.
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3 Oscilador Colpitts

As análises de bifurcações têm sido usadas no estudo de osciladores senoidais.

Em muitos osciladores senoidais a condição de oscilação usada em projetos eletrônicos

corresponde a bifurcações de Hopf que surgem de ciclos limites estáveis [64]. Por outro

lado, bifurcações por duplicação de peŕıodo são responsáveis pelo aparecimento do com-

portamento subharmônico [65]. Os comportamentos complexos observados em osciladores

eletrônicos podem ser relacionados à cascata de Feigenbaum e/ou a existência de bifur-

cações homocĺınicas Shilnikov [24,66]. Mais ainda, a coexistência de atratores pode surgir

por efeitos de histerese no oscilador.

O esforço no sentido de desenvolver osciladores caóticos para a aplicação em

sistemas de comunicação tem destacado a necessidade do entendimento dos fenômenos

não-lineares exibidos por osciladores eletrônicos. Neste contexto, a teoria da bifurcação e

as análises qualitativas de sistemas não-lineares desempenham um papel importante. Os

osciladores são usados para uma infinidade de aplicações, sendo as mais comuns o osciloscó-

pio, o gerador de frequência variável, o injetor de sinais, a televisão, o radiotransmissor, o

receptor, o radar, o sonar, entre outros [67,68].

O primeiro circuito oscilador foi desenvolvido no ińıcio de 1910, por vários en-

genheiros, entre eles Reginald Fessenden e H. J. Proud [69]. Este circuito utilizava uma

válvula termiônica, o triodo. Desta forma aplicando-se uma realimentação positiva, com

o triodo atuando como um amplificador de energia, obtinha-se um sinal na frequência de

ressonância do seu circuito sintonizado, permitindo a emissão de ondas cont́ınuas e, conse-

quentemente a comunicação em um único canal. Este tipo de circuito foi aperfeiçoado por

outros pesquisadores como Edwin H. Armstrong, Edwin H. Colpitts e Ralph V. Hartley.
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No ińıcio de 1899, Edwin Henry Colpitts (1872-1949) começou a trabalhar como

assistente de George A. Campbell na American Bell Telephone Company em Boston, em-

presa tradicional na área de comunicações, projetando um gerador de frequência variável

para utilização em transmissões eletrônicas buscando deste modo, minimizar a distorção e

atenuação do sinal emitido. Investigou também a funcionalidade de dielétricos em capa-

citores [70]. Em 1907, Colpitts se transferiu para empresa Western Electric Company em

Nova Iorque, onde juntamente com seu colega Ralph Hartley inventaram um oscilador de

acoplamento indutivo que Colpitts melhorou em 1915 e no ano de 1920 foi patenteado como

“Gerador de Oscilação”. Colpitts juntamente com Edward Beech Craft [25] escreveram a

famosa frase para o ramo de comunicações, “a possibilidade de comunicação por voz en-

tre quaisquer duas pessoas no mundo civilizado, é um dos fins mais desejáveis para que a

engenharia pode se esforçar”.

3.1 Osciladores eletrônicos

Osciladores eletrônicos são circuitos que se destinam à geração primária de sinais

periódicos, ou seja, produzem sinal alternado a partir de um sinal cont́ınuo. Dito de outra

forma, um oscilador é um sistema que converte potência de corrente elétrica cont́ınua (CC)

em um sinal periódico de potência com corrente elétrica alternada (AC). Isto é conseguido

pela interação de um circuito passivo (elementos no circuito elétrico que recebem energia

do circuito, com por exemplo, resistores, capacitores e indutores) e um ou mais elementos

ativos (elementos no circuito elétrico que fornecem energia ao circuito, como exemplo, os

geradores elétricos). É essencial a existência de um comportamento não-linear pois só

assim o oscilador poderá estabilizar a amplitude das oscilações em regime permanente.

Normalmente este comportamento está associado aos elementos ativos do circuito elétrico.

Na atualidade existem basicamente dois tipos de osciladores eletrônicos: os os-

ciladores harmônicos (senoidais) e os osciladores de relaxação. Os primeiros tem por base a

variação da frequência de uma onda sinusoidal devido às perturbações num circuito resso-

nante provocadas por variações de impedância gerando assim oscilações mais estáveis e

precisas. São exemplos de osciladores senoidais [67, 68, 71] o oscilador Colpitts, oscilador

Hartley, oscilador de Wien, oscilador de Armstrong, entre outros. Por outro lado o os-
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cilador de relaxação têm por base um multivibrador astável, que é um circuito eletrônico

que tem dois estados, mas nenhum dos dois é estável. Este circuito muda constantemente

de estado, numa velocidade que depende dos valores dos componentes usados e que, por-

tanto gera um sinal retangular. O circuito é um gerador de sinais retangulares, onde o

circuito tem sua frequência determinada por um capacitor e um resistor.

Nos osciladores senoidais o processo de sintonia da frequência de oscilação é feita

por elementos reativos, conforme Figura 3.1. O oscilador Hartley é um tipo de oscilador LC

que utiliza dois indutores e um capacitor para realizar o processo de sintonia da frequência

de oscilação que pode variar de 10 Hz até 50 MHz. O oscilador Colpitts tem o prinćıpio de

funcionamento bastante similar ao oscilador Hartley, com a única diferença que o processo

de sintonia da frequência de oscilação é feito através de um circuito de realimentação

capacitivo, formado por dois capacitores e um indutor, aqui sua frequência pode variar

de 1 Hz até 100 MHz e em alguns casos sua variação vai até a região de microondas

(giga-Hertz), dependendo da tecnologia.

Figura 3.1: Diferença entre oscilador Colpitts e oscilador Hartley, onde A, B e C podem ser
capacitores C ou indutores L.
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FONTE: O autor.

Algumas caracteŕısticas do oscilador senoidal incluem a produção de ondas si-

nusoidais com baixa distorção e em muitas aplicações, a funcionalidade de ser facilmente

ajustada para que o utilizador possa variar a sua frequência numa gama considerável [72].

Uma oscilação é uma forma de instabilidade causada pela realimentação positiva que re-

força um sinal que acabaria por desaparecer devido a perdas de energia. Para que a
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realimentação seja regenerativa, ou seja, repor a perda de energia do sinal, esta deve sa-

tisfazer certas relações de amplitude e fase. Um oscilador é projetado com uma malha de

realimentação de caracteŕısticas conhecidas, para que ocorra a oscilação a uma frequência

pré-determinada.

Em sistemas de rádio, os osciladores senoidais geram a frequência portadora de

transmissores e alimentam estágios misturadores que convertem sinais de uma frequência

para outra. Numa extensão pequena mas crescente, essas aplicações podem também ser

desempenhadas por osciladores de onda quadrada e sintetizadores, mas na maioria dos

casos, osciladores senoidais são fontes de sinais bastante econômicas. Basicamente, os

osciladores senoidais são circuitos que, através de amplificação e realimentação, dão uma

onda senoidal de sáıda.

Um oscilador eletrônico básico, Figura 3.2(a), pode ser encarado como um am-

plificador que fornece um sinal de entrada para ele mesmo, transformando potência com

corrente elétrica cont́ınua (CC) em um sinal periódico de potência com corrente elétrica

alternada (AC) a uma freqüência pré-determinada. É necessário que parte do sinal de

sáıda retorne à entrada de forma adequada, ou seja, é necessário que haja uma realimen-

tação positiva (regeneração). Basicamente o oscilador é formado por um amplificador, um

feedback regenerativo e uma rede de determinação de frequência, conforme Figura 3.2(b).

Figura 3.2: (a) Esquema básico de um oscilador; (b) elementos de um oscilador.
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Os amplificadores têm como objetivo alterar o ńıvel de um sinal, utilizando uma
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pequena quantidade de energia para controlar uma quantidade maior. Existem diversas

configurações, chamadas de classes, para implementação dos amplificadores, as quais in-

dicam quanto o sinal de sáıda irá variar sobre um ciclo de operação, para um ciclo completo

do sinal de entrada. Os amplificadores de um modo geral podem ser divididos em cinco

classes: A, B, AB, C e D [73]. No feedback ocorre a transferência de energia de um ponto

de alto ńıvel do sistema para um ponto de baixo ńıvel. O feedback que realimenta o sinal

de entrada é regenerativo ou positivo e quando se opõe ao sinal de entrada é degenerativo

ou negativo.

No amplificador Classe A, o sinal de sáıda varia por um ciclo completo de 3600,

sendo polarizado de forma que as variações nas polaridades do sinal de entrada ocorram

dentro dos limites de corte e saturação. Nos amplificadores Classe B, um circuito fornece

um sinal de sáıda que varia sobre metade do ciclo de entrada ou por 1800 de sinal. Na

Classe AB a amplificação do sinal é mais que 1800 e menos que 3600, onde obtemos um

sinal amplificado com menos distorção que na classe B e mais eficiente que na classe A.

A sáıda de um amplificador Classe C é polarizada para uma operação em menos de 1800

do ciclo e opera apenas com circuitos ressonantes, os quais fornecem um ciclo completo

de operação para a frequência sintonizada. Para amplificação de sinais pulsados (digitais),

que permanecem ligados por um curto intervalo de tempo e desligados durante um longo

intervalo de tempo, utilizamos os amplificadores Classe D [73]. Neste trabalho utilizamos

os amplificadores Classe C, pois esta configuração é muito encontrada em amplificadores

de radiofrequências e em transmissores.

A condição de oscilação em termos da teoria linear, de acordo com a abordagem

clássica seguido em eletrônica se baseia em dois modelos fundamentais: o modelo de rea-

limentação e o modelo de resistência negativa. Neste trabalho a abordagem caracteŕıstica

tem como ponto de partida o modelo de realimentação, cujo tratamento é muito utilizado

na engenharia para a análise de osciladores sinusoidais, tais como o oscilador Colpitts que

é o objeto de estudo neste trabalho.

O oscilador Colpitts é um representante dos osciladores geralmente conhecidos sob

o termo de osciladores Classe C. Estes osciladores funcionam de acordo com o prinćıpio

“Kick-and-Resonate” [74], ou seja, eles são compostos, como mostrado na Figura 3.2(b).

Uma analogia pode ser feita do funcionamento dos osciladores Classe C, dado pela Figura
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3.3, onde temos uma brincadeira com um pêndulo. Numa das extremidades da corda temos

uma bola amarrada e a outra extremidade da corda é presa a mão da criança. A criança

chuta fortemente a bola com energia suficiente que permita ao pêndulo realizar uma rotação

completa pelo menos. Na ausência de qualquer atrito, após um transiente inicial, o pêndulo

entra num regime harmônico que seria preservado para sempre. Num sistema real, o atrito

dissipa energia e, em consequência, o pêndulo desacelera até parar. O regime harmônico

poderia ser preservado se a criança chutasse a bola sempre que ela passasse na frente do seu

pé, fornecendo instantaneamente a energia que será dissipada durante a rotação realizada.

Esta é certamente uma explicação bastante qualitativa do prinćıpio de funcionamento dos

osciladores Classe C, onde uma rede de ressonância dissipativa proporciona ao circuito que

o feedback ative e realimente o sinal de entrada num tempo muito pequeno no que diz

respeito à frequência de oscilação, ou seja, quase que instantaneamente a energia dissipada

pela rede de ressonância dura um número inteiro de oscilações.

Figura 3.3: Analogia mecânica para um oscilador Classe C.

FONTE: O autor.

O modelo de realimentação consiste na decomposição do circuito em um sub-

sistema de tempo linear invariante (rede ativa) e um elemento de realimentação não-linear,

conectados juntos em um circuito fechado. A condição necessária para que ocorra a os-

cilação é obtida através da análise linear, considerando uma aproximação linear do elemento

de realimentação e exigindo que o sistema admita uma oscilação auto-sustentada. Deste

modo, o ganho do amplificador deve ser maior que a perda no caminho de realimentação e

o sinal realimentado na entrada do amplificador deve estar em fase, assim, o amplificador
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encontra-se em modo de realimentação positiva ou regenerativa [75].

Para sistemas de controle em malha fechada não-lineares ou variantes no tempo,

existem definições de estabilidade que seguem os critérios de estabilidade de entrada nula

ou estabilidade da resposta natural do sistema (estado), com aplicabilidade restrita e geral-

mente de formulação complexa [71]. A estabilidade pode refletir o comportamento do sis-

tema quando o mesmo é submetido a uma entrada, representando assim o comportamento

externo do sistema, sendo adequado utilizar o critério BIBO “Bounded Input, Bounded

Output” para analisar a estabilidade, uma vez que para cada entrada limitada, o sistema

produz uma sáıda limitada, diz-se que o sistema é estável no sentido BIBO. Para sistemas

lineares invariantes no tempo (SLIT), a estabilidade BIBO e a estabilidade assintótica são

equivalentes.

O estudo da estabilidade do sistema está intimamente ligado ao controle que se

pode estabelecer sobre o mesmo. Um circuito projetado para ampliar ou filtrar um sinal de

entrada, por exemplo, não deve oscilar aleatoriamente, ou mesmo apresentar um sinal de

sáıda cuja amplitude cresça indefinidamente. Por outro lado, um circuito projetado para

oscilar não deve ter um sinal de sáıda com amplitude que tenda a zero, que permaneça

constante ou que cresça indefinidamente [67,68]. Assim um sistema linear, que se encontre

em um determinado estado de equiĺıbrio, terá sua estabilidade definida em função de como

o sistema vai reagir a uma determinada perturbação.

Um sinal de sáıda ou uma variável interna do sistema pode ser considerada como

resposta de um sistema. Um sistema linear pode ser classificado em instável, marginalmente

estável e assintoticamente estável. Caso uma perturbação, por menor que seja, produza

uma resposta cuja amplitude cresça indefinidamente, mesmo após a perturbação tenha

sido removida o sistema será instável. Por outro lado, se a resposta se mantém, porém

com amplitude limitada, o sistema é marginalmente estável e caso a resposta tenda a zero,

o sistema será classificado como assintoticamente estável. Removendo a perturbação, o

sistema encontra-se na condição de entrada nula.

Um sistema dinâmico de tempo cont́ınuo é estável quando todos os seus pólos,

ou seja, todas as ráızes de sua equação caracteŕıstica possuem parte real negativa, isto

é, residem no semiplano lateral esquerdo (SPLE) do plano complexo. Por outro lado, a
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presença de pólos no semiplano lateral direito (SPLD) vai fazer com que a resposta do

sistema aumente exponencialmente, de forma monotônica ou oscilatória.

Nesta situação o oscilador é um amplificador realimentado, cuja malha de reali-

mentação produz pólos no semiplano lateral direito. Quando o oscilador é ligado ou ativado,

sua sáıda só vai crescer com o passar do tempo. Caso nenhum dispositivo de saturação

esteja presente, ou então algum mecanismo de interrupção atue no processo de crescimento

da sáıda, o sistema irá certamente sofrer danos ou passar a operar de forma impreviśıvel,

pois nenhum sistema f́ısico pode apresentar uma sáıda, ou mesmo algum estado interno,

que cresça indefinidamente sem produzir anormalidades.

A Figura 3.4, apresenta o diagrama de blocos, que é a divisão do circuito em blocos

para facilitar a análise dos componentes. Neste caso, temos o modelo de realimentação,

uma vez que o oscilador é um amplificador realimentado, cuja malha de realimentação

produz pólos no semiplano lateral direito. O oscilador senoidal é decomposto em uma rede

ativa A(s) e uma rede de realimentação f(s).

Figura 3.4: Diagrama de blocos para um amplificador realimentado, onde o bloco A(s) é o
amplificador e o bloco f(s) a malha de realimentação.
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FONTE: O autor.

De acordo com o diagrama de blocos, a relação entre a entrada e a sáıda expressa

uma função de frequência de entrada, denominada função de transferência do circuito,

sendo expressa pelo quociente de dois polinômios, da seguinte forma:

a(s) =
V0

Vi

=
A(s)

1− A(s)f(s)
, (3.1)

onde os pólos de a(s) são as ráızes do seu denominador e os zeros de a(s) são as ráızes
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do seu numerador. Para expressar graficamente, no plano complexo, os pólos e os zeros

da função a(s), pode-se utilizar o diagrama de pólos e zeros da função de transferência do

mesmo.

Na ausência de um sinal de entrada Vi = 0, o sinal que sai é V0 6= 0. Isto só é

posśıvel se a magnitude da função de transferência do circuito, denominada de ganho de

malha g(s) for infinita (algo inviável na prática), ou se o denominador da Equação (3.1) é

cancelado, assim temos a função para os pólos,

1− A(s)f(s) = 0. (3.2)

O amplificador irá oscilar com uma certa frequência se a função de transferência

for instável e um par de pólos complexos estiver no semiplano lateral direito. Para de-

terminar a frequência de oscilação e a condição de instabilidade, deve-se abrir a malha de

realimentação, conforme a Figura 3.5, e calcular o ganho da malha g(s). Deste modo, o

comportamento linear do circuito de realimentação é estudado através da quantidade de

ganho da malha aberta, definido como sendo o produto entre as funções da rede ativa e da

rede de realimentação, ou seja,

g(s) = A(s)f(s). (3.3)

Figura 3.5: Amplificador em malha aberta.

+

Σ

f(s)

V
i oV

A(s)

Rede Ativa
A

V
A Rede de realimentação

−

FONTE: O autor.

A equação caracteŕıstica para o modelo de realimentação, cujas soluções fornecem

as frequências naturais do sistema, definidas como os zeros do polinômio caracteŕıstico do
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sistema [71], é dada por [76]:

1− g(s) = 0, (3.4)

substituindo s por jω onde j2 = −1, o circuito oscilará em uma freqüência ω, que pode ser

calculada ao longo do eixo imaginário s = ±jω e definida como sendo a função resposta

em frequência, dada por s(jω), o ganho da malha será uma quantidade real, assim

g(jω) = g(s)

∣∣∣∣
s=jω

, (3.5)

e a Equação (3.1) pode ser escrita da seguinte forma,

a(jω) =
A(jω)

1− A(jω)f(jω)
. (3.6)

Para determinarmos a freqüência de oscilação ω e a condição de instabilidade,

abrimos a malha de realimentação, conforme a Figura 3.5, para obtermos o ganho de malha

aberta. A condição de oscilação resultante é conhecida como critério de Barkhausen [67,76],

a qual prevê que uma oscilação auto-sustentada irá ocorrer na frequência ω0 em um sistema

de realimentação quando a mudança de fase em torno do circuito é zero e o ganho da malha

é igual a unidade, portanto, o ganho da malha A(jω)f(jω) é um número complexo que

pode ser representada pela sua amplitude e fase, ou de forma equivalente pelas Equações

(3.7) e (3.8) 
g(jω) = A(jω)f(jω),

Re[g(jω0)] = 1,

Im[g(jω0)] = 0,

(3.7)

ou 
g(jω) = A(jω)f(jω),

| g(jω0) | = 1,

arg[g(jω0)] = 0,

(3.8)

com a resposta oscilando numa frequência ω, porém atenuada por um fator g(jω0) e de-

fasada um ângulo φ = arg[g(jω0)] que dependem de ω. O critério de Barkhausen é equiva-

lente a impor a restrição onde o sistema admite apenas um par de frequências naturais

±jω0 no eixo imaginário, como esboçado na Figura 3.6.



40

Figura 3.6: Localização das frequências naturais no plano complexo seguindo a condição de
oscilação ou a condição de arranque correspondente.
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FONTE: O autor.

Quando o ganho da malha é exatamente a unidade teremos uma abstração no

estudo de osciladores, sendo completamente irrealizável na prática. Para osciladores reais é

sempre necessário providenciar que o ganho da malha seja ligeiramente maior que a unidade

(na frequência de oscilação ω0), a fim de assegurar a formação de oscilações, impedindo

assim que o ganho da malha seja inferior à unidade, devido às variações dos transistores ou

outros parâmetros do circuito. Assim, a condição de arranque no modelo de realimentação

pode ser formulada da seguinte forma [71]:{
| g(jω′

0) |> 1,

arg[g(jω
′
0)] = 0,

(3.9)

onde ω
′
0 é a freqüência com fase nula e a condição para a fase no critério de Barkhausen é

satisfeita, conforme a Equação (3.8). De forma geral, ω
′
0 6= ω0 e nenhuma delas coincide com

a frequência de oscilação atual do oscilador. Na verdade, esta última frequência depende

também das não-linearidades do circuito, que não são levadas em consideração por meio

da análise linear.

Para o circuito oscilar em uma certa frequência, o critério deve ser satisfeito apenas
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nessa frequência ω0, gerando assim uma oscilação senoidal. O circuito não oscila quando

| g(jω0) |< 1, por outro lado, quando | g(jω0) |> 1, a amplitude do sinal de retorno crescerá

até que o amplificador entre na região de saturação, resultando numa oscilação distorcida.

Assim, a frequência de oscilação ω0 é determinada exclusivamente pelas caracteŕısticas de

fase da malha de realimentação, logo a malha oscila na frequência de ressonância. Isto

significa que a estabilidade da frequência de oscilação será determinada pelo modo pelo

qual a fase φ(ω) da malha de realimentação varia com a frequência.

Cabe ressaltar que a função de transferência a(s) pode possuir mais de um par de

pólos no semiplano lateral direito, o que estabelece mais de uma freqüência de oscilação.

Porém, os osciladores são limitados em amplitude, devido às não linearidades na região de

grandes sinais. O processo de limitação é realizado fazendo a redução do ganho de malha

até a unidade. Neste mecanismo, os pólos permanecem próximos do eixo imaginário se

A(jω)f(jω) > 1, enquanto os outros migram para o semiplano lateral esquerdo. Ligando

a fonte de alimentação as oscilações aumentam e quando a amplitude da oscilação atinge o

valor desejado um controle não-linear passa a atuar no circuito fazendo com que os pólos

sejam deslocados para o eixo imaginário. Deste modo, o circuito mantém as oscilações na

amplitude desejada para g(s) = 1. Se o ganho A(jω)f(jω) ficar menor que 1 as oscilações

diminuem de amplitude.

A condição de arranque dada pela Equação (3.9) exige que o circuito seja instável

sobre o seu ponto de operação admitindo assim um par de freqüências naturais complexas

no semiplano lateral direito, conforme a Figura 3.6. Caso as frequências naturais complexas

encontrem-se perto do eixo imaginário da frequência ω
′
0 poderemos utilizá-la como uma

estimativa da frequência de oscilação. Como resultado para a instabilidade do circuito,

uma excitação inicial produz um crescimento transiente. À medida que o sinal aumenta, a

sua amplitude é limitada pelo ińıcio das não-linearidades do circuito. Como o oscilador é

um circuito autonômo, a excitação inicial que inicia a oscilação é normalmente pela fonte

de alimentação.

Uma forma alternativa para estudar os circuitos osciladores consiste no exame

dos pólos do circuito, que são as ráızes da Equação caracteŕıstica (3.4). Para o circuito

produzir e manter oscilações em ω0, a equação caracteŕıstica deve ter ráızes em s = ±jω0.

Portanto, 1−A(s)f(s) deve ser da forma s2+ω2
0 [67]. Caso a função tenha uma inclinação
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ı́ngrime, φ(ω) resultará em uma frequência mais instável, deste modo, pode ocorrer uma

variação de fase ∆φ devido a uma variação nos componentes do circuito (temperatura, por

exemplo). Se dφ/dω for alta a variação resultante em ω0 será pequena [67], conforme a

Figura 3.7.

Figura 3.7: Dependência da estabilidade da frequência do oscilador com a inclinação da resposta
em fase.
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FONTE: Adaptada de [67], página 1168.

Como neste trabalho utilizaremos o modelo de realimentação, cabe ressaltar que

no modelo de resistência negativa, um resistor de valor negativo é um elemento ativo que

vai fornecer energia para o sistema. Este resistor ativo pode ser obtido por diferentes

procedimentos como o uso de um diodo túnel (quando a tensão está muito próxima de

zero) ou o uso de técnicas de realimentação de sistemas. Estas técnicas, entretanto só

aproximam o modelo deste resistor linear para uma determinada faixa de valores de tensão

e corrente. Assim, não é incomum que, com o aumento dos valores de tensão e corrente, o

modelo de resistência negativa deixe de ser válido.

Além da necessidade de uma realimentação positiva, devem ser incorporados ao

circuito um transistor (BJT, FET ou cristal) que vai agir como amplificador de sinal,

elementos determinantes da frequência e as necessárias tensões de corrente cont́ınua de

polarização. Ao ser alimentado, um sinal randômico é gerado no dispositivo ativo A(s) da

Figura 3.4 e assim amplificado. Este sinal é realimentado positivamente em f(s) através

de circuitos seletores de frequência, e retorna à entrada, onde é novamente amplificado. O
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estado de equiĺıbrio é atingido quando as perdas no circuito são aceitáveis e a frequência

de oscilação é determinada por componentes externos, como capacitores, indutores ou um

cristal.

Antes de 1951, as válvulas eram os principais dispositivos usados para ampli-

ficar sinais fracos [78]. Embora sejam excelentes amplificadores, apresentam uma série

de desvantagens, pois possuem um filamento interno ou aquecedor que requer pelo menos

1W de potência, a vida útil de seu filamento é da ordem de algumas milhares de horas,

ocupa muito espaço e por fim o aquecimento necessário para o seu funcionamento faz au-

mentar a temperatura interna dos equipamentos eletrônicos. Em 1951, William Bradford

Shockley inventou o primeiro transistor de junção, um dispositivo semicondutor capaz de

amplificar sinais de rádio e TV [78]. A utilização de transistores em circuitos elétricos

ultrapassa de longe as desvantagens de uma válvula, uma vez que, o transistor não tem

filamento ou aquecedor, requerendo assim uma potência muito menor. Por ser um dispo-

sitivo semicondutor, ele pode durar indefinidamente. Devido às suas pequenas dimensões,

ele ocupa pouco espaço e como gera pouco calor, os equipamentos podem funcionar com

temperaturas internas mais baixas.

O elemento ativo nos osciladores é normalmente um transistor de junção bipolar

(Bipolar Junction Transistor - BJT) ou um transistor por efeito de campo (Field Effect

Transistor - FET) e a frequência de operação é determinada por um circuito sintonizado

(ou um cristal pizoelétrico) na malha de realimentação (amplificador que pode gerar o

seu próprio sinal de entrada). Utilizam-se transistores em circuitos elétricos de maneira

apropriada para amplificar a energia, tensão ou a corrente elétrica, enquanto que para

aplicações digitais, o transistor tem função de mudar os estados de ON para OFF em curta

duração de tempo [77].

O transistor tem quatro regiões de operação distintas: ativa, corte, saturação e

ruptura. Os transistores operam na região ativa quando são usados como amplificadores

de sinais fracos. As regiões de saturação e corte são usadas nos circuitos digitais e outros

circuitos de computador [78]. O transistor atua como uma chave eletrônica e conduz

periodicamente, sempre que a energia é realimentada desde o circuito sintonizado, a fim

de manter as oscilações do circuito tanque (circuito LC), circuito este capaz de restaurar

a onda senoidal de entrada [79] e por isso são habitualmente utilizados nas estruturas de
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realimentação dos osciladores para a seleção de frequência de oscilação.

Os materiais utilizados na fabricação do transistor são principalmente o siĺıcio (Si),

o germânio (Ge), o gálio (Ga) e alguns óxidos. Na natureza, o siĺıcio é um semimetal devido

à conformação das ligações eletrônicas do seu átomo, gerando uma rede eletrônica altamente

estável. Atualmente, o transistor de germânio é menos utilizado, tendo sido substitúıdo

pelo de siĺıcio. O transistor de siĺıcio e germânio foram inventados nos Laboratórios da Bell

Telephone por John Bardeen e Walter H. Brattain em 1947. Eles pretendiam fabricar um

transistor por efeito de campo (FET) idealizado por Julius E. Lilienfeld antes de 1925, mas

acabaram por descobrir uma amplificação da corrente no ponto de contato do transistor.

Isto evoluiu posteriormente para converter-se no transistor de junção bipolar (BJT) em

1951. O objetivo principal do projeto era criar um dispositivo compacto e barato para

substituir as válvulas termoiônicas usadas nos sistemas telefônicos da época.

Neste trabalho utilizamos o transistor BJT que é um semicondutor composto de

três regiões dopadas conforme a Figura 3.8(a) e simplificado pela simbologia na Figura

3.8(b), cuja região central, é inserida entre duas regiões que possuem dopagem diferente

da região central, o que faz o transistor ser do tipo NPN ou PNP.

Figura 3.8: (a) Construção do transistor NPN; (b) Simbologia.
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FONTE: O autor.

O transistor NPN (utilizado neste trabalho) é caracterizado por duas junções PN

(junção base-emissor e junção base-coletor) e por três terminais designados por emissor

(E), base (B) e coletor (C). O semicondutor tipo N de uma das junções, com baixo ńıvel de

dopagem é chamado “coletor”, pois esta região coleta os portadores de corrente, por outro

lado, o outro semicondutor tipo N com alto ńıvel de dopagem é denominado “emissor”,



45

pois nesta região ocorre a emissão dos portadores de corrente. O semicondutor tipo P com

baixo ńıvel de dopagem comum às duas junções é denominado “base”, uma vez que esta

região controla o fluxo de corrente. As regiões tipo N contém elétrons livres como porta-

dores majoritários, enquanto que a região tipo P contém lacunas livres como portadores

majoritários.

A junção mostrada na Figura 3.9(a) é a fronteira, ou a linha divisória, que marca

o fim de uma seção e o ińıcio de outra, em outras palavras, a junção é parte de um cristal

onde o material do tipo P termina e o material do tipo N começa. Num cristal inteiriço, os

elétrons livres podem se mover através da junção, e quando estes elétrons livres atravessam

a junção preenchem algumas lacunas do cristal P. A Figura 3.9(b) mostra este efeito. Como

resultado, uma região chamada de camada de depleção é formada [79]. Os elétrons que

preencheram as lacunas são capturados e não estão mais dispońıveis para serem portadores

de corrente, deste modo, os elétrons que sáıram do material tipo N e as lacunas preenchidas

na junção do material tipo P criaram uma região sem portadores livres. Essa região em

torno da junção se tornou escassa de portadores de corrente.

Figura 3.9: (a) Estrutura de um diodo de junção; (b) Camada de depleção do diodo.
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FONTE: Adaptada de [79], página 42.

Para o transistor NPN, os elétrons livres na região N se difundem através da junção

e se recombinam com as lacunas na região P. Como resultado, teremos duas camadas de
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depleção, sendo uma na junção NP e outra na junção PN [78]. As camadas de depleção

não crescem indefinidamente. Uma diferença de potencial, ou força, surge nas camadas

de depleção impedindo que os outros elétrons as cruzem e venham a preencher todas as

demais lacunas. Para cada uma dessas camadas de depleção, a barreira de potencial é de

cerca de 0, 7 V na temperatura de 25o C para o dispositivo de siĺıcio.

As duas junções do transistor devem ser polarizadas corretamente, uma vez que

não se pode subtituir um componente do tipo NPN por outro do tipo PNP, pois os mesmos

tem polaridades distintas. Para que o transistor opere corretamente a junção coletor-

base deve permanecer reversamente polarizada, enquanto que a junção base-emissor deve

permanecer diretamente polarizada para acionar o transistor. Assim, a resistência da

junção base-emissor se torna muita pequena se comparada àquela da junção base-coletor.

Esta grande diferença na resistência da junção confere ao transistor a capacidade de fornecer

ganho de potência [79].

O nome transistor bipolar vem do fato que ambos os portadores (elétrons livres e

lacunas) tomam parte do fluxo de corrente que atravessa o dispositivo. Por outro lado, o

transistor bipolar PNP opera de maneira análoga ao transistor NPN, porém com fluxo de

portadores majoritários de cargas sendo as lacunas. A região central é chamada de base e

cumprirá a função de terminal de controle enquanto as outras duas regiões cumprirão os

papéis de emissor e coletor.

Os transistores podem ser ligados entre si em três configurações básicas, base

comum (CB), emissor comum (EC) e coletor comum (CC). Essas denominações comuns

relacionam-se ao ponto onde o sinal é injetado e onde é retirado, ou ainda, qual dos ter-

minais do transistor é referência para entrada ou sáıda do sinal. As configurações base

comum, emissor comum e coletor comum são também denominadas base a terra, emissor

a terra e coletor a terra. O que é diferente na maneira de construção dos diversos tipos de

transistores não é somente as intensidades de corrente e o calor gerado. Ao analisarmos

um transistor veremos que a região da junção entre o emissor e a base e entre a base e o

coletor se comporta como um capacitor.

Deste modo, existem componentes que se aproveitam deste fato na sua operação,

como exemplo, os diodos varicaps (possuem uma capacitância variável que é função da
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tensão à qual ele é submetido). É de vital importância o efeito dessa capacitância denomi-

nada parasita num transistor, pois na realidade ela é indesejável na maioria das aplicações

dos transistores de rádio frequência. Assim, quando um transistor for ligado como ampli-

ficador, o sinal aplicado deve ao mesmo tempo polarizar a junção base-emissor, supondo

que a configuração seja a de emissor comum, e também carregar e descarregar um pequeno

capacitor parasita que obrigatoriamente deve estar instalado no circuito.

3.2 Circuito elétrico e equações de estado

Embora o oscilador Colpitts tenha sido originalmente projetado para ser um os-

cilador quase senoidal [67], verifica-se que o mesmo exibe um rico comportamento dinâmico

em certos valores dos parâmetros [80]. Foi demonstrado por Michael P. Kennedy, Oscar

De Feo e Gian M. Maggio [81, 82] com a teoria da bifurcação que formas normais e técni-

cas numéricas podem ser bem empregadas para caracterizar qualitativamente os diferentes

comportamentos dinâmicos exibidos pelo oscilador Colpitts.

O diagrama esquemático do oscilador Colpitts geralmente considerado em enge-

nharia eletrônica é mostrado na Figura 3.10(a). O circuito compreende um transistor T de

junção bipolar (BJT), atuando como elemento ativo controlado por um diodo ou resistor

não-linear RE, uma rede de ressonância que consiste de um indutor L em série com um

resistor R que representa as perdas do indutor real, um par de capacitores C1 e C2 que

fornecem a realimentação necessária para que ocorra a oscilação. A polarização do circuito

é fornecida pela tensão de alimentação VCC e uma fonte de corrente elétrica real I0 em

paralelo com uma condutância G0, fornecendo assim uma fonte de corrente ideal (Teorema

de Norton) [78] que é capaz de fornecer sempre a mesma corrente, independente do valor

da carga. Na prática, entretanto, existe um limite dentro da qual a fonte pode operar, a

exemplo do que ocorre com as fontes de tensão.

Na Figura 3.10(b) temos um transistor bipolar numa configuração base comum

(CB) onde sua base é ligada ao terra. Este arranjo é utilizado para amplificadores que

necessitam de uma impedância de entrada baixa. O sinal é injetado entre emissor e a base

e retirado entre o coletor e a base. Desta forma, pode-se dizer que a base é o terminal

comum para a entrada e sáıda do sinal. Temos também uma fonte de corrente controlada
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IE que é a corrente elétrica do emissor, IB é a corrente elétrica da base, IC é a corrente

elétrica do coletor, αF IE é a corrente de emissão do diodo e αF é a eficiência de energia

transferida, determinando a percentagem de energia dispońıvel processado a partir da rede

ativa que é desperdiçada durante a transferência para a rede ressonante. αF é o análogo

do ganho de corrente elétrica do curto circuito a frente da configuração base comum do

transistor bipolar.

Figura 3.10: (a) Diagrama esquemático do oscilador Colpitts; (b) modelo do transistor numa
configuração base comum (CB).
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O circuito tanque LC é empregado para fornecer as oscilações senoidais, assim

um pulso de corrente no coletor carrega o capacitor. À medida que este componente se

descarrega através do indutor, o campo magnético do indutor aumenta e a energia vai se

armazenando no campo magnético do indutor. Após a descarga completa do capacitor,

o campo começa a ser reduzido, mantendo a corrente circulando pelo circuito. Com a

extinção do campo, o capacitor passa a atuar novamente como fonte, sendo novamente

carregado, mas na polaridade oposta. Após a redução do campo, o capacitor novamente

começa a se descarregar através do indutor, com a corrente circulando no sentido oposto
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e o campo magnético do indutor aumentando. Por fim, o campo magnético do indutor

começa a diminuir, de modo que o capacitor é carregado com a polaridade original. Deste

modo, o ciclo passa a se repetir continuamente [75].

A ação do circuito tanque resulta na descarga do capacitor em um indutor, que

posteriormente se descarrega no capacitor, e assim por diante. Indutores e capacitores

são dispositivos de armazenamento de energia, e à medida que a energia é transferida de

um elemento para outro, uma onda senoidal é gerada [79]. As perdas no circuito, devido

a resistência, provocarão uma redução nas oscilações no circuito tanque com o passar do

tempo. Aplicando-se um pulso ao circuito tanque em cada ciclo, é posśıvel manter a

amplitude da onda senoidal constante. Para implementar um oscilador LC prático, deve-

se empregar um amplificador. O ganho do amplificador compensará as perdas resistivas,

gerando assim uma onda senoidal com amplitude constante.

Seguindo o método padrão para análise qualitativa de sistemas não-lineares [20],

escolhemos um modelo mı́nimo para o oscilador Colpitts, ou seja, um modelo mais simples

o posśıvel mas que mantém as caracteŕısticas essenciais exibidas pelo oscilador real. Isso

exige, naturalmente, uma análise da robustez do modelo, a fim de validar os resultados.

Assumindo que os elementos reativos e passivos do circuito são ideais e em relação ao

modelo do transistor NPN, fazemos os seguintes pressupostos:

1. o transistor T é modelado por um resistor não-linear RE de tensão controlada VBE

e uma fonte de corrente elétrica ideal I0, de modo que as correntes parasitas e os

efeitos reversos são descartados [67] como mostrado na Figura 3.10(b);

2. αF é o ganho de corrente do transistor bipolar numa configuração base comum (CB),

podendo ser expresso pelo quociente entre a corrente elétrica do coletor IC e a corrente

elétrica do emissor IE. O ponto de acionamento caracteŕıstico [71] da junção base-

emissor B − E pode ser aproximada por uma função exponencial [67] dada por

IE =
IS
αF

[
exp

(
VBE

VT

)
− 1

]
, (3.10)

onde IE é a corrente elétrica do emissor, IS é a corrente de saturação na junção B−E,

VBE é a tensão através da junção B −E, VT ≡ kbT/q é a tensão térmica onde kb é a

constante de Boltzmann, T é a temperatura absoluta expressa em Kelvin, q é a carga
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do elétron e VT ' 27mV à temperatura ambiente;

3. a dinâmica de parasitas são negligenciadas do transistor, para isso, capacitores pa-

rasitas CBE e CCE podem ser adicionados em paralelo com C2 e C1, respectivamente.

Cabe ressaltar que o resistor não-linearRE modelado na junçãoB−E do transistor

na Figura 3.10(b) desempenha um papel fundamental na determinação de fenômenos não-

lineares que ocorrem no oscilador Colpitts, uma vez que o diodo devido a barreira de

potencial (barreira esta que fornece a diferença de potencial existente na região de depleção

da junção PN) não age como um resistor linear e quando o diodo é plotado numa curva

de corrente elétrica versus tensão teremos um gráfico não-linear. Através de uma análise

robusta do modelo, os elementos que são negligenciados não alteram o comportamento

qualitativo do sistema, de modo que elementos parasitas não adicionam novas dinâmicas

para o sistema.

Em relação ao esquema da Figura 3.10(a), a escolha natural para as variáveis de

estado VC1(= VCE), VC2(= −VBE) e IL que são as tensões entre os capacitores C1 e C2 e

a corrente através do indutor L respectivamente, correspondem às seguintes equações de

estado 

C1
dVC1

dt′
= −αFn(−VC2) + IL,

C2
dVC2

dt′
= (1− αF )n(−VC2)−G0VC2 + IL − I0,

L
dIL
dt′

= −VC1 − VC2 −RIL + VCC ,

(3.11)

onde as tensões VC1 e VC2 são as variáveis de estado através dos capacitores C1 e C2 respec-

tivamente, IL é a corrente no indutor L, G0 é a condutância, t′ é o tempo expresso como

t = t′ω0, VCC é a voltagem fornecida ao circuito por uma fonte de corrente I0, αF é ganho

de corrente do transistor numa configuração base comum (CB) [24]. A função caracteŕıs-

tica n() fornece os pontos de condução do resistor não-linear RE. Esta caracteŕıstica pode

ser expressa como IE = n(VC2) = n(−VBE).

A dependência funcional utilizada para modelar o resistor não-linear RE ou diodo
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da Figura 3.10(b) no oscilador Colpitts pode ser distinguida entre um modelo exponencial

(EXP) ou um modelo linear por partes (PWL) conforme a Figura 3.11, onde a linha

tracejada fina corresponde ao modelo exponencial e a linha cont́ınua larga corresponde ao

modelo linear por partes.

Figura 3.11: Caracteŕıstica não-linear do resistor RE de acordo com o modelo exponencial (EXP)
e com o modelo linear por partes (PWL) no oscilador Colpitts.

V

PWL

EXP

I

de corte ativa

linha de cargaI
0

I
S

0 V
BEth

E ponto de
operação

região região

FONTE: O autor.

As formas como são polarizadas as junções emissor-base e coletor-base, direta ou

reversa, são utilizadas para obter o modo de operação dos transistores e consequentemente

nos fornecem as caracteŕısticas não-lineares do resistor RE. Na região ativa da Figura 3.11

o transistor opera como amplificador. As aplicações de chaveamento utilizam as regiões

de corte e saturação. O objetivo da polarização é estabelecer uma corrente cont́ınua e

constante no emissor ou no coletor. Essa corrente deve ser previśıvel e insenśıvel à variações

na temperatura. A necessidade de manter uma corrente constante no coletor provém do

fato de que a operação do transistor como amplificador é altamente influenciada pelo valor

de polarização da corrente. No circuito, a junção emissor-base está diretamente polarizada

pela tensão de VBE.

Por outro lado, a polarização reversa da junção coletor-base é estabelecida pela

conexão da fonte DC de alimentação VCC através do resistor R. O sinal de entrada a ser

amplificado está representado pela tensão VBE, dessa forma, para que o circuito opere na

região ativa, a tensão no coletor VC deve ser maior que a tensão na base VB por um valor

que permita oscilações com amplitude razoáveis no sinal de coletor e ainda mantenha o
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transistor na região ativa o tempo todo.

A região de corte corresponde a região onde a corrente da base IB é zero, mas

ainda existe uma corrente mı́nima no coletor IC que poderá ser ignorada [78]. Na região de

corte, o diodo emissor sai da polarização direta e o funcionamento do transistor é perdido.

Ao polarizar um transistor em corrente cont́ınua, escolhemos o seu ponto de operação,

também denominado ponto quiescente, ou seja, definimos em qual região o transistor deverá

funcionar. Caso não ocorra a polarização do transistor, o ponto de operação O estará na

origem do gráfico da Figura 3.11, aumentando a corrente cont́ınua no emissor, o ponto de

operação O move-se para cima na curva. Se a fonte de polarização da corrente for ideal,

ou seja, G0 = 0 a linha de carga é horizontal.

A Figura 3.11 mostra o gráfico do diodo diretamente polarizado. O valor de tensão

VBE no qual a corrente começa a aumentar rapidamente é chamado tensão de joelho do

diodo que, pelo gráfico corresponde a voltagem limite Vth. Com uma tensão de 0 V no

diodo ele não conduzirá. O diodo não conduzirá até que algumas centenas de milivolts

sejam aplicadas em seus terminais [79]. Esta é a tensão necessária para vencer a camada

de depleção. Para um diodo de śılicio, a tensão de joelho é igual à barreira de potencial,

aproximadamente 0, 7 V. Um diodo de germânio, por outro lado, tem uma tensão de joelho

próxima de 0, 3 V [78]. Pelo gráfico é v́ısivel que não há corrente enquanto a tensão no

diodo não chegar ao valor da tensão limite Vth. Nesse ponto, o diodo conduz. A partir deste

ponto, o diodo entra em condução e a tensão VBE aumenta linear ou proporcionalmente

com o aumento da corrente IE.

Levando-se em conta que a resistência não-linear RE corresponde à junção base-

emissor do transistor, modelamos a caracteŕıstica de tensão versus corrente, seguindo o

modelo exponencial, assim a Equação (3.10) pode ser escrita como

IE ' IS
αF

[
exp

(
VBE

VT

)]
, (3.12)

para VBE � VT . Como IE = n(VC2) = n(−VBE), podemos escrever a função caracteŕıstica

no modelo exponencial para n(VC2) da forma

nexp(VC2) =
IS
αF

[
exp

(
−VC2

VT

)]
, (3.13)
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estamos negligenciando a corrente de saturação IS quando o transistor é interrompido de

forma que VBE < VT . Deste modo, o resistor RE não é passivo na região de corte e passa

a atuar sobre a passagem de corrente elétrica. Normalmente quando o transistor está

saturado a corrente de saturação vale IS ∼ 10−15A.

Para obtermos o modelo linear por partes (PWL) do oscilador Colpitts nos dois

modos posśıveis de funcionamento do dispositivo, que são a região de corte e região ativa

do transistor BJT, assumimos que o transistor nunca será conduzido para a região de satu-

ração, pois VCC tem um valor suficientemente grande. Em cada uma dessas regiões, fazemos

uma aproximação linear com caracteŕısticas não-lineares nexp que melhor representará o

funcionamento do dispositivo. Para a região ativa a linearização nexp é feita no ponto de

operação O do circuito, enquanto que para a região de corte assumimos que IE = 0, na

Equação (3.12).

Para desenvolvermos o modelo, é necessário primeiramente calcular o ponto de

operação O do circuito, de modo que possamos encontrar o ponto de equiĺıbrio das equações

de estado do sistema de Equações (3.11), impondo que o lado direito deste sistema é igual

a zero, o que resulta em
VC10 = VCC − αFRI0 + VT ln

(
αF

I0
IS

)
,

VC20 = −VT ln

(
αF

I0
IS

)
,

IL0 = αF I0,

(3.14)

que está localizado dentro da região ativa do transistor, uma vez que VC20 < −Vth.

Fazendo a expansão de Taylor em primeira ordem na Equação (3.12) em relação

à VBE e em torno do ponto de operação O obtemos

IE = ne(VBE) ' ne(VBE0) + n′
e(VBE0)(VBE − VBE0) (3.15)

IE ' I0 +
I0
VT

(VBE − VBE0), (3.16)

onde ne(VBE) = nexp(−VBE), deste modo na Equação (3.14) temos que

VBE0 = −VC20 = VT ln

(
αF

I0
IS

)
. (3.17)
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Assim a caracteŕıstica não-linear pode ser aproximada em duas situações distintas,

para VBE ≥ Vth teremos o oscilador operando na região ativa e a corrente do emissor será

IE = I0

(
VBE − Vth

VT

)
, (3.18)

por outro lado, quando VBE < Vth o transistor é interrompido e a corrente do emissor é

nula (IE = 0), fazendo com que o oscilador opere na região de corte. A voltagem limite

Vth será dada por

Vth = VT

[
ln

(
αF

I0
IS

)
− 1

]
, (3.19)

de tal modo que o transistor está na região de corte (IE = 0) se VBE < Vth. Na Figura

3.11, fica evidenciado que o valor de VBE = Vth pode ser utilizado como referência para

distinguir as regiões de corte e ativa no funcionamento do transistor.

Para as variáveis de estado quando VC2 ≤ −Vth teremos a região ativa no transistor

expressa pela função caracteŕıstica no modelo linear por partes, dada por

nPWL(VC2) = −I0

(
VC2 + Vth

VT

)
, (3.20)

por outro lado, quando VC2 > −Vth o transistor é interrompido, ou seja, nPWL(VC2) = 0 e

o oscilador opera na região de corte.

Resumindo, a caracteŕıstica não-linear em termos da corrente no emissor IE pode

ser aproximada como se segue:

IE =

 I0

(
VBE − Vth

VT

)
, VBE ≥ Vth (região ativa)

0, VBE < Vth (região de corte)

(3.21)

e em termos das variáveis de estado, obtemos:

nPWL(VC2) =

 −I0

(
VC2 + Vth

VT

)
, VC2 ≤ −Vth (região ativa)

0. VC2 > −Vth (região de corte)

(3.22)
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3.2.1 Equações de estado normalizadas

A Equação (3.11) admite um único ponto de equiĺıbrio E ≡ (V C1 , V C2 , IL) no

espaço de estado definido pelas seguintes equações transcendentais:
V C1 = VCC − αFRn(−V C2)− V C2 ,

V C2 =
1

G0

[
n(−V C2)− I0

]
,

IL = −αFn(−V C2),

(3.23)

onde V C2 coincide com a tensão limite (Vth) da junção B − E [82]. Este conjunto de

equações é semelhante ao sistema de Equações (3.14).

Movendo o ponto de equiĺıbrio E e fazendo o ponto de operação O da Equação

(3.11) como sendo a origem do novo sistema de coordenadas, não temos mais dependência

com relação à tensão de alimentação VCC , deste modo podemos normalizar as variáveis de

estado e introduzir novas variáveis adimensionais (x1, x2, x3), juntamente com a normal-

ização da tensão (Vref = VT ), da corrente (Iref = I0) e do tempo (tref = 1/ω0), assim

x1(t) =
VC1 − V C1

VT

=
1

VT

[VC1(ω0t)− VC10 ],

x2(t) =
VC2 − V C2

VT

=
1

VT

[VC2(ω0t)− VC20 ], (3.24)

x3(t) =
IL − IL

I0
=

1

I0
[IL(ω0t)− IL0 ],

onde VC10 , VC20 e IL0 são definidos na Equação (3.14) e ω0 é a frequência de ressonância do

circuito tanque (LC) dada por

ω0 =
1√
LC

, (3.25)

como ω0 = 2πf0, teremos

f0 =
1

2π
√
LC

. (3.26)

A capacitância a ser utilizada na Equação (3.25) é a capacitância equivalente por

onde passa a corrente de circulação. No circuito tanque do oscilador Colpitts da Figura

3.10(a), a corrente de circulação flui através de C1 em série com C2. Portanto, a capaci-
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tância equivalente é

Ceq =
C1C2

C1 + C2

, (3.27)

e a Equação (3.25) poderá ser escrita da forma

ω0 =
1√
LCeq

=
1√

L
C1C2

C1 + C2

. (3.28)

Fazendo a transformação linear nas variáveis de estado e tempo, as Equações de

estado (3.11) do oscilador Colpitts podem ser reescritas em termos da representação em

espaços de estados, assim

dx1

dt
=

g∗

Q(1− k)
[−αFn(x2) + x3],

dx2

dt
=

g∗

Qk
[(1− αF )n(x2) + x3]−Q0(1− k)x2,

dx3

dt
= −Qk(1− k)

g∗
[x1 + x2]−

1

Q
x3,

(3.29)

onde o termo não-linear n(x2) é expresso por

n(x2) = e−x2 − 1, (3.30)

quando x2 ≤ 1, teremos a região ativa no transistor dada por nPWL(x2) = −x2, por outro

lado, quando x2 > 1 o transistor é interrompido, ou seja, nPWL(x2) = −1 e o oscilador

opera na região de corte, tanto para o modelo exponencial quanto para o modelo linear

por partes, conforme as Equações (3.13) e (3.22), respectivamente.

A ideia fundamental é associar um estado ao circuito elétrico, descrita pelas

N variáveis de estado, através de um ponto correspondente ao espaço de estado N di-

mensional. Assim, a evolução temporal do circuito corresponde, no espaço de estado, a

trajetória descrita pelo ponto representativo do sistema. O campo de vetores que rege a

evolução da trajetória é simplesmente dado pelas equações de estado do circuito. Fazer a

representação no espaço de estado do circuito elétrico, mostra que as técnicas geométricas

e topológicas podem ser aplicadas para analisar o comportamento dinâmico do circuito.
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Deve-se notar que o ponto de operação O do circuito corresponde ao ponto de equiĺıbrio

E no espaço de estado.

Além disso, uma oscilação quase sinusoidal do circuito elétrico é caracterizada por

um espaço de estado associado com a presença de um ciclo limite estável, que pode ser

pensado como uma simples curva fechada no espaço de estado N dimensional, conforme

discutiremos na próxima seção. Caso o circuito esteja com comportamento de estado esta-

cionário podemos relacioná-lo com a topologia chamada de atrator no espaço de estado.

Por exemplo, o comportamento complexo exibido pelo oscilador Colpitts pode estar rela-

cionado com a existência de um atrator caótico no espaço de estado.

Deve-se notar ainda que o sistema de Equações (3.29), depende dos seguintes

parâmetros Q, k, Q0 e g∗. O parâmetro Q é o fator de qualidade de ressonância da rede

e fornece uma medida para a perda de energia por ciclo de um sistema oscilatório [83], ou

seja,

Q =
2πE

| ∆E |
(3.31)

onde E é a energia total do sistema e ∆E é a energia perdida em um ciclo. O fator Q

resume os efeitos de dissipação do sistema ressonante, determinando a percentagem de

energia ressonante que é dissipada numa oscilação. Um oscilador mecânico amortecido é

caracterizado muitas vezes pelo seu fator Q da forma

Q =
ω0m

b
, (3.32)

onde m é a massa e b é a constante de amortecimento. No circuito tanque o fator de

qualidade Q pode ser definido de forma semelhante. Como a indutância L é análoga à

massa m e a resistência R é análoga à constante de amortecimento b, o fator de qualidade

de ressonância da rede ou do circuito tanque para a frequência ω0 é dado por

Q =
ω0L

R
, (3.33)

e está associado à capacidade do circuito entrar em ressonância nesta frequência determi-

nando a largura da ressonância, como por exemplo, um rádio receptor que pode selecionar

uma frequência emitida por uma determinada estação e separá-la das outras.

O parâmetro k é o divisor de tensão capacitivo. Em sistemas eletrônicos, um
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divisor de tensão é um circuito linear que produz uma tensão de elétrica de sáıda Vout que é

proporcional à tensão elétrica de entrada Vin = VCC , referindo-se à separação de um certo

valor de tensão entre os componentes do divisor, neste caso, C1 e C2 respectivamente. Para

o circuito da Figura 3.10(a), o divisor de tensão capacitivo é

Vout =
C1

C1 + C2

Vin, (3.34)

e denotando a proporção de tensão do divisor por k, teremos a função de transferência,

expressa da forma

k =
C1

C1 + C2

. (3.35)

No sistema de Equações (3.29), o parâmetro Q0 nos fornece a polarização da

corrente elétrica através da tensão de alimentação VCC e de uma fonte de corrente elétrica

real I0 em paralelo com uma condutância G0, conforme a Figura 3.10, fornecendo assim

uma fonte de corrente elétrica ideal que impõe ao circuito uma corrente constante, mesmo

que a carga varie e é expressa como

Q0 = ω0LG0. (3.36)

Por fim, o ganho da malha do oscilador denotado pelo parâmetro g∗ e definido

pela Equação (3.5), para a frequência de ressonância ω0 é uma quantidade real, assim

g∗ = g(jω0). O ganho da malha descreve a conversão da energia dispońıvel a partir da

rede ativa para a forma como é armazenada na rede ressonante, determinando o quanto

de energia é transferida da rede ativa para a rede ressonante. O ganho da malha g∗ tem

dependência com a transcondutância gm do circuito elétrico, sendo esta definida como a

razão entre a variação na corrente elétrica do coletor IC e a variação na tensão elétrica na

junção B − E, em outras palavras, é uma medida de como a tensão de entrada controla

efetivamente a corrente de sáıda, ou seja,

gm =
∂IC
∂VBE

=
αF I0
VT

, (3.37)

obtida de forma semelhante a Equação (3.12), porém em relação à corrente elétrica no

coletor do transistor. Logo para o sistema de Equações (3.29) da Figura 3.10(a), o ganho
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da malha é

g∗ =
gmL

R(C1 + C2)
, (3.38)

ou

g∗ =
αF I0L

VTR(C1 + C2)
. (3.39)

Note que g∗ representa o valor do ganho da malha para o qual a condição de fase

do critério de Barkhausen é satisfeita no caso perfeito (αF = 1). Assim, o oscilador irá

começar a oscilar apenas se a condição de arranque, g∗ > 1, for cumprida. Em particular,

consideraremos (αF < 1) e uma fonte de corrente de polarização ideal, onde a condutância

G0 é muito pequena, logo Q0 ' G0 ' 0 e o sistema de Equações (3.29) torna-se

dx1

dt
=

g∗

Q(1− k)
[−αFn(x2) + x3],

dx2

dt
=

g∗

Qk
[(1− αF )n(x2) + x3],

dx3

dt
= −Qk(1− k)

g∗
[x1 + x2]−

1

Q
x3.

(3.40)

onde n(x2) = e−x2 − 1. Neste espaço de estado normalizado (x1, x2, x3) estão relacionados

com o modelo linear por partes do oscilador Colpitts, podendo o transistor ser dividido

em dois modos de operação, em particular para x2 ≤ 1, o transistor funciona na região

ativa, enquanto que para x2 > 1 funciona na região de corte. Para x2 = 1 surge uma

superf́ıcie de descontinuidade, definindo assim uma fronteira entre as duas diferentes regiões

de operação do transistor no espaço de fase. Este sistema de equações depende apenas de

três parâmetros Q, g∗ e αF , enquanto que o parâmetro k é apenas um fator de escala para

as variáveis de estado, portanto, não tem influência sobre a dinâmica do oscilador.

Na próxima seção, abordaremos o comportamento caótico para o sistema de

Equações (3.40), evidenciando a rota de Feigenbaum, o diagrama de bifurcações e o ex-

poente de Lyapunov.
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3.3 Comportamento Caótico

A descoberta da primeira rota para o caos é devido às pesquisas de Walter Ricker

e Mitchell Feigenbaum. No ano de 1954, Walter Ricker descobriu que uma sequência de

ressonâncias subharmônicas para valores de parâmetros aleatórios, resultariam em caos [84].

Mais tarde, em 1978, Mitchell Feigenbaum [85] deu uma explicação universal para tais

fenômenos. A universalidade descoberta por Feigenbaum, mostra que o comportamento

complexo que aparece a partir de fenômenos de ressonância subharmônica é conhecido hoje

em dia como rota para o caos ou rota de Feigenbaum.

Na região de bifurcações ou periódica, as bifurcações estão associadas a um tipo

de rota para o caos conhecida como duplicação de peŕıodo ou rota de Feigenbaum. Mitchell

Feigenbaum percebeu que as razões das distâncias dos parâmetros entre duas bifurcações

de peŕıodo sucessivas se aproximam de uma constante à medida em que o peŕıodo tende

ao infinito [21].

Ao trabalharmos com sistemas dinâmicos, estamos interessados em analisar para

qual estado se dará a convergência para tempos longos de acordo com o ponto inicial

da órbita. Para tanto, constrói-se um diagrama de bifurcação, adotando-se um conjunto

de pontos como ponto inicial, realizando com cada um deles inúmeras iterações do fluxo,

desprezando os primeiros pontos obtidos (transiente) e plotando-se os demais, denominados

pontos estacionários. O diagrama de bifurcação é capaz de mostrar para onde os pontos

do conjunto escolhido convergem, seja para ponto fixo, para pontos periódicos ou mesmo

para um atrator caótico.

O diagrama de bifurcações mostra como os pontos fixos estáveis do sistema

dinâmico (3.40) mudam com as variações de um ou mais parâmetros do sistema [86].

O termo bifurcação é genérico, sendo que podemos considerar que uma bifurcação ocorre

quando o ponto fixo altera sua estabilidade ou instabilidade devido à variação de um

parâmetro do sistema [57]. O fenômeno descrito pode ocorrer para os sistemas de tempo

cont́ınuo (equações diferenciais), admitindo que ocorram bifurcações com duplicação de

peŕıodo (flip) e em particular caos, um sistema de tempo cont́ınuo deve ser pelo menos

de terceira ordem [20, 22], uma vez que as trajetórias não se interceptam num sistema de

tempo cont́ınuo descrito por equações diferenciais ordinárias (EDOs).
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Deste modo, para o sistema de Equações (3.40) do oscilador Colpitts, fixamos os

valores de alguns parâmetros conforme [19, 24], onde o divisor de tensão capacitivo é k =

0, 5, o ganho de corrente é αF = 0, 996, a resistência elétrica é R = 80Ω, as capacitâncias

tem valores iguais a C1 = C2 = 1µF , a indutância utilizada é L = 18, 2µH, a tensão

elétrica é VT = 27mV e o fator de qualidade de ressonância da rede Q = 1, 77. Variando os

valores da corrente elétrica I0, obtemos diferentes valores para o ganho da malha g∗ através

da Equação (3.39), conduzindo o sistema para uma série de bifurcações com duplicação de

peŕıodo, que resultarão no comportamento aperiódico, ou seja, no comportamento caótico,

como mostrado na Figura 3.12.

Figura 3.12: Cascata de Feigenbaum para o sistema de Equações (3.40) com ciclo quase-sinusoidal
onde (a) órbita de peŕıodo 1 com I0 = 0, 85mA e g∗ = 1, 9674; (b) órbita de peŕıodo 2 com
I0 = 1, 05mA e g∗ = 2, 4305; (c) órbita de peŕıodo 4 com I0 = 1, 16mA e g∗ = 2, 6853; (d) atrator
caótico com I0 = 1, 21mA e g∗ = 2, 8002.
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FONTE: O autor.

Na Figura 3.12 é v́ısivel: (a) peŕıodo-1, (b) peŕıodo-2, (c) oscilação de peŕıodo-4

e em (d) temos o atrator caótico. Estas órbitas surgem apartir destas bifurcações e são

geometricamente diferentes umas das outras, podendo ser caracterizadas pelo número de

voltas que a trajetória exibe quando se encontra na região de corte, ou equivalentemente,

pelo número máximo de órbitas da variável de estado x3 quando IE = 0 [82]. Por exemplo, a

Figura 3.12(b) mostra um peŕıodo 2 que é caracterizado por duas voltas na região de corte.
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Do mesmo modo, na Figura 3.12(c) temos uma duplicação de peŕıodo 4, caracterizada por

quatro voltas na região de corte e assim por diante até o sistema apresentar caos, Figura

3.12(d). Estas órbitas geradas por estas bifurcações exibem soluções com caracteŕısticas

geométricas semelhantes de onde foram originadas, e estas por sua vez, conduzem a cascata

de duplicação de peŕıodo de Feigenbaum. Deste modo, podem ser consideradas como parte

da mesma famı́lia de soluções.

Na Figura 3.13 o diagrama de bifurcação para a variável de estado x1 apresenta

informações úteis para identificar a influência do parâmetro g∗ na resposta do sistema para

as Equações (3.40) do oscilador Colpitts.

Figura 3.13: (a) Diagrama de bifurcações para o oscilador Colpitts; (b) janelas de periodicidade.
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O diagrama de bifurcação apresenta a distribuição das respostas a partir da varia-

ção do parâmetro g∗. Desta forma, é posśıvel termos uma visão global sobre os efeitos da

variação deste parâmetro na resposta. Mantendo os valores fixos do fator de qualidade

de ressonância da rede Q = 1, 77, da tensão do divisor capacitivo k = 0, 5 e do ganho de

corrente do transistor αF = 0, 996, podemos observar que, aumentando o valor do ganho

da malha g∗, a solução do sistema passa por várias bifurcações com cascata de duplicação

de peŕıodo até o comportamento caótico. Nesta forma de bifurcação o ponto fixo que era
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estável antes da bifurcação torna-se instável e surgem dois pontos fixos estáveis. Podem

ser observados também as inúmeras janelas de periodicidade da região ampliada na Figura

3.13(b) conforme o ganho da malha g∗ vai aumentando.

O cenário de bifurcações observado não pode ser explicado apenas por uma sequên-

cia de duplicação de peŕıodos, na Figura 3.13(b) fica evidente que a cascata de duplicação

de peŕıodo clássica é interrompida por um súbito salto para o comportamento caótico em

g∗ = 3, 65 representada por uma linha pontilhada. Essa mudança súbita na dinâmica

caótica, chamada de crise, ocorre quando temos a colisão entre um atrator caótico e um

ponto fixo ou uma órbita periódica instável [87]. Tais mudanças no parâmetro, correspon-

dem ao aparecimento ou desaparecimento de atrator caótico, ou a uma variação descont́ınua

no seu tamanho. Depois da crise, acontece uma mudança súbita da órbita caótica e ela

pode se tornar uma órbita periódica, pode aumentar seu tamanho, ou ainda divergir para

infinito.

A Figura 3.14(a) traz o diagrama de bifurcações para o sistema de Equações (3.40)

do oscilador Colpitts, associado com seu expoente de Lyapunov caracteŕıstico na Figura

3.14(b) já discutido na seção 2.2.2.

Figura 3.14: (a) Diagrama de bifurcações; (b) expoente de Lyapunov.

1 2 3 4 5

x 1

1 2 3 4 5

g*

λ

(a)

(b)

−20

−40

−60

−80

0,5

0

−0,5

−1

−1,5

−2

0

FONTE: O autor.



64

Na Figura 3.14(b) temos três expoentes (λ) plotados nas cores vermelho, verde

e azul, porque o sistema de Equações (3.40) é um sistema com três equações diferenciais,

onde os valores negativos do expoente de Lyapunov λ caracterizam um comportamento

convergente, periódico ou de ponto fixo, em que as trajetórias da evolução temporal do

sistema que se iniciaram em estados próximos tendem a se aproximar. Pontos com valores

iguais a zero, indicam mudanças qualitativas de comportamento que são chamados pontos

de bifurcação.

Por outro lado, valores positivos para o expoente de Lyapunov λ (curva em ver-

melho) indicam a ocorrência de caos, descrevendo a taxa de afastamento que ocorre com

as trajetórias da evolução temporal desse sistema que se iniciaram de estados próximos.

Quanto mais negativo é o expoente de Lyapunov, mas rápido a série converge para os

valores finais. Logo o expoente de Lyapunov é um indicador de caos e também mede a

velocidade com que duas órbitas arbitrariamente próximas se afastam ou se aproximam à

medida em que o tempo passa [59].
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4 Acoplamento mestre-escravo e
superpersistente

Neste caṕıtulo consideramos o oscilador Colpitts acoplado numa configuração

mestre-escravo, buscando verificar a sincronização entre ambos e a sincronização caótica

[26]. Ao adicionarmos um rúıdo no canal de comunicação entre os dois osciladores Col-

pitts podemos suprimir a sincronização caótica ou induzir o sistema para um transiente

superpersistente [38].

4.1 Circuito elétrico acoplado

Nesta seção estudaremos o que ocorre quando acoplamos dois circuitos elétricos

do oscilador Colpitts. Os circuitos elétricos são descritos por um sistema de equações

diferenciais acopladas (espaço discreto, tempo e variável de estado cont́ınuas), conforme a

Tabela 2.1 da seção 2.3, através de um reostato com resistência variável R∗ com constante

de acoplamento ε, o qual possibilita a variação da resistência do circuito elétrico podendo,

dessa forma, aumentar ou diminuir seu valor em função da necessidade de alteração da

intensidade da corrente elétrica no circuito e também dissipar parte da energia.

O circuito da Figura 4.1 é constitúıdo de dois osciladores Colpitts numa configu-

ração mestre-escravo. A conexão entre estes dois osciladores é obtida utilizando um reostato

de resistência variável R∗ com constante de acoplamento ε expresso por

ε =

√
L

C1

R∗−1. (4.1)

Cada oscilador tem um único transistor bipolar T , que é polarizado na sua região ativa
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através da utilização da tensão no primeiro capacitor VC1 , tensão no segundo capacitor

VC2 e da resistência R. A rede de realimentação consiste de um indutor L, e de um par

de capacitores C1 e C2. Variando a fonte de corrente I0 o valor do ganho da malha g∗ é

afetado na mesma proporção, conforme a Equação (3.39).

Figura 4.1: Esquema de um par de osciladores Colpitts acoplados numa configuração
mestre-escravo.
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A configuração do circuito baseia-se no mecanismo mestre-escravo [29], cuja carac-

teŕıstica principal é que o sinal (ou dados) de acoplamento é unidirecional, ou seja, o sinal

é transmitido a partir do sistema mestre (emissor) para o sistema escravo (receptor), este

por sua vez recupera todas as trajetórias dos estados desconhecidos do mestre [88]. Deste

modo a terminologia transmissor-receptor também pode ser empregada. Na configuração

mestre-escravo, o oscilador mestre é usado para aceitar a entrada dos dados. Os valores de

entrada são inseridos no oscilador mestre, e então transferidos para o oscilador escravo.

Do mesmo modo que foi feito na seção 3.2 conjunto de Equações (3.11) para um

único oscilador Colpitts, obtemos as equações de estado numa configuração mestre-escravo

unidirecional [89,90] para a Figura 4.1 da seguinte forma:
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

C1
dVC1

dt′
= −αFn(−VC2) + IL,

C2
dVC2

dt′
= (1− αF )n(−VC2)−G0VC2 + IL − I0,

L
dIL
dt′

= −VC1 − VC2 −RIL + VCC ,

C1
dṼC1

dt′
= −αFn(−ṼC2) + ĨL,

C2
dṼC2

dt′
= (1− αF )n(−ṼC2) + ĨL − I0 −G0(2ṼC2 + VC2),

L
dĨL
dt′

= −ṼC1 − ṼC2 −RĨL + VCC ,

(4.2)

onde as tensões VC1 e VC2 são as variáveis de estado através dos capacitores C1 e C2

respectivamente, IL é a corrente no indutor L, G0 é a condutância, t′ é o tempo expresso

como t = t′ω0, VCC é a voltagem fornecida ao circuito por uma fonte de corrente I0, n()

é a função caracteŕıstica que fornece os pontos de condução do resistor não-linear RE e

pode ser expressa como IE = n(VC2) = n(−VBE) e αF é o ganho de corrente do transistor

numa configuração base comum (CB) [24]. Os termos indicados com o śımbolo (~) estão

associados aos parâmetros no circuito escravo para diferenciar dos parâmetros utilizados

no circuito mestre.

Introduzindo um conjunto de variáveis de estado dimensionais (x1, x2, x3, x4, x5, x6)

e fazendo o ponto de equiĺıbrio do sistema de Equações (4.2) como a origem do novo sis-

tema de coordenadas, normalizamos este sistema do mesmo modo que normalizamos o

sistema de Equações (3.11), utilizando as Equações (3.25), (3.33), (3.35), (3.39) e (4.1),

considerando uma fonte de corrente de polarização ideal, onde a condutância G0 é muito

pequena (Q0 = 0) teremos o sistema de equações normalizado numa configuração mestre-

escravo unidirecional da Figura 4.1 para que a derivada temporal de x5 dependa das variá-

veis de ambos os circuitos, da seguinte forma:
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

dx1

dt
=

g∗

Q(1− k)
[−αFn(x2) + x3],

dx2

dt
=

g∗

Qk
[(1− αF )n(x2) + x3],

dx3

dt
= −Qk(1− k)

g∗
[x1 + x2]−

1

Q
x3,

dx4

dt
=

g∗

Q(1− k)
[−αFn(x5) + x6],

dx5

dt
=

g∗

Qk
[(1− αF )n(x5) + x6] + ε[x2 − x5],

dx6

dt
= −Qk(1− k)

g∗
[x4 + x5]−

1

Q
x6,

(4.3)

em que x1, x2 e x3 pertencem ao circuito mestre, enquanto que x4, x5 e x6 pertencem ao

circuito escravo, os termos não-lineares n(x2) e n(x5) são expressos por n(x2) = e−x2 − 1 e

n(x5) = e−x5 − 1 respectivamente, o fator de qualidade de ressonância da rede é Q = ω0L
R

,

k é o divisor de tensão capacitivo dado por k = C1

C1+C2
, o ganho da malha é dado por

g∗ = I0L
VTR(C1+C2)

e ε é a constante de acoplamento dos circuitos, dada pela Equação (4.1).

4.2 Sincronização caótica

Ao acoplarmos circuitos elétricos estamos interessados na sincronização dos dados.

Em sistemas dinâmicos acoplados a sincronização que pode ocorrer, é um fenômeno que

surge devido ao fato de se colocar uma das variáveis de um sistema como função de todos

os demais sistemas associados [91]. Segundo Pikovsky [92] a sincronização é um ajuste

do ritmo entre objetos que oscilam, estando acoplados através de uma fraca interação

entre eles. Por objetos que oscilam entende-se quaisquer sistemas cujas oscilações são

auto-sustentáveis, ou seja, são resultantes de sua própria energia interna.

O fenômeno da sincronização foi descoberto em 1665 pelo f́ısico holandês Chris-
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tiaan Huygens. Ele observou que dois relógios de pêndulos compartilhando o mesmo su-

porte passavam a exibir um comportamento comum após um certo tempo, isto é, suas os-

cilações tornavam-se coincidentes, sincronizando suas fases depois de algum tempo, mesmo

depois de perturbados.

Isso acontece, por exemplo, no clássico experimento de dois pêndulos que possuem

a mesma base de sustentação e conectados por uma haste ŕıgida, como mostra a Figura

4.2(a). Neste caso, o movimento dos pêndulos é limitado devido estarem conectados pela

haste ŕıgida que irá impor restrição ao movimento, assim os pêndulos estão parados ou

se movem juntos. Trata-se portanto de um único sistema, cujos componentes não podem

ser decompostos. Na Figura 4.2(b) os pêndulos estão suspensos por bases isoladas e o

movimento dos pêndulos não é mais restrito, havendo a possibilidade dos pêndulos exibirem

o mesmo comportamento, não ocorrendo interação entre eles. Assim, qualquer alteração

no movimento de um dos pêndulos não será sentida pelo outro pêndulo. Portanto, ambas

as situações descritas não podem representar o fenômeno de sincronização, uma vez que

não ocorre interação entre os pêndulos.

Por fim, na Figura 4.2(c) temos dois pêndulos que compartilham a mesma base

de sustentação e dependendo da rigidez da haste, qualquer alteração do movimento pode

afetar o movimento do outro. Além disso, a interação entre eles não inibe a dinâmica

individual de cada pêndulo. Assim, este é um exemplo de interação fraca que resultará em

sincronismo.

Figura 4.2: Sistema de dois pêndulos: (a) pêndulos conectados por uma haste, (b) pêndulos
suspensos por suportes isolados, (c) pêndulos compartilhando o mesmo suporte de sustentação.

(a) (b) (c)

FONTE: O autor.

Deste modo, para que dois sistemas estejam sincronizados, eles devem exibir

órbitas iguais a medida que o tempo evolui. Diferentemente do sincronismo de fase, alguns
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sistemas podem apresentar não só peŕıodo e frequências idênticas, como também a mesma

amplitude (intensidade). Os sistemas que obedecem essa forma de sincronismo apresentam

sincronização completa, idêntica ou convencional [93].

Ao realizarmos processos de ajuste entre dois ou mais sistemas caóticos para

que surja entre eles um comportamento comum devido ao acoplamento entre eles ou a um

forçamento externo [93], estamos trabalhando com a sincronização de caos. A sincronização

é um importante instrumento no estudo de ritmos sincronizados que ocorrem em sistemas

biológicos [94], tecnológicos [95], fisiológicos [94], circuitos eletrônicos [96], sistemas de

comunicação [33], entre outros [97].

Em um sistema de comunicação caótica, os sinais caóticos são gerados a partir

de N sistemas dinâmicos ou a partir de um sistema com n parâmetros diferentes. A

detecção do sinal pode assumir uma forma coerente ou não-coerente. Na primeira forma,

um receptor (neste caso, o circuito escravo) é utilizado para reproduzir os mesmos sinais

caóticos enviados pelo transmissor (circuito mestre) através do processo de sincronização de

caos, de modo que as trajetórias geradas por um dos circuitos convergem para os mesmos

valores do outro circuito, permanecendo no mesmo valor da variável de estado com o passar

do tempo.

Existem vários tipos de sincronização entre circuitos ou osciladores. Supondo

dois circuitos acoplados em que o primeiro é representado pelas funções x1(t), x2(t) e x3(t),

e o segundo por x4(t), x5(t) e x6(t), pode-se ter as seguintes formas de sincronização:

completa, com atraso, de fase, generalizada e de frequência. A sincronização completa,

entre circuitos, ocorre quando temos igualdade entre as variáveis, ou seja, x1(t) = x4(t),

x2(t) = x5(t) e x3(t) = x6(t), enquanto a dinâmica no tempo permanece caótica. Este tipo

de sincronização ocorre quando os circuitos são idênticos e com forte interação.

Caso o acoplamento não seja tão forte, isto é, quando o parâmetro de acoplamento

não é grande o suficiente para levar a uma sincronização completa, por exemplo, e eles

não são idênticos, também é posśıvel observar a sincronização com atraso, definida em

relação a uma variável atrasada no tempo, ou seja, x1(t) ≈ x4(t − τ), x2(t) ≈ x5(t − τ) e

x3(t) ≈ x6(t− τ).

Outra forma de sincronização entre circuitos idênticos é a sincronização de fase que
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ocorre devido a uma fraca interação entre os osciladores caóticos. Neste tipo de sincroniza-

ção as fases dos osciladores caóticos se mantêm correlacionadas enquanto as amplitudes

permanecem caóticas [98]. De forma isolada, a fase não apresenta novas informações sobre

o sistema, mas sua vantagem torna-se evidente quando é considerada a diferença entre

as fases dos osciladores acoplados. Se a diferença de fase ao longo do tempo variar em

torno de um valor constante menor que 2π, os sistemas se encontram sincronizados em

fase. Sendo assim, a estimação da fase de osciladores caóticos é fundamental para se iden-

tificar a sincronização de fase entre osciladores caóticos. Dois osciladores que apresentem

sincronização de fase podem não apresentar sincronização completa, porém o inverso é

sempre verdadeiro [99].

Quando existir uma diferença essencial entre os osciladores acoplados, acredita-se

não existir nenhuma variedade no espaço de fase atraindo as trajetórias do sistema, porém

sistemas com estas caracteŕısticas podem sincronizar, a qual leva o nome de sincroniza-

ção generalizada. Existe ainda entre sistemas caóticos a sincronização de frequências, que

ocorre quando as frequências são iguais, ou seja, Ω1 = Ω2. Todas estas formas de sin-

cronização mencionadas acima são relacionadas a sistemas que possuem comportamento

caótico.

Neste trabalho estamos interessados na sincronização completa entre os dois os-

ciladores Colpitts na configuração mestre-escravo, deste modo para os sistema de Equações

(4.3), verificamos a sincronização entre os circuitos mestre-escravo em função do parâmetro

de acoplamento ε, plotando na Figura 4.3 as variáveis de estado (x1; x4) versus o tempo t

para dois valores da constante de acoplamento ε, onde na Figura 4.3, as variáveis de estado

x1 e x4 correspondem às cores azul e vermelho, respectivamente. Na Figura 4.3, foi utilizado

os seguintes valores: divisor de tensão capacitivo k = 0, 5, ganho de corrente do transistor

αF = 0, 996, resistência elétrica R = 80Ω, capacitâncias elétricas C1 = C2 = 1µF , in-

dutância elétrica L = 18, 2µH, tensão elétrica VT = 27µV , resistência elétrica do reostato

R∗ = 1Ω, fator de qualidade de ressonância da rede Q = 1, 77 e utilizando um valor caótico

para o ganho da malha como sendo g∗ = 2, 896 obtido da Figura 3.13(a).

Com estes valores, pode-se notar na Figura 4.3(a) que com uma constante de

acoplamento ε = 0,05 os circuitos não sincronizam, ou seja, as curvas das variáveis de

estado x1 (curva azul) e x4 (curva vermelha) são diferentes com o passar do tempo. Já



72

quando a constante de acoplamento é ε = 0,1 os circuitos sincronizam, conforme a Figura

4.3(b), havendo coincidência nas curvas azul e vermelha das variávies de estado x1 e x4,

respectivamente.

Figura 4.3: Sincronização dos circuitos mestre-escravo, plotando variável de estado versus tempo
para os seguintes parâmetros de acoplamento: (a) ε = 0,05; (b) ε = 0,1.

5600 5650 5700
 t

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

x 1; x
4

5600 5650 5700
 t

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

 (a)  (b)

FONTE: O autor.

Como a sincronização caótica ocorre quando as variáveis dinâmicas que definem

o estado apresentam os mesmos valores depois de um tempo transiente, é evidente que o

parâmetro de acoplamento ε influencia o sincronismo entre os circuitos mestre e escravo

do oscilador Colpitts. Assim uma maneira de verificar se ocorre ou não a sincronização é

determinar o erro médio, ou diferença média, entre as variáveis de estado fornecendo um

diagnóstico numérico para o sistema,

∆ =| x1 − x4 | . (4.4)

A Figura 4.4 mostra a evolução temporal de ∆ em duas situações distintas: (a) quando

não houver nenhuma sincronização entre os osciladores Colpitts e (b) o caso em que ocorre

a sincronização caótica entre os osciladores. Quando os osciladores estão completamente

sincronizados, temos ∆ = 0.

Na Figura 4.4(a) para ε = 0,05 os circuitos mestre e escravo não sincronizam,

uma vez que o diagnóstico de sincronização ∆ fica oscilando com o passar do tempo não
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tendendo a zero. Por outro lado, na Figura 4.4(b) para ε = 0,089 os circuitos mestre e

escravo entram em sincronismo completo, sendo que o parâmetro ∆ vai a zero com o passar

do tempo para valores de ∆ bem pequenos em comparação com a escala de valores de ∆

na Figura 4.4(a).

Figura 4.4: Evolução temporal do erro de sincronização ∆ considerando: (a) ε = 0, 05 e (b)
ε = 0, 089.

7000 7100 7200
0

5

10

15

 ∆

5500 5750 6000
 t

−1

0

1

2

3

4

5

6

∆ 
(1

0−6
)

(a)

(b)

FONTE: O autor.

Deste modo, existe uma dependência do erro de sincronização em relação aos

parâmetros: ganho da malha g∗ e intensidade de acoplamento ε. A Figura 4.5 exibe esta

dependência, mostrando duas regiões distintas, onde temos uma região com sincronização

caótica (região verde) e outra com comportamento não sincronizado (região branca). Para

tanto, utilizamos o erro da média temporal, da forma:

∆̄ =
1

t2 − t1

t2∑
t1

∆(t), (4.5)

onde t2−t1 é a janela temporal para as medições. A sincronização caótica fica caracterizada

para ∆̄ < 10−4. Consideramos t1 = 5000 e t2 = 10000, mas resultados semelhantes foram

obtidos quando aumentamos o valor de t1 para 18000 e o valor de t2 para 20000.

Para verificar a estabilidade local de sincronização, calculamos os espectros dos

expoentes de Lyapunov das variedades de sincronização de suas direções transversais. Obte-
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mos os espectros considerando as mesmas condições iniciais para ambos os circuitos, ou

seja, x1 = x4 = 0, 02, x2 = x5 = 10−4 e x3 = x6 = 10−4. Estamos interessados nos dois

maiores expoentes de Lyapunov. Quando o expoente máximo é positivo e o segundo maior

for negativo, o sistema apresenta sincronização caótica [100]. Como resultado, a variedade

de sincronização é localmente estável, uma vez que este expoente representa o expoente

negativo da direção transversal. Consequentemente, os circuitos podem sincronizar. Apli-

cando esta condição obtemos a linha preta, mostrado na Figura 4.5, separando as duas

regiões, ocorrendo estabilidade local de sincronização na região II.

Figura 4.5: Domı́nios sincronizados (região verde) no espaço de parâmetros no plano g∗ × ε. A
linha preta separa as regiões com e sem estabilidade local de sincronização, obtida através dos
expoentes de Lyapunov.
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Podemos ver na Figura 4.5, que o limite entre as duas regiões tem um padrão

irregular, onde a região verde é obtida com o erro da média temporal. Por este motivo, a

sincronização caótica deve ser analisada de acordo com o tempo transiente para diferentes

condições iniciais. Isto sugere a existência de um limite para a bacia emaranhada do atrator

sincronizado [101]. Consequentemente, o tempo para atingir o estado sincronizado depende

fortemente das condições iniciais, algumas delas responsável por transientes muito longos,

conforme veremos na próxima seção.
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4.3 Transiente caótico

Sistemas dinâmicos não-lineares podem mostrar movimento caótico determinista

não só como um comportamento assintótico de longo prazo, mas também como um estado

transiente antes de chegar a um atrator não caótico ou caótico [102]. Em tal caso, as

variáveis dinâmicas do sistema comportam-se caoticamente por uma quantidade finita de

tempo antes de se fixar a um estado final [103]. Este caos transiente surge pela existência de

um conjunto caótico não atrativo no espaço de fase [104], de tal forma que o sistema passa

por uma crise com o atrator caótico colidindo no limite da bacia de atração que vai separá-lo

em outro atrator coexistente. Após a crise, o atrator caótico é destrúıdo, transformando-

se numa sela caótica não atrativa. Dinamicamente quase todas as trajetórias a partir de

condições iniciais aleatórias caminham para este conjunto caótico, permanecendo durante

um peŕıodo de tempo em sua vizinhança, exibindo movimento caótico. Na sequência, a

trajetória abandona a sela caótica e vai assintoticamente se estabelecer em outro atrator,

que em geral pode ser uma órbita periódica ou quase periódica.

Conforme o tipo de atrator onde um conjunto caótico não atrativo coexiste, pode-

mos distinguir dois tipos de transiente caótico. O primeiro tipo é para o caso em que o

atrator que coexiste é simples, por exemplo, um atrator periódico. Enquanto o compor-

tamento assintótico do sistema é relativamente simples, os transientes são caóticos. Tran-

siente caótico é proveniente de situações onde exista um atrator no infinito e em sistemas

Hamiltonianos abertos onde os atratores são substitúıdos por diferentes rotas de sáıda [42].

O segundo tipo ocorre quando um conjunto caótico não atrativo coexiste com um

atrator caótico. Neste caso, existem duas formas distintas de comportamento caótico. Um

sinal do sistema exibe tipicamente uma forma de comportamento caótico, que é devido ao

conjunto não atrativo, num intervalo de tempo, mudando-o para outra forma de comporta-

mento ou assintótico. Em uma situação comum, o movimento determinado pelo conjunto

não atrativo é mais caótico devido ao atrator caótico. Deste modo, concentrando-se nas

propriedades assintóticas do sistema perdemos a parte caótica dominante das dinâmicas

complexas que contêm informações importantes sobre o sistema dinâmicos subjacente.

Assim, estamos interessados no intervalo de tempo em que ocorre a mudança no

comportamento do sistema. O tempo transiente τ da trajetória na proximidade da sela
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caótica é definido pelo número P (τ) de trajetórias que ainda apresentam movimento caótico

neste tempo t, começando em t = 0 com P0 condições iniciais diferentes. O histograma do

tempo transiente τ para um conjunto de condições iniciais é mostrado na Figura 4.6, onde

os ćırculos vermelhos correspondem à ε = 0,09 e os quadrados pretos correspondem à ε =

0,086. Este histograma mostra o número P (τ) de trajetórias que ainda exibem movimento

caótico no tempo τ .

Figura 4.6: Histograma dos intervalos de tempo transiente para um total de 104 diferentes
condições iniciais de x2 e x5 no intervalo de 0 à 0,001, onde consideramos g = 2, 863, (a) ε =
0,086 (ćırculos vermelhos) e (b) ε = 0,09 (quadrados pretos).
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A distribuição estat́ıstica para o tamanho do transiente foi obtido por meio de

104 condições iniciais diferentes de x2 e x5, mostrando que pequenos transientes são mais

comuns quando o valor da força de acoplamento ε aumenta. Portanto, para alguns valores

do ganho da malha g∗ e da intensidade de acoplamento ε, em torno da região de fronteira

na área verde da Figura 4.5, os circuitos podem ou não apresentar grandes transientes

dependendo das condições iniciais.

Transientes caóticos em sistemas dinâmicos de baixa dimensão são tipicamente

caracterizados por uma lei de escala algébrica [43, 105], através do transiente médio τM

com alguma variação do parâmetro. Especificamente, seja p um parâmetro do sistema e

se ocorre uma crise o valor do parâmetro p é aumentado para um valor cŕıtico pc. Ocorre

assim, o transiente caótico para p > pc. O transiente caótico médio τM em termos da
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variação deste parâmetro p, é expresso na lei de escala de potência como τ ∼ (p − pc)
−γ,

onde γ > 0 é o expoente da escala algébrica e neste caso temos o supertransiente para

sistemas de alta dimensão. Existe, contudo, em sistemas de baixa dimensão, uma classe

distinta de transiente caótico chamado transiente superpersistente [105,106], caracterizada

pela seguinte lei de escala exponencial para o seu transiente médio

τM ∼ exp[β(p− pc)
−γ], (4.6)

onde β e γ são constantes positivas, pc é o valor do parâmetro cŕıtico e o transiente ocorre

para p > pc. Se p → pc o tempo transiente se comporta como e+∞, sendo chamado de

transiente superpersistente. A relação de escala mostra que como p se aproxima de pc,

o tempo transiente é superior ao transiente caótico regular caracterizado por uma lei de

escala algébrica. Devido à lei de escala, o atrator assintótico do sistema é praticamente

não observável para p ≥ pc.

Na Figura 4.7 temos o dimensionamento do tempo transiente médio τM pela

variação da força de acoplamento ε− εc, onde a função ajustada pelo método dos mı́nimos

quadrados é plotada e exibe uma distribuição exponencial, quando consideramos a força

de acoplamento ε como parâmetro, indicando assim um transiente superpersistente.

Figura 4.7: Dimensionamento do transiente superpersistente pela variação da força de acopla-
mento g = 2,863 e εc = 0,086. Cada ponto representa a média de mais de 100 diferentes condições
iniciais de x2 e x5. A linha sólida é o ajuste dos mı́nimos quadrados com declividade −470, 31.
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4.4 O efeito do rúıdo

Quando realizamos o acoplamento entre osciladores Colpitts estávamos interes-

sados na sincronização do sinal ou informação que era enviada do circuito mestre para

o circuito escravo. Considera-se como sinal a informação útil para o circuito, e qualquer

informação indesejada, inútil, ou nociva, introduzida involuntariamente ou voluntarimente

no sistema é considerada rúıdo. Rúıdos são perturbações elétrico/magnéticas que deterio-

ram os sinais que desejamos transmitir, receber ou tratar no nosso circuito. Um rúıdo,

geralmente, é um sinal aleatório e pode ser classificado pela freqüência em que atua e pela

sua origem.

Entre os vários tipos de rúıdo, podemos citar [107]: (a) o rúıdo térmico ou de

Johnson-Nyquist que é gerado devido à agitação térmica dos átomos. Todo componente

eletrônico gera rúıdo entre seus terminais devido à agitação térmica dos átomos e quanto

maior a temperatura, maior será o rúıdo Johnson; (b) rúıdo “shot”que é causado pelo fluxo

finito de part́ıculas (elétrons ou fótons). Como o elétron possui carga discreta, o fluxo de

elétrons possui carga discreta e a circulação dos mesmos gera uma flutuação do campo

elétrico e por conseqüência uma flutuação da corrente elétrica. Tendo em vista que em um

circuito eletrônico sempre haverá fluxo de elétrons durante seu funcionamento, podemos

dizer que é imposśıvel nos livrarmos dele; (c) rúıdo rosa, “Ficker”ou 1/f , este tipo de rúıdo

ocorre na maioria dos dispositivos eletrônicos e sua potência cai cerca de 3db por oitava.

Em frequências altas, este rúıdo nunca é o dominante, devido a atenuação da potência.

Várias são as causas do rúıdo rosa, entre elas podemos citar a mudança do valor das

resistências dos componentes; (d) rúıdo branco é o sinal que possui componentes de todas

as frequências do espectro eletromagnético, possuindo a mesma quantidade de energia para

toda a faixa de frequências. O nome branco dado ao rúıdo deve-se a uma analogia com o

espectro de cores. Pode-se pensar no rúıdo branco como a reprodução de todos os tons ao

mesmo tempo, ou seja, um som que se repete a uma determinada frequência.

O rúıdo está sempre presente, em qualquer transmissão de sinal, já que majori-

tariamente o rúıdo está presente na entrada do receptor, ou seja, essa distorção no sinal

é um rúıdo térmico produzido pela passagem dos elétrons em todos os dispositivos dissi-

padores, como componentes eletrônicos e amplificadores presentes no receptor. O rúıdo
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térmico é um rúıdo branco gaussiano, cuja densidade espectral de potência é independente

da frequência, portanto tem intensidade igual em todas as frequências.

Na Figura 4.1 iremos analisar a sincronização caótica adicionando um rúıdo no

canal de conexão entre os circuitos mestre-escravo [108]. Este canal constrúıdo é modelado

como um canal AWGN [109], do inglês“Additive White Gaussian Noise”ou canal com rúıdo

aditivo branco gaussiano, que é um canal analógico e um dos modelos matemáticos mais

simples de canal de comunicação, que modela o efeito do rúıdo térmico, sempre presente

em qualquer sistema de comunicação. Assim, no canal de comunicação entre os circuitos

mestre e escravo, adicionamos uma perturbação estocástica na variável de estado x5(t) do

sistema de Equações (4.3) da forma:

dx5

dt
=

g

Qk
[(1− αF )n(x5) + x6] + ε[x2 − x5] + Ar(t), (4.7)

onde A representa o ńıvel da perturbação estocástica e r(t) é uma variável pseudo-aleatória.

Consideramos um gerador de números aleatórios que retorna a uma distribuição normal

com média zero e desvio padrão um.

Uma maneira para darmos algum discernimento sobre o efeito do rúıdo no acopla-

mento é analisarmos o erro de sincronização em função da força de acoplamento ε. Na

Figura 4.8, plotamos o erro da média temporal de sincronização versus a força de acopla-

mento para três valores do ńıvel de rúıdo. Quando o ńıvel do rúıdo no canal é pequeno

(ćırculos verdes) o valor do erro da média temporal diminui rapidamente quando a força

de acoplamento ε aumenta. No entanto, aumentar o ńıvel da perturbação A (ćırculos ver-

melhos e pretos) faz com que o valor do erro da média temporal apresenta grandes valores

para todas as forças de acoplamento, indicando que a sincronização é suprimida.

O tamanho da região sincronizada mostrado na Figura 4.5 muda com o ńıvel de

rúıdo. Na Figura 4.9 consideramos os mesmos parâmetros utilizados na Figura 4.5, mas

acrescentamos um rúıdo com o valor da perturbação sendo A = 3×10−5. Neste caso, pode-

mos ver que a região sincronizada só aparece para valores maiores da força de acoplamento

ε. Semelhante à Figura 4.5, o limite da estrutura entre o comportamento sincronizado e

não sincronizado é uma consequência da existência de transientes superpersistentes. As-

sim, obtemos a região sincronizada, pela Equação (4.5), onde utilizamos o erro da média
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temporal de sincronização igual a ∆̄ < 10−4 para t1 = 1000 e t2 = 20000.

Figura 4.8: Erro da média temporal de sincronização versus força de acoplamento para g∗ =
2,863, A = 0,1 (ćırculos verdes), A = 0,5 (ćırculos vermelhos) e A = 1,0 (ćırculos pretos). Esses
três casos tem exatamente a mesma condição inicial.
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Figura 4.9: Domı́nios sincronizados (região verde) considerando os mesmos parâmetros utilizados
na Figura 4.5 e com a adição de um pequeno rúıdo A = 3× 10−5.
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Verificamos que o caso com transiente superpersistente não apresenta robustez
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ao rúıdo, isto é, um pequeno rúıdo é suficiente para suprimir o transiente persistente.

Comparando a Figura 4.9 (com rúıdo) com a Figura 4.5 (sem rúıdo) é posśıvel observar

que, devido ao efeito do rúıdo é necessário um valor grande de ε para o sistema ficar

sincronizado.

Assim, para analisarmos o efeito do rúıdo sobre a região sincronizada fixamos o

valor do ganho da malha g∗ e variamos a amplitude do rúıdo A para obtermos ε∗ conforme

a Figura 4.10(a), onde o transiente médio τM é aproximadamente 104. A Figura 4.10(b)

mostra o histograma do tempo transiente para g = 2,863, ε = 1, A = 5 × 10−5 (ćırculos

negros) e A = 6 × 10−5 (quadrados vermelhos), demonstrando deste modo, que o rúıdo

induz transientes mais longos. Para A ≤ 4×10−5 os valores dos transientes ficam em torno

de 103. Além disso, para A ≥ 7× 10−5 o rúıdo pode suprimir a sincronização caótica.

Figura 4.10: (a) ε∗ versus A, onde os ćırculos pretos correspondem a τM ≈ 104. (b) Histograma
do tempo transiente considerando g = 2,863, ε = 1, A = 5×10−5 (ćırculos negros) e A = 6×10−5

(quadrados vermelhos).
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Deste modo, a supressão do transiente médio τM aumenta rapidamente quando a

amplitude do rúıdo aumenta, de acordo com a relação exponencial τM ∼ φexp(ϕA), onde

φ e ϕ são constantes positivas.
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5 Memórias no oscilador Colpitts

Neste caṕıtulo, analisaremos a formação de memórias de curta duração em um

sistema dinâmico com muitos graus de liberdade, considerando primeiramente uma rede

de mapas acoplados [23] com conexões aleatórias [45] e posteriormente a formação dessas

memórias numa rede de osciladores Colpitts [26]. De forma geral o sistema é descrito por

uma equação de difusão discretizada o qual armazena memórias, podendo ser comparado

com uma rede neural [10]. É um sistema dinâmico com parâmetros ajustáveis, o qual

armazena padrões que minimizam a energia funcional do sistema.

5.1 Formação de Memórias

A possibilidade da formação de memórias de curta duração foi estudada por

Coppersmith [44] para explicar o experimento de uma onda de densidade de carga (ODC)

em cerâmicas semicondutoras do trisseleneto de nióbio NbSe3. Neste experimento, a

memória codificada manifesta-se como a sincronização da resposta a um trem de pul-

sos elétricos periódicos tal que V/I (V = voltagem, I = corrente da onda de densidade de

carga, proporcional a velocidade da onda de densidade de carga v) diminui quando cada

pulso cessa [110]. A onda de densidade de carga “recorda” a duração do pulso ajustando a

resposta para estar sincronizada com o pulso. Coppersmith propôs o efeito das memórias

de curta duração como assinaturas aos processos que ocorrem em muitos sistemas dinâmi-

cos e estudou a resposta da cerâmica semicondutora quando sujeita a pulsos elétricos. A

resposta do sistema (o padrão formado), é tal que minimiza a energia funcional do sistema.

Para formação de memórias de curta duração foi proposto uma rede de mapas

acoplados com pulsos periódicos. A rede recebe uma sequência de pulsos durante um espaço
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de tempo e posteriormente perde quase toda a informação quando a perturbação externa

é desligada. Deste modo, o sistema é deterministicamente forçado para um ponto fixo,

e uma vez que este ponto fixo é atingido, não é mais posśıvel recuperar as memórias de

curta duração. Logo, é posśıvel manter as memórias transientes adicionando um rúıdo ao

sistema, já que múltiplas memórias são observadas em amostras da cerâmica semicondutora

de NbSe3, quando é feito um arranjo que induz rúıdo ao experimento [44].

Uma cadeia de part́ıculas conectadas com seus vizinhos por molas elásticas e

submetida a impulsos periódicos pode ser descrita matematicamente por uma rede de

mapas acoplados [40, 63], onde o tempo e o espaço são variáveis discretas e a variável de

estado é cont́ınua, onde cada śıtio da rede influencia e é influenciado por outro(s) śıtio(s)

da rede, conforme a Tabela 2.1. A rede de mapas acoplados é composta basicamente

de uma dinâmica local, que passa por uma evolução temporal discreta, interagindo com

seus vizinhos através de um certo tipo de acoplamento. A variável de estado pode ser

interpretada como a posição de cada part́ıcula dentro de um poço de potencial profundo

em relação ao seu valor de equiĺıbrio. O acoplamento é dado pela força de Hooke, gerado

pelas molas que conectam as part́ıculas vizinhas mais próximas, sendo também responsável

pelo processo dinâmico linear em cada posição discreta.

Para obter o modelo matemático do sistema, Coppersmith em seu trabalho [111],

modelou as densidades de cargas conforme a Figura 5.1. O modelo consiste de N part́ıculas,

de massa m, acopladas por molas de constante elástica K, sujeitas a um potencial senoidal

e impulsionado por uma força periódica temporal E(t) de onda quadrada. A Figura 5.1

mostra uma cadeia de part́ıculas acopladas por molas lineares, com uma extremidade fixa

e a outra extremidade submetida a uma sequência de impulsos periódicos.

Figura 5.1: Part́ıculas acopladas com seus vizinhos através de molas elásticas.

FONTE: O autor.

A equação que descreve esse movimento é

mẍ(i) = −γẋ(i) +K[x(i+1) − 2x(i) + x(i−1)]− A sin[2πx(i)] + E, (5.1)
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com i = 1, 2, ..., N , onde x(i) é a posição da part́ıcula, γ é a constante de amortecimento

e A a amplitude do potencial. Para o caso estático (m = γ = E = 0), a Equação (5.1) é

o modelo Frenkel-Kontorova. Quando o amortecimento é forte, o acoplamento é fraco e o

campo é alto (γ � m,E > A � K) aproximamos a Equação (5.1) pelo mapeamento

z(i)n = x(i)
n +K[x(i+1)

n − 2x(i)
n + x(i−1)

n ] + F, (5.2)

onde o tempo n é discreto (n = 0, 1, 2, ...), F é a força periódica externa e se K = 0 as

equações desacoplam.

O mapa utilizado por Coppersmith [112] analisando a Equação (5.2) consiste de

dois passos. O primeiro passo imita o comportamento do sistema durante o pulso

z(i)n ≡ x(i)
n +K[x(i+1)

n − 2x(i)
n + x(i−1)

n ] + F, (5.3)

onde x
(i)
n e z

(i)
n são as posições da part́ıculas pouco antes do enésimo pulso que está ligado

seja desligado [113]. O segundo passo, imita o efeito quando o pulso é desligado e as

part́ıculas tendem a cair em um mı́nimo potencial, ou seja,

x
(i)
n+1 = nint[z(i)n ], (5.4)

onde nint(x) é uma função que arredonda para o inteiro mais próximo de x e é expressa

como nint(x) = int(x+ 0.5) com int sendo a parte inteira de x.

Tomamos que F pode ser um inteiro [110] e reescrevemos as equações (5.3) e (5.4)

como

x
(i)
n+1 = x(i)

n + nint
{
K
[
x(i+1)
n − 2x(i)

n + x(i−1)
n

]
+ F

}
. (5.5)

A rede de mapas acoplados correspondente é dada por [44,110], da forma

x
(i)
n+1 = x(i)

n + int
{
K
[
x(i+1)
n − 2x(i)

n + x(i−1)
n

]
− (1 + An)

}
, (5.6)

onde i é o ı́ndice referente as posições dos mapas na rede (i = 1, 2, ..., N), N é o tamanho

do sistema, K é o parâmetro de acoplamento entre os mapas, a força periódica externa F

é denotada por (1 + An), x é a variável de estado que pode representar a posição, a fase

ou outra propriedade f́ısica do sistema. A função int(x) surge na equação, pois a cada final
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de pulso as part́ıculas estão em um potencial mı́nimo que com o decorrer das iterações

formará um padrão na rede (padrão das memórias).

A Equação (5.6) descreve a dinâmica das posições de N part́ıculas em um poço de

potencial periódico, com as part́ıculas vizinhas acopladas por molas de constante elástica

K < 1 e todas estas part́ıculas estão na presença de um forçamento periódico externo da

forma (1 + An). Para observarmos as formação das memórias utilizaremos a variável de

curvatura c
(i)
n , que é a segunda derivada da variável de estado, expressa por:

c(i)n = K
[
x(i+1)
n − 2x(i)

n + x(i−1)
n

]
, (5.7)

sendo que podemos verificar que a rede apresenta um padrão, ou memória, quando c
(i)
n

torna-se constante em uma determinada região.

Das Equações (5.6) e (5.7), podemos verificar a formação das memórias perma-

nentes (valores finais das variáveis de curvatura e valores transientes) e das memórias de

curta-duração na Figura 5.2, para 10 mapas acoplados localmente em uma rede unidimen-

sional com uma extremidade fixa x
(0)
n = 0 e outra livre x

(N+1)
n = x

(N)
n .

Figura 5.2: c
(i)
n x n. O tamanho da rede é N = 10, com K = 0, 01. (a) An = 9 para n ı́mpar e

An = 10 para n par. (b) An = 10 para qualquer n e r = 10−8.
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FONTE: O autor.
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Para molas lineares toda sequência de entradas é recuperada durante um peŕıodo

transiente de tempo e apenas algumas entradas são memorizadas para peŕıodos de tempo

maiores, a dinâmica do mapa isolado é expresso como f(x) = x na Equação (5.6) e pode

ser visualizado na Figura 5.2(a). Esta limitação pode ser contornada utilizando molas

ligeiramente não-lineares, ou seja, na rede de mapas acoplados, dada pela Equação (5.6),

precisamos modificar a variável de estado x
(i)
n pela função f(x) = x+ rx2 com um pequeno

parâmetro r que controla a não-linearidade do sistema [114], conforme a Figura 5.2(b).

Neste caso, múltiplas memórias podem ser codificados por longos peŕıodos de tempo. Um

efeito semelhante foi obtido usando cadeias de molas lineares na presença de pequenos

rúıdos [115].

Aplicando pulsos An em ciclos que se repetem com valores 9 e 10 (A1 = 9, A2 =

10, A3 = 9, A4 = 10, ...), verifica-se que os śıtios da rede, após um determinado número

de iterações, armazenam certos ńıveis de memória. Elas são provenientes dos pulsos, que

ocasionam na variável de curvatura c
(i)
n , com o decorrer das iterações, valores constantes.

Na Figura 5.2(a), para valores de c
(i)
n = 1 a c

(i)
n = 9 temos memórias transientes, enquanto

que para o valor de c
(i)
n = 10 temos uma memória permanente. As memórias transientes

são formadas durante um número determinado de iterações e posteriormente perde-se toda

a sua informação, não podendo ser mais recuperada. À medida que o tempo (n) evolui, a

variável de curvatura é forçada para um ponto fixo, onde ficará enquanto o pulso periódico

estiver agindo sobre o sistema [115].

Para compreender como as memórias formam-se, necessitamos olhar para Figura

5.2(a). Inicialmente, cada pulso An causa um incremento de mesmo valor para cada śıtio

x
(i)
n , menos para o mapa acoplado na extremidade fixa (x

(0)
n = 0), onde este começa apre-

sentar um aumento da variável de curvatura c
(i)
n . Com o passar das iterações a variável

de curvatura aumenta cada vez mais até que o acoplamento entre o primeiro śıtio e a

extremidade fixa torna-se grande o bastante para manter o valor da variável de curvatura

constante sobre a aplicação de A1 = 9. Depois de algumas iterações o acoplamento não

é mais suficiente para mudar a ação do forçamento (A2 = 10), gerando um aumento da

variável de curvatura até a memória permanente. Isso ocorre para o c
(2)
n , c

(3)
n e para os

outros c
(i)
n . Deste modo a variável de curvatura estende-se para todos os valores inteiros

dos c
(i)
n , e ao final de um longo tempo, ocorre uma saturação [44,114], ou seja, c

(i)
n = 10.
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Alterando certas caracteŕısticas da rede podemos observar na Figura 5.2(b) a

formação de diferentes padrões de memórias em uma rede de mapas acoplados. Para

r = 0, o mapa isolado apresenta um cont́ınuo de pontos fixos estáveis, com a inserção do

termo não-linear r = 10−8 a variável de estado varia de forma não-linear, dependendo do

parâmetro r. No gráfico do mapa isolado de x versus f(x), pode ser observado que o mapa

fica muito próximo da reta f(x) = x. Esta pequena variação x
(i)
n no mapa isolado, quando

acoplado, faz surgir memórias isoladas e grupos de memórias com valores diferentes. A

Figura 5.2(b) mostra śıtios com memórias diferentes para a realização do acoplamento com

o mapa fracamente não-linear (r = 10−8). Apesar do termo não-linear ser pequeno os

valores das variáveis de estado são da ordem de 104, então o termo não-linear, embora

pequeno é muito importante para a dinâmica do sistema.

Com a presença do termo não-linear r as variáveis de estado tendem a sincronizar

em amplitude, pois começam a apresentar o mesmo valor da variável de estado, e a medida

em que aumentamos o termo que controla a não linearidade do sistema (r > 10−8), as

variáveis de estado sincronizam cada vez mais. Assim as variáveis de curvatura tendem a

se anularem pois os valores de x
(i)
n encontram-se cada vez mais próximos [115] e podemos

obter diferentes padrões alterando o forçamento do sistema, pois o valor final da variável

de curvatura depende do forçamento.

Para uma sequência de entradas com amplitudes alternando entre An = 5 e

An = 10, em intervalos constantes de tempo com duração de 0, 5×105, a evolução temporal

das variáveis de curvatura para todos os locais da rede está representada na Figura 5.3.

Na Figura 5.3(a) temos o mapa linear f(x) = x, o qual exibe um único valor memorizado

e permanente, que é igual a An ou 2 + An. A ocorrência de memórias permanentes nas

variáveis de curvatura c
(i)
n , é uma consequência do mapa exibir um ponto fixo na dinâmica

da rede de mapas acoplados. Da Equação (5.6), a condição para termos um ponto fixo x∗

implica na existência de termos um único valor memorizado c∗ da variável de curvatura

dado por int(c∗−1−An) = 0. Deste modo, −1 < c∗−1−An < 1, fornece duas desigualdades

para satisfazer o valor memorizado, ou seja, c∗ < 2 + An ou c∗ > An.

Na Figura 5.3(a), foi aplicado um pulso An = 5 durante os primeiros 0, 5 × 105

instantes de tempo e a variável de curvatura aumenta de zero para c∗ = 5. Durante os

próximo 0, 5× 105 instantes de tempo a amplitude muda para An = 10 e a variável de cur-
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vatura aumenta para corresponder este valor. Entretanto, durante os próximos 0, 5 × 105

instantes de tempo a amplitude muda novamente para 5 e a variável de curvatura diminui

para se estabelecer em c∗ = 7, como previsto. Para uma sequência de entradas, quando

um termo não-linear r é adicionado no mapa da Equação (5.6), múltiplas memórias esta-

cionárias aparecem conforme a Figura 5.3(b), as quais representam soluções estacionárias

do sistema dinâmico [114].

Figura 5.3: c
(i)
n x n. O tamanho da rede é N = 10, com K = 0, 01. A amplitude do forçamento

muda de An = 5 para An = 10 em intervalos regulares de tempo. (a) r = 0 e (b) r = 10−8.
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FONTE: O autor.

Estes padrões memorizados observadas em redes puramente regulares também são

posśıveis quando conexões aleatórias [45] são adicionadas à rede, com algumas vantagens

em relação às redes regulares, conforme discutiremos na próxima seção.
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5.2 Memórias em uma rede com conexões aleatórias

A formação de memórias de curta duração, foi descrita primeiramente em sis-

temas de massa-mola super amortecidas, porém elas ocorrem em outros sistemas, como

os circuitos de acoplamento indutivo [116] e em redes com conexões não-locais onde as

part́ıculas interagem com todas as outras part́ıculas, sendo que esta interação decai com a

distância da rede, seguindo uma lei de potência [117]. Rede é uma noção simples, abstrata

e intuitiva, usada para representar a ideia de alguma espécie de relação entre os objetos.

As redes são úteis para representar várias estruturas que aparecem na prática, como exem-

plo, estruturação de dados, resolução e modelagem de problemas, abstração de problemas

computacionais, dentre outros.

Os primeiros estudos sobre redes e suas propriedades foram dos matemáticos

húngaros Paul Erdös e Alfred Rényi [12, 14, 118], destacando-se os trabalhos sobre redes

aleatórias com conexões distribúıdas aleatoriamente. Analisando a formação das redes

sociais, eles demonstraram que bastava uma conexão entre cada um dos convidados de

uma festa, para que todos estivessem conectados ao final dela e quanto mais ligações eram

adicionadas, maior a probabilidade de serem gerados agrupamentos, ou seja, grupos de

nós mais conectados. Portanto, uma festa poderia ser um agrupamento de pessoas que de

tempos em tempos estabeleciam relações com outros grupos.

Na teoria das redes aleatórias de Erdös e Rényi [119], parte-se de um número

previamente dado de nós e em seguida eles são conectados. Mais exatamente, parte-se de

N nós e nenhuma conexão, e em seguida conecta-se aleatoriamente com probabilidade P

cada par de nós, conforme a Figura 5.4.

Figura 5.4: Construção de grafos aleatórios com 10 vértices e conectando-os com probabilidade
(a) P = 0, (b) P ≈ 0, 1 e (c) P = 0, 2.
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Essa probabilidade pode ser calculada como a fração entre as conexões atuais N1

e a totalidade das conexões posśıveis NT , ou seja,

P =
N1

NT

=
2N1

N(N − 1)
. (5.8)

Num grafo aleatório cada nó i possui um determinado número de conexões zi. O número

médio de conexões por śıtio ou a conectividade média 〈z〉 da rede, é dada por

〈z〉 = 1

N

N∑
i=1

zi =
1

N
2
P [N(N − 1)]

2
= P (N − 1) ≈ PN, (5.9)

onde a aproximação final é válida para N muito grande, ou seja, N → ∞.

Erdös e Rényi acreditavam que a conexão entre esses nós era aleatória, no sentido

de que esses nós se agregavam aleatoriamente, concluindo que todos os nós de uma deter-

minada rede, deveriam ter mais ou menos a mesma quantidade de conexões ou igualdade

nas chances de receber novas ligações, constituindo-se, assim, como redes igualitárias [14].

Logo, quanto mais complexa era a rede analisada, maiores as chances dela ser aleatória.

Nos últimos anos, modelos de redes de mundo pequeno [120, 121] e modelos de

redes sem escala [122,123] vêm sendo empregados como estruturas que melhor representam

inúmeras caracteŕısticas das redes complexas encontradas. Modelos de redes de mundo

pequeno privilegiam a representação da distância média e do coeficiente de agregação de

redes complexas, enquanto os modelos de redes sem escala enfatizam à representação da

distribuição de conexões baseando-se em redes que apresentam crescimento [122], ou seja,

redes em que o número de elementos, ou nós, cresce com o tempo. Por outro lado, modelos

de rede mundo pequeno, representam adequadamente uma série de redes complexas que

se observam [120], e podem ser constrúıdas a partir de redes regulares, não requerendo o

crescimento da rede.

O conceito de mundo pequeno refere-se ao fato de que a distância média entre os

śıtios da rede é pequena (semelhante ao encontrado em redes aleatórias), onde dois śıtios

quaisquer, estão separados por uma distância relativamente pequena, apesar do grande

tamanho das redes e apresenta um alto coeficiente de agregação (semelhante ao encontrado

em redes regulares). Em geral, associa-se às redes de mundo pequeno um grande número

de elementos e um número pequeno de conexões por nó.
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Analisando as redes sociais como interdependentes umas das outras, é aceitável

perceber que todas as pessoas estariam interligadas umas às outras em algum ńıvel. O

exemplo mais notório do conceito de mundo pequeno é o trabalho da década de 60 do

sociólogo Stanley Milgram [124]. Milgram observou os graus de separação entre as pessoas

[14, 118], entregou uma mensagem a várias pessoas escolhidas aleatoriamente nos Estados

Unidos e determinou que cada mensagem chegasse a um destinatário, também escolhido

aleatoriamente. As pessoas deviam entregar a mensagem a um conhecido que tivesse mais

chances de fazê-la chegar ao destinatário.

Neste trabalho Milgram concluiu que a distância média entre duas pessoas escolhi-

das aleatoriamente nos Estados Unidos era de seis pessoas, ou seja, em média a mensagem

passava por seis pessoas entre a pessoa inicial e o destinatário. Devido à forma do experi-

mento de Milgram, pode-se dizer que o número seis não é provavelmente um valor preciso.

O experimento certamente contém muitas fontes posśıveis de erro. Entretanto, o resultado

geral de que duas pessoas escolhidas aleatoriamente podem ser conectadas por uma cadeia

curta de conhecidos tem sido verificado, sendo bastante aceito e referido como efeito de

mundo pequeno [125].

A partir do experimento de Milgram, Watts e Strogatz [120] descobriram que

as redes sociais apresentavam padrões altamente conectados, tendendo a formar pequenas

quantidades de conexões entre cada indiv́ıduo, pois cada um de nós tem conhecidos e

amigos em vários lugares do mundo, que por sua vez, têm outros conhecidos e amigos. Em

grande escala, essas conexões mostram a existência de poucos graus de separação entre

os indiv́ıduos no planeta. Além disso, Watts e Strogatz mostraram que bastavam poucas

conexões entre vários agrupamentos para formar um mundo pequeno numa grande rede,

transformando a própria rede num grande agrupamento [118].

Watts e Strogatz criaram um modelo semelhante ao de Erdös e Rényi, onde

as conexões eram estabelecidas entre as pessoas mais próximas e algumas conexões es-

tabelecidas de modo aleatório entre alguns nós, transformando a rede num mundo pe-

queno [12]. Eles sugeriram uma rede unidimensional com condições de contorno periódicas,

como mostra a Figura 5.5, onde ocorre uma reconexão aleatória, com uma probabilidade

P .
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Figura 5.5: Modelo de mundo pequeno para z = 4 e N = 20. A rede passa de uma estrutura
regular para uma estrutura aleatória com o aumento da probabilidade P .
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FONTE: Adaptada de Watts e Strogatz [120].

Se o valor da probabilidade P for zero, P = 0, a rede não ganha nenhuma

conexão de longo alcance e permanece como uma rede regular. Se P = 1, as conexões

de curto alcance são substitúıdas por conexões de longo alcance e a rede aproxima-se de

uma rede aleatória. Para 0 < P < 1, tem-se uma fração P de conexões de longo alcance

e a estrutura da rede é um meio termo entre uma rede regular e uma rede aleatória. O

processo de criação de uma rede de mundo pequeno a partir de uma rede regular não altera

o número total de conexões nem a conectividade média da rede, uma vez que o processo

de religação altera apenas o śıtio final da conexão.

O modelo de Watts-Strogatz pode sofrer variações, uma destas variações foi pro-

posta por Newman-Watts [46] conforme a Figura 5.6, onde conexões entre nós escolhidos

aleatoriamente foram adicionados à rede regular sem que as conexões existentes fossem

retiradas.

Figura 5.6: Rede regular e uma rede Newman-Watts produzida a partir dela.
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FONTE: Adaptada de Newman e Watts [46].

No modelo de Newman-Watts [46] nem o número de conexões por nó e nem
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o número total de conexões permanecem os mesmos na rede original. Deste modo, não

ocasionam o aparecimento de porções de rede separadas do restante. No modelo de Watts-

Strogatz é preservado o número de conexões original da rede, enquanto que no modelo

de Newman-Watts a rede criada apresenta um número maior de conexões. Para valores

suficientemente pequenos de P e grandes valores de N o modelo de Newman-Watts é

equivalente ao modelo de Watts-Strogatz.

Seguindo o modelo de Newman-Watts, onde conexões aleatórias são adicionadas à

rede regular sem que as conexões existentes fossem retiradas, buscamos verificar a existência

de memórias de curta duração em redes com conexões regulares e aleatórias [45]. Partimos

de mapas localmente acoplados inserindo na Equação (5.6) conexões aleatórias M(i) para

a construção do modelo, assim

x
(i)
n+1 = x(i)

n + int
{
K
[
x(i+1)
n − 2x(i)

n + x(i−1)
n +M(i)

]
− (1 + An)

}
, (5.10)

onde o tempo n é discreto (n = 0, 1, 2, ...), i é o ı́ndice referente as posições dos mapas na

rede (i = 1, 2, ..., N), N é o tamanho do sistema, K é o parâmetro de acoplamento entre os

mapas, x é a variável de estado, int(x) uma função descont́ınua que retorna o maior inteiro

igual ou menor do que x e f(x) = x+ rx2 é o mapa caracteŕıstico de cada śıtio com r > 0

controlando a não-linearidade do sistema.

Para observarmos a formação de memórias com conexões aleatórias, utilizaremos

a variável de curvatura c
(i)
n da Equação (5.7), agora definida pela relação

c(i)n = K
[
x(i+1)
n − 2x(i)

n + x(i−1)
n +M(i)

]
, (5.11)

onde as conexões aleatórias M(i) são dadas por

M(i) =
∑
j

{[
x(j)
n − x(i)

n

]
Iij

}
, (5.12)

sendo j o ı́ndice dos śıtios escolhidos aleatoriamente, onde j 6= i, j 6= i+ 1 e j 6= i− 1. Os

termos aleatórios ou de conexões não-locais são representados pelos elementos da matriz

conectividade simétrica Iij. Estes elementos da matriz são 1 e 0, que nos dizem se os śıtios

x(i) e x(j) estão (Iij = 1) ou não (Iij = 0) conectados. Para uma rede com N = 10 temos

a seguinte matriz de conexão
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M =



0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Nesta matriz de conexão os elementos da última coluna e da última linha são

sempre nulos porque o śıtio i está conectado apenas com o (n− 1) śıtio (penúltimo śıtio),

representando assim o śıtio que está na extremidade livre. Os elementos da diagonal

principal da matriz de conexão são nulos porque o śıtio não se conecta com ele mesmo, e

os elementos da diagonal inferior e superior da matriz são sempre nulos pois expressam as

conexões locais e está matriz de conexão representa as conexões não-locais. Esta matriz

de conexão é simétrica onde a conexão que vai do śıtio i para o śıtio j é a mesma que vai

no sentido contrário, por exemplo, os elementos a35 = a53 = 1, significam que os śıtios 3 e

5 estão conectados e os elementos a49 = a94 = 0, significam que os śıtios 4 e 9 não estão

conectados.

Como a matriz de conexão é simétrica Iij = Iji, os elementos não nulos são

escolhidos aleatoriamente de acordo com uma probabilidade uniforme P , a qual acaba

sendo a relação entre o número de conexões não-locais N1 e o número total de conexões

NT = (N2 − 3N + 2)/2, excluindo auto-interações e as interações com os vizinhos mais

próximos. Foi utilizado um gerador de números aleatórios com probabilidade uniforme o

qual fornece números pseudo-aleatórios, ou seja, 0 ≤ rn ≤ 1. Na sequência é escolhido o

número de atalhos aleatórios N1 e obtem-se a posição (i, j) do primeiro elemento não-nulo

da matriz, para isso, toma-se que i é o número inteiro mais próximo menor ou igual a rnN1

e para o śıtio j é usado o mesmo procedimento. No entanto, se j = i ou i± 1, descarta-se

esta rotina e repete o procedimento até que todos os elementos N1 não nulos da matriz
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sejam escolhidos.

Quando uma rede armazena múltiplas memórias permanentes, cada uma delas

caracterizada por um determinado valor para a variável de curvatura c
(i)
n , a quantidade

que descreve este efeito é o valor da variável de curvatura média da rede cL, bem como o

desvio padrão da rede em relação à média, σL. As médias são tomadas para toda a rede

e também pelo uso de diferentes configurações iniciais da matriz de adjacência. Quando

a rede apresenta uma memória permanente, a variável de curvatura média cL é igual à

entrada externa An, sem qualquer desvio, ou seja, σL = 0. Quando múltiplas memórias

surgem no sistema, a variável de curvatura média cL assume um valor menor que An e com

variação positiva σL > 0.

Para a formação de memórias com conexões aleatórias e parâmetro de não linea-

ridade diferente de zero, utilizamos a variável de curvatura média da rede cL, para anali-

sarmos se as conexões exibem uma memória permanente (cL = An) ou múltiplas memórias

(cL < An), utilizamos

cL =
1

N

N∑
j=1

c
(i)
n . (5.13)

Também analisamos o desvio padrão da rede (σL) em relação a média, para verificarmos

se existe ou não apenas uma memória. Quando cL = An não existem múltiplas memórias

e se σL 6= 0 teremos a ocorrência de múltiplas memórias,

σL =

√√√√ 1

N

N∑
j=1

(
c
(i)
n

)2
− c2L. (5.14)

A influência do tamanho da rede N na variável de curvatura média da rede cL

dada pela Equação (5.13) e no desvio padrão da rede σL expresso pela Equação (5.14) é

mostrado na Figura 5.7. O valor de cL diminui e σL aumenta em relação a N para valores

fixos de An, K e r para uma probabilidade P pequena [Figuras 5.7(a) e 5.7(c)] e para uma

probabilidade P maior [Figuras 5.7(b) e 5.7(d)], sem diferenças essenciais. Em ambos os

casos, vemos que o aumento no tamanho da rede tem um efeito prejudicial sobre o processo

de formação da memória, uma vez que as variáveis curvatura tem pequenos valores com

pequena dispersão, tornando o processo não viável para aplicações práticas.
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Figura 5.7: Variável de curvatura média em função do tamanho de rede N para (a) P = 0, 1 e
(b) P = 0, 7. (c) e (d) são os desvios padrão correspondentes à (a) e (b), respectivamente. Outros
parâmetros são An = 10, K = 0,01 e r = 3, 5× 10−9.
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FONTE: O autor.

Podemos também analisar a probabilidade P de termos memórias com conexões

aleatórias indo para o valor da memória permanente (cL = An) em função do parâmetro

de não linearidade r do sistema. Na região branca da Figura 5.8(a) para valores de P e

r temos uma memória permanente (cL = 10), não havendo múltiplas memórias. Quando

r < 3× 10−10 a rede apresenta a formação de uma memória permanente em P = 0. Para

r > 3×10−10 surgem múltiplas memórias permanentes (região cinza), e inserindo conexões

aleatórias é posśıvel obter apenas uma memória permanente no intervalo 3× 10−10 < r <

4 × 10−9. Logo com o aumento do parâmetro de não-linearidade do sistema r, necessita-

se de um número maior de conexões aleatórias para que a rede apresente uma memória

permanente.

Na Figura 5.8(b), analisando a probabilidade P de termos memórias com conexões

aleatórias indo para o valor de memória permanente em função da constante elástica da

mola K, vemos que acima da curva (região branca) ocorre a formação de uma memória
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permanente (cL = 10) e para valores abaixo da curva (região cinza) temos a formação

de múltiplas memórias permanentes. Logo com o aumento da constante de acoplamento

K, necessita-se de um número menor de conexões aleatórias para que a rede apresente

apenas uma memória permanente. Além disso, em ambas as figuras, com o aumento da

probabilidade P existem intervalos para os quais existe apenas uma memória permanente.

Para o caso limite de P = 1, ocorrem inúmeras ligações e a rede não exibe todas as múltiplas

memórias. Deste modo, estas ligações inseridas aleatoriamente, agem como inibidores na

formação das memórias de curta duração.

Figura 5.8: Plano de parâmetros para a rede: as regiões brancas correspondem somente a uma
memória permanente e as regiões em cinza correspondem a formação de múltiplas memórias. (a)
P × r com K = 0,01. (b) P ×K com r = 10−9. Outros parâmetros são An = 10 e N = 10.
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FONTE: O autor.

5.3 Memórias em uma rede de osciladores Colpitts

Nesta seção, estudaremos a formação de memórias de curta duração em osciladores

Colpitts [26], o qual já foi discutido no caṕıtulo 3 e com mais detalhes na seção 3.2. Uma

rede de osciladores Colpitts são descritos por uma cadeia de osciladores acoplados, conforme
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a Tabela 2.1, apresentam espaço discreto, tempo e variável de estado cont́ınuas, uma vez

que cada equação diferencial é dita como uma posição do sistema. Nas seções anteriores

5.1 e 5.2 a formação de memórias ocorreu através de redes de mapas acoplados, que são

modelos mais simples em comparação com os modelos gerados por equações diferenciais,

pois em redes de mapas acoplados o tempo é discreto. Começaremos pelo estudo de N

osciladores Colpitts acoplados através de fios com resistência variável R∗. Analisaremos

a formação dos padrões de memórias neste sistema e o comportamento dos padrões de

memórias com o tamanho da rede.

Do mesmo modo que foi feito na seção 3.2, para o conjunto de Equações (3.11) para

um único oscilador Colpitts, obtemos as equações de estado para N osciladores Colpitts

acoplados, da forma:

dx
(i)
1

dt
=

g∗

Q(1− k)
[−αFn(x

(i)
2 ) + x

(i)
3 ],

dx
(i)
2

dt
=

g∗

Qk
[(1− αF )n(x

(i)
2 ) + x

(i)
3 ] + εA(i) + Vext,

dx
(i)
3

dt
= −Qk(1− k)

g∗
[x

(i)
1 + x

(i)
2 ]− 1

Q
x
(i)
3 ,

(5.15)

onde i é o ı́ndice referente aos osciladores na rede (i = 1, 2, ..., N), N é a quantidade de

osciladores, x
(i)
1 , x

(i)
2 e x

(i)
3 são as variáveis de estado adimensionais, Vext é a perturbação

externa constante, g∗ é o ganho da malha, Q é o fator de qualidade de ressonância da

rede, k é o divisor de tensão capacitivo, αF é o ganho de corrente do transistor numa

configuração base comum (CB), n() é a função caracteŕıstica não-linear que fornece os

pontos de condução do resistor não-linear RE da forma n(x
(i)
2 ) = e−(x

(i)
2 )−1, ε é a constante

de acoplamento entre os circuitos dada pela Equação (4.1) e A(i) é o termo de acoplamento

unidirecional expresso por

A(i) =
∑

j∈I(ij)
(x

(i)
2 + x

(j)
2 )I(ij), (5.16)

onde I(ij) é o conjunto de circuitos j conectados com os circuitos i. O circuito i tem as

conexões com o circuito da esquerda i− 1, com o circuito da direita i+ 1 e com conexões

aleatórias com circuitos j escolhidos aleatoriamente, onde j 6= i, j 6= i+ 1 e j 6= i− 1. Os
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termos aleatórios ou de conexões não-locais são representados pelos elementos da matriz

de conexões não simétricas I(ij). Estes elementos da matriz são 1 ou 0, que nos dizem se

os osciladores y(i) e y(j) estão (I(ij) = 1) ou não (I(ij) = 0) conectados. Do mesmo modo

que foi feito na seção 5.2, os elementos não-nulos da matriz de conexão são escolhidos

aleatoriamente de acordo com uma probabilidade uniforme P , a qual acaba sendo a relação

entre o número de conexões não-locaisN1 e o número total de conexõesNT = (N2−3N+2),

como o acoplamento é unidirecional elimina-se a divisão por 2 do número total de conexões.

Como foi feito nos trabalhos de Coppersmith, et. al [44] e Batista, et. al [114]

numa rede de mapas acoplados, para observarmos a formação das memórias utilizando o

modelo a tempo cont́ınuo dado pela Equação (5.15), utilizaremos a variável de curvatura

c(i)(t), a qual descreve a dinâmica dos osciladores Colpitts, da forma

c(i)(t) = |x(i+1)
max (t)− 2x(i)

max + x(i−1)
max (t)|, (5.17)

fornecendo o módulo da diferença entre os máximos valores dos primeiros vizinhos e xmax é

definido como o máximo local, de modo que, ḟ(xmax) = 0. A formação da memória ocorre

quando a variável de curvatura apresenta um valor constante. Na Figura 5.9 calculamos a

variável de curvatura para uma rede com 500 osciladores Colpitts acoplados.

Figura 5.9: c(i)(t) × t, com 500 osciladores Colpitts, Vext = 0, ε = 0, Q = 1, 77, k = 0, 5,
αF = 0, 996 e g∗ = 2, 0.
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FONTE: O autor.
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Podemos observar a formação das memórias dos osciladores Colpitts em função

do tempo t, passado um certo transiente o valor de c(i)(t) se torna constante, uma vez que

a perturbação externa e a constante de acoplamento são nulas. O resultado é o mesmo

quando não temos conexões não-locais e quando adicionamos conexões não-locais, de modo

que 0 < N1 < 50, devido ao fato que ε = 0. Os circuitos estão desacoplados ε = 0 e a

variável de curvatura é diferente de zero c(i) > 0. Isto ocorre porque as amplitudes de

oscilação de y(i) são diferentes, devido as condições iniciais serem diferentes.

Quando considera-se a perturbação externa Vext igual a 0, 1 e a constante de

acoplamento ε igual a 0, 05 verifica-se oscilações nos valores da resposta das memórias,

de modo que a variável de curvatura c(i)(t) oscila com o passar do tempo t, conforme

a Figura 5.10. Mantendo nula a perturbação externa Vext e aumentando a constante de

acoplamento ε sem adicionar conexões não-locais ao sistema, o tempo t para formação da

memória (c(i)(t) = constante) diminui. Quando a constante de acoplamento ε é nula e

perturbação externa Vext é aumentada, novamente sem adicionarmos conexões não-locais

ao sistema, o tempo t para formação da memória e a variável de curvatura c(i)(t) diminuem.

Figura 5.10: c(i)(t)× t, com 10 osciladores Colpitts, Vext = 0, 1 e ε = 0, 05.

0 1 2 3 4 5

t(103)

1

2

3

4

5

c(i
) (t

)

FONTE: O autor.

Na Figura 5.11, aumentando o número de conexões não-locais no sistema e con-

sequentemente aumentando o tamanho da rede, utilizamos a perturbação externa como

sendo Vext = 0, 1 e a constante de acoplamento igual a ε = 0, 1. Na Figura 5.11(a) temos
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N = 10 e 1 conexão não-local, na Figura 5.11(b) N = 100 e 10 conexões não-locais, na

Figura 5.11(c) N = 150 e 15 conexões não-locais e na Figura 5.11(d) N = 200 com 20

conexões não-locais, sendo que em todos os casos o número de conexões não-locais é dez

por cento do tamanho da rede. Conforme o tamanho da rede é aumentado o valor da média

das memórias c(i)(t) diminui com o passar do tempo t.

Figura 5.11: c(i)(t) × t com ε = 0, 1 e Vext = 0, 1: (a) N = 10, (b) N = 100, (c) N = 150 e (d)
N = 200.
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FONTE: O autor.

Na Figura 5.12 analisamos quando o tamanho N da rede aumenta a variável de

curvatura média da rede cL dada pela equação

cL =
1

N

N∑
j=1

c(i)(t), (5.18)

e o desvio padrão da rede σL em relação à média, da forma

σL =

√√√√ 1

N

N∑
j=1

[c(i)(t)]2 − c2L. (5.19)
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Utilizamos a Equação (5.18) para calcular a variável de curvatura média da rede

cL na Figura 5.12(a) e a Equação (5.19) para obter o desvio padrão da rede σL em relação

à média na Figura 5.12(b),

Figura 5.12: (a) cL × t e (b) σL × t. ε = 0, 1, Vext = 0, 1, curva preta N = 10, curva vermelha
N = 100, curva verde N = 150 e curva azul N = 200.
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FONTE: O autor.

Quando a rede apresenta uma memória permanente, a variável de curvatura média

cL é igual a entrada externa e não ocorre desvio σL = 0. Aumentando o tamanhoN da rede,

o sistema continua apresentando múltiplas memórias, uma vez que o desvio padrão apre-

senta um valor positivo, σL > 0. Conforme o tempo t vai aumentando múltiplas memórias

surgem no sistema, pois a variável de curvatura média da rede cL e o desvio padrão σL

diminuem com o aumento da rede e os circuitos acoplados passam a apresentar menos

memórias porque alguns circuitos passam a oscilar com valores de amplitudes bem próxi-

mas, ou seja, de forma quase sincronizada. O valor do desvio padrão σL vai decrescendo

conforme o tamanho da rede aumenta, ou seja, σN=10
L > σN=100

L > σN=150
L > σN=200

L .
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6 Conclusões

O oscilador Colpitts tem um rico comportamento dinâmico quando os parâmetros

do sistema são variados. Os comportamentos complexos estão relacionados a cascata de

Feigenbaum no diagrama de bifurcações. A análise das bifurcações através dos expoentes

de Lyapunov pode ser utilizada como uma ferramenta para verificar o comportamento

caótico. Quando um dos expoente de Lyapunov é positivo temos o oscilador Colpitts

exibindo comportamente caótico, que é o caso que estudamos.

Ao acoplarmos os osciladores Colpitts numa configuração mestre-escravo, verifi-

camos alguns aspectos da sincronização caótica. Obteve-se um conjunto de parâmetros

que podem conduzir os circuitos acoplados a um estado de sincronização completa ou não

sincronização. Verificou-se a existência de transientes superpersistentes. Este transiente

está localizado na fronteira dos domı́nios sincronizados no espaço de parâmetros do ganho

da malha g∗ versus a constante de acoplamento ε.

Ao inserir um rúıdo no canal de conexão entre o circuito mestre e o circuito es-

cravo, verificou-se que o rúıdo age sobre o sistema de modo que a sincronização entre ambos

pode ser obtida aumentando-se o valor da constante de acoplamento ε. Além disso, os tran-

sientes se tornam mais longos e caso o sistema tenha uma dependência exponencial entre a

duração média do transiente com relação à distância ao ponto cŕıtico fica caracterizado o

transiente superpersistente. Deste modo, estes resultados permitem prever que existe um

conjunto de parâmetros nos osciladores Colpitts acoplados, para observar os transientes

superpersistentes que podem ser usados em experiências de laboratório. Os transientes

persistentes descritos são semelhantes aos observados em sistemas dissipativos, e devem

estar relacionados com a sela caótica dos sistemas acoplados.

Os sistemas dinâmicos com muitos graus de liberdade, quando submetidos a uma
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perturbação externa, armazenam a informação por um certo transiente de tempo e po-

dem devolvê-la novamente ao sistema, caracterizando assim uma memória de informação.

Essa possibilidade foi explorada por Coppersmith, et. al [44] para explicar a formação

de padrões de memórias em amostras do cristal trisseleneto de nióbio NbSe3, onde neste

caso a memória se manifestou como a sincronização da resposta quando pulsos elétricos

periódicos foram aplicados.

As memórias de curta duração ecoam o sinal da perturbação periódica externa

enquanto ela ainda é aplicada no sistema. As memórias são recuperadas através do cálculo

da variável de curvatura. Para uma sequência periódica de pulsos de amplitude An, obser-

vamos que o tempo transiente para obtenção da memória permanente do sistema depende

de certos parâmetros da rede de mapas acoplados. Para um parâmetro de não linearidade

nulo (r = 0), o sistema exibe a formação de memórias ou padrões permanentes com o

passar do tempo. Uma forma de alterarmos os padrões destas memórias é aumentarmos o

forçamento externo exercido sobre o sistema e a inserção de um termo não-linear (r > 0),

gerando assim a formação de múltiplas memórias permanentes.

A presença do termo não-linear na função que descreve o mapa modifica os valores

das memórias finais, ocasionando o surgimento das memórias intermediárias devido ao fato

que as variáveis de estado sincronizam em amplitude. Os śıtios que sincronizam apresentam

o valor da variável de curvatura nula, pois o valor da variável de curvatura está relacionado

com a diferença entre os valores das variáveis de estado. A diminuição no valor final das

variáveis de curvatura acarreta uma diminuição no tempo transiente devido a redução

no número de iterações para que os śıtios atinjam a memória permanente. Logo, este

termo não-linear é importante, pois nesse sistema podemos armazenar informações mais

complexas para aplicações em codificação de mensagens ou matrizes gráficas, devido a

formação das múltiplas memórias.

Na sequência exploramos alguns aspectos da dinâmica espaço-temporal exibido

pela rede de mapas acoplados na formação de memórias em rede do tipo mundo pequeno

com conexões aleatórias não-locais obtidas a partir do processo de Newman-Watts, usando

uma matriz de conexão com entradas escolhidas aleatoriamente com uma dada probabili-

dade uniforme P , afim de simular redes com um número variável de conexões por śıtio e

analisar a probabilidade de termos ou não múltiplas memórias em função dos parâmetros
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da rede.

Com uma não linearidade baixa no mapa ocorre o aparecimento de múltiplas

memórias. Neste caso estudamos a variável de curvatura média cL e o desvio padrão σL em

relação a média, e em ambos os casos, o aumento no tamanho da rede prejudica o processo

de formação das memórias, pois os valores das variáveis de curvatura tem pouca dispersão.

Obtivemos valores dos parâmetros de não linearidade r e de acoplamento K que exibem

ou não múltiplas memórias em função da probabilidade das conexões aleatórias não-locais.

Deste modo, a existência de uma não linearidade é desejável embora não seja uma

condição suficiente para o armazenamento de múltiplas memórias. No entanto, a presença

de conexões aleatórias acaba inibindo este efeito, uma vez que a fração dos parâmetros

para os quais existem múltiplas memórias diminuem com o aumento da probabilidade de

conexões aleatórias. Os melhores resultados para a formação da memória são obtidos com

redes relativamente pequenas (N < 50), em comparação com as grandes redes. Isso torna

as redes com conexões regulares e aleatórias atraentes, pois são necessárias no armazena-

mento de pixels em matrizes gráficas e podem ser utilizadas, por exemplo, na compressão

e armazenamento de imagens.

Além de verificarmos a formação de memórias de curta duração numa rede de

mapas acoplados, estudamos a formação de memórias numa rede de osciladores Colpitts

acoplados através de fios com resistência variável. O sistema apresenta a formação de

memória permanente e, com uma pequena perturbação externa e uma pequena constante

de acoplamento, verifica-se oscilações nos valores da resposta das memórias com o passar

do tempo. Quando a perturbação externa é nula e o valor da constante de acoplamento

é aumentada, ou quando aumentamos o valor da perturbação externa e deixamos nula

a constante de acoplamento, verifica-se em ambos os casos, sem adicionarmos conexões

não-locais, que o tempo para a formação da memória diminui.

Inserindo conexões aleatórias não-locais no sistema, juntamente com uma per-

turbação externa, verificamos a dependência da formação da memória permanente com o

tamanho da rede, ou melhor, com a quantidade de osciladores Colpitts acoplados. Aumen-

tando o tamanho da rede, consequentemente aumenta-se o número de conexões não-locais

que serão inseridas, os valores da variável de curvatura diminuem com o passar do tempo.
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Como o desvio padrão não é nulo fica evidenciado que múltiplas memórias surgem no

sistema e conforme o tamanho da rede aumenta os circuitos acoplados apresentam uma

quantidade menor de memória armazenada.

Como trabalho futuro pretende-se estudar circuitos elétricos de Colpitts acopla-

dos aplicando o conceito de reservatório. Estudos recentes [126] mostram que ao invés de

termos um sistema complexo com N circuitos acoplados, podemos utilizar um reservatório

de informações [126–128]. Para isso, são inseridas nas equações diferenciais que compõe

os circuitos elétricos um atraso. Esta nova arquitetura reduz o número da quantidade de

elementos e circuitos para um sistema com equações diferenciais com atraso mostrando-se

eficiente no processamento da informação [126]. Tarefas que são consideradas computa-

cionalmente dif́ıceis, tais como previsão de tempo, séries caóticas, reconhecimento da fala,

entre outros, são realizadas com sucesso através do uso do reservatório “reservoir”.

Outro trabalho futuro é o desenvolvimento experimental de osciladores Colpitts

acoplados para estudar o transiente nas simulações computacionais, bem como, implemen-

tar experimentalmente a formação de memórias.
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[7] MONTEIRO, L. H. A. Sistemas dinâmicos. 2a edição. Editora Livraria da F́ısica,
São Paulo, 2006.

[8] MOURA, A. P. S.; LAI, Y. C.; AKIS, R.; BIRD, J. P.; FERRY, D. K. Tunneling e
nonhyperbolicity in quantum dots. Physical Review Letters, v. 88, p. 1-4, 2002.

[9] ARNEODO, A.; COULLET, P.; TRESSER, C. Occurence of strange attractors in
three-dimensional Volterra equations. Physics Letters A, v. 79, p. 259-263, 1980.

[10] HOPFIELD, J. J. Neural networks and physical systems with emergent collective
computacional abilities. Proceedings of National Academy of Science, E.U.A.,
v. 79, p. 2554-2558, 1982.

[11] ABRAHAM, E. R. The generation of plankton patchiness by turbulent stirring. Na-
ture, v. 391, p. 577-580, 1998.

[12] WATTS, D. J. Small Worlds: the dynamics of networks between order and
randomness. Princeton Studies in Complexity, Princeton University Press, New Jer-
sey, 1999.



108
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[79] SCHULER, C. Eletrônica I. McGraw-Hill, Porto Alegre, 2013.

[80] ELWAKIL, A. S.; KENNEDY, M. P. A family of Colpitts-like chaotic oscillators. J.
Franklin Institute, v. 336, p. 687-700, 1999.

[81] MAGGIO, G. M.; DE FEO, O.; KENNEDY, M. P. Application of bifurcation analysis
to the design of a chaotic Colpitts oscillator. Proc. Int. Conf. Nonlinear Theory
and its Applications (NOLTA), Crans-Montana, Switzerland, v. 3, p. 875-878,
1998.

[82] DE FEO, O.; MAGGIO, G. M.; KENNEDY, M. P. The Colpitts oscillator: families
of periodic solutions and their bifurcations. International Journal of Bifurcation
and Chaos, v. 10, n. 5, p. 935-958, 2000.

[83] TIPLER, P. A. F́ısica. LTC, Rio de Janeiro, 4a Edição, 2000.

[84] RICKER, W. Stock and recruitment. Journal of Fishing Resources Board of
Canada, v. 11, p. 559–623, 1954.

[85] FEIGENBAUM, M. The universal metric properties of nonlinear transformations.
Journal of Statistical Physics, v. 21, p. 669–706, 1979.

[86] ROMEIRAS, F. J.; GREBOGI, C.; OTT, E.; DAYAWANSA, W. P. Controlling
chaotic dynamical systems. Physica D, v. 58, p. 165-192, 1992.

[87] GREBOGI, C.; OTT, E.; YORKE, J. A. Chaotic Attractors in Crisis. Physical
Review Letters, v. 48, p. 1507-1510, 1982.
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