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Resumo

Concentramos o estudo nos osciladores Colpitts. Escolhemos este circuito devido ao fato
de que ele pode ser 1til em aplicagoes para sistemas de comunicagao, bem como, exibe um
rico comportamento dinamico em certos valores de parametros. No oscilador Colpitts, a
frequéncia de operacao pode variar de alguns Hertz até a faixa de frequéncias de microon-
das, caracteristica esta que permite a utilizacao deste circuito para transmitir informacgoes
em canais com diferentes larguras de banda de frequéncia. Esta tese tem duas partes:
(i) transiente superpersistente em osciladores Colpitts numa configuracao mestre-escravo;
(ii) memérias de curta duragao em Colpitts acoplados. Consideramos osciladores Colpitts
acoplados de acordo com uma configuragao mestre-escravo para estudar a sincronizacao de
caos. Revelamos a existéncia de transientes superpersistentes neste sistema acoplado. Além
disso, mostramos que um ruido aditivo no sistema escravo pode suprimir a sincronizagao
cadtica. Quando a sincronizacao nao é suprimida, o ruido induz transientes mais longos.
Além disso, considerou-se uma rede de circuitos acoplados, osciladores Colpitts, e inves-
tigamos o armazenamento de memoria com uma entrada externa. As memorias foram
definidas em termos das diferencas entre as amplitudes das correntes elétricas. Mostramos
a existéncia de multiplas memorias, o que nos permite utilizar estes sistemas para codificar
sinais.

Palavras-chave: Oscilador Colpitts, sincronizacao e memorias.



Abstract

We focus on the study of Colpitts oscillators. We have chosen this circuit due to the
fact that it can be useful in applications to communication systems, as well as, it exhibits
a rich dynamical behaviour for certain parameter values. In the Colpitts oscillator the
operation frequency can vary from few Hertz up to the microwave frequency range, a
characteristic that enables the use of this circuit to transmit information in channels with
different frequency bandwidths. This thesis has two parts: (i) super persistent transient
in a master-slave configuration with Colpitts oscillators, and (ii) short-time memories in
coupled Colpitts. We considered Colpitts oscillators coupled according to a master-slave
configuration to study chaos synchronisation. We revealed the existence of super persistent
transients in this coupled system. Moreover, we showed that an additive noise in the slave
system may suppress chaos synchronisation. When synchronisation is not suppressed, the
noise induces longer transients. Moreover, we considered a network of coupled circuits,
Colpitts oscillators, and we investigated memory storage with an external input. The
memories were defined in terms of the differences among the electrical currents amplitudes.
We showed the existence of multiple memories, which enables us to use these systems to
encode signals.

Keywords: Colpitts oscillators, synchronisation, memories.
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1 Introducao

Na atualidade sistemas dinamicos nao-lineares sao modelos matematicos para inu-
meros problemas na fisica, quimica, biologia, economia, engenharia e dreas correlatas [1].
Estes sistemas dinamicos nao-lineares sao normalmente associados as equagoes diferenciais
nao-lineares. Escolhemos osciladores cadticos por nos proporcionar um campo gigantesco de
novos problemas para modelar, principalmente na area de engenharia de telecomunicagoes
e circuitos eletronicos, as quais necessitam do entendimento dos fenomenos nao-lineares

exibidos por certos osciladores eletronicos [2, 3].

Os sistemas dinamicos regidos por equacoes diferenciais que descrevem todo tipo
de processo que se desenvolve continuamente no tempo sao estudados desde o século XVIII
com os primeiros trabalhos de Isaac Newton usando uma abordagem baseada em méto-
dos geométricos [4]. Nos séculos seguintes numerosas técnicas foram desenvolvidas para
encontrar solucoes para estas equacgoes. Porém, quase todos esses métodos analiticos fun-
cionavam basicamente para equacoes lineares. Os casos nao-lineares mostraram-se bem
mais dificeis de serem resolvidos e analisados, uma vez que a dinamica nao-linear estuda

sistemas de equagoes de evolugao, onde o tempo é uma varidvel independente [5].

Nesta época as solugoes eram limitadas e o comportamento assintético do sistema
convergia para um ponto fixo, solugao peridédica ou para uma solucao quase-periédica. Com
os trabalhos de Henry Poincaré no cldssico problema dos trés corpos [6] da mecanica clés-
sica e utilizando os conceitos de variedade e analise qualitativas, Poincaré mostrou que as
solucoes assintoticas destes problemas eram bem mais complexas do que solucoes conheci-
das na época, deste modo estava descoberto o que hoje chamamos de caos. Poincaré perce-
beu que pequenas diferengas no estado inicial desses sistemas provocam grandes diferencas

no estado final, ou seja, caos ocorre num sistema deterministico quando seu comportamento



é aperiddico (irregular) e quando apresenta dependéncia sensivel as condigoes iniciais [7].

Os sistemas dinamicos nao-lineares existem em abundancia na natureza e tém
sido amplamente estudados na comunidade cientifica devido a sua interdisciplinaridade e
aplicabilidade nas mais diversas areas cientificas. Na fisica aparecem em sistemas de baixa
dimensao [8], dinamica de populagbes com espécies em competicao [9], redes neurais [10],
geracao de diferentes espécies de planctons [11], redes de mundo pequeno [12], catalisacao de
reagoes quimicas [13], redes sem escala [14], pulsos de neurdnios [15], ciclos de epidemias
[16], modelos climdaticos [17] e sistemas elétricos e eletronicos [18,19]. Esses sao alguns

exemplos, cujo comportamento pode ser modelado em sistemas nao-lineares.

A grande maioria destes sistemas nao pode ser resolvido analiticamente, dificul-
tando assim o seu estudo. Por isso é necessario analisa-los através de simulacoes numéricas.
Estes sistemas apresentam caracteristicas comuns, provenientes da nao linearidade, como
pontos de equilibrio instaveis e estaveis, comportamentos periodicos e cadticos, duplicacao
de perifodo, caos transiente, dentre outros [20-22]. Para o estudo desses tipos de sistemas
dindmicos, deve-se usar sistemas espacialmente estendidos [23], onde podemos ter: equagoes
diferenciais parciais, automatos celulares, redes de mapas acoplados e cadeia de osciladores

acoplados.

A ocorréncia de um comportamento cadtico num sistema dinamico pode ser de-
sejavel ou indesejavel. No primeiro caso, podemos citar como exemplo as reagoes quimicas
onde a catalisacao das reacgoes é acelerada no regime cadtico ou para o favorecimento da
coexistencia de espécies na natureza. Por outro lado, torna-se indesejavel em sistemas onde
a dinamica deve ser completamente previsivel, como o que ocorre em osciladores eletroni-
cos de frequéncia. Deste modo, nestes casos é fundamental garantir a estabilibidade do
comportamento desses sistemas, para que cada um deles desempenhe com eficiéncia seu
papel. Assim, o estudo da duplicacao de periodo, bifurcagoes, sincronizacao, formacao de

padroes de memorias e caos transiente num sistema dinamico, sao temas de alta relevancia.

Primeiramente verificamos o comportamento cadtico em osciladores elétricos pro-
posto por Michael P. Kennedy, Oscar De Feo e Gian M. Maggio [19,24], essas referéncias
utilizaram o oscilador Colpitts [25], que é um dos osciladores usados em eletronica para apli-

cacoes em frequéncias de radio. Com este oscilador buscamos estudar o comportamento



cadtico através de um sistema contendo trés equacoes diferenciais autonoémas de tempo
continuo, contendo um indutor linear, dois capacitores lineares, duas resisténcias lineares,
duas fontes de tensao independentes, uma fonte de corrente linear controlada e uma re-
sisténcia nao-linear de tensao controlada. O resistor nao-linear tem caracteristicas de um
modelo linear por partes (PWL - Piece Wise Linear), que permite modelar elementos de
caracteristicas nao-lineares, aproximando a caracteristica real da tensao versus corrente do
elemento nao-linear para uma curva linearizada. Conforme for a escolha dos parametros,

este modelo exibe cascata de duplicagao de periodo ou comportamento cadtico [26].

Estudando o oscilador Colpitts, procuramos desenvolver a mesma rotina computa-
cional proposta por Kennedy, Feo e Maggio [19,24] com objetivo de verificar a simplicidade
do modelo e se 0 mesmo apresenta ou nao comportamento cadtico. Confirmamos o que era
esperado, ou seja, o modelo do oscilador Colpitts funciona muito bem e como descrito nas

referéncias, exibe a duplicacao de periodo e comportamento cadtico.

Para evidenciar a funcionalidade e o comportamento cadtico no oscilador Colpitts,
realizamos o acoplamento entre dois osciladores Colpitts sendo um mestre e o outro escravo,
buscando o controle e sincronismo entre os circuitos [26]. A dinamica cadtica traz ca-
racteristicas interessantes sobre o oscilador Colpitts, especialmente na comunicagao segura
dos dados [27,28]. Na atualidade, a maioria dos trabalhos em sistemas de comunicagao
cadtica é baseada em sincronizacao cadtica numa estrutura mestre-escravo, de modo que
o sistema escravo é impulsionado através de um sinal derivado do sistema mestre [29, 30].
Diversas areas de telecomunicagoes e processamento de sinais nao sao excecao para esta
aplicacdo, especialmente apés os trabalhos de Louis Pecora e Thomas Carroll [29]. A
aplicacao cadtica para estes casos vai desde a modulagao analdgica e digital, criptografia,

geracao de sequéncias pseudo-aleatdrias, marcas d’dgua digitais, entre muitos outros [31,32].

Os sistemas propostos funcionam muito bem em ambientes ideais, embora a pre-
senca de ruidos e distor¢oes no canal de comunicacao entre os circuitos trazem resultados
insatisfatérios quando a sincronizagao cadtica é utilizada [33], na maioria dos casos ocasio-
nada devido a sensivel dependéncia as condicoes iniciais que caracterizam o comportamento
caotico [34-36]. Alguns trabalhos mostram que, quando existe um ruido aditivo no circuito,
ocorre um erro de sincronizagao, que muitas vezes interrompe a comunicagao entre os cir-

cuitos [37].



Deste modo, investigamos numericamente um modelo de acoplamento entre os-
ciladores Colpitts [38] de modo que ocorra o sincronismo entre os circuitos e a informagao
passada entre os circuitos seja mais robusta e eficaz ao ruido entre o sistema mestre e o
escravo utilizando para isso um sistema de equagoes diferenciais [33]. O tempo para atingir
a sincronizacao entre os circuitos, depende fortemente das condicoes iniciais, algumas delas

responsaveis por transientes muito longos [38].

Um comportamento transiente é descrito como o tempo necessario até o sistema
chegar a uma solucao que nao varia com o tempo, ou seja, um atrator. E o estado que
o sistema adquire nos instantes iniciais de desenvolvimento, e nao reflete o verdadeiro
comportamento do sistema que sera distinto passado um certo intervalo de tempo. Caos
transiente é utilizado para descrever respostas com caracteristicas cadticas, mas que se
tornam periddicas apés um perfodo de tempo [39]. Assim, transcorrido um periodo de
tempo, as orbitas deixam a regiao caotica, estabelecendo um comportamento periédico ou

quase-periddico.

No caos espago-temporal é comum ocorrer transientes longos e quando o tempo
para alcancar o atrator é muito grande, fica caracterizado o supertransiente [23,40, 41].
Na classe de sistemas que desenvolvem caos espaco-temporal, a duragao do transiente
até a aproximacao com um atrator aumenta exponencialmente com o tamanho do sistema.
Certas combinagoes de condigoes iniciais podem recair sobre uma variedade cadtica estavel,
necessitando assim de um grande nimero de iteragoes para se afastar dessa variedade e se

aproximar de um atrator do sistema [40].

Em sistemas dinamicos de alta dimensao o comportamento transiente passa a ser
chamado de supertransiente, como o que ocorre num fluido dinamico turbulento. Por outro
lado, quando o sistema ¢ de baixa dimensao usa-se o termo transiente superpersistente [42].
Esse é o caso, por exemplo, do sistema estudado nessa tese [38], que é composto por dois
osciladores Colpitts acoplados, que tem seis dimensoes. Este tipo de transiente cadtico
foi descoberto em 1983 por Grebogi, Ott e Yorke [43], sdo acionados por uma bifurcagao
de dois pontos fixos instaveis, onde uma orbita periddica instavel no limite de um atrator
caotico colide com outra érbita periddica instavel que pré-existe fora do conjunto. Devido
a coalescéncia do par de pontos fixos instaveis, estes transientes cadticos tem uma duragao

extraordinariamente longa.



Certos sistemas dinamicos nao-lineares com muitos graus de liberdade, quando
submetidos a uma perturbacao externa que pode ser um potencial elétrico, uma colisao,
entre outros, armazenam a informagao por um tempo transiente e podem devolvé-la nova-
mente ao sistema dinamico, caracteristica esta denominada de memoria. Caso o sistema
sincronize, dizemos que a memoria é zero e quando o sistema nao sincroniza aparecem
multiplas memoérias. Para explicar a formacgao de padroes de memorias, Coppersmith e co-
laboradores [44] usaram uma rede de mapas acoplados para simular o efeito das memdrias de
curta duracdo em experiéncias de ondas de densidade de carga (ODC) nas quais sequéncias
de pulsos elétricos periddicos sao aplicados em ceramicas semicondutoras de trisseleneto
de niébio NbSesz. Neste trabalho a rede de mapas acoplados descreve a dinamica de uma

cadeia de particulas acopladas por molas em um potencial externo periddico [45].

Para a analise da formacao de memorias de curta duracao consideramos inicial-
mente uma rede de mapas acoplados e na sequéncia osciladores Colpitts acoplados [26].
Propomos uma rede de osciladores Colpitts acoplados com conexoes entre os osciladores
vizinhos e algumas conexdes aleatérias nao-locais [45] obtidas a partir do processo de
Newman-Watts [46]. Definimos apropriadamente uma quantidade (varidvel de curvatura)
para caracterizar os padroes memorizados e descrever a dinamica dos osciladores Colpitts

acoplados.
O trabalho foi segmentado da seguinte forma:

No Capitulo 2 discorremos sobre equacoes diferenciais lineares e nao-lineares,
introduzindo alguns conceitos basicos relacionados a fluxos, onde a varidvel de estado e
o tempo sao continuos e o espago é discreto. Este capitulo aborda temas como sistemas

dinamicos nao-lineares, classificacao dos atratores, expoente de Lyapunov e atrator cadtico.

No Capitulo 3 investigamos os osciladores eletronicos, mostrando a condi¢ao de
oscilacao em termos da teoria linear, condicao de estabilidade do sistema, modelo de reali-
mentagao e calculo da frequéncia. Definimos os elementos constituintes do circuito elétrico
no oscilador Colpitts bem como suas equacoes de estado e verificamos o comportamento
caotico através da duplicacao de periodo de Feigenbaum, do diagrama de bifurcacoes e do

expoente de Lyapunov.

No Capitulo 4 analisamos o acoplamento entre osciladores Colpitts numa configu-



racao mestre-escravo, buscando verificar se ocorre ou nao a sincronizagao cadtica em funcao
dos parametros dos circuitos acoplados. Verificamos a sincronizacao cadtica em termos do
tempo transiente para diferentes condicoes iniciais, mostrando a existéncia de transientes
superpersistentes e adicionamos um ruido no canal de conexao entre os circuitos mestre-

escravo.

No Capitulo 5 investigamos a formagao de memdrias em uma rede de mapas
acoplados, com um acoplamento do tipo local, que modela N particulas conectadas por
molas elasticas sujeitas a perturbagoes periddicas externas. Estudamos os padroes de
memoérias formadas, bem como os parametros do sistema que influenciam o tempo tran-
siente necessario para formacao desses padroes. Analisamos a formacao de memorias em
rede do tipo mundo pequeno com conexoes aleatdrias nao-locais obtidas a partir do pro-
cesso de Newman-Watts, analisando a probabilidade das conexdes de termos ou nao multi-
plas memorias em funcao dos parametros da rede, como por exemplo, controle da nao-
linearidade, constante de acoplamento e tamanho da rede. Na secao seguinte, analisamos a
formacao de memérias numa rede de osciladores Colpitts acoplados em funcao do acopla-
mento entre os osciladores, de uma perturbacao externa e da quantidade de osciladores

Colpitts acoplados.

No Capitulo 6 apresentamos as conclusoes deste trabalho bem como as sugestoes

para os trabalhos futuros.



2 FEquacoes diferenciais

O nascimento da ciéncia moderna como conhecemos deu-se com Isaac Newton
(1642-1727) e Galileu Galilei (1564-1642) [7], buscando compreender a realidade & nossa
volta, levando-se em conta a observacao precisa dos fenomenos, a elaboragao de teorias
quantitativas e o teste rigoroso dessas teorias. Para que tudo isso ocorresse foi necessario
a elaboracao de uma nova matematica, o Calculo Diferencial, levando em conta o conceito
de derivada, que desempenha na ciéncia moderna um papel andlogo ao que a Geometria
Euclidiana teve na Astronomia Ptolomaica, a mais moderna das ciéncias antigas. Deste
modo as descrigoes quantitativas dos fenomenos que evoluem no tempo sao adequados
para este novo ferramental matematico, e com ele as leis que regem a Fisica passam a ser

formuladas através de equagoes diferenciais [47].

Atualmente as equagoes diferenciais vem desempenhando um papel muito impor-
tante nas areas de engenharia e ciéncias exatas, onde se estudam sistemas de equagoes de
evolucao, ou seja, equagoes onde o tempo é uma variavel independente. Intimeros problemas
conduzem a uma ou varias equacoes diferenciais que deverao ser resolvidas. Basicamente
as equacoes diferenciais dividem-se em lineares e nao-lineares. Para resolver as equacoes
diferenciais lineares existem técnicas analiticas cujas solugoes gerais permitem determinar
o comportamento futuro do sistema descrito de forma exata, em funcao do estado atual do
sistema. J& as equagoes diferenciais nao lineares sao mais dificeis de analisar, pois essas
solugoes exatas, de modo geral, nao existem numa forma fechada. O estudo de proble-
mas nao-lineares possui duas abordagens distintas. Uma abordagem é qualitativa e tem
como principal objetivo entender o comportamento global de um dado sistema dinamico,
e a outra abordagem ¢é quantitativa e procura analisar a evolugao do sistema ao longo do

tempo.



A grande variedade de problemas que podem ser analisados com maior facilidade
sao os sistemas que conduzem a equagoes lineares. Entretanto com o desenvolvimento dos
computadores, a partir da segunda parte do século XX, tem sido possivel resolver proble-
mas nao-lineares usando métodos numéricos. Estes sistemas permitem estudar muitos feno-
menos interessantes e complicados que nao aparecem em sistemas lineares, como por exem-
plo, quando estudamos a evolugao temporal de sistemas dinamicos descritos por equacoes

nao-lineares: 6rbitas periddicas e quase-periddicas, ciclos-limite, transiente e caos [5].

Um sistema é dinamico quando algumas grandezas que caracterizam seus objetos
constituintes variam no tempo. Os sistemas dinamicos descrevem o comportamento futuro
(ou passado) de um sistema tipico, determinando as equagoes de suas trajetérias tipicas.
Busca-se compreender quando o comportamento dinamico do sistema ¢é estavel, ou seja,
quando o sistema permanece qualitativamente o mesmo ou se o sistema sofre pequenas
perturbagoes. Um dos maiores desafios é compreender o fenomeno da sensibilidade com
respeito as condigoes iniciais, ou comportamento cadtico de um sistema, o que torna a
evolucao do sistema imprevisivel em termos das trajetdrias individuais. Outro ponto im-
portante ¢ o estudo de mudancas qualitativas drasticas de uma familia de sistemas quando

estes, por exemplo, passam por uma bifurcagao [48].

Os sistemas dinamicos dividem-se em duas grandes categorias, de acordo com o
tipo de variavel que designa o tempo. Na primeira categoria temos os “mapas” ou equacoes
a diferencas, onde o tempo é uma variavel discreta, ou seja, s6 assume valores inteiros
t=0,1,2,.... Un mapa descreve a evolucao no tempo de um sistema dinamico expressando
o seu estado a partir do instante anterior, evoluindo portanto, de forma discreta. Uma das
principais utilizacoes dos mapas ¢ auxiliar na analise de sistemas dinamicos, no estudo de
formagao de padroes e no estudo do caos [20]. De modo geral um mapa N-dimensional é
expresso por:

Tit) = fl[xl(t—n, oo xN(t—l)],
(2.1)

TN = fnlTie—1), - TNe-1),
onde (x1,...,xy) s@o as varidveis dependentes do tempo, e fi, ..., fy s@o as fungdes arbi-
trarias destas varidveis. Como exemplo, podemos citar o mapa logistico (mapa unidimen-

sional) e o mapa de Hénon (mapa bidimensional) [49].



A segunda categoria de sistemas dinamicos sao os chamados “fluxos” ou equacoes
diferenciais, onde o tempo é uma varidvel continua [20]. Costuma-se escrever os fluxos

como sistemas de equacoes diferenciais de primeira ordem em relagao ao tempo:

‘7‘:1 - fl(xla ”'7'IN)7

(2.2)
$N = fN(xla ...,.TN),

onde #; = dx;/dt, (r1,...,xy) sdo as varidveis dependentes do tempo e fi,..., fy s@o as
funcoes arbitrarias destas variaveis e sao chamadas de fluxo N-dimensional. Como exemplo,
podemos citar as equagoes de movimento para uma particula deslocando-se ao longo do
eixo z (fluxo bidimensional), o sistema de Lorenz (fluxo tridimensional) e o problema geral

de N corpos (fluxo 6N-dimensional) [5].

As equacoes diferenciais sao objetos de intensa atividade de pesquisa, pois apre-
sentam muitos aspectos puramente matematicos e um grande leque de aplicacoes, além de
apresentarem diversas ramificagoes. Neste contexto cabe evidenciar as equagoes diferenciais
ordindrias (EDO), equagoes estas que apresentam apenas derivadas ordindrias em relagao
a uma variavel independente, geralmente denotada por ¢, que muitas vezes representam
o tempo. Caso contrario, equagoes que envolvem derivadas em mais de uma varidvel sao
chamadas de equagoes diferenciais parciais (EDP). Uma solugao de uma EDO é uma fungao
da forma z(t), que em geral representa alguma quantidade fisica que muda com o tempo.
Deste modo, a varidvel x pode ser considerada uma variavel dependente [21]. As equagoes

diferenciais ordinarias apresentam-se em dois tipos:

e Autonomas, onde a variavel temporal ¢ nao aparece explicitamente nas fungoes de

entrada da equacao diferencial;

e Nao-autonomas, a varidvel temporal t aparece explicitamente em algum coeficiente

ou em alguma funcao de entrada na equacao diferencial.

Em sistemas dinamicos deterministicos, as equacoes diferenciais autonomas sao
equacoes que basicamente definem a evolucao da variavel de estado x, a partir de um estado
inicial xo, denotada por equacao de evolucao. Ja as equagoes nao-autonomas podem ser

escritas como um sistema autonomo, definindo uma nova variavel y dependente e igual a t.
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Ainda cabe ressaltar a ordem de uma equacao diferencial, que é a derivada mais alta que
ocorre na equagao [21]. Vamos comegar discutindo equagoes diferenciais de primeira ordem
em sistemas lineares e nao-lineares, em que ocorrem apenas derivadas da primeira variavel
dependente. Na sequéncia abordaremos as equacoes diferenciais em mais de uma dimen-
sao através de sistemas de equacgoes diferenciais nao-lineares, as quais serao de extrema
importancia para este trabalho, visto que, se existem duas ou mais fungoes que devem ser

determinadas, precisamos de um sistema de equagoes.

2.1 Equacoes diferenciais lineares e nao-lineares

Ao estudarmos equagoes diferenciais deparamos com a dimensao de uma equagao
diferencial que se refere ao niimero de variaveis dependentes que temos na equacao. Quando
uma variavel x é funcao da variavel independente ¢ temos uma equacao diferencial linear
expressa por I, sendo a taxa de variacao instantanea de x em relagao ao ¢, em termos do
estado atual x do sistema. Como exemplo, temos a equacao

dx
dt

T = az, (2.3)
onde x é uma funcao escalar de ¢, a é uma constante real e & indica a taxa de variacao
instantanea em relacao ao tempo. Quando a > 0 temos um simples modelo de crescimento

populacional quando a populagao é pequena. A taxa dx/dt em que a populagao cresce é

proporcional ao tamanho x da populacao.

A Equagao diferencial (2.3) tem uma familia de solugdes, dadas por z(t) = ce™
onde ¢ é um nuimero constante real. Substituindo ¢ = 0, temos z(0) = ¢. O numero

= 2(0) é o valor inicial da fungdo z. Entao a solugdo do problema de valor inicial

xo = z(0) juntamente com a EDO em (2.3) é dada por

x(t) = ze™. (2.4)

Na Figura 2.1 temos as familias de todas as solu¢oes da Equagao diferencial (2.3),
para varias condicoes iniciais zy. Cada escolha de valor inicial 2, nos fornece uma solucao.

Este é um retrato de solucoes da equacao diferencial chamado de fluxo F. O fluxo F
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representa o conjunto de solugdes e deste modo, F'(t,xy) é o valor no tempo ¢ da solugao
de valor inicial zg. Certas solugdes da Equagao (2.3) se destacam mais que outras, por
exemplo, quando xg = 0 a sua solu¢do é uma funcdo constante z(t) = 0, denotada por
x = 0 e é chamada de equilibrio da equacao. Ainda na Figura 2.1 representamos o retrato
de fase, quando o eixo-t é suprimido, mostrando que os valores de = divergem para a > 0
e convergem quando a < 0.

Figura 2.1: Familia de solucoes para & = azx. (a) a > 0: crescimento exponencial; (b) a < 0
decaimento exponencial; (c) espago de fase.

FONTE: Adaptada de [21], pdginas 276 e 278.

Por outro lado, a Equagao (2.3) deixa de ser um modelo adequado para grandes
populacoes x porque ignora os efeitos da superlotacao, que sao modelados por termos
nao-lineares. Estudos de Thomas Malthus em seu livro “Ensaio sobre o Principio da Po-
pulacao”[50], publicado em 1798, relacionava a populagao de uma geragao com a populagao
de uma nova geragao [16], com base na suposigao de que a popula¢ao aumentava progressi-
vamente na dependéncia de um fator de crescimento que seguia uma progressao geométrica,
enquanto que os meios de subsisténcia aumentavam em uma progressao aritmética de forma

bem mais lenta, concluindo que em breve nao haveria alimento para todos.

Preconizando o controle da procriagao, Pierre-Francois Verhulst em 1838 inseriu o
conceito de fatores inibidores, sugerindo que a taxa de crescimento de uma populacao, nao
seria constante mas aumentaria de uma maneira exponencial com o passar do tempo. Deste

modo, a taxa de crescimento da populagao, pode ser modelada por uma fungao nao-linear,
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aqui chamada de funcao logistica da populacao. A equacao diferencial
T =ax(l —x), (2.5)

onde a é uma constante positiva, ¢ chamada de equacao diferencial logistica. Quando x se

aproxima de 1, a populagao estd no limite e a taxa de aumento da populagao vai para zero.

Fazendo # igual a 0 na Equagao (2.5) teremos duas solugoes de equilibrio, x = 0
e x = 1. Na Figura 2.2 é mostrado o fluxo de solugbes da Equagao (2.5). Para cada
condigao inicial o hd uma tnica curva de solugdo que denotamos por F'(t,zq) que satisfaz
simultaneamente a equacao diferencial e a condigao inicial 2. A curva de solugao F'(t, zg)
pode ou nao ser definida para tempos futuro [21]. Quando z = 1 as solugoes de equilibrio
sao assintoticas, para todo intervalo de tempo ¢, por outro lado, quando zy < 0 as solugoes
explodem num tempo finito, isto é, elas tém uma solugao assintética para alguns valores
de tempo finitos, visto que nao tem sentido falar em populacoes negativas.
Figura 2.2: Solugoes para a Equacao diferencial logistica (2.5). (a) Quando a condigao inicial for

positiva as curvas de solucao tendem para r = 1 a medida que ¢ aumenta e quando a condicao
inicial é negativa as curvas divergem; (b) espago de fase.

x=1
x=0
(a) | (b)

FONTE: Adaptada de [21], pdgina 279.

As setas na Figura 2.2(b) indicam as dire¢oes das solugdes para perto ou para
longe do ponto de equilibrio, evidenciando o comportamento assintético destas solugoes. O

retrato de fase da Equagao diferencial logistica (2.5) é mostrado na Figura 2.2(b). As setas
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no retrato de fase mostram o sinal da derivada (positiva ou negativa) para os pontos que
sao maiores ou menores que os valores de equilibrio. Em equagoes diferenciais autonomas
unidimensionais, o retrato de fase fornece toda a informacao importante sobre as solugoes.
Quando as condigoes iniciais propostas sao positivas as curvas das solugao convergem para
x = 1 a medida que o tempo aumenta ({ — o) e quando as condigdes iniciais sdo ne-
gativas as curvas divergem (¢ — —oo). Uma soluc@o para estes equilibrios é chamado de
atrator ou dissipador se as trajetérias de condigoes iniciais proximas convergem para ele.
E sera chamado de repulsor ou fonte se as solugoes através das condigoes iniciais préximas
divergem a partir dele. Deste modo, na Equagao (2.3), x = 0 é um atrator para a < 0 e
um repulsor para a > 0. Enquanto que na Equagao (2.5), z = 0 é um repulsor e quando

z =1 é um atrator.

Ao estudarmos equagoes diferenciais que governam uma série de problemas fisicos,
e para que a solucao destas equagoes tenham solugao tnica, suas fungoes e suas derivadas
devem ser continuas no dominio de definicao destas fungdes [7]. Se estas condigdes sao
satisfeitas, existe um teorema que garante a existéncia e a unicidade das solucoes a partir
de qualquer condicao inicial pertencente a esse dominio e que seja dependente dos dados

presentes no problema. Logo, nos deparamos com as seguintes propriedades:

e Existéncia: cada ponto no plano (¢, x) tem uma solugao que passa através dele, esta

solucao tem inclinacao dada pela equacgao diferencial naquele ponto;
e Unicidade: o problema tem, no maximo, uma solucao;

e Dependéncia Continua: a solucao depende continuamente dos dados que estao pre-

sentes no problema, logo o fluxo F(¢,xy) é uma funcao continua de x, e t.

Nesta secao, estuda-se as equagoes diferenciais nas quais a quantidade aumenta
ou diminui em uma maneira monotonica, alcancando um ponto fixo quando o tempo é
aumentado. No mundo real estas quantidades podem oscilar para acima ou abaixo de
maneira regular ou irregular. As equagoes diferenciais unidimensionais (uma tnica varigvel
de primeira ordem e a primeira derivada) nao podem produzir este tipo de oscilagao, logo

torna-se necessario o entendimento de equagoes diferenciais em mais de uma dimensao.
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2.2 Sistemas dinamicos nao-lineares

Os sistemas dinamicos podem ser lineares ou nao-lineares. As diferengas entre
os sistemas dinamicos lineares e nao-lineares sao bem nitidas. Os sistemas lineares sao
aqueles em que, de forma geral, o movimento se apresenta previsivel, regular e tendo
como caracteristica matematica a possibilidade da aplicacao do principio de superposicao,
isto é, duas de suas solucoes podem ser somadas para formar uma terceira, que estara
correta. J& para os sistemas ditos nao-lineares essas caracteristicas nao se aplicam. Seu
comportamento ao longo do tempo nao pode ser previsto e o principio de superposi¢cao nao
pode ser usado para inferir outras solugoes, apresentando-se assim como nao-periddico,

irregular ou aleatorio.

Como vimos, o fluxo em espacos de fase unidimensionais é extremamente limitado,
ou seja, todas as trajetorias sao forcadas a mudar monotonicamente ou permanecerem
constantes. Entretanto, em espacos de fase de dimensoes superiores, as trajetérias tém
muito mais espago para evoluirem, e assim uma maior diversidade de comportamentos

dindmicos aparecem [20].

Varios fenomenos podem ser modelados por sistemas dinamicos lineares, com
precisao adequada as aplicagoes e por meio de um processo de linearizacao, de modo que
se pode realizar um estudo local de sistemas dinamicos nao-lineares através da andlise
do sistema linear associado [7]. Como os fenémenos na natureza sao essencialmente nao-
lineares, sua descricao ou andlise sera melhor descrita através de modelos e técnicas nao-
lineares. Deste modo, neste trabalho destacaremos o estudo de sistemas dinamicos nao-

lineares.

Em sistemas dinamicos nao-lineares, a dinamica do sistema concentra-se nos com-
portamentos a longos periodos do sistema que estd sendo estudado. O comportamento
futuro a pequenos tempos, normalmente, pode ser facilmente obtido por solugao numérica
(computacional) das equagoes de evolucao. Os problemas nao-lineares possuem duas abor-
dagens distintas. Uma abordagem é “qualitativa” e tem como principal objetivo entender o
comportamento global de um dado sistema dinamico, ou seja, estamos interessados em estu-
dar propriedades gerais, como equilibrio, estabilidade, tipos de convergéncia ou divergéncia,

etc. A outra abordagem é “quantitativa” e procura analisar a evolucao do sistema dinamico
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no tempo.

O campo de aplicacoes de sistemas dinamicos nao-lineares é muito extenso pois
abrange qualquer sistema fisico, bioldgico, quimico, etc. que possa ser descrito por equagoes
de evolugao. Na Fisica, por exemplo, a dinamica de particulas e corpos rigidos apresenta
uma série de exemplos interessantes de sistemas dinamicos nao-lineares. As equacoes que
descrevem circuitos elétricos com componentes nao-lineares, como diodos e transistores,

também aparecem em estudos de sistemas dindmicos nao-lineares [5].

Para obtermos uma solucao analitica do sistema e, portanto, determinar a sua
solugao, devemos desprezar os termos que introduzem a nao-linearidade do sistema e ex-
pandir em série de poténcias o sistema de equacoes diferenciais. Ao fazermos isso, estamos
linearizando o sistema fazendo a andlise linear ou local para a regiao limitada ao redor do
ponto onde a expansao estd sendo feita. Logo, a topologia do sistema pode ser, localmente,

determinada pela analise linear.

Ao mencionarmos a topologia de um sistema dinamico, estamos interessados em
saber como se comporta o fluxo desse sistema. Os sistemas dinamicos podem ser con-
servativos (Hamiltonianos) ou dissipativos em relagao a topologia do sistema. No caso
de sistemas Hamiltonianos, a topologia é caracterizada pelo surgimento de ilhas e regioes
cadticas no espaco de estado, e, em sistemas dissipativos, pela formacao de estruturas

atrativas que podem ser regulares ou caéticas [7].

A forma e a localizacdo com que o fluxo se desenvolve esta diretamente ligado
a um conjunto de invariantes do sistema que sao responsaveis pela formacao de atratores
e, também, por comportamentos divergentes. Para definir o comportamento cadtico em
sistemas dinamicos, um dos critérios utilizados sao os expoentes de Lyapunov que avaliam
a sensibilidade as condigoes iniciais, verificando a divergéncia exponencial no tempo de

trajetorias vizinhas.

2.2.1 Atratores

O comportamento assintético é tipico dos sistemas dissipativos e é caracterizado

pela existéncia de regioes limitadas no espaco de fase, chamadas de atratores, para as
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quais as trajetérias convergem [7]. Um atrator é um conjunto de valores no espago de fase
para o qual o sistema migra com o tempo (se a fungao for continua) ou por iteragoes (se
a funcao for discreta), ou seja, o estado no qual um sistema dinamico eventualmente se
estabiliza. Um atrator pode ser um tinico ponto fixo, uma cole¢ao de pontos regularmente
visitados, uma érbita complexa, ou um numero infinito de pontos. Ele nao precisa ser uni ou
bidimensional, e pode ter tantas dimensoes quanto o niimero de variaveis que influenciam

o seu sistema [21].

De modo simplificado, o atrator é uma figura geométrica que representa o compor-
tamento assintético do sistema, num espaco de fase formado pelas variaveis que caracteri-
zam a evolucao do sistema. Sua bacia de atracao é definida como sendo o maior conjunto
de pontos nesse espago tais que, partindo de um desses pontos, tende-se assintoticamente
para o atrator, deste modo, um atrator captura todas as dérbitas que iniciam-se na sua
bacia de atracao e um repulsor é um ponto no espago fase de onde um sistema se afasta,

pois a cada nova iteracao a dérbita se afasta ou é repelida do ponto fixo.

Ao trabalharmos com atratores podemos classifica-los como estruturais ou pon-
tuais. Os atratores estruturais sao formados por érbitas periddicas estaveis e atratores
caoticos, ja os atratores pontuais sao os pontos fixos estaveis. Para que a solucao exista e
seja periddica, é necessario pelo menos um ponto fixo instavel, como é o caso do sistema
de Van der Pol [22,51]. Para a formagao de um atrator caético, sdo necessérios pelo menos
dois pontos fixos instdveis, como é o caso do atrator de Rossler [3,22]. Se o sistema possuir
trés pontos de equilibrio, onde dois deles funcionam como atratores, de modo que algumas

orbitas do espacgo de fase sao capturadas por um ou outro ponto, temos o que ocorre no
oscilador de Duffing [20,21].

Os atratores mais comuns sao conhecidos como:

e Ponto fixo (pontual) ou ponto de equilibrio: a trajetéria do sistema converge para
um ponto e 14 permanece indefinidamente. A solucao nesse comportamento dinadmico

¢é independente do tempo e tem dimensao zero;

e Ciclo-limite: a trajetéria converge para uma curva fechada, descrevendo um com-
portamento periédico no tempo, com amplitude e periodo determinados pela forma

das equacoes e pelos valores de seus parametros e tem dimensao 1 (uma frequéncia
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fundamental);

e Atrator estranho: o atrator apresenta detalhes em escalas infinitesimalmente peque-
nas. Possui dimensao fracionaria e uma figura com essa caracteristica é chamada de

fractal;

e Superficie toroidal: representa um regime periddico ou quase-periddico, com duas

frequéncias fundamentais independentes;

e (Cadtico: apresenta uma divergéncia média do tipo exponencial entre duas trajetorias

muito proximas quando houver dependéncia sensivel das condicoes iniciais.

Na Figura 2.3(a) temos o atrator pontual e na Figura 2.3(b) o atrator ciclo-limite
cujas formas geométricas sao simples com dimensao nula ou inteira. Suas trajetérias in-
dicam que o fluxo converge para o atrator pontual (a) e periédico em (b) onde as trajetérias
sao fechadas no espago de fase para a qual as érbitas vizinhas se aproximam em espiral. Por
outro lado, quando existem duas ou mais frequéncias, as trajetérias correspondentes re-
pousam sobre uma superficie toroidal e jamais se fecham, descrevendo um movimento que é
chamado quase-periédico, Figura 2.3(c). Por sua vez, atratores com propriedades geométri-
cas complexas sdo conhecidos como atratores cadticos, Figura 2.3(d) e para caracteriza-los
quantitativamente, medimos a sua dimensao e caso sua dimensao seja nao inteira estes sao
chamados de fractais [52]. Num atrator cadtico as érbitas nunca fecham mas se mantém
confinadas numa dada regiao do espaco. Este tipo de atrator serda melhor abordado na

secao 2.2.3.

Também podemos quantificar um atrator através do expoente caracteristico de
Lyapunov ou numero de Lyapunov [51,53,54]. Esta medida esté baseada na sensibilidade
as condicoes iniciais dos sistemas dinamicos, evidenciando consequéncias praticas, uma vez
que pequenos desvios nas condigoes iniciais estao sempre presentes, devido em grande parte
a existéncia de ruido experimental ou por imprecisoes inerentes. Os expoentes de Lyapunov
medem a taxa de divergéncia exponencial em trajetérias vizinhas muito préximas, como
por exemplo, z1(t) e z2(t) que evoluem ao longo do tempo de modo a produzirem 6rbitas
x1(t + At) e zo(t + At), conforme a Figura 2.4, onde a dindmica cadtica do sistema faz

com que as duas curvas inicialmente proximas afastem-se e que serao melhor discutidos na
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secao 2.2.2.

Figura 2.3: Atratores: (a) ponto fixo, (b) ciclo-limite, (c) superficie toroidal e (d) atrator cadtico.

(a) (b)

(c) (d)
FONTE: O autor.

Figura 2.4: Tlustracao da divergéncia de duas condigoes iniciais proximas.

Xo(t+AT)

Xq(t+At)

XAt)

Xy(t)
FONTE: O autor.

O comportamento cadtico é caracterizado pela existéncia de, pelo menos, um dos
expoentes de Lyapunov positivo. Para situagoes em que temos mais de um expoente de
Lyapunov positivo fica caracterizado o hipercaos [55]. Atratores cadticos podem possuir
dimensao fractal mas existem alguns atratores com dimensoes fractais que nao apresentam
nenhum expoente de Lyapunov positivo e, deste modo, nao sdo caéticos [56]. Portanto, o
termo caos reflete a sensibilidade as condigoes iniciais de um sistema, e o termo estranho,

a geometria do atrator.
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2.2.2 Expoente de Lyapunov

No final do século XIX, Lyapunov elaborou um método para quantificar a de-
pendéncia sensitiva as condigdes iniciais [21], ou seja, o caos, através dos expoentes de
Lyapunov [53,54]. Atualmente este método é a forma mais utilizada para verificar se
o comportamento dinamico do sistema é cadtico ou nao. Em equagoes diferenciais, a
existéncia de conjuntos cadticos pode ser demonstrada analiticamente pelo teorema de
Shilnikov [20], o qual diz que deve existir uma érbita homoclinica no sistema, tal que sua
orbita é formada pela fusao da variedade instavel e estavel de um ponto fixo, de modo
que, as trajetorias comecem e terminem no mesmo ponto fixo. Entretanto, sao raros os sis-
temas que permitem a determinacao analitica dos expoentes de Lyapunov, sendo necessario

determinda-los numericamente.

Henry Poincaré em seu trabalho cldssico para o problema dos trés corpos [6], uti-
lizando conceitos de variedade e anélises qualitativas, mostrou que as solugoes assintéticas
do problema eram mais complexas do que as trés possibilidades conhecidas na época. O
método inovador de analise, baseia-se em um mapa de duas dimensoes que relaciona o cruza-
mento da trajetéria num plano adequadamente definido com o cruzamento subsequente no
mesmo sentido relativo [57]. Poincaré, verificou a existéncia de possiveis movimentos e es-
tabilidades associadas. Além disso, introduziu o conceito de variedades instavel e estavel,
ou seja, curvas especiais cujo entendimento permite caracterizar movimentos associados
a diferentes trajetérias. Poincaré determinou que variedades de diferentes tipos podem
cruzar entre si, gerando os pontos homoclinicos que implicam a existéncia de movimentos

estaveis altamente complexos, movimentos estes conhecidos como cadticos.

A imprevisibilidade da trajetéria ao longo do tempo esta relacionada ao termo
trajetoria cadtica, uma vez que o sistema apresenta sensibilidade as condicoes iniciais. Va-
mos supor dois pontos num espaco de fase de trés dimensoes, inicialmente bem proximos,
como o que pode ser visto na Figura 2.4. Em trajetorias cadticas de um atrator, essas tra-
jetorias vao se separar exponencialmente com o tempo, até que num determinado instante
estarao percorrendo trajetorias completamente distintas que jamais vao se cruzar, do ponto
de vista local, mas que, globalmente, estarao presas ao atrator. Para medir a taxa média

da divergencia exponencial das trajetorias, de modo a quantificar a dependéncia sensitiva
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as condigoes iniciais utilizam-se os expoentes caracteristicos de Lyapunov ou ntimero de

Lyapunov.

Definindo geometricamente os expoentes de Lyapunov de acordo com [58, 59],
consideraremos um sistema continuo descrito por N equacoes diferenciais ordinarias que
é envolto por um volume esférico infinitesimal de estados vizinhos bidimensional y, e raio

do(to), em torno do ponto inicial arbitrario zp de uma linha de fluxo, ou seja,

1Yo — @o| < do(to)- (2.6)

A evolugao temporal deste fluxo nos dd um comportamento assintético, ou seja, o
fluxo transforma a esfera em um elipséide com eixos principais d;(t), onde i = 1,2,3, ..., N,
conforme a Figura 2.5. Deste modo tera ocorrido, em média, a expansao de um dos seus
eixos, contracao do outro e, condigoes iniciais que estao no eixo que corresponde a direcao
da trajetoria de xg, nao alterarao suas distancias relativas, logo, nesse eixo, em média, nao

ocorre expansao nem contragao.

Figura 2.5: Evolug¢ao de um volume esférico no espago de fase.

34ty

3ty

5,(t,)

FONTE: Adaptada de [22], pdgina 132.

Na Figura 2.5 representa-se em duas dimensoes a deformacao da esfera. A cir-
cunferéncia, que é fronteira das condigbes iniciais, de raio dy(to) e é centrado em xg, sofre
expansao em uma diregao, representado pelo eixo d;(¢1), e contracdo na outra da(t1). A

média da variagao exponencial desses eixos ¢ medida pelos expoentes de Lyapunov e sao
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definidos por:
A = lim  lim Ly, %0 :
t—00 8g(t9)—0 T 50(t0)

(2.7)

onde i = 1,2,..., N. De modo geral, os \; dependem do estado inicial xy, mas em muitos
casos eles sao constantes ao longo de uma significativa regiao do espago de fases. Os
expoentes de Lyapunov estao relacionados com a natureza da contracao ou expansao de
diferentes dire¢oes no espago de fases [59]. Desta forma, a orientagao do elipséide muda

continuamente conforme o sistema evolui. Da Equagao (2.7) é imediato que
0i(t) = do(to)e ), (2:8)

assim, se existir pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, haverd uma expansao
orbital nas dire¢oes associadas. Deste modo, para que a solugao seja cadtica, a dependéncia
as condigoes iniciais implica na existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo
(A; > 0). Para o caso de solugoes periddicas e quase-periddicas (A; < 0), hd uma contragao
nas direcoes perpendiculares ao movimento, enquanto que ao longo da trajetoria, \; = 0
[54]. Para um instante ¢ qualquer, um elemento do hiper-volume no espaco de fase é dado

por

éWﬂzH&@- (2.9)

Substituindo a Equacao (2.8) na Equagao (2.9) obtemos

N
£V (t) = €V (0)exp ( > A,-t) . (2.10)
i=1
Portanto, existem duas situagoes em que o hiper-volume no espago de fases nao diverge:

e quando vazl Ai = 0, situacdo em que £V (t) = £V(0), o sistema é conservativo;

e quando Zfil Ai < 0, que resulta £V (t) < £V(0), o sistema é dissipativo.

Podemos identificar o tipo de atrator através dos sinais dos expoentes de Lya-
punov. Em sistemas dissipativos o somatorio dos expoentes de Lyapunov é negativo, pois
nesses sistemas seu volume se contrai, ou seja, h4 uma diminui¢ao do hiper-volume no

espaco de fases, fato este, que condiciona a ocorréncia de atratores estranhos. Uma outra
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condicao para que o sistema apresente atratores estranhos em um espago de fase é que
a dimensao do espaco de fase tem que ser N > 3, pois em um espaco bidimensional, a
presenca de um expoente de Lyapunov positivo tornaria o somatorio dos expoentes de A;
positivos, o que nao caracteriza uma contragao no espaco de fase. Vamos verificar como

isso pode ser feito para o sistema dissipativo de trés dimensoes:

e Ponto fixo (pontual) ou ponto de equilibrio: as trajetérias convergem para um inico

ponto no espago, cessando qualquer deslocamento, assim os expoentes devem ser
(_7 R _>7
e Ciclo-limite: apenas a direcao da trajetéria nao deve, em média, se contrair, portanto

(07_7_);

e Toro T?: existem duas direcoes ao longo das quais os deslocamentos se processam,

IOgO (07 07 _)7

e Caodtico: devido a sensibilidade as condigoes iniciais, pelo menos um expoente deve
ser positivo, ao longo da trajetdria associa-se um expoente nulo e o terceiro expoente
deve ser negativo para que o sistema seja dissipativo e exista um atrator, assim

(+,0,—).

Deste modo para que no sistema ocorra um atrator pontual, basta um sistema
de uma dimensao com expoente de Lyapunov negativo, assim, quando o sistema comeca
a evoluir no tempo, a distancia entre duas condigoes iniciais comega a diminuir infinita-
mente, tornando-se nula ao atingirem o ponto fixo. Para que ocorra um ciclo-limite (érbita
periédica estavel), é necessario no minimo além da dire¢ao de contracao (como no caso do
atrator pontual), uma outra dimensao com expoente de Lyapunov nulo, refletindo assim o
fato de que duas condicoes iniciais sobre o ciclo-limite, quando evoluidas, em média, nao
sofrerao contracao nem expansao, ou seja, passado um certo intervalo de tempo igual ao
periodo do ciclo-limite, o sistema passa a apresentar solucoes nas mesmas posicoes das suas

condicoes iniciais, mantendo a mesma distancia entre elas.

Para que ocorra caos em sistemas continuos no tempo, deve existir pelo menos um

expoente de Lyapunov maior que zero e a dimensao no espaco de fases N > 3. Assim, duas
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diregoes devem comportar-se como no ciclo-limite, e a terceira condicao deve apresentar
expoente de Lyapunov positivo, caracterizando a divergéncia exponencial entre duas tra-
jetorias com condigoes iniciais muito proximas, responsavel pela sensibilidade as condig¢oes
iniciais de um sistema cadtico. Para o caso de mapas é suficiente que N = 1 se o mapa
for ndo inversivel, ou seja, onde a sua fungao inversa nao é unica [5]. As condigoes para
identificar a ocorréncia de um atrator cadtico, num sistema tridimensional, resumidamente

sao:

N ~ . .. .
e > .1 A\ <0, que garante a contracao do volume num sistema dissipativo;

e (\; > 0), a existéncia de um expoente de Lyapunov positivo.

2.2.3 Atrator caotico

No final do século XIX, J. H. Poincaré se propos a estudar a dinamica de um
sistema de trés corpos, My, M e m que se atraem de acordo com a lei da gravitacao de
Newton, cujo objetivo era determinar o movimento dos corpos, a partir das suas condigoes
iniciais. Este problema é bem mais complexo do que o problema da dinamica de dois
corpos, usualmente considerada na época. Apds analisar o problema dos trés corpos na
sua versao simplificada, Poincaré concluiu que esse é um problema insoltivel, no sentido
que é impossivel encontrar uma féormula analitica exata que descreva o movimento de m,

a partir de uma posigao inicial qualquer [7].

Embora Poincaré tenha sido capaz de vislumbrar a possibilidade de comporta-
mentos cadticos, que desafiam a idéia de haver uma solugao fechada e valida para quaisquer
instantes de tempo, ele nao pode avancar nessa descri¢cao, devido a impossibilidade pratica
de resolver as equagdes do movimento por um tempo suficientemente longo, a ponto de
evidenciar as consequéncias de um possivel comportamento cadético [5]. Apesar da clara
visd@o de Poincaré, somente um século depois, quando Edward N. Lorenz (1963) estudava
problemas meteorolégicos a partir do modelo de conveccao natural de Rayleigh-Bénard que
se retomou a idéia do caos na analise de sistemas dinamicos, visto que na area de previsao

numérica do tempo, as equagoes que descrevem o sistema (neste caso, a atmosfera) sdo nao-

lineares. Tendo o auxilio de um computador, Lorenz observou que uma pequena variacao
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nas condigOes iniciais poderia acarretar grandes diferencas na evolucao do sistema.

O seu trabalho nessa area envolvia a solucao numeérica de um sistema com 12
equagoes diferenciais acopladas que descrevem a forma como o ar se move na atmosfera.
A solucao destas equagoes continha elementos como velocidades do vento, temperatura,
pressao, entre outros e poderia ser usada na previsao do tempo, ainda que na época houvesse
um grande ceticismo em relagao a eficacia desses métodos. Este fenémeno ficou conhecido
como “efeito borboleta”, como uma alusao de que se uma borboleta batesse suas asas em
algum lugar do planeta, poderia alterar a resposta de um sistema dinamico do outro lado
da Terra. Portanto, tratava-se de um sistema totalmente deterministico cujos resultados

poderiam ser aleatorios.

O estudo de Lorenz considera duas placas paralelas separadas por um fluido. A
placa superior estd a uma temperatura mais baixa que a inferior. Provocam-se movimentos
convectivos aquecendo um fluido “por baixo”. Assim, por acao da temperatura, o fluido
da parte inferior tende a subir enquanto o fluido da porgao superior tende a descer por
acao da gravidade. Quando a diferenca de temperatura AT excede um certo valor critico
ATe, o liquido comeca a girar, formando rolos, conforme Figura 2.6. Dessa maneira, o
calor no fluido passa a ser transportado também por conveccao. A distancia h entre as
placas pode nos fornecer por comparacao a dimensao desses rolos e, para que ocorra uma
configuragao de equilibrio na densidade do fluido e na temperatura o movimento molecular

é organizado [7].

Figura 2.6: Esbogo dos rolos de convecgao, sem levar em consideragao os efeitos de borda.

/ 1
QO

FONTE: Adaptada de [7], pdgina 24.

Lorenz utilizando uma versao simplificada do modelo de Rayleigh-Bénard para
conveccao natural procurou estudar esse intrigante fenomeno usando a teoria qualitativa

dos sistemas dinamicos introduzida por Poincaré. Uma das suas primeiras preocupagoes foi
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tentar achar sistemas mais simples de equagoes que exibissem o mesmo tipo de propriedade
que ele havia observado nas equacoes para a atmosfera. Como o gradiente de temperatura
induz o fluido a se movimentar de forma ascendente enquanto que o efeito da gravidade
induz o fluido a se movimentar de forma descendente, a interacao entre estes dois fatores

cria fenomenos bem interessantes.

Para descrever este fenomeno é necessario considerar as equacoes de Navier-Stokes,
da condugao de calor e da conservacao da massa. A equagao de Navier-Stokes que descreve
a dinamica dos processos atmosféricos é dada por

ov - Lo L
p a—?JrU.Vﬁ — Py Fo—Vp+ uv2a, (2.11)

a equacao de conducao de calor é expressa como

88—:; + VT = kV>T, (2.12)

e a equacao de conservacao da massa é dada pela equacao da continuidade

oI =,
2% + V(pt) =0, (2.13)

onde T é a temperatura, p(T) a densidade (uma fungao de temperatura), F' a forca gravi-
tacional, p a pressao, U a velocidade, Fo a forga de Coriolis, p a viscosidade dinamica,
x a condutividade térmica, V é o operador nabla em coordenadas cartesianas e V2 é o

operador Laplaciano. Essas grandezas sao fungoes do tempo ¢ e das coordenadas x, y e z.

Destas trés equacgoes anteriores, Lorenz obteve um sistema composto por 12
equagoes diferenciais de primeira ordem, cujas solugdes eram estaciondrias e periddicas,
intteis para o seu proposito, pois o método linear é capaz de predizer tais comportamentos.
Logo, Lorenz necessitava encontrar uma solucao aperiodica para este sistema de equagoes
que fosse bem mais simples do que um sistema composto de 12 equacoes. Em 1962, B.
Saltzman desenvolveu um modelo para estudar movimentos atmosféricos de origem con-
vectiva com um sistema de 7 equagoes. Lorenz notou que os valores de 4 das 7 variaveis
se tornavam muito pequenos, e ficou curioso para saber se o sistema formado apenas pelas
outras 3 variaveis também exibia comportamento aperiédico. A simplificagao proposta por

Lorenz [17], para os mesmos valores dos parametros escolhidos por Saltzman é formado



26

por 3 equagoes diferenciais ordinarias descrevendo a conveccao de Rayleigh-Bénard:

T = —0ox + oy,
y=—xz+rx—1y, (2.14)
z=uxy — bz,

onde x é o fluxo convectivo, se x = 0 nao ha movimento convectivo e o calor é transportado
apenas por conducao, se x > 0 implica na circulacao horaria e se x < 0 a circulacao é
anti-horaria. A varidvel y é proporcional a diferenca de temperaturas entre as correntes
descendente e ascendente do fluido. A varidvel z é proporcional a distor¢ao do perfil
vertical da temperatura em relacao ao perfil linear. O parametro o é a relagao entre a
viscosidade e a condutividade térmica, sendo conhecido como numero de Prandtl o =
i/ em homenagem a L. Prandtl por seus trabalhos em aerodinamica. O parametro r é
proporcional a diferenca de temperaturas entre os lados inferior e superior, sendo conhecido
como numero de Rayleigh reduzido r = R/R¢ onde a convecgao ocorre parar > 1 e b é a

relagdo entre a altura e a largura do retangulo, expresso como b = 4/(1 + a?).

Em 1963, Lorenz publicou seus resultados no artigo Deterministic nonperiodic
flow [17], descrevendo geometricamente as caracteristicas principais da solucao cadtica que
havia encontrado. A partir de um espago abstrato, cujos eixos sao as variaveis x(t), y(t)
e z(t) para cada instante de tempo, formam-se um conjunto de pontos com uma estrutura
matematica complicada, chamado atrator borboleta, devido as curvas terem a forma de
asas de borboleta, conforme a Figura 2.7. A Figura 2.7 exibe a solu¢ao do sistema de
Equagoes de Lorenz (2.14), para ¢ = 10, r = 28 e b = 8/3. Essas equagdes sdo nao-
lineares devido ao produtos cruzados das variaveis x, y e z. A solucao desse sistema, esta

representada no espaco de fases, formado pelo eixo-X e pelo eixo-Z.

A figura, cuja forma lembra as asas de uma borboleta é o atrator desse sistema
dinamico. Este comportamento esta associado a dependéncia sensivel as condigoes iniciais,
propriedade caracteristica do comportamento cadtico de um sistema dinamico. Trata-se do
efeito borboleta mencionado por Lorenz [17] e das causas muito diminutas enunciadas por
Poincaré para caracterizar a imprevisibilidade dos sistemas com comportamento cadtico.
No ano de 1972, Lorenz proferiu a palestra “Does the flap of a butterfly’s wings in Brazil

set off a tornado in Texas?’ (o bater das asas de uma borboleta no Brasil pode ocasionar
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um tornado no Texas?) na 139” reuniao da American Association for the Advancement
of Science. Em outras palavras, Lorenz quis dizer que uma influéncia tao pequena como
o bater das asas de uma borboleta poderia alterar as condigoes iniciais de um sistema
cadtico (como a formagao de ventos na atmosfera) a ponto de levar a um comportamento
futuro imprevisivel, como um tornado [5]. Isto tudo gerou a expressao “efeito borboleta”,
que é muito utilizado para representar o efeito que pequenas alteragoes podem ter sobre o

comportamento futuro dos sistemas.

Figura 2.7: Atrator de Lorenz para o = 10, r =28 e b = 8/3.
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FONTE: O autor.

2.3 Sistemas dinamicos espaco-temporais

Atualmente sistemas dinamicos espaco-temporais com muitos graus de liberdade
tém sido amplamente estudados na comunidade cientifica devido a sua interdisciplinaridade
e aplicabilidade em vérias areas cientificas. Este interesse ¢ motivado em virtude do grande
niumero de problemas praticos onde a dinamica espacial desempenha um papel significa-
tivo: sistemas Gticos, fendmenos de turbuléncia observados em fluidos e plasmas [60], fisica
do estado sélido [61], quimica [62], redes neurais [10], formagao de padroes em sistemas
naturais, sistemas elétricos e eletronicos [18,19], redes de mundo pequeno [12], redes sem
escala [14], sistemas dindmicos acoplados em biologia e tecnologia, dentre outros [5]. Para

o estudo destes sistemas dinamicos deve-se utilizar um modelo espago-temporal [63], onde
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existe a possibilidade da ocorréncia de caos.

A Tabela 2.1 apresenta uma classificacao dos sistemas em relacao ao espaco,
tempo e variaveis de estado. Em sistemas de equacgoes diferenciais parciais o espacgo, o
tempo e a varidavel de estado sao continuos. Em sistemas de equagoes diferenciais iteradas
temos o diferencial no tempo como sendo discreto. Nos sistemas que envolvem cadeias
de osciladores que sao equacoes diferenciais ordinarias acopladas, a variavel de estado e
o tempo sao continuos e o espago é discreto. Para sistemas de automatos celulares o
espaco, o tempo e a variavel de estado sao discretos. Neste trabalho utilizaremos sistemas
de equagoes diferenciais acopladas, visto que cada equacgao diferencial é dita como uma

posicao do sistema.

Tabela 2.1: Tabela referente a classificacao dos sistemas espacialmente estendidos.

Sistema Espaco | Tempo | Variavel de Estado
equacoes diferenciais acopladas | discreto | continuo continua
equacoes diferenciais parciais | continuo | continuo continua
equagoes diferenciais iteradas | continuo | discreto continua
redes de mapas acoplados discreto | discreto continua
automatos celulares discreto | discreto discreta

O uso ou escolha de um ou outro sistema leva a uma questao na facilidade de
implementacao de tal sistema. Por exemplo, podemos utilizar equacoes diferenciais parciais
que sdo sistemas hierarquicamente superiores (todas as grandezas sdo continuas) devido
a sua “generalidade”, mas o tempo computacional necessario pode tornar-se um problema
e para efetuarmos a integragao numérica, necessitamos discretizar o espago e o tempo.
Podemos utilizar os automatos celulares, mas devido ao fato do tempo, espaco e a variavel

de estado serem discretos podemos perder em “generalidade” [5].

Conforme a Tabela 2.1, os sistemas dinamicos podem ser classificados de varias
formas, em relacao a variacao temporal podem ser de tempo discreto, sendo representados
por mapas, e de tempo continuo, sendo para este caso, representados por equacoes dife-
renciais. Podem também ser lineares ou nao-lineares, com parametros fixos ou variaveis
no tempo. Esta tese aborda sistemas dinamicos de tempo continuo nao-lineares através de
equacoes diferenciais acopladas de forma a modelar sistemas reais, como por exemplo, o

oscilador Colpitts. De maneira geral, este trabalho aborda o estudo de sistemas dinamicos
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nao-lineares por meio de recursos computacionais. Muitos eventos existentes na natureza
tem comportamentos dinamicos interessantes, e podem de forma satisfatéria serem mode-
lados por equacoes matematicas e assim, acabam sendo melhor e mais profundamente

conhecidos.

Ao se tentar fazer previsoes da natureza utilizando modelos matematicos, podemos
nos deparar com problemas que envolvam centenas de variaveis e parametros diferentes.
Tentar resolver de maneira analitica é inviavel na pratica, por isso, é interessante utilizar
programas computacionais que resolvem de maneira algébrica ou tentam utilizar algumas
técnicas para resolver com aproximacgoes. Nesta tese utilizamos programacao em C++ em
nossas simulacoes com a evolucao temporal do sistema computada através do algoritmo
Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo. O método Runge-Kutta de quarta ordem
¢ considerado um integrador numérico adequado devido a sua simplicidade, consideravel

exatidao, baixo erro de truncamento e baixo esforco computacional.

Os sistemas dinamicos parecem representar de modo mais adequado a forma como
sistemas naturais podem ser tratados de modo a se fazer previsoes favoraveis ao avanco da
tecnologia. Entretanto, esta longe de ter sido completamente compreendida a forma como
estes sistemas operam. O estudo e a construcao de novos modelos é, assim, importante na

compreensao desses sistemas.
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3 Oscilador Colpitts

As analises de bifurcagoes tém sido usadas no estudo de osciladores senoidais.
Em muitos osciladores senoidais a condicao de oscilacao usada em projetos eletronicos
corresponde a bifurcagdes de Hopf que surgem de ciclos limites estéveis [64]. Por outro
lado, bifurcagoes por duplicacao de periodo sao responsaveis pelo aparecimento do com-
portamento subharmonico [65]. Os comportamentos complexos observados em osciladores
eletronicos podem ser relacionados a cascata de Feigenbaum e/ou a existéncia de bifur-
cagdes homoclinicas Shilnikov [24,66]. Mais ainda, a coexisténcia de atratores pode surgir

por efeitos de histerese no oscilador.

O esfor¢co no sentido de desenvolver osciladores cadticos para a aplicagdo em
sistemas de comunicacao tem destacado a necessidade do entendimento dos fenomenos
nao-lineares exibidos por osciladores eletronicos. Neste contexto, a teoria da bifurcacao e
as analises qualitativas de sistemas nao-lineares desempenham um papel importante. Os
osciladores sao usados para uma infinidade de aplicagoes, sendo as mais comuns o oscilosco-
pio, o gerador de frequéncia variavel, o injetor de sinais, a televisao, o radiotransmissor, o

receptor, o radar, o sonar, entre outros [67,68].

O primeiro circuito oscilador foi desenvolvido no inicio de 1910, por varios en-
genheiros, entre eles Reginald Fessenden e H. J. Proud [69]. Este circuito utilizava uma
valvula termionica, o triodo. Desta forma aplicando-se uma realimentagao positiva, com
o triodo atuando como um amplificador de energia, obtinha-se um sinal na frequéncia de
ressonancia do seu circuito sintonizado, permitindo a emissao de ondas continuas e, conse-
quentemente a comunicagao em um unico canal. Este tipo de circuito foi aperfeicoado por

outros pesquisadores como Edwin H. Armstrong, Edwin H. Colpitts e Ralph V. Hartley.
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No inicio de 1899, Edwin Henry Colpitts (1872-1949) comegou a trabalhar como
assistente de George A. Campbell na American Bell Telephone Company em Boston, em-
presa tradicional na area de comunicagoes, projetando um gerador de frequéncia varidvel
para utilizagao em transmissoes eletronicas buscando deste modo, minimizar a distor¢ao e
atenuagao do sinal emitido. Investigou também a funcionalidade de dielétricos em capa-
citores [70]. Em 1907, Colpitts se transferiu para empresa Western Electric Company em
Nova lorque, onde juntamente com seu colega Ralph Hartley inventaram um oscilador de
acoplamento indutivo que Colpitts melhorou em 1915 e no ano de 1920 foi patenteado como
“Gerador de Oscila¢ao”. Colpitts juntamente com Edward Beech Craft [25] escreveram a
famosa frase para o ramo de comunicacoes, “a possibilidade de comunicacdo por voz en-
tre quaisquer duas pessoas no mundo civilizado, € um dos fins mais desejdaveis para que a

engenharia pode se esforcar”.

3.1 Osciladores eletronicos

Osciladores eletronicos sao circuitos que se destinam a geragao priméria de sinais
periédicos, ou seja, produzem sinal alternado a partir de um sinal continuo. Dito de outra
forma, um oscilador é um sistema que converte poténcia de corrente elétrica continua (CC)
em um sinal peridédico de poténcia com corrente elétrica alternada (AC). Isto é conseguido
pela interagdo de um circuito passivo (elementos no circuito elétrico que recebem energia
do circuito, com por exemplo, resistores, capacitores e indutores) e um ou mais elementos
ativos (elementos no circuito elétrico que fornecem energia ao circuito, como exemplo, os
geradores elétricos). E essencial a existéncia de um comportamento nao-linear pois sé
assim o oscilador podera estabilizar a amplitude das oscilagoes em regime permanente.

Normalmente este comportamento esta associado aos elementos ativos do circuito elétrico.

Na atualidade existem basicamente dois tipos de osciladores eletronicos: os os-
ciladores harmonicos (senoidais) e os osciladores de relaxagao. Os primeiros tem por base a
variacao da frequéncia de uma onda sinusoidal devido as perturbagoes num circuito resso-
nante provocadas por variagoes de impedancia gerando assim oscilagoes mais estaveis e
precisas. Sao exemplos de osciladores senoidais [67,68, 71] o oscilador Colpitts, oscilador

Hartley, oscilador de Wien, oscilador de Armstrong, entre outros. Por outro lado o os-
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cilador de relaxacao tém por base um multivibrador astéavel, que é um circuito eletronico
que tem dois estados, mas nenhum dos dois é estavel. Este circuito muda constantemente
de estado, numa velocidade que depende dos valores dos componentes usados e que, por-
tanto gera um sinal retangular. O circuito é um gerador de sinais retangulares, onde o

circuito tem sua frequéncia determinada por um capacitor e um resistor.

Nos osciladores senoidais o processo de sintonia da frequéncia de oscilagao é feita
por elementos reativos, conforme Figura 3.1. O oscilador Hartley é um tipo de oscilador LC
que utiliza dois indutores e um capacitor para realizar o processo de sintonia da frequéncia
de oscilacao que pode variar de 10 Hz até 50 MHz. O oscilador Colpitts tem o principio de
funcionamento bastante similar ao oscilador Hartley, com a tunica diferenca que o processo
de sintonia da frequéncia de oscilacao é feito através de um circuito de realimentagao
capacitivo, formado por dois capacitores e um indutor, aqui sua frequéncia pode variar
de 1 Hz até 100 MHz e em alguns casos sua variacao vai até a regiao de microondas
(giga-Hertz), dependendo da tecnologia.

Figura 3.1: Diferenca entre oscilador Colpitts e oscilador Hartley, onde A, B e C' podem ser
capacitores C' ou indutores L.

amplificador

Tipodeoscilador | A | B | C

® A g | ® Colpitts clc L

Hartley L|L|C

FONTE: O autor.

Algumas caracteristicas do oscilador senoidal incluem a produgao de ondas si-
nusoidais com baixa distor¢ao e em muitas aplicagoes, a funcionalidade de ser facilmente
ajustada para que o utilizador possa variar a sua frequéncia numa gama consideravel [72].
Uma oscilagao é uma forma de instabilidade causada pela realimentagao positiva que re-

forga um sinal que acabaria por desaparecer devido a perdas de energia. Para que a
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realimentacao seja regenerativa, ou seja, repor a perda de energia do sinal, esta deve sa-
tisfazer certas relacoes de amplitude e fase. Um oscilador é projetado com uma malha de
realimentacao de caracteristicas conhecidas, para que ocorra a oscilacao a uma frequéncia

pré-determinada.

Em sistemas de radio, os osciladores senoidais geram a frequéncia portadora de
transmissores e alimentam estagios misturadores que convertem sinais de uma frequéncia
para outra. Numa extensao pequena mas crescente, essas aplicacoes podem também ser
desempenhadas por osciladores de onda quadrada e sintetizadores, mas na maioria dos
casos, osciladores senoidais sao fontes de sinais bastante economicas. Basicamente, os
osciladores senoidais sao circuitos que, através de amplificacao e realimentacao, dao uma

onda senoidal de saida.

Um oscilador eletronico bésico, Figura 3.2(a), pode ser encarado como um am-
plificador que fornece um sinal de entrada para ele mesmo, transformando poténcia com
corrente elétrica continua (CC) em um sinal periddico de poténcia com corrente elétrica
alternada (AC) a uma freqiiéncia pré-determinada. E necessdrio que parte do sinal de
saida retorne a entrada de forma adequada, ou seja, é necessario que haja uma realimen-
tagao positiva (regeneragao). Basicamente o oscilador é formado por um amplificador, um

feedback regenerativo e uma rede de determinacao de frequéncia, conforme Figura 3.2(b).

Figura 3.2: (a) Esquema bésico de um oscilador; (b) elementos de um oscilador.
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FONTE DE
ALIMENTACAO

(@) (b)
FONTE: O autor.

Os amplificadores tém como objetivo alterar o nivel de um sinal, utilizando uma
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pequena quantidade de energia para controlar uma quantidade maior. Existem diversas
configuragoes, chamadas de classes, para implementacao dos amplificadores, as quais in-
dicam quanto o sinal de saida ira variar sobre um ciclo de operacao, para um ciclo completo
do sinal de entrada. Os amplificadores de um modo geral podem ser divididos em cinco
classes: A, B, AB, C e D [73]. No feedback ocorre a transferéncia de energia de um ponto
de alto nivel do sistema para um ponto de baixo nivel. O feedback que realimenta o sinal
de entrada é regenerativo ou positivo e quando se opoe ao sinal de entrada é degenerativo

ou negativo.

No amplificador Classe A, o sinal de saida varia por um ciclo completo de 360°,
sendo polarizado de forma que as variacoes nas polaridades do sinal de entrada ocorram
dentro dos limites de corte e saturacao. Nos amplificadores Classe B, um circuito fornece
um sinal de saida que varia sobre metade do ciclo de entrada ou por 180° de sinal. Na
Classe AB a amplificacao do sinal é mais que 180° e menos que 360°, onde obtemos um
sinal amplificado com menos distor¢ao que na classe B e mais eficiente que na classe A.
A saida de um amplificador Classe C é polarizada para uma operacao em menos de 180°
do ciclo e opera apenas com circuitos ressonantes, os quais fornecem um ciclo completo
de operagao para a frequéncia sintonizada. Para amplificagao de sinais pulsados (digitais),
que permanecem ligados por um curto intervalo de tempo e desligados durante um longo
intervalo de tempo, utilizamos os amplificadores Classe D [73]. Neste trabalho utilizamos
os amplificadores Classe C, pois esta configuracao é muito encontrada em amplificadores

de radiofrequéncias e em transmissores.

A condicao de oscilacao em termos da teoria linear, de acordo com a abordagem
classica seguido em eletronica se baseia em dois modelos fundamentais: o modelo de rea-
limentacao e o modelo de resisténcia negativa. Neste trabalho a abordagem caracteristica
tem como ponto de partida o modelo de realimentacao, cujo tratamento é muito utilizado
na engenharia para a analise de osciladores sinusoidais, tais como o oscilador Colpitts que

é o objeto de estudo neste trabalho.

O oscilador Colpitts é um representante dos osciladores geralmente conhecidos sob
o termo de osciladores Classe C. Estes osciladores funcionam de acordo com o principio
“Kick-and-Resonate” [74], ou seja, eles sdo compostos, como mostrado na Figura 3.2(b).

Uma analogia pode ser feita do funcionamento dos osciladores Classe C, dado pela Figura
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3.3, onde temos uma brincadeira com um péndulo. Numa das extremidades da corda temos
uma bola amarrada e a outra extremidade da corda é presa a mao da crianca. A crianca
chuta fortemente a bola com energia suficiente que permita ao péndulo realizar uma rotagao
completa pelo menos. Na auséncia de qualquer atrito, apds um transiente inicial, o péndulo
entra num regime harmonico que seria preservado para sempre. Num sistema real, o atrito
dissipa energia e, em consequéncia, o péndulo desacelera até parar. O regime harmonico
poderia ser preservado se a crianca chutasse a bola sempre que ela passasse na frente do seu
pé, fornecendo instantaneamente a energia que sera dissipada durante a rotagao realizada.
Esta é certamente uma explicagao bastante qualitativa do principio de funcionamento dos
osciladores Classe C, onde uma rede de ressonancia dissipativa proporciona ao circuito que
o feedback ative e realimente o sinal de entrada num tempo muito pequeno no que diz
respeito a frequéncia de oscilagao, ou seja, quase que instantaneamente a energia dissipada

pela rede de ressonancia dura um ntmero inteiro de oscilagoes.

Figura 3.3: Analogia mecanica para um oscilador Classe C.
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/

FONTE: O autor.

O modelo de realimentagao consiste na decomposicao do circuito em um sub-
sistema de tempo linear invariante (rede ativa) e um elemento de realimentacao nao-linear,
conectados juntos em um circuito fechado. A condicao necessaria para que ocorra a os-
cilacao ¢ obtida através da analise linear, considerando uma aproximagao linear do elemento
de realimentacao e exigindo que o sistema admita uma oscilagao auto-sustentada. Deste
modo, o ganho do amplificador deve ser maior que a perda no caminho de realimentacao e

o sinal realimentado na entrada do amplificador deve estar em fase, assim, o amplificador
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encontra-se em modo de realimentacao positiva ou regenerativa [75].

Para sistemas de controle em malha fechada nao-lineares ou variantes no tempo,
existem defini¢oes de estabilidade que seguem os critérios de estabilidade de entrada nula
ou estabilidade da resposta natural do sistema (estado), com aplicabilidade restrita e geral-
mente de formulagao complexa [71]. A estabilidade pode refletir o comportamento do sis-
tema quando o mesmo € submetido a uma entrada, representando assim o comportamento
externo do sistema, sendo adequado utilizar o critério BIBO “Bounded Input, Bounded
Output” para analisar a estabilidade, uma vez que para cada entrada limitada, o sistema
produz uma saida limitada, diz-se que o sistema é estdavel no sentido BIBO. Para sistemas
lineares invariantes no tempo (SLIT), a estabilidade BIBO e a estabilidade assintética sao

equivalentes.

O estudo da estabilidade do sistema esta intimamente ligado ao controle que se
pode estabelecer sobre o mesmo. Um circuito projetado para ampliar ou filtrar um sinal de
entrada, por exemplo, nao deve oscilar aleatoriamente, ou mesmo apresentar um sinal de
saida cuja amplitude cresca indefinidamente. Por outro lado, um circuito projetado para
oscilar nao deve ter um sinal de saida com amplitude que tenda a zero, que permaneca
constante ou que cresca indefinidamente [67,68]. Assim um sistema linear, que se encontre
em um determinado estado de equilibrio, tera sua estabilidade definida em funcao de como

o sistema vai reagir a uma determinada perturbacao.

Um sinal de saida ou uma variavel interna do sistema pode ser considerada como
resposta de um sistema. Um sistema linear pode ser classificado em instavel, marginalmente
estavel e assintoticamente estavel. Caso uma perturbacao, por menor que seja, produza
uma resposta cuja amplitude cresca indefinidamente, mesmo apds a perturbacao tenha
sido removida o sistema sera instavel. Por outro lado, se a resposta se mantém, porém
com amplitude limitada, o sistema é marginalmente estéavel e caso a resposta tenda a zero,
o sistema serd classificado como assintoticamente estavel. Removendo a perturbacao, o

sistema encontra-se na condicao de entrada nula.

Um sistema dinamico de tempo continuo é estavel quando todos os seus poélos,
ou seja, todas as raizes de sua equacao caracteristica possuem parte real negativa, isto

é, residem no semiplano lateral esquerdo (SPLE) do plano complexo. Por outro lado, a
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presenga de pdlos no semiplano lateral direito (SPLD) vai fazer com que a resposta do

sistema aumente exponencialmente, de forma monotonica ou oscilatoria.

Nesta situacao o oscilador é um amplificador realimentado, cuja malha de reali-
mentagao produz pélos no semiplano lateral direito. Quando o oscilador é ligado ou ativado,
sua saida sé vai crescer com o passar do tempo. Caso nenhum dispositivo de saturagao
esteja presente, ou entao algum mecanismo de interrupgao atue no processo de crescimento
da saida, o sistema irad certamente sofrer danos ou passar a operar de forma imprevisivel,
pois nenhum sistema fisico pode apresentar uma saida, ou mesmo algum estado interno,

que cresca indefinidamente sem produzir anormalidades.

A Figura 3.4, apresenta o diagrama de blocos, que é a divisao do circuito em blocos
para facilitar a andlise dos componentes. Neste caso, temos o modelo de realimentacao,
uma vez que o oscilador é um amplificador realimentado, cuja malha de realimentacao
produz poélos no semiplano lateral direito. O oscilador senoidal é decomposto em uma rede
ativa A(s) e uma rede de realimentagao f(s).

Figura 3.4: Diagrama de blocos para um amplificador realimentado, onde o bloco A(s) é o
amplificador e o bloco f(s) a malha de realimentagao.
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FONTE: O autor.

De acordo com o diagrama de blocos, a relagao entre a entrada e a saida expressa
uma funcao de frequéncia de entrada, denominada funcao de transferéncia do circuito,
sendo expressa pelo quociente de dois polinomios, da seguinte forma:

Vo A(s)

a(s) = v 1= A FG) (3.1)

onde os pdlos de a(s) sdo as raizes do seu denominador e os zeros de a(s) sdo as raizes
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do seu numerador. Para expressar graficamente, no plano complexo, os pdlos e os zeros
da funcao a(s), pode-se utilizar o diagrama de pélos e zeros da fungao de transferéncia do

1mes1no.

Na auséncia de um sinal de entrada V; = 0, o sinal que sai é V # 0. Isto s6 é
possivel se a magnitude da funcao de transferéncia do circuito, denominada de ganho de
malha ¢g(s) for infinita (algo invidvel na pratica), ou se o denominador da Equagao (3.1) é

cancelado, assim temos a fungao para os pélos,

1—A(s)f(s) =0. (3.2)

O amplificador ird oscilar com uma certa frequéncia se a fungao de transferéncia
for instavel e um par de polos complexos estiver no semiplano lateral direito. Para de-
terminar a frequéncia de oscilacao e a condicao de instabilidade, deve-se abrir a malha de
realimentagao, conforme a Figura 3.5, e calcular o ganho da malha ¢(s). Deste modo, o
comportamento linear do circuito de realimentacao é estudado através da quantidade de
ganho da malha aberta, definido como sendo o produto entre as funcoes da rede ativa e da

rede de realimentacao, ou seja,

g(s) = A(s) [f(s). (3.3)

Figura 3.5: Amplificador em malha aberta.
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FONTE: O autor.

A equacao caracteristica para o modelo de realimentacao, cujas solugoes fornecem

as frequéncias naturais do sistema, definidas como os zeros do polinémio caracteristico do
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sistema [71], é dada por [76]:
1—yg(s) =0, (3.4)
substituindo s por jw onde j2 = —1, o circuito oscilard em uma freqiiéncia w, que pode ser

calculada ao longo do eixo imaginario s = +jw e definida como sendo a funcao resposta

em frequéncia, dada por s(jw), o ganho da malha serd uma quantidade real, assim
gliw) = g(s)| (3.5)
s=jw
e a Equacao (3.1) pode ser escrita da seguinte forma,

A(jw)
1= A(jw) f(jw)

a(jw) = (3.6)

Para determinarmos a freqiiéncia de oscilacao w e a condicao de instabilidade,
abrimos a malha de realimentacao, conforme a Figura 3.5, para obtermos o ganho de malha
aberta. A condicao de oscilagao resultante é conhecida como critério de Barkhausen [67,76],
a qual prevé que uma oscilacao auto-sustentada ird ocorrer na frequéncia wy em um sistema
de realimentacao quando a mudanca de fase em torno do circuito é zero e o ganho da malha
é igual a unidade, portanto, o ganho da malha A(jw)f(jw) é um ndimero complexo que

pode ser representada pela sua amplitude e fase, ou de forma equivalente pelas Equagoes
(3.7) e (3.8)

gljw) = A(jw)f(jw),

Re[g(jwo)] L, (3'7)
Im[g(jwo)] = 0,

gjw) = A(jw)f(w),
| g(wo) | = 1, (3.8)

arg[g(jwo)] = 0,

com a resposta oscilando numa frequéncia w, porém atenuada por um fator g(jwy) e de-
fasada um angulo ¢ = arg[g(jwo)] que dependem de w. O critério de Barkhausen é equiva-
lente a impor a restrigao onde o sistema admite apenas um par de frequéncias naturais

+jwp no eixo imaginario, como eshocado na Figura 3.6.
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Figura 3.6: Localizacdo das frequéncias naturais no plano complexo seguindo a condicao de
oscilagao ou a condicao de arranque correspondente.
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FONTE: O autor.

Quando o ganho da malha ¢é exatamente a unidade teremos uma abstragao no
estudo de osciladores, sendo completamente irrealizavel na pratica. Para osciladores reais é
sempre necessario providenciar que o ganho da malha seja ligeiramente maior que a unidade
(na frequéncia de oscilagdo wy), a fim de assegurar a formacao de oscila¢oes, impedindo
assim que o ganho da malha seja inferior a unidade, devido as variagoes dos transistores ou
outros parametros do circuito. Assim, a condicao de arranque no modelo de realimentacao

pode ser formulada da seguinte forma [71]:

!/

| 9(wo) |> 1,

3.9
arg[g(juwy)] = 0, 39

onde wé) ¢ a freqiiéncia com fase nula e a condicao para a fase no critério de Barkhausen ¢é
satisfeita, conforme a Equagao (3.8). De forma geral, wlo # wy e nenhuma delas coincide com
a frequéncia de oscilagao atual do oscilador. Na verdade, esta ultima frequéncia depende
também das nao-linearidades do circuito, que nao sao levadas em consideracao por meio

da anélise linear.

Para o circuito oscilar em uma certa frequéncia, o critério deve ser satisfeito apenas
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nessa frequeéncia wy, gerando assim uma oscilacao senoidal. O circuito nao oscila quando
| g(jwo) |< 1, por outro lado, quando | g(jwy) |> 1, a amplitude do sinal de retorno crescera
até que o amplificador entre na regiao de saturacao, resultando numa oscilacao distorcida.
Assim, a frequéncia de oscilagao wy é determinada exclusivamente pelas caracteristicas de
fase da malha de realimentacao, logo a malha oscila na frequéncia de ressonancia. Isto
significa que a estabilidade da frequéncia de oscilagao sera determinada pelo modo pelo

qual a fase ¢(w) da malha de realimentagao varia com a frequéncia.

Cabe ressaltar que a funcao de transferéncia a(s) pode possuir mais de um par de
polos no semiplano lateral direito, o que estabelece mais de uma freqiiéncia de oscilagao.
Porém, os osciladores sao limitados em amplitude, devido as nao linearidades na regiao de
grandes sinais. O processo de limitacao é realizado fazendo a reducao do ganho de malha
até a unidade. Neste mecanismo, os polos permanecem préximos do eixo imaginario se
A(jw) f(jw) > 1, enquanto os outros migram para o semiplano lateral esquerdo. Ligando
a fonte de alimentagao as oscilagoes aumentam e quando a amplitude da oscilagao atinge o
valor desejado um controle nao-linear passa a atuar no circuito fazendo com que os poélos
sejam deslocados para o eixo imaginario. Deste modo, o circuito mantém as oscilagoes na
amplitude desejada para g(s) = 1. Se o ganho A(jw)f(jw) ficar menor que 1 as oscilagoes

diminuem de amplitude.

A condigao de arranque dada pela Equagao (3.9) exige que o circuito seja instavel
sobre o seu ponto de operacao admitindo assim um par de freqiiéncias naturais complexas
no semiplano lateral direito, conforme a Figura 3.6. Caso as frequéncias naturais complexas
encontrem-se perto do eixo imaginario da frequéncia wé) poderemos utiliza-la como uma
estimativa da frequéncia de oscilacao. Como resultado para a instabilidade do circuito,
uma excitacao inicial produz um crescimento transiente. A medida que o sinal aumenta, a
sua amplitude é limitada pelo inicio das nao-linearidades do circuito. Como o oscilador é
um circuito autonomo, a excitagao inicial que inicia a oscilagao é normalmente pela fonte

de alimentagao.

Uma forma alternativa para estudar os circuitos osciladores consiste no exame

dos podlos do circuito, que sao as raizes da Equacao caracteristica (3.4). Para o circuito
b

produzir e manter oscilagoes em wy, a equagao caracteristica deve ter raizes em s = 4jwy.

Portanto, 1 — A(s) f(s) deve ser da forma s? +w? [67]. Caso a funcao tenha uma inclinagao
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ingrime, ¢(w) resultard em uma frequéncia mais instavel, deste modo, pode ocorrer uma
variagao de fase A¢ devido a uma variagdo nos componentes do circuito (temperatura, por
exemplo). Se d¢/dw for alta a variagao resultante em wy serda pequena [67], conforme a

Figura 3.7.

Figura 3.7: Dependéncia da estabilidade da frequéncia do oscilador com a inclina¢do da resposta
em fase.

FONTE: Adaptada de [67], pdgina 1168.

Como neste trabalho utilizaremos o modelo de realimentacao, cabe ressaltar que
no modelo de resisténcia negativa, um resistor de valor negativo é um elemento ativo que
vai fornecer energia para o sistema. Este resistor ativo pode ser obtido por diferentes
procedimentos como o uso de um diodo tunel (quando a tensao estd muito préxima de
zero) ou o uso de técnicas de realimentagdo de sistemas. Estas técnicas, entretanto sé
aproximam o modelo deste resistor linear para uma determinada faixa de valores de tensao
e corrente. Assim, nao é incomum que, com o aumento dos valores de tensao e corrente, o

modelo de resisténcia negativa deixe de ser valido.

Além da necessidade de uma realimentacao positiva, devem ser incorporados ao
circuito um transistor (BJT, FET ou cristal) que vai agir como amplificador de sinal,
elementos determinantes da frequéncia e as necessarias tensoes de corrente continua de
polarizacao. Ao ser alimentado, um sinal randémico é gerado no dispositivo ativo A(s) da
Figura 3.4 e assim amplificado. Este sinal é realimentado positivamente em f(s) através

de circuitos seletores de frequéncia, e retorna a entrada, onde é novamente amplificado. O
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estado de equilibrio é atingido quando as perdas no circuito sao aceitaveis e a frequéncia
de oscilagao é determinada por componentes externos, como capacitores, indutores ou um

cristal.

Antes de 1951, as valvulas eram os principais dispositivos usados para ampli-
ficar sinais fracos [78]. Embora sejam excelentes amplificadores, apresentam uma série
de desvantagens, pois possuem um filamento interno ou aquecedor que requer pelo menos
1W de poténcia, a vida 1til de seu filamento é da ordem de algumas milhares de horas,
ocupa muito espaco e por fim o aquecimento necessario para o seu funcionamento faz au-
mentar a temperatura interna dos equipamentos eletronicos. Em 1951, William Bradford
Shockley inventou o primeiro transistor de jun¢ao, um dispositivo semicondutor capaz de
amplificar sinais de rddio e TV [78]. A utilizacdo de transistores em circuitos elétricos
ultrapassa de longe as desvantagens de uma vélvula, uma vez que, o transistor nao tem
filamento ou aquecedor, requerendo assim uma poténcia muito menor. Por ser um dispo-
sitivo semicondutor, ele pode durar indefinidamente. Devido as suas pequenas dimensoes,
ele ocupa pouco espaco e como gera pouco calor, os equipamentos podem funcionar com

temperaturas internas mais baixas.

O elemento ativo nos osciladores é normalmente um transistor de jungao bipolar
(Bipolar Junction Transistor - BJT) ou um transistor por efeito de campo (Field Effect
Transistor - FET) e a frequéncia de operagao é determinada por um circuito sintonizado
(ou um cristal pizoelétrico) na malha de realimentagao (amplificador que pode gerar o
seu préprio sinal de entrada). Utilizam-se transistores em circuitos elétricos de maneira
apropriada para amplificar a energia, tensao ou a corrente elétrica, enquanto que para
aplicagoes digitais, o transistor tem funcao de mudar os estados de ON para OFF em curta

duragao de tempo [77].

O transistor tem quatro regides de operacao distintas: ativa, corte, saturacao e
ruptura. Os transistores operam na regiao ativa quando sao usados como amplificadores
de sinais fracos. As regides de saturacao e corte sao usadas nos circuitos digitais e outros
circuitos de computador [78]. O transistor atua como uma chave eletronica e conduz
periodicamente, sempre que a energia é realimentada desde o circuito sintonizado, a fim
de manter as oscilagdes do circuito tanque (circuito LC), circuito este capaz de restaurar

a onda senoidal de entrada [79] e por isso sao habitualmente utilizados nas estruturas de
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realimentacao dos osciladores para a selecao de frequéncia de oscilacao.

Os materiais utilizados na fabricagao do transistor sao principalmente o silicio (Si),
o germanio (Ge), o gélio (Ga) e alguns 6xidos. Na natureza, o silicio é um semimetal devido
a conformacao das ligagoes eletronicas do seu atomo, gerando uma rede eletronica altamente
estavel. Atualmente, o transistor de germanio é menos utilizado, tendo sido substituido
pelo de silicio. O transistor de silicio e germanio foram inventados nos Laboratérios da Bell
Telephone por John Bardeen e Walter H. Brattain em 1947. Eles pretendiam fabricar um
transistor por efeito de campo (FET) idealizado por Julius E. Lilienfeld antes de 1925, mas
acabaram por descobrir uma amplificagao da corrente no ponto de contato do transistor.
Isto evoluiu posteriormente para converter-se no transistor de juncao bipolar (BJT) em
1951. O objetivo principal do projeto era criar um dispositivo compacto e barato para

substituir as valvulas termoionicas usadas nos sistemas telefonicos da época.

Neste trabalho utilizamos o transistor BJT que é um semicondutor composto de
trés regides dopadas conforme a Figura 3.8(a) e simplificado pela simbologia na Figura
3.8(b), cuja regiao central, é inserida entre duas regides que possuem dopagem diferente

da regiao central, o que faz o transistor ser do tipo NPN ou PNP.

Figura 3.8: (a) Construcao do transistor NPN; (b) Simbologia.
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FONTE: O autor.

O transistor NPN (utilizado neste trabalho) ¢é caracterizado por duas jun¢oes PN
(juncdo base-emissor e junc¢ao base-coletor) e por trés terminais designados por emissor
(E), base (B) e coletor (C). O semicondutor tipo N de uma das jungoes, com baixo nivel de
dopagem ¢é chamado “coletor”, pois esta regiao coleta os portadores de corrente, por outro

lado, o outro semicondutor tipo N com alto nivel de dopagem é denominado “emissor”,
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pois nesta regiao ocorre a emissao dos portadores de corrente. O semicondutor tipo P com
baixo nivel de dopagem comum as duas jungoes ¢ denominado “base”, uma vez que esta
regiao controla o fluxo de corrente. As regioes tipo N contém elétrons livres como porta-
dores majoritarios, enquanto que a regiao tipo P contém lacunas livres como portadores

majoritarios.

A juncao mostrada na Figura 3.9(a) é a fronteira, ou a linha diviséria, que marca
o fim de uma secao e o inicio de outra, em outras palavras, a juncao é parte de um cristal
onde o material do tipo P termina e o material do tipo N comeca. Num cristal inteirico, os
elétrons livres podem se mover através da juncao, e quando estes elétrons livres atravessam
a juncao preenchem algumas lacunas do cristal P. A Figura 3.9(b) mostra este efeito. Como
resultado, uma regiao chamada de camada de deplegao é formada [79]. Os elétrons que
preencheram as lacunas sao capturados e nao estao mais disponiveis para serem portadores
de corrente, deste modo, os elétrons que sairam do material tipo N e as lacunas preenchidas
na juncao do material tipo P criaram uma regiao sem portadores livres. Essa regiao em

torno da juncao se tornou escassa de portadores de corrente.

Figura 3.9: (a) Estrutura de um diodo de jungao; (b) Camada de deplecao do diodo.
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FONTE: Adaptada de [79], pdgina 42.

Para o transistor NPN, os elétrons livres na regiao N se difundem através da juncao

e se recombinam com as lacunas na regiao P. Como resultado, teremos duas camadas de
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deplecao, sendo uma na juncao NP e outra na juncao PN [78]. As camadas de deplegao
nao crescem indefinidamente. Uma diferenca de potencial, ou forga, surge nas camadas
de deplecao impedindo que os outros elétrons as cruzem e venham a preencher todas as
demais lacunas. Para cada uma dessas camadas de deplecao, a barreira de potencial é de

cerca de 0,7 V na temperatura de 25° C para o dispositivo de silicio.

As duas juncoes do transistor devem ser polarizadas corretamente, uma vez que
nao se pode subtituir um componente do tipo NPN por outro do tipo PNP, pois os mesmos
tem polaridades distintas. Para que o transistor opere corretamente a juncao coletor-
base deve permanecer reversamente polarizada, enquanto que a jungao base-emissor deve
permanecer diretamente polarizada para acionar o transistor. Assim, a resisténcia da
juncao base-emissor se torna muita pequena se comparada aquela da juncao base-coletor.
Esta grande diferenca na resisténcia da juncao confere ao transistor a capacidade de fornecer

ganho de poténcia [79].

O nome transistor bipolar vem do fato que ambos os portadores (elétrons livres e
lacunas) tomam parte do fluxo de corrente que atravessa o dispositivo. Por outro lado, o
transistor bipolar PNP opera de maneira andloga ao transistor NPN, porém com fluxo de
portadores majoritarios de cargas sendo as lacunas. A regiao central é chamada de base e
cumprira a funcao de terminal de controle enquanto as outras duas regioes cumprirao os

papéis de emissor e coletor.

Os transistores podem ser ligados entre si em trés configuracoes basicas, base
comum (CB), emissor comum (EC) e coletor comum (CC). Essas denominagoes comuns
relacionam-se ao ponto onde o sinal é injetado e onde é retirado, ou ainda, qual dos ter-
minais do transistor é referéncia para entrada ou saida do sinal. As configuracoes base
comum, emissor comum e coletor comum sao também denominadas base a terra, emissor
a terra e coletor a terra. O que é diferente na maneira de construcao dos diversos tipos de
transistores nao é somente as intensidades de corrente e o calor gerado. Ao analisarmos
um transistor veremos que a regiao da juncao entre o emissor e a base e entre a base e o

coletor se comporta como um capacitor.

Deste modo, existem componentes que se aproveitam deste fato na sua operacao,

como exemplo, os diodos varicaps (possuem uma capacitancia variavel que é fungao da
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tensao a qual ele é submetido). E de vital importancia o efeito dessa capacitancia denomi-
nada parasita num transistor, pois na realidade ela é indesejavel na maioria das aplicagoes
dos transistores de radio frequéncia. Assim, quando um transistor for ligado como ampli-
ficador, o sinal aplicado deve ao mesmo tempo polarizar a juncao base-emissor, supondo
que a configuracao seja a de emissor comum, e também carregar e descarregar um pequeno

capacitor parasita que obrigatoriamente deve estar instalado no circuito.

3.2 Circuito elétrico e equacgoes de estado

Embora o oscilador Colpitts tenha sido originalmente projetado para ser um os-
cilador quase senoidal [67], verifica-se que 0 mesmo exibe um rico comportamento dinamico
em certos valores dos parametros [80]. Foi demonstrado por Michael P. Kennedy, Oscar
De Feo e Gian M. Maggio [81,82] com a teoria da bifurcacao que formas normais e técni-
cas numéricas podem ser bem empregadas para caracterizar qualitativamente os diferentes

comportamentos dinamicos exibidos pelo oscilador Colpitts.

O diagrama esquematico do oscilador Colpitts geralmente considerado em enge-
nharia eletronica é mostrado na Figura 3.10(a). O circuito compreende um transistor 7" de
jungao bipolar (BJT), atuando como elemento ativo controlado por um diodo ou resistor
nao-linear Rp, uma rede de ressonancia que consiste de um indutor L em série com um
resistor R que representa as perdas do indutor real, um par de capacitores C; e C5 que
fornecem a realimentacao necessaria para que ocorra a oscilagado. A polarizacao do circuito
é fornecida pela tensao de alimentacao Voo e uma fonte de corrente elétrica real Iy em
paralelo com uma condutancia Gy, fornecendo assim uma fonte de corrente ideal (Teorema
de Norton) [78] que é capaz de fornecer sempre a mesma corrente, independente do valor
da carga. Na pratica, entretanto, existe um limite dentro da qual a fonte pode operar, a

exemplo do que ocorre com as fontes de tensao.

Na Figura 3.10(b) temos um transistor bipolar numa configuragao base comum
(CB) onde sua base é ligada ao terra. Este arranjo é utilizado para amplificadores que
necessitam de uma impedancia de entrada baixa. O sinal é injetado entre emissor e a base
e retirado entre o coletor e a base. Desta forma, pode-se dizer que a base é o terminal

comum para a entrada e saida do sinal. Temos também uma fonte de corrente controlada
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Ir que é a corrente elétrica do emissor, Ig € a corrente elétrica da base, Io é a corrente
elétrica do coletor, arlg é a corrente de emissao do diodo e ap é a eficiéncia de energia
transferida, determinando a percentagem de energia disponivel processado a partir da rede
ativa que é desperdigada durante a transferéncia para a rede ressonante. ap é o andlogo
do ganho de corrente elétrica do curto circuito a frente da configuracao base comum do
transistor bipolar.

Figura 3.10: (a) Diagrama esquemético do oscilador Colpitts; (b) modelo do transistor numa
configuragao base comum (CB).

(b)

FONTE: Adaptada de [67], pdginas 1179-1180.

O circuito tanque LC é empregado para fornecer as oscilagoes senoidais, assim
um pulso de corrente no coletor carrega o capacitor. A medida que este componente se
descarrega através do indutor, o campo magnético do indutor aumenta e a energia vai se
armazenando no campo magnético do indutor. Apds a descarga completa do capacitor,
o campo comeca a ser reduzido, mantendo a corrente circulando pelo circuito. Com a
extincao do campo, o capacitor passa a atuar novamente como fonte, sendo novamente
carregado, mas na polaridade oposta. Apds a redugao do campo, o capacitor novamente

comeca a se descarregar através do indutor, com a corrente circulando no sentido oposto
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e o campo magnético do indutor aumentando. Por fim, o campo magnético do indutor
comeca a diminuir, de modo que o capacitor é carregado com a polaridade original. Deste

modo, o ciclo passa a se repetir continuamente [75].

A acado do circuito tanque resulta na descarga do capacitor em um indutor, que
posteriormente se descarrega no capacitor, e assim por diante. Indutores e capacitores
sao dispositivos de armazenamento de energia, e a medida que a energia é transferida de
um elemento para outro, uma onda senoidal é gerada [79]. As perdas no circuito, devido
a resisténcia, provocarao uma redugao nas oscilagoes no circuito tanque com o passar do
tempo. Aplicando-se um pulso ao circuito tanque em cada ciclo, é possivel manter a
amplitude da onda senoidal constante. Para implementar um oscilador LC pratico, deve-
se empregar um amplificador. O ganho do amplificador compensaréd as perdas resistivas,

gerando assim uma onda senoidal com amplitude constante.

Seguindo o método padrao para andlise qualitativa de sistemas nao-lineares [20],
escolhemos um modelo minimo para o oscilador Colpitts, ou seja, um modelo mais simples
o possivel mas que mantém as caracteristicas essenciais exibidas pelo oscilador real. Isso
exige, naturalmente, uma analise da robustez do modelo, a fim de validar os resultados.
Assumindo que os elementos reativos e passivos do circuito sao ideais e em relacao ao

modelo do transistor NPN, fazemos os seguintes pressupostos:

1. o transistor T' é modelado por um resistor nao-linear Rr de tensao controlada Vgg
e uma fonte de corrente elétrica ideal I;, de modo que as correntes parasitas e os

efeitos reversos sao descartados [67] como mostrado na Figura 3.10(b);

2. ap é o ganho de corrente do transistor bipolar numa configuragao base comum (CB),
podendo ser expresso pelo quociente entre a corrente elétrica do coletor I e a corrente
elétrica do emissor Ig. O ponto de acionamento caracteristico [71] da juncao base-

emissor B — E pode ser aproximada por uma fungao exponencial [67] dada por

Is VBE
- 2 —— ) -1 1
Iy {exp ( ) } ) (3.10)

onde I é a corrente elétrica do emissor, g é a corrente de saturagao na jungao B —F,
Ver € a tensao através da jungao B — E, Vi = k,T'/q é a tensao térmica onde k; é a

constante de Boltzmann, T é a temperatura absoluta expressa em Kelvin, ¢ é a carga
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do elétron e Vi >~ 27mV a temperatura ambiente;

3. a dinamica de parasitas sao negligenciadas do transistor, para isso, capacitores pa-

rasitas Cgg e Cop podem ser adicionados em paralelo com Cy e C, respectivamente.

Cabe ressaltar que o resistor nao-linear Ry modelado na juncao B—FE do transistor
na Figura 3.10(b) desempenha um papel fundamental na determinacao de fenémenos nao-
lineares que ocorrem no oscilador Colpitts, uma vez que o diodo devido a barreira de
potencial (barreira esta que fornece a diferenca de potencial existente na regiao de deplegao
da jungao PN) nao age como um resistor linear e quando o diodo é plotado numa curva
de corrente elétrica versus tensao teremos um grafico nao-linear. Através de uma anélise
robusta do modelo, os elementos que sao negligenciados nao alteram o comportamento
qualitativo do sistema, de modo que elementos parasitas nao adicionam novas dinamicas

para o sistema.

Em relacao ao esquema da Figura 3.10(a), a escolha natural para as varidveis de
estado Vg, (= Veg), Ve,(= —Var) e I que s@o as tensoes entre os capacitores C e Cy e

a corrente através do indutor L respectivamente, correspondem as seguintes equagoes de

estado
dVe,
Ot = —apn(=Ve,) + 1o,
t
dV,
Ca d§2 = (1 - aF)n(_VC2> - G0V02 + I, — Iy, (311)
dl
L = _VC1 - VCQ - R[L + VTCC7
\ dt’

onde as tensoes V¢, e V¢, sao as varidveis de estado através dos capacitores C e Cy respec-
tivamente, Iy, é a corrente no indutor L, Gy é a condutancia, ¢’ é o tempo expresso como
t = t'wy, Voo é a voltagem fornecida ao circuito por uma fonte de corrente Iy, ar é ganho
de corrente do transistor numa configuracao base comum (CB) [24]. A fungao caracteris-
tica n() fornece os pontos de condugao do resistor nao-linear Rg. Esta caracteristica pode

ser expressa como Iy = n(Ve,) = n(—Vgg).

A dependéncia funcional utilizada para modelar o resistor nao-linear Rg ou diodo
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da Figura 3.10(b) no oscilador Colpitts pode ser distinguida entre um modelo exponencial
(EXP) ou um modelo linear por partes (PWL) conforme a Figura 3.11, onde a linha
tracejada fina corresponde ao modelo exponencial e a linha continua larga corresponde ao
modelo linear por partes.

Figura 3.11: Caracteristica nao-linear do resistor Rg de acordo com o modelo exponencial (EXP)
e com o modelo linear por partes (PWL) no oscilador Colpitts.

A

I E
ponto de
operagao

I; linha de carga

regido ) regido
de corte EXE - ativa
Is/ ek ’
0 Vin VBE

FONTE: O autor.

As formas como sao polarizadas as jungoes emissor-base e coletor-base, direta ou
reversa, sao utilizadas para obter o modo de operacgao dos transistores e consequentemente
nos fornecem as caracteristicas nao-lineares do resistor Rg. Na regiao ativa da Figura 3.11
o transistor opera como amplificador. As aplicacoes de chaveamento utilizam as regioes
de corte e saturagao. O objetivo da polarizacao é estabelecer uma corrente continua e
constante no emissor ou no coletor. Essa corrente deve ser previsivel e insensivel a variagoes
na temperatura. A necessidade de manter uma corrente constante no coletor provém do
fato de que a operagao do transistor como amplificador é altamente influenciada pelo valor
de polarizacao da corrente. No circuito, a juncao emissor-base esta diretamente polarizada

pela tensao de Vpg.

Por outro lado, a polarizacao reversa da jungao coletor-base é estabelecida pela
conexao da fonte DC de alimentacao Voo através do resistor R. O sinal de entrada a ser
amplificado esta representado pela tensao Vpg, dessa forma, para que o circuito opere na
regiao ativa, a tensao no coletor Vi deve ser maior que a tensao na base Vg por um valor

que permita oscilagoes com amplitude razoaveis no sinal de coletor e ainda mantenha o
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transistor na regiao ativa o tempo todo.

A regiao de corte corresponde a regiao onde a corrente da base Ig é zero, mas
ainda existe uma corrente minima no coletor I que poderd ser ignorada [78]. Na regiao de
corte, o diodo emissor sai da polarizacao direta e o funcionamento do transistor é perdido.
Ao polarizar um transistor em corrente continua, escolhemos o seu ponto de operacao,
também denominado ponto quiescente, ou seja, definimos em qual regiao o transistor devera
funcionar. Caso nao ocorra a polarizacao do transistor, o ponto de operagao O estara na
origem do gréafico da Figura 3.11, aumentando a corrente continua no emissor, o ponto de
operacao O move-se para cima na curva. Se a fonte de polarizacao da corrente for ideal,

ou seja, Gy = 0 a linha de carga é horizontal.

A Figura 3.11 mostra o grafico do diodo diretamente polarizado. O valor de tensao
Vee no qual a corrente comeca a aumentar rapidamente é chamado tensao de joelho do
diodo que, pelo gréafico corresponde a voltagem limite V;,. Com uma tensao de 0 V no
diodo ele nao conduzira. O diodo nao conduzird até que algumas centenas de milivolts
sejam aplicadas em seus terminais [79]. Esta é a tens@o necessaria para vencer a camada
de deplegao. Para um diodo de silicio, a tensao de joelho ¢ igual a barreira de potencial,
aproximadamente 0,7 V. Um diodo de germanio, por outro lado, tem uma tensao de joelho
proxima de 0,3 V [78]. Pelo grafico é visivel que nao ha corrente enquanto a tensao no
diodo nao chegar ao valor da tensao limite V;;,. Nesse ponto, o diodo conduz. A partir deste
ponto, o diodo entra em conducao e a tensao Vzp aumenta linear ou proporcionalmente

com o aumento da corrente Ig.

Levando-se em conta que a resisténcia nao-linear Ry corresponde a jungao base-
emissor do transistor, modelamos a caracteristica de tensao wversus corrente, seguindo o

modelo exponencial, assim a Equagao (3.10) pode ser escrita como

Is ViE

para Vg > Vp. Como I = n(Vg,) = n(—Vpg), podemos escrever a funcao caracteristica

no modelo exponencial para n(Vg,) da forma

(V) = {exp (—ij)] , (3.13)
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estamos negligenciando a corrente de saturagao Ig quando o transistor é interrompido de
forma que Vgr < Vp. Deste modo, o resistor Rg nao é passivo na regiao de corte e passa
a atuar sobre a passagem de corrente elétrica. Normalmente quando o transistor esta

saturado a corrente de saturacao vale Ig ~ 1071°A.

Para obtermos o modelo linear por partes (PWL) do oscilador Colpitts nos dois
modos possiveis de funcionamento do dispositivo, que sao a regiao de corte e regiao ativa
do transistor BJT, assumimos que o transistor nunca sera conduzido para a regiao de satu-
racao, pois Ve tem um valor suficientemente grande. Em cada uma dessas regioes, fazemos
uma aproximagao linear com caracteristicas nao-lineares n.,, que melhor representard o
funcionamento do dispositivo. Para a regiao ativa a linearizagao n.,, é feita no ponto de
operacao O do circuito, enquanto que para a regiao de corte assumimos que g = 0, na

Equacao (3.12).

Para desenvolvermos o modelo, é necessario primeiramente calcular o ponto de
operacao O do circuito, de modo que possamos encontrar o ponto de equilibrio das equagoes
de estado do sistema de Equagoes (3.11), impondo que o lado direito deste sistema é igual

a zero, o que resulta em

I
Ve, = Vee —apRIy+ Viln (aFI—O> :
S

1
) VCQO = _VTln(aF[_0)7 (314)
S

I, = aply,

que esta localizado dentro da regiao ativa do transistor, uma vez que Vi, < —Vi.

Fazendo a expansao de Taylor em primeira ordem na Equacdo (3.12) em relacao

a Vg e em torno do ponto de operagao O obtemos

[E = ne(VBE) ~ ne(VBEO) + n/e(VBE())(VBE — VBEO) (315)
I
Ip ~ Iy+ VO(VBE — VBE,), (3.16)
T

onde n.(Vgg) = Newp(—VpE), deste modo na Equagao (3.14) temos que

1
VBEO = _VCQO = VTIH (OéF[—O) (317)
S
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Assim a caracteristica nao-linear pode ser aproximada em duas situagoes distintas,
para Vgg >V, teremos o oscilador operando na regiao ativa e a corrente do emissor serd

Vie -V
Ip = IO(%”‘), (3.18)
T

por outro lado, quando Vgg < Vi, o transistor é interrompido e a corrente do emissor €
nula (/g = 0), fazendo com que o oscilador opere na regiao de corte. A voltagem limite

Vin sera dada por

Vo= il ) 1] 19

S

de tal modo que o transistor estd na regiao de corte (Ig = 0) se Vg < Vi, Na Figura
3.11, fica evidenciado que o valor de Vg = V;;, pode ser utilizado como referéncia para

distinguir as regioes de corte e ativa no funcionamento do transistor.

Para as variaveis de estado quando Vi, < —Vy, teremos a regiao ativa no transistor
expressa pela funcao caracteristica no modelo linear por partes, dada por

VCQ + ‘/th)

i (3.20)

nPWL(VCQ) = -1 (

por outro lado, quando Vg, > —V};, o transistor é interrompido, ou seja, npwr(Ve,) =0 e

o oscilador opera na regiao de corte.

Resumindo, a caracteristica nao-linear em termos da corrente no emissor /g pode

ser aproximada COIMoO se segue:

Ve — Vi
s Iy (M), Vee > Vi (regiao ativa)
E pu—

Vr (3.21)
0, Ve < Vi (regiao de corte)
e em termos das variaveis de estado, obtemos:
Ve Vi
—1I (M) Vo, < =V (regido ativa)
anL(VCQ) = VT (322)

0. Vo, > =V, (regiao de corte)
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3.2.1 Equacoes de estado normalizadas

A Equacdo (3.11) admite um tnico ponto de equilibrio E = (V¢,, Ve, 1) 1o

espago de estado definido pelas seguintes equagoes transcendentais:

VCI = VCC — OéFRTL(—VCQ) — VCQ,

_ 1 _
VC2 = — |:TL(—VC2) — ]0:| s (323)
Go
I, = —am(—Ve,),

onde V¢, coincide com a tensdo limite (Vi) da juncdo B — E [82]. Este conjunto de

equagoes ¢ semelhante ao sistema de Equagoes (3.14).

Movendo o ponto de equilibrio E e fazendo o ponto de operacao O da Equacao
(3.11) como sendo a origem do novo sistema de coordenadas, nao temos mais dependéncia
com relagao a tensao de alimentacao Ve, deste modo podemos normalizar as variaveis de
estado e introduzir novas varidveis adimensionais (z1,x9,x3), juntamente com a normal-

izacao da tensao (V,.y = Vr), da corrente (I..y = Ip) e do tempo (t,.; = 1/wp), assim

Vo, — Ve, 1

ri(t) = R TA VT[Vcl (wot) — Vi),
Ve, — Ve, 1

wall) = S = o Veulwnt) - Veu, (3.24)
I —1 1

za(t) = & I b - I—O[IL(Wot) — I,

onde Vi, Vo, € I, sdo definidos na Equagao (3.14) e wy ¢ a frequéncia de ressonancia do
circuito tanque (LC) dada por
(3.25)

Wy =

como wy = 27 fy, teremos

1
VILC’
1

fo= (3.26)

2V LC

A capacitancia a ser utilizada na Equagao (3.25) é a capacitancia equivalente por
onde passa a corrente de circulacao. No circuito tanque do oscilador Colpitts da Figura

3.10(a), a corrente de circulagao flui através de C; em série com Cy. Portanto, a capaci-
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tancia equivalente é

C1Cy
Ceg= 77—+ 3.27
TG+ Oy (3:27)
e a Equacao (3.25) poderéd ser escrita da forma
1 1
Wo = = (328)

LC., / ; GG '
C1+ Gy
Fazendo a transformacao linear nas variaveis de estado e tempo, as Equacoes de

estado (3.11) do oscilador Colpitts podem ser reescritas em termos da representagdo em

espagos de estados, assim

( d *
% - ﬁ[—wn(@) + a3,
\ % — _w[xl +I2] _ 61,3’

onde o termo nao-linear n(zy) é expresso por

n(zy) =e 2 —1, (3.30)
quando 5 < 1, teremos a regiao ativa no transistor dada por npy(r2) = —x9, por outro
lado, quando x5 > 1 o transistor é interrompido, ou seja, npwr(r2) = —1 e o oscilador

opera na regiao de corte, tanto para o modelo exponencial quanto para o modelo linear

por partes, conforme as Equagoes (3.13) e (3.22), respectivamente.

A ideia fundamental é associar um estado ao circuito elétrico, descrita pelas
N variaveis de estado, através de um ponto correspondente ao espago de estado N di-
mensional. Assim, a evolucao temporal do circuito corresponde, no espaco de estado, a
trajetoria descrita pelo ponto representativo do sistema. O campo de vetores que rege a
evolucao da trajetéria é simplesmente dado pelas equacoes de estado do circuito. Fazer a
representacao no espacgo de estado do circuito elétrico, mostra que as técnicas geométricas

e topoldgicas podem ser aplicadas para analisar o comportamento dinamico do circuito.
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Deve-se notar que o ponto de operacao O do circuito corresponde ao ponto de equilibrio

FE no espaco de estado.

Além disso, uma oscilacao quase sinusoidal do circuito elétrico é caracterizada por
um espaco de estado associado com a presenca de um ciclo limite estavel, que pode ser
pensado como uma simples curva fechada no espaco de estado N dimensional, conforme
discutiremos na proxima se¢ao. Caso o circuito esteja com comportamento de estado esta-
cionario podemos relaciona-lo com a topologia chamada de atrator no espago de estado.
Por exemplo, o comportamento complexo exibido pelo oscilador Colpitts pode estar rela-

cionado com a existéncia de um atrator cadtico no espaco de estado.

Deve-se notar ainda que o sistema de Equagoes (3.29), depende dos seguintes
parametros @, k, Qg e g*. O parametro ) é o fator de qualidade de ressonancia da rede
e fornece uma medida para a perda de energia por ciclo de um sistema oscilatério [83], ou

seja,
21E

“TTaE

onde E é a energia total do sistema e AFE é a energia perdida em um ciclo. O fator @)

(3.31)

resume os efeitos de dissipacao do sistema ressonante, determinando a percentagem de
energia ressonante que é dissipada numa oscilacao. Um oscilador mecanico amortecido é

caracterizado muitas vezes pelo seu fator () da forma

Q= (3.32)

Wom

b )
onde m é a massa e b é a constante de amortecimento. No circuito tanque o fator de
qualidade ) pode ser definido de forma semelhante. Como a indutancia L é andloga a

massa m e a resisténcia R é analoga a constante de amortecimento b, o fator de qualidade

de ressonancia da rede ou do circuito tanque para a frequéncia wy é dado por

WQL

Q="% (3.33)

e esta associado a capacidade do circuito entrar em ressonancia nesta frequéncia determi-
nando a largura da ressonancia, como por exemplo, um radio receptor que pode selecionar

uma frequéncia emitida por uma determinada estacao e separa-la das outras.

O parametro k é o divisor de tensao capacitivo. Em sistemas eletronicos, um
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divisor de tensao é um circuito linear que produz uma tensao de elétrica de saida V,,; que é
proporcional a tensao elétrica de entrada V;, = V¢, referindo-se a separagao de um certo
valor de tensao entre os componentes do divisor, neste caso, C e (5 respectivamente. Para
o circuito da Figura 3.10(a), o divisor de tensao capacitivo é

Ch

Vour = =————Vin,
oA

(3.34)

e denotando a proporcao de tensao do divisor por k, teremos a funcao de transferéncia,

expressa da forma
Cy

k= ——+. 3.35
C1 + Oy (3:35)

No sistema de Equagoes (3.29), o parametro )y nos fornece a polarizagao da
corrente elétrica através da tensao de alimentacao Voo e de uma fonte de corrente elétrica
real Iy em paralelo com uma condutancia Gy, conforme a Figura 3.10, fornecendo assim
uma fonte de corrente elétrica ideal que impoe ao circuito uma corrente constante, mesmo

que a carga varie e é expressa como

Qo = woLGy. (3.36)

Por fim, o ganho da malha do oscilador denotado pelo parametro g* e definido
pela Equacao (3.5), para a frequéncia de ressonancia wy é uma quantidade real, assim
9" = g(jwp). O ganho da malha descreve a conversao da energia disponivel a partir da
rede ativa para a forma como é armazenada na rede ressonante, determinando o quanto
de energia ¢é transferida da rede ativa para a rede ressonante. O ganho da malha ¢* tem
dependéncia com a transcondutancia g,, do circuito elétrico, sendo esta definida como a
razao entre a variagao na corrente elétrica do coletor I e a variagao na tensao elétrica na
juncao B — E, em outras palavras, é uma medida de como a tensao de entrada controla
efetivamente a corrente de saida, ou seja,

o (9]0 _Oépfo
- OVgr Vi’

9m (3.37)

obtida de forma semelhante a Equagao (3.12), porém em relagdo a corrente elétrica no

coletor do transistor. Logo para o sistema de Equagoes (3.29) da Figura 3.10(a), o ganho
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da malha é

« Gm L
SR | — 3.38
ou
OCF.[OL
* . 3.39
I T VeR(Cr + Cs) (3:39)

Note que g* representa o valor do ganho da malha para o qual a condicao de fase
do critério de Barkhausen ¢é satisfeita no caso perfeito (ap = 1). Assim, o oscilador ira
comegar a oscilar apenas se a condicao de arranque, g* > 1, for cumprida. Em particular,
consideraremos (ap < 1) e uma fonte de corrente de polarizagao ideal, onde a condutancia

Gy ¢ muito pequena, logo Qg ~ Gy ~ 0 e o sistema de Equagoes (3.29) torna-se

( d *
% = ﬁ[—alsn(@) + x3),
des _ 9" 1 3.40
P Qk[( — ap)n(x2) + x3), (3.40)
| % _ _Qk(;— Bty + o) — %xg_

onde n(xs) = e *2 — 1. Neste espaco de estado normalizado (x1, 25, x3) estao relacionados
com o modelo linear por partes do oscilador Colpitts, podendo o transistor ser dividido
em dois modos de operagao, em particular para xs < 1, o transistor funciona na regiao
ativa, enquanto que para xo > 1 funciona na regiao de corte. Para xo = 1 surge uma
superficie de descontinuidade, definindo assim uma fronteira entre as duas diferentes regioes
de operacao do transistor no espaco de fase. Este sistema de equacoes depende apenas de
trés parametros @), g* e ap, enquanto que o parametro k é apenas um fator de escala para

as variaveis de estado, portanto, nao tem influéncia sobre a dinamica do oscilador.

Na préxima secao, abordaremos o comportamento cadtico para o sistema de
Equacoes (3.40), evidenciando a rota de Feigenbaum, o diagrama de bifurcagoes e o ex-

poente de Lyapunov.
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3.3 Comportamento Caodtico

A descoberta da primeira rota para o caos é devido as pesquisas de Walter Ricker
e Mitchell Feigenbaum. No ano de 1954, Walter Ricker descobriu que uma sequéncia de
ressonancias subharmonicas para valores de parametros aleatdrios, resultariam em caos [84].
Mais tarde, em 1978, Mitchell Feigenbaum [85] deu uma explicagdo universal para tais
fenomenos. A universalidade descoberta por Feigenbaum, mostra que o comportamento
complexo que aparece a partir de fenomenos de ressonancia subharmonica é conhecido hoje

em dia como rota para o caos ou rota de Feigenbaum.

Na regiao de bifurcacoes ou periddica, as bifurcacoes estao associadas a um tipo
de rota para o caos conhecida como duplicacao de periodo ou rota de Feigenbaum. Mitchell
Feigenbaum percebeu que as razoes das distancias dos parametros entre duas bifurcacoes
de periodo sucessivas se aproximam de uma constante a medida em que o periodo tende

ao infinito [21].

Ao trabalharmos com sistemas dinamicos, estamos interessados em analisar para
qual estado se dard a convergéncia para tempos longos de acordo com o ponto inicial
da 6rbita. Para tanto, constréi-se um diagrama de bifurcagao, adotando-se um conjunto
de pontos como ponto inicial, realizando com cada um deles intiimeras iteragoes do fluxo,
desprezando os primeiros pontos obtidos (transiente) e plotando-se os demais, denominados
pontos estacionarios. O diagrama de bifurcacao é capaz de mostrar para onde os pontos
do conjunto escolhido convergem, seja para ponto fixo, para pontos periddicos ou mesmo

para um atrator cadtico.

O diagrama de bifurcacoes mostra como os pontos fixos estdaveis do sistema
dindmico (3.40) mudam com as varia¢oes de um ou mais parametros do sistema [86].
O termo bifurcagao é genérico, sendo que podemos considerar que uma bifurcagao ocorre
quando o ponto fixo altera sua estabilidade ou instabilidade devido a variagao de um
parametro do sistema [57]. O fenémeno descrito pode ocorrer para os sistemas de tempo
continuo (equagoes diferenciais), admitindo que ocorram bifurca¢oes com duplicagao de
periodo (flip) e em particular caos, um sistema de tempo continuo deve ser pelo menos
de terceira ordem [20,22], uma vez que as trajetérias nao se interceptam num sistema de

tempo continuo descrito por equagoes diferenciais ordinarias (EDOs).
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Deste modo, para o sistema de Equagoes (3.40) do oscilador Colpitts, fixamos os
valores de alguns parametros conforme [19,24], onde o divisor de tensao capacitivo é k =
0,5, o ganho de corrente é ar = 0,996, a resisténcia elétrica é R = 802, as capacitancias
tem valores iguais a C; = Cy = 1uF, a indutancia utilizada é L = 18,2uH, a tensao
elétrica é Vi = 27mV e o fator de qualidade de ressonancia da rede () = 1,77. Variando os
valores da corrente elétrica Iy, obtemos diferentes valores para o ganho da malha ¢* através
da Equagao (3.39), conduzindo o sistema para uma série de bifurcagoes com duplicagao de
periodo, que resultarao no comportamento aperiédico, ou seja, no comportamento caético,
como mostrado na Figura 3.12.

Figura 3.12: Cascata de Feigenbaum para o sistema de Equagoes (3.40) com ciclo quase-sinusoidal
onde (a) 6rbita de periodo 1 com Iy = 0,85mA e g = 1,9674; (b) 6rbita de periodo 2 com

Iy =1,05mA e g* = 2,4305; (c) 6rbita de periodo 4 com Iy = 1,16mA e g* = 2,6853; (d) atrator
cadtico com Iy = 1,21mA e g* = 2,8002.
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FONTE: O autor.

Na Figura 3.12 é visivel: (a) perfodo-1, (b) periodo-2, (c) oscilagao de periodo-4
e em (d) temos o atrator cadtico. Estas érbitas surgem apartir destas bifurcagoes e sao
geometricamente diferentes umas das outras, podendo ser caracterizadas pelo nimero de
voltas que a trajetéria exibe quando se encontra na regiao de corte, ou equivalentemente,
pelo nimero méximo de érbitas da variavel de estado z3 quando Iy = 0 [82]. Por exemplo, a

Figura 3.12(b) mostra um periodo 2 que é caracterizado por duas voltas na regiao de corte.
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Do mesmo modo, na Figura 3.12(c) temos uma duplicagao de periodo 4, caracterizada por
quatro voltas na regiao de corte e assim por diante até o sistema apresentar caos, Figura
3.12(d). Estas orbitas geradas por estas bifurcagoes exibem solugbes com caracteristicas
geométricas semelhantes de onde foram originadas, e estas por sua vez, conduzem a cascata
de duplicagao de periodo de Feigenbaum. Deste modo, podem ser consideradas como parte

da mesma familia de solugoes.

Na Figura 3.13 o diagrama de bifurcacao para a varidvel de estado z; apresenta
informagoes tteis para identificar a influéncia do parametro ¢* na resposta do sistema para

as Equacoes (3.40) do oscilador Colpitts.

Figura 3.13: (a) Diagrama de bifurcagdes para o oscilador Colpitts; (b) janelas de periodicidade.
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FONTE: O autor.

O diagrama de bifurcacao apresenta a distribuicao das respostas a partir da varia-
¢ao do parametro g*. Desta forma, é possivel termos uma visao global sobre os efeitos da
variacao deste parametro na resposta. Mantendo os valores fixos do fator de qualidade
de ressonancia da rede () = 1,77, da tensao do divisor capacitivo k = 0,5 e do ganho de
corrente do transistor ap = 0,996, podemos observar que, aumentando o valor do ganho
da malha g*, a solugao do sistema passa por varias bifurcagoes com cascata de duplicacao

de periodo até o comportamento cadtico. Nesta forma de bifurcacao o ponto fixo que era
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estavel antes da bifurcacao torna-se instavel e surgem dois pontos fixos estaveis. Podem
ser observados também as intimeras janelas de periodicidade da regiao ampliada na Figura

3.13(b) conforme o ganho da malha ¢g* vai aumentando.

O cenério de bifurcagoes observado nao pode ser explicado apenas por uma sequén-
cia de duplicacdo de periodos, na Figura 3.13(b) fica evidente que a cascata de duplicagao
de periodo classica é interrompida por um subito salto para o comportamento cadtico em
g* = 3,65 representada por uma linha pontilhada. FEssa mudanca subita na dinamica
caotica, chamada de crise, ocorre quando temos a colisao entre um atrator cadtico e um
ponto fixo ou uma érbita periddica instavel [87]. Tais mudangas no parametro, correspon-
dem ao aparecimento ou desaparecimento de atrator cadtico, ou a uma variagao descontinua
no seu tamanho. Depois da crise, acontece uma mudanca sibita da érbita cadtica e ela
pode se tornar uma orbita periddica, pode aumentar seu tamanho, ou ainda divergir para

infinito.

A Figura 3.14(a) traz o diagrama de bifurcagoes para o sistema de Equacgoes (3.40)
do oscilador Colpitts, associado com seu expoente de Lyapunov caracteristico na Figura
3.14(b) ja discutido na secao 2.2.2.

Figura 3.14: (a) Diagrama de bifurcagoes; (b) expoente de Lyapunov.
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FONTE: O autor.
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Na Figura 3.14(b) temos trés expoentes (A) plotados nas cores vermelho, verde
e azul, porque o sistema de Equacoes (3.40) é um sistema com trés equagoes diferenciais,
onde os valores negativos do expoente de Lyapunov A caracterizam um comportamento
convergente, periddico ou de ponto fixo, em que as trajetérias da evolucao temporal do
sistema que se iniciaram em estados proximos tendem a se aproximar. Pontos com valores
iguais a zero, indicam mudancas qualitativas de comportamento que sao chamados pontos

de bifurcagao.

Por outro lado, valores positivos para o expoente de Lyapunov A (curva em ver-
melho) indicam a ocorréncia de caos, descrevendo a taxa de afastamento que ocorre com
as trajetorias da evolucao temporal desse sistema que se iniciaram de estados proximos.
Quanto mais negativo é o expoente de Lyapunov, mas rapido a série converge para oS
valores finais. Logo o expoente de Lyapunov é um indicador de caos e também mede a
velocidade com que duas érbitas arbitrariamente préximas se afastam ou se aproximam a

medida em que o tempo passa [59].
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4 Acoplamento mestre-escravo e
superpersistente

Neste capitulo consideramos o oscilador Colpitts acoplado numa configuracao
mestre-escravo, buscando verificar a sincronizacao entre ambos e a sincronizacao cadtica
[26]. Ao adicionarmos um ruido no canal de comunicagao entre os dois osciladores Col-
pitts podemos suprimir a sincronizacao cadtica ou induzir o sistema para um transiente

superpersistente [38].

4.1 Circuito elétrico acoplado

Nesta secao estudaremos o que ocorre quando acoplamos dois circuitos elétricos
do oscilador Colpitts. Os circuitos elétricos sao descritos por um sistema de equacoes
diferenciais acopladas (espago discreto, tempo e variavel de estado continuas), conforme a
Tabela 2.1 da secao 2.3, através de um reostato com resisténcia varidvel R* com constante
de acoplamento €, o qual possibilita a variacao da resisténcia do circuito elétrico podendo,
dessa forma, aumentar ou diminuir seu valor em funcao da necessidade de alteracao da

intensidade da corrente elétrica no circuito e também dissipar parte da energia.

O circuito da Figura 4.1 é constituido de dois osciladores Colpitts numa configu-
ragao mestre-escravo. A conexao entre estes dois osciladores é obtida utilizando um reostato

de resisténcia variavel R* com constante de acoplamento € expresso por

Cada oscilador tem um tunico transistor bipolar T, que é polarizado na sua regiao ativa
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através da utilizacao da tensao no primeiro capacitor Vi, tensao no segundo capacitor
Ve, e da resisténcia R. A rede de realimentagao consiste de um indutor L, e de um par
de capacitores C7 e (. Variando a fonte de corrente Iy o valor do ganho da malha ¢* é

afetado na mesma propor¢ao, conforme a Equagao (3.39).

Figura 4.1: Esquema de um par de osciladores Colpitts acoplados numa configuragao

mestre-escravo.
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FONTE: O autor.

A configuragao do circuito baseia-se no mecanismo mestre-escravo [29], cuja carac-
teristica principal é que o sinal (ou dados) de acoplamento é unidirecional, ou seja, o sinal
é transmitido a partir do sistema mestre (emissor) para o sistema escravo (receptor), este
por sua vez recupera todas as trajetorias dos estados desconhecidos do mestre [88]. Deste

modo a terminologia transmissor-receptor também pode ser empregada. Na configuragao

mestre-escravo, o oscilador mestre é usado para aceitar a entrada dos dados. Os valores de

entrada sao inseridos no oscilador mestre, e entao transferidos para o oscilador escravo.

Do mesmo modo que foi feito na se¢@o 3.2 conjunto de Equagoes (3.11) para um
unico oscilador Colpitts, obtemos as equacgoes de estado numa configuracao mestre-escravo

unidirecional [89,90] para a Figura 4.1 da seguinte forma:
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G d;;? = —apn(—Ve,) + I,
CQdthf‘Q = (1 — ap)n(=Ve,) — GoVe, + I, — I,
CZ; = Vo, = Vg, — RIL + Vee,
1dc‘;?l = —OéFn(—f/CQ) +1n, 4
Czdg? = (1= ap)n(=Ve,) + I — I — Go(2Ve, + Ve),
L Ve Ve - RI+ Ve,

\

onde as tensoes Vi, e Vi, sao as varidveis de estado através dos capacitores C; e (s
respectivamente, I; é a corrente no indutor L, Gy é a condutancia, t' é o tempo expresso
como t = t'wy, Voo é a voltagem fornecida ao circuito por uma fonte de corrente Iy, n()
é a funcao caracteristica que fornece os pontos de conducao do resistor nao-linear Rg e
pode ser expressa como I = n(Ve,) = n(—Vag) e ap é o ganho de corrente do transistor
numa configuragao base comum (CB) [24]. Os termos indicados com o simbolo (7) estao
associados aos parametros no circuito escravo para diferenciar dos parametros utilizados

no circuito mestre.

Introduzindo um conjunto de variaveis de estado dimensionais (1, T2, T3, T4, T5, Tg)
e fazendo o ponto de equilibrio do sistema de Equagoes (4.2) como a origem do novo sis-
tema de coordenadas, normalizamos este sistema do mesmo modo que normalizamos o
sistema de Equacoes (3.11), utilizando as Equacoes (3.25), (3.33), (3.35), (3.39) e (4.1),
considerando uma fonte de corrente de polarizacao ideal, onde a condutancia Gy é muito
pequena (Qy = 0) teremos o sistema de equagdes normalizado numa configuragao mestre-
escravo unidirecional da Figura 4.1 para que a derivada temporal de x5 dependa das varia-

veis de ambos os circuitos, da seguinte forma:
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¢ d *

% a ﬁ[—%‘”(m?) + 73],

dxs g

= Qk[(l — ap)n(xs) + x3),

% - _w[:ﬂl _{_332] — a.Tg,

(4.3)

d *

g aenten) +al

ds g

& = Qplt — ar)n(s) + xe] + efwa - ),
\ % - _wh&l +ZL‘5] — %l’ﬁ,

em que x1, To € x3 pertencem ao circuito mestre, enquanto que x4, x5 € g pertencem ao

circuito escravo, os termos nao-lineares n(xy) e n(xs) sdo expressos por n(xs) =e 2 —1e

n(xs) = e~* — 1 respectivamente, o fator de qualidade de ressonancia da rede é ) = %,
(&5
C14+Cy?

g = m e € é a constante de acoplamento dos circuitos, dada pela Equagao (4.1).

k é o divisor de tensao capacitivo dado por k£ = o ganho da malha é dado por

4.2 Sincronizacao caodtica

Ao acoplarmos circuitos elétricos estamos interessados na sincronizagao dos dados.
Em sistemas dinamicos acoplados a sincronizacao que pode ocorrer, é um fenomeno que
surge devido ao fato de se colocar uma das variaveis de um sistema como funcao de todos
os demais sistemas associados [91]. Segundo Pikovsky [92] a sincronizacdo é um ajuste
do ritmo entre objetos que oscilam, estando acoplados através de uma fraca interagao
entre eles. Por objetos que oscilam entende-se quaisquer sistemas cujas oscilagoes sao

auto-sustentaveis, ou seja, sao resultantes de sua propria energia interna.

O fendmeno da sincronizagao foi descoberto em 1665 pelo fisico holandés Chris-
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tiaan Huygens. Ele observou que dois relégios de péndulos compartilhando o mesmo su-
porte passavam a exibir um comportamento comum apds um certo tempo, isto €, suas os-
cilagoes tornavam-se coincidentes, sincronizando suas fases depois de algum tempo, mesmo

depois de perturbados.

Isso acontece, por exemplo, no classico experimento de dois péndulos que possuem
a mesma base de sustentacao e conectados por uma haste rigida, como mostra a Figura
4.2(a). Neste caso, o movimento dos péndulos é limitado devido estarem conectados pela
haste rigida que ira impor restricao ao movimento, assim os péndulos estao parados ou
se movem juntos. Trata-se portanto de um tinico sistema, cujos componentes nao podem
ser decompostos. Na Figura 4.2(b) os péndulos estao suspensos por bases isoladas e o
movimento dos péndulos nao é mais restrito, havendo a possibilidade dos péndulos exibirem
0 mesmo comportamento, nao ocorrendo interacao entre eles. Assim, qualquer alteracao
no movimento de um dos péndulos nao sera sentida pelo outro péndulo. Portanto, ambas
as situacoes descritas nao podem representar o fenomeno de sincronizacao, uma vez que

nao ocorre interagao entre os péndulos.

Por fim, na Figura 4.2(c) temos dois péndulos que compartilham a mesma base
de sustentacao e dependendo da rigidez da haste, qualquer alteracao do movimento pode
afetar o movimento do outro. Além disso, a interacdao entre eles nao inibe a dinamica
individual de cada péndulo. Assim, este é um exemplo de interacao fraca que resultara em

sincronismo.

Figura 4.2: Sistema de dois péndulos: (a) péndulos conectados por uma haste, (b) péndulos
suspensos por suportes isolados, (¢) péndulos compartilhando o mesmo suporte de sustentacao.
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FONTE: O autor.

Deste modo, para que dois sistemas estejam sincronizados, eles devem exibir

6rbitas iguais a medida que o tempo evolui. Diferentemente do sincronismo de fase, alguns
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sistemas podem apresentar nao sé periodo e frequéncias idénticas, como também a mesma
amplitude (intensidade). Os sistemas que obedecem essa forma de sincronismo apresentam

sincronizagao completa, idéntica ou convencional [93].

Ao realizarmos processos de ajuste entre dois ou mais sistemas caodticos para
que surja entre eles um comportamento comum devido ao acoplamento entre eles ou a um
forcamento externo [93], estamos trabalhando com a sincronizagao de caos. A sincronizagao
é um importante instrumento no estudo de ritmos sincronizados que ocorrem em sistemas
biolégicos [94], tecnoldgicos [95], fisioldgicos [94], circuitos eletronicos [96], sistemas de

comunicagao [33], entre outros [97].

Em um sistema de comunicagao cadtica, os sinais cadticos sao gerados a partir
de N sistemas dinamicos ou a partir de um sistema com n parametros diferentes. A
deteccao do sinal pode assumir uma forma coerente ou nao-coerente. Na primeira forma,
um receptor (neste caso, o circuito escravo) é utilizado para reproduzir os mesmos sinais
cadticos enviados pelo transmissor (circuito mestre) através do processo de sincronizacao de
caos, de modo que as trajetorias geradas por um dos circuitos convergem para os mesmos
valores do outro circuito, permanecendo no mesmo valor da variavel de estado com o passar

do tempo.

Existem varios tipos de sincronizagao entre circuitos ou osciladores. Supondo
dois circuitos acoplados em que o primeiro é representado pelas fungdes x1(t), zo(t) e x3(t),
e o segundo por x4(t), x5(t) e wg(t), pode-se ter as seguintes formas de sincronizagao:
completa, com atraso, de fase, generalizada e de frequéncia. A sincronizagao completa,
entre circuitos, ocorre quando temos igualdade entre as varidveis, ou seja, z1(t) = z4(t),
xo(t) = x5(t) e x3(t) = w6(t), enquanto a dindmica no tempo permanece caética. Este tipo

de sincronizacao ocorre quando os circuitos sao idénticos e com forte interacao.

Caso o acoplamento nao seja tao forte, isto é, quando o parametro de acoplamento
nao é grande o suficiente para levar a uma sincronizacao completa, por exemplo, e eles
nao sao ideénticos, também é possivel observar a sincronizagao com atraso, definida em
relagdo a uma variavel atrasada no tempo, ou seja, x1(t) = x4(t — 7), 22(t) = z5(t — 7) €

x3(t) =~ x¢(t — 7).

Outra forma de sincronizacao entre circuitos idénticos € a sincronizagao de fase que
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ocorre devido a uma fraca interagao entre os osciladores cadticos. Neste tipo de sincroniza-
¢ao as fases dos osciladores cadticos se mantém correlacionadas enquanto as amplitudes
permanecem cadticas [98]. De forma isolada, a fase nao apresenta novas informacoes sobre
o sistema, mas sua vantagem torna-se evidente quando é considerada a diferenca entre
as fases dos osciladores acoplados. Se a diferenca de fase ao longo do tempo variar em
torno de um valor constante menor que 27, os sistemas se encontram sincronizados em
fase. Sendo assim, a estimagao da fase de osciladores cadticos é fundamental para se iden-
tificar a sincronizacao de fase entre osciladores cadticos. Dois osciladores que apresentem
sincronizacao de fase podem nao apresentar sincronizacao completa, porém o inverso é

sempre verdadeiro [99)].

Quando existir uma diferenca essencial entre os osciladores acoplados, acredita-se
nao existir nenhuma variedade no espaco de fase atraindo as trajetérias do sistema, porém
sistemas com estas caracteristicas podem sincronizar, a qual leva o nome de sincroniza-
cao generalizada. Existe ainda entre sistemas cadticos a sincronizacao de frequéncias, que
ocorre quando as frequéncias sao iguais, ou seja, €2y = 2;. Todas estas formas de sin-
cronizacao mencionadas acima sao relacionadas a sistemas que possuem comportamento

cadtico.

Neste trabalho estamos interessados na sincronizacao completa entre os dois os-
ciladores Colpitts na configuragao mestre-escravo, deste modo para os sistema de Equacoes
(4.3), verificamos a sincronizagao entre os circuitos mestre-escravo em fungao do parametro
de acoplamento ¢, plotando na Figura 4.3 as varidveis de estado (z1;x,4) versus o tempo ¢
para dois valores da constante de acoplamento £, onde na Figura 4.3, as variaveis de estado
x1 e x4 correspondem as cores azul e vermelho, respectivamente. Na Figura 4.3, foi utilizado
os seguintes valores: divisor de tensao capacitivo k = 0,5, ganho de corrente do transistor
ap = 0,996, resisténcia elétrica R = 80f), capacitancias elétricas ¢, = Cy = 1uF, in-
dutancia elétrica L = 18,2uH, tensao elétrica Vp = 27uV | resisténcia elétrica do reostato
R* = 1€}, fator de qualidade de ressonancia da rede (Q = 1, 77 e utilizando um valor cadtico

para o ganho da malha como sendo g* = 2,896 obtido da Figura 3.13(a).

Com estes valores, pode-se notar na Figura 4.3(a) que com uma constante de
acoplamento € = 0,05 os circuitos nao sincronizam, ou seja, as curvas das variaveis de

estado x; (curva azul) e x4 (curva vermelha) sdo diferentes com o passar do tempo. Ja
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quando a constante de acoplamento é ¢ = 0,1 os circuitos sincronizam, conforme a Figura
4.3(b), havendo coincidéncia nas curvas azul e vermelha das varidvies de estado z; e x4,
respectivamente.

Figura 4.3: Sincronizacao dos circuitos mestre-escravo, plotando varidvel de estado versus tempo
para os seguintes parametros de acoplamento: (a) e = 0,05; (b) ¢ = 0,1.
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FONTE: O autor.

Como a sincronizacao cadtica ocorre quando as variaveis dinamicas que definem
o estado apresentam os mesmos valores depois de um tempo transiente, é evidente que o
parametro de acoplamento ¢ influencia o sincronismo entre os circuitos mestre e escravo
do oscilador Colpitts. Assim uma maneira de verificar se ocorre ou nao a sincronizagao é
determinar o erro médio, ou diferenca média, entre as variaveis de estado fornecendo um

diagnostico numérico para o sistema,
A=z —xy4]. (4.4)

A Figura 4.4 mostra a evolucao temporal de A em duas situacoes distintas: (a) quando
nao houver nenhuma sincronizagao entre os osciladores Colpitts e (b) o caso em que ocorre
a sincronizacao caotica entre os osciladores. Quando os osciladores estao completamente

sincronizados, temos A = 0.

Na Figura 4.4(a) para ¢ = 0,05 os circuitos mestre e escravo nao sincronizam,

uma vez que o diagnodstico de sincronizagao A fica oscilando com o passar do tempo nao
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tendendo a zero. Por outro lado, na Figura 4.4(b) para e = 0,089 os circuitos mestre e
escravo entram em sincronismo completo, sendo que o parametro A vai a zero com o passar
do tempo para valores de A bem pequenos em comparacao com a escala de valores de A
na Figura 4.4(a).

Figura 4.4: Evolugao temporal do erro de sincronizagdo A considerando: (a) € = 0,05 e (b)
e =0,0809.

FONTE: O autor.

Deste modo, existe uma dependéncia do erro de sincronizacao em relacao aos
parametros: ganho da malha ¢g* e intensidade de acoplamento €. A Figura 4.5 exibe esta
dependéncia, mostrando duas regioes distintas, onde temos uma regiao com sincronizagao
cadtica (regiao verde) e outra com comportamento nao sincronizado (regido branca). Para

tanto, utilizamos o erro da média temporal, da forma:

N iA(t), (4.5)

ta —t

onde ty—t; € a janela temporal para as medicoes. A sincronizacao cadtica fica caracterizada
para A < 10~%. Consideramos t; = 5000 e t, = 10000, mas resultados semelhantes foram

obtidos quando aumentamos o valor de #; para 18000 e o valor de t, para 20000.

Para verificar a estabilidade local de sincronizacao, calculamos os espectros dos

expoentes de Lyapunov das variedades de sincronizagao de suas dire¢oes transversais. Obte-
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mos os espectros considerando as mesmas condicoes iniciais para ambos os circuitos, ou
seja, 11 = x4 = 0,02, 79 = x5 = 107* e 235 = 24 = 10~*. Estamos interessados nos dois
maiores expoentes de Lyapunov. Quando o expoente maximo é positivo e o segundo maior
for negativo, o sistema apresenta sincronizagao caética [100]. Como resultado, a variedade
de sincronizacao é localmente estavel, uma vez que este expoente representa o expoente
negativo da diregao transversal. Consequentemente, os circuitos podem sincronizar. Apli-
cando esta condi¢ao obtemos a linha preta, mostrado na Figura 4.5, separando as duas
regioes, ocorrendo estabilidade local de sincronizagao na regiao II.

Figura 4.5: Dominios sincronizados (regiao verde) no espago de paradmetros no plano g* x e. A

linha preta separa as regioes com e sem estabilidade local de sincronizacao, obtida através dos
expoentes de Lyapunov.
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Podemos ver na Figura 4.5, que o limite entre as duas regioes tem um padrao
irregular, onde a regiao verde ¢é obtida com o erro da média temporal. Por este motivo, a
sincronizagao cadtica deve ser analisada de acordo com o tempo transiente para diferentes
condigoes iniciais. Isto sugere a existéncia de um limite para a bacia emaranhada do atrator
sincronizado [101]. Consequentemente, o tempo para atingir o estado sincronizado depende
fortemente das condicoes iniciais, algumas delas responsavel por transientes muito longos,

conforme veremos na proxima secao.
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4.3 Transiente caotico

Sistemas dinamicos nao-lineares podem mostrar movimento cadtico determinista
nao s6 como um comportamento assintotico de longo prazo, mas também como um estado
transiente antes de chegar a um atrator nao caético ou cadtico [102]. Em tal caso, as
variaveis dinamicas do sistema comportam-se caoticamente por uma quantidade finita de
tempo antes de se fixar a um estado final [103]. Este caos transiente surge pela existéncia de
um conjunto cadtico nao atrativo no espago de fase [104], de tal forma que o sistema passa
por uma crise com o atrator cadtico colidindo no limite da bacia de atracao que vai separa-lo
em outro atrator coexistente. Apds a crise, o atrator cadtico é destruido, transformando-
se numa sela cadtica nao atrativa. Dinamicamente quase todas as trajetérias a partir de
condicoes iniciais aleatorias caminham para este conjunto cadtico, permanecendo durante
um periodo de tempo em sua vizinhanca, exibindo movimento cadtico. Na sequéncia, a
trajetoria abandona a sela cadtica e vai assintoticamente se estabelecer em outro atrator,

que em geral pode ser uma érbita periddica ou quase periddica.

Conforme o tipo de atrator onde um conjunto cadtico nao atrativo coexiste, pode-
mos distinguir dois tipos de transiente cadtico. O primeiro tipo é para o caso em que o
atrator que coexiste é simples, por exemplo, um atrator peridédico. Enquanto o compor-
tamento assintotico do sistema é relativamente simples, os transientes sao cadticos. Tran-
siente cadtico é proveniente de situagoes onde exista um atrator no infinito e em sistemas

Hamiltonianos abertos onde os atratores sao substituidos por diferentes rotas de saida [42].

O segundo tipo ocorre quando um conjunto cadtico nao atrativo coexiste com um
atrator cadtico. Neste caso, existem duas formas distintas de comportamento cadtico. Um
sinal do sistema exibe tipicamente uma forma de comportamento cadtico, que é devido ao
conjunto nao atrativo, num intervalo de tempo, mudando-o para outra forma de comporta-
mento ou assintotico. Em uma situagao comum, o movimento determinado pelo conjunto
nao atrativo é mais cadtico devido ao atrator cadtico. Deste modo, concentrando-se nas
propriedades assintdticas do sistema perdemos a parte cadtica dominante das dinamicas

complexas que contém informagoes importantes sobre o sistema dinamicos subjacente.

Assim, estamos interessados no intervalo de tempo em que ocorre a mudanca no

comportamento do sistema. O tempo transiente 7 da trajetoria na proximidade da sela
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cadtica é definido pelo nimero P(7) de trajetérias que ainda apresentam movimento caético
neste tempo ¢, comecando em ¢t = (0 com F, condicoes iniciais diferentes. O histograma do
tempo transiente 7 para um conjunto de condigoes iniciais é mostrado na Figura 4.6, onde
os circulos vermelhos correspondem a € = 0,09 e os quadrados pretos correspondem a € =
0,086. Este histograma mostra o nimero P(7) de trajetdrias que ainda exibem movimento
caotico no tempo 7.

Figura 4.6: Histograma dos intervalos de tempo transiente para um total de 10* diferentes

condigoes iniciais de x2 e x5 no intervalo de 0 a 0,001, onde consideramos g = 2,863, (a) ¢ =
0,086 (circulos vermelhos) e (b) € = 0,09 (quadrados pretos).

3000

2500

1000
\ |

0 w10t axad T ex10t g0t 1x10°

500
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A distribuicao estatistica para o tamanho do transiente foi obtido por meio de
10* condicoes iniciais diferentes de x5 ¢ x5, mostrando que pequenos transientes sao mais
comuns quando o valor da forca de acoplamento £ aumenta. Portanto, para alguns valores
do ganho da malha g* e da intensidade de acoplamento ¢, em torno da regiao de fronteira
na area verde da Figura 4.5, os circuitos podem ou nao apresentar grandes transientes

dependendo das condigoes iniciais.

Transientes cadticos em sistemas dinamicos de baixa dimensao sao tipicamente
caracterizados por uma lei de escala algébrica [43,105], através do transiente médio 7,
com alguma variacao do parametro. Especificamente, seja p um parametro do sistema e
se ocorre uma crise o valor do parametro p é aumentado para um valor critico p.. Ocorre

assim, o transiente cadtico para p > p.. O transiente cadtico médio 7); em termos da
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variacao deste parametro p, é expresso na lei de escala de poténcia como 7 ~ (p — p.) ™7,
onde v > 0 ¢é o expoente da escala algébrica e neste caso temos o supertransiente para
sistemas de alta dimensao. Existe, contudo, em sistemas de baixa dimensao, uma classe
distinta de transiente caético chamado transiente superpersistente [105,106], caracterizada

pela seguinte lei de escala exponencial para o seu transiente médio

™ ~ eXp[ﬁ(p - pc)_,y]a (46)

onde 8 e v sao constantes positivas, p. € o valor do parametro critico e o transiente ocorre
para p > p.. Se p — p. 0 tempo transiente se comporta como e™*°, sendo chamado de
transiente superpersistente. A relagao de escala mostra que como p se aproxima de p.,
o tempo transiente é superior ao transiente cadtico regular caracterizado por uma lei de
escala algébrica. Devido a lei de escala, o atrator assintético do sistema é praticamente

nao observavel para p > p..

Na Figura 4.7 temos o dimensionamento do tempo transiente médio 7, pela
variacao da forca de acoplamento € — €., onde a funcao ajustada pelo método dos minimos
quadrados é plotada e exibe uma distribuicao exponencial, quando consideramos a forca
de acoplamento € como parametro, indicando assim um transiente superpersistente.
Figura 4.7: Dimensionamento do transiente superpersistente pela variagao da forga de acopla-

mento g = 2,863 e ¢, = 0,086. Cada ponto representa a média de mais de 100 diferentes condicoes
iniciais de x2 e x5. A linha sdlida é o ajuste dos minimos quadrados com declividade —470, 31.
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FONTE: O autor.
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4.4 O efeito do ruido

Quando realizamos o acoplamento entre osciladores Colpitts estdvamos interes-
sados na sincronizagao do sinal ou informacgao que era enviada do circuito mestre para
o circuito escravo. Considera-se como sinal a informacao 1til para o circuito, e qualquer
informacao indesejada, inutil, ou nociva, introduzida involuntariamente ou voluntarimente
no sistema é considerada ruido. Ruidos sdo perturbagoes elétrico/magnéticas que deterio-
ram os sinais que desejamos transmitir, receber ou tratar no nosso circuito. Um ruido,
geralmente, é um sinal aleatorio e pode ser classificado pela freqiiéncia em que atua e pela

sua origem.

Entre os vérios tipos de ruido, podemos citar [107]: (a) o ruido térmico ou de
Johnson-Nyquist que é gerado devido a agitagao térmica dos atomos. Todo componente
eletronico gera ruido entre seus terminais devido a agitagao térmica dos atomos e quanto
maior a temperatura, maior serd o ruido Johnson; (b) ruido “shot” que é causado pelo fluxo
finito de particulas (elétrons ou fétons). Como o elétron possui carga discreta, o fluxo de
elétrons possui carga discreta e a circulagdo dos mesmos gera uma flutuacao do campo
elétrico e por conseqiiéncia uma flutuagao da corrente elétrica. Tendo em vista que em um
circuito eletronico sempre haverda fluxo de elétrons durante seu funcionamento, podemos
dizer que é impossivel nos livrarmos dele; (c) ruido rosa, “Ficker” ou 1/ f, este tipo de ruido
ocorre na maioria dos dispositivos eletronicos e sua poténcia cai cerca de 3db por oitava.
Em frequéncias altas, este ruido nunca é o dominante, devido a atenuacao da poténcia.
Vaérias sao as causas do ruido rosa, entre elas podemos citar a mudanca do valor das
resisténcias dos componentes; (d) ruido branco é o sinal que possui componentes de todas
as frequéncias do espectro eletromagnético, possuindo a mesma quantidade de energia para
toda a faixa de frequéncias. O nome branco dado ao ruido deve-se a uma analogia com o
espectro de cores. Pode-se pensar no ruido branco como a reproducao de todos os tons ao

mesmo tempo, ou seja, um som que se repete a uma determinada frequéncia.

O ruido esta sempre presente, em qualquer transmissao de sinal, ja que majori-
tariamente o ruido esta presente na entrada do receptor, ou seja, essa distor¢cao no sinal
¢ um ruido térmico produzido pela passagem dos elétrons em todos os dispositivos dissi-

padores, como componentes eletronicos e amplificadores presentes no receptor. O ruido
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térmico é um ruido branco gaussiano, cuja densidade espectral de poténcia é independente

da frequencia, portanto tem intensidade igual em todas as frequéncias.

Na Figura 4.1 iremos analisar a sincronizacao cadtica adicionando um ruido no
canal de conexao entre os circuitos mestre-escravo [108]. Este canal construido é modelado
como um canal AWGN [109], do inglés “Additive White Gaussian Noise” ou canal com ruido
aditivo branco gaussiano, que ¢ um canal analégico e um dos modelos mateméticos mais
simples de canal de comunicac¢ao, que modela o efeito do ruido térmico, sempre presente
em qualquer sistema de comunicacao. Assim, no canal de comunicacao entre os circuitos
mestre e escravo, adicionamos uma perturbacao estocastica na variavel de estado z5(t) do

sistema de Equagoes (4.3) da forma:

dxs g
G = Opl(L = ar)n(as) + 2] + elzz — 5] + Ar(t), (4.7)

onde A representa o nivel da perturbagao estocdstica e r(t) é uma varidvel pseudo-aleatoria.

Consideramos um gerador de numeros aleatérios que retorna a uma distribuicao normal

com média zero e desvio padrao um.

Uma maneira para darmos algum discernimento sobre o efeito do ruido no acopla-
mento é analisarmos o erro de sincronizacao em funcao da forca de acoplamento . Na
Figura 4.8, plotamos o erro da média temporal de sincronizacao versus a forca de acopla-
mento para trés valores do nivel de ruido. Quando o nivel do ruido no canal é pequeno
(circulos verdes) o valor do erro da média temporal diminui rapidamente quando a forga
de acoplamento £ aumenta. No entanto, aumentar o nivel da perturbagao A (circulos ver-
melhos e pretos) faz com que o valor do erro da média temporal apresenta grandes valores

para todas as forcas de acoplamento, indicando que a sincronizacao é suprimida.

O tamanho da regiao sincronizada mostrado na Figura 4.5 muda com o nivel de
ruido. Na Figura 4.9 consideramos os mesmos parametros utilizados na Figura 4.5, mas
acrescentamos um ruido com o valor da perturbacao sendo A = 3 x 107°. Neste caso, pode-
mos ver que a regiao sincronizada sé aparece para valores maiores da forca de acoplamento
e. Semelhante a Figura 4.5, o limite da estrutura entre o comportamento sincronizado e
nao sincronizado é uma consequéncia da existéncia de transientes superpersistentes. As-

sim, obtemos a regido sincronizada, pela Equagao (4.5), onde utilizamos o erro da média
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temporal de sincronizacao igual a A < 107 para t; = 1000 e 5, = 20000.

Figura 4.8: Erro da média temporal de sincronizagao versus for¢a de acoplamento para g* =
2,863, A = 0,1 (circulos verdes), A = 0,5 (circulos vermelhos) e A = 1,0 (circulos pretos). Esses
trés casos tem exatamente a mesma condicao inicial.

FONTE: O autor.

Figura 4.9: Dominios sincronizados (regiao verde) considerando os mesmos parametros utilizados
na Figura 4.5 e com a adicdo de um pequeno ruido A = 3 x 1075,
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FONTE: O autor.

Verificamos que o caso com transiente superpersistente nao apresenta robustez
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ao ruido, isto é, um pequeno ruido é suficiente para suprimir o transiente persistente.
Comparando a Figura 4.9 (com ruido) com a Figura 4.5 (sem ruido) é possivel observar
que, devido ao efeito do ruido é necessario um valor grande de ¢ para o sistema ficar

sincronizado.

Assim, para analisarmos o efeito do ruido sobre a regiao sincronizada fixamos o
valor do ganho da malha ¢g* e variamos a amplitude do ruido A para obtermos €* conforme
a Figura 4.10(a), onde o transiente médio 7j; é aproximadamente 10*. A Figura 4.10(b)
mostra o histograma do tempo transiente para g = 2,863, ¢ = 1, A = 5 x 107 (circulos
negros) e A = 6 x 107 (quadrados vermelhos), demonstrando deste modo, que o ruido
induz transientes mais longos. Para A < 4 x 107° os valores dos transientes ficam em torno
de 103. Além disso, para A > 7 x 107° o ruido pode suprimir a sincronizacao caética.
Figura 4.10: (a) &* versus A, onde os cfrculos pretos correspondem a 7y ~ 10%. (b) Histograma

do tempo transiente considerando g = 2,863, =1, A = 5x 107 (circulos negros) e A = 6 x 107°
(quadrados vermelhos).
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FONTE: O autor.

Deste modo, a supressao do transiente médio 7, aumenta rapidamente quando a
amplitude do ruido aumenta, de acordo com a relagao exponencial 7y ~ ¢exp(pA), onde

¢ e p sao constantes positivas.
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5 Memorias no oscilador Colpitts

Neste capitulo, analisaremos a formacao de memorias de curta duragao em um
sistema dinamico com muitos graus de liberdade, considerando primeiramente uma rede
de mapas acoplados [23] com conexdes aleatdrias [45] e posteriormente a formagao dessas
memorias numa rede de osciladores Colpitts [26]. De forma geral o sistema é descrito por
uma equacao de difusao discretizada o qual armazena memorias, podendo ser comparado
com uma rede neural [10]. E um sistema dinamico com parametros ajustaveis, o qual

armazena padroes que minimizam a energia funcional do sistema.

5.1 Formacao de Memorias

A possibilidade da formacao de memorias de curta duracao foi estudada por
Coppersmith [44] para explicar o experimento de uma onda de densidade de carga (ODC)
em ceramicas semicondutoras do trisseleneto de nidbio NbSe;. Neste experimento, a
memoéria codificada manifesta-se como a sincronizacao da resposta a um trem de pul-
sos elétricos periddicos tal que V/I (V' = voltagem, I = corrente da onda de densidade de
carga, proporcional a velocidade da onda de densidade de carga v) diminui quando cada
pulso cessa [110]. A onda de densidade de carga “recorda” a duragao do pulso ajustando a
resposta para estar sincronizada com o pulso. Coppersmith propos o efeito das memoérias
de curta duragao como assinaturas aos processos que ocorrem em muitos sistemas dinami-
cos e estudou a resposta da ceramica semicondutora quando sujeita a pulsos elétricos. A

resposta do sistema (o padrao formado), é tal que minimiza a energia funcional do sistema.

Para formacao de memorias de curta duracao foi proposto uma rede de mapas

acoplados com pulsos periédicos. A rede recebe uma sequéncia de pulsos durante um espaco
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de tempo e posteriormente perde quase toda a informacao quando a perturbacao externa
¢ desligada. Deste modo, o sistema ¢é deterministicamente for¢cado para um ponto fixo,
e uma vez que este ponto fixo é atingido, nao é mais possivel recuperar as memorias de
curta duragao. Logo, é possivel manter as memorias transientes adicionando um ruido ao
sistema, ja que multiplas memorias sao observadas em amostras da ceramica semicondutora

de NbSes, quando é feito um arranjo que induz ruido ao experimento [44].

Uma cadeia de particulas conectadas com seus vizinhos por molas elasticas e
submetida a impulsos periédicos pode ser descrita matematicamente por uma rede de
mapas acoplados [40,63], onde o tempo e o espago sao variaveis discretas e a varidvel de
estado é continua, onde cada sitio da rede influencia e é influenciado por outro(s) sitio(s)
da rede, conforme a Tabela 2.1. A rede de mapas acoplados é composta basicamente
de uma dinamica local, que passa por uma evolugao temporal discreta, interagindo com
seus vizinhos através de um certo tipo de acoplamento. A variavel de estado pode ser
interpretada como a posicao de cada particula dentro de um poco de potencial profundo
em relagao ao seu valor de equilibrio. O acoplamento é dado pela for¢a de Hooke, gerado
pelas molas que conectam as particulas vizinhas mais préximas, sendo também responsavel

pelo processo dinamico linear em cada posicao discreta.

Para obter o modelo matemético do sistema, Coppersmith em seu trabalho [111],
modelou as densidades de cargas conforme a Figura 5.1. O modelo consiste de IV particulas,
de massa m, acopladas por molas de constante elastica K, sujeitas a um potencial senoidal
e impulsionado por uma forca periédica temporal E(t) de onda quadrada. A Figura 5.1
mostra uma cadeia de particulas acopladas por molas lineares, com uma extremidade fixa

e a outra extremidade submetida a uma sequéncia de impulsos periédicos.

Figura 5.1: Particulas acopladas com seus vizinhos através de molas eldsticas.

A (OO

FONTE: O autor.

A equacao que descreve esse movimento é

mi® = —i@ 4 K[z — 220 4 20-D] — Asin2r29] + E, (5.1)
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com i = 1,2,.... N, onde 29 é a posicao da particula, v é a constante de amortecimento
e A a amplitude do potencial. Para o caso estédtico (m =y = E = 0), a Equacao (5.1) é
o modelo Frenkel-Kontorova. Quando o amortecimento é forte, o acoplamento é fraco e o

campo é alto (7> m, E > A > K) aproximamos a Equacao (5.1) pelo mapeamento
20 =20 4 K[z — 220 4 o=V L (5.2)

onde o tempo n é discreto (n = 0,1,2,...), F' é a forga periddica externa e se K = 0 as

equacoes desacoplam.

O mapa utilizado por Coppersmith [112] analisando a Equagao (5.2) consiste de

dois passos. O primeiro passo imita o comportamento do sistema durante o pulso

) = ) + K[af™ — 220 426 4 53

n

onde 2 e 2{ sio as posicoes da particulas pouco antes do enésimo pulso que esta ligado
seja desligado [113]. O segundo passo, imita o efeito quando o pulso é desligado e as

particulas tendem a cair em um minimo potencial, ou seja,
2y = nint[2{7], (5.4)

onde nint(x) é uma fungao que arredonda para o inteiro mais préximo de z e é expressa

como nint(z) = int(z + 0.5) com int sendo a parte inteira de .

Tomamos que F' pode ser um inteiro [110] e reescrevemos as equagoes (5.3) e (5.4)

CcOomo

xf;)rl =zl 4 nint{K[xffH) — 220 4 a:g_l)] + F} (5.5)

A rede de mapas acoplados correspondente é dada por [44,110], da forma

20 =20 4 int{K [@;‘H) — 220 4 xgj*)] —(1+ An)}, (5.6)
onde i é o indice referente as posigoes dos mapas na rede (i = 1,2,..., N), N é o tamanho
do sistema, K é o parametro de acoplamento entre os mapas, a forca periédica externa F'
é denotada por (14 A,), = é a varidvel de estado que pode representar a posigao, a fase

ou outra propriedade fisica do sistema. A fungao int(z) surge na equagao, pois a cada final
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de pulso as particulas estao em um potencial minimo que com o decorrer das iteragoes

formard um padrao na rede (padrao das memdrias).

A Equagao (5.6) descreve a dinamica das posi¢oes de N particulas em um pogo de
potencial periddico, com as particulas vizinhas acopladas por molas de constante elastica
K <1 e todas estas particulas estao na presenca de um forcamento periddico externo da
forma (1 + A,). Para observarmos as formagao das memdrias utilizaremos a variavel de

curvatura cgf), que € a segunda derivada da variavel de estado, expressa por:

n

i) = K [x5;+1> — 2z 4 2], (5.7)

sendo que podemos verificar que a rede apresenta um padrao, ou memoria, quando cﬁf)

torna-se constante em uma determinada regiao.

Das Equagoes (5.6) e (5.7), podemos verificar a formagdo das memdrias perma-
nentes (valores finais das varidveis de curvatura e valores transientes) e das memorias de

curta-duracao na Figura 5.2, para 10 mapas acoplados localmente em uma rede unidimen-
sional com uma extremidade fixa x%o) = 0 e outra livre x%NH) = x%N).

Figura 5.2: cg) x n. O tamanho da rede é N = 10, com K = 0,01. (a) A, =9 para n {mpar e
A, = 10 para n par. (b) A, = 10 para qualquer n e r = 1075,
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FONTE: O autor.
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Para molas lineares toda sequéncia de entradas é recuperada durante um periodo
transiente de tempo e apenas algumas entradas sao memorizadas para periodos de tempo
maiores, a dindmica do mapa isolado é expresso como f(z) = x na Equagao (5.6) e pode
ser visualizado na Figura 5.2(a). Esta limitagdo pode ser contornada utilizando molas
ligeiramente nao-lineares, ou seja, na rede de mapas acoplados, dada pela Equagao (5.6),
precisamos modificar a variavel de estado 2P pela fungao f(x) = z+ra? com um pequeno
parametro r que controla a nao-linearidade do sistema [114], conforme a Figura 5.2(b).
Neste caso, multiplas memérias podem ser codificados por longos periodos de tempo. Um
efeito semelhante foi obtido usando cadeias de molas lineares na presenca de pequenos

ruidos [115].

Aplicando pulsos A, em ciclos que se repetem com valores 9 e 10 (A; =9, Ay =
10, A3 = 9, A4 = 10, ...), verifica-se que os sitios da rede, apés um determinado nuimero

de iteragoes, armazenam certos niveis de memoéria. Elas sao provenientes dos pulsos, que
i igvel d @ d das iteraco 1
ocasionam na variavel de curvatura c;’, com o decorrer das iteragoes, valores constantes.

Na Figura 5.2(a), para valores de cgf) =lac! ) = 9 temos memérias transientes, enquanto

que para o valor de cg) = 10 temos uma memoria permanente. As memorias transientes
sao formadas durante um nimero determinado de iteracoes e posteriormente perde-se toda
a sua informacao, nao podendo ser mais recuperada. A medida que o tempo (n) evolui, a
variavel de curvatura ¢é forcada para um ponto fixo, onde ficard enquanto o pulso periédico

estiver agindo sobre o sistema [115].

Para compreender como as memorias formam-se, necessitamos olhar para Figura

5.2(a). Inicialmente, cada pulso A, causa um incremento de mesmo valor para cada sitio

ng), menos para o mapa acoplado na extremidade fixa (x%o) = 0), onde este comega apre-

sentar um aumento da varidvel de curvatura ¢, Com o passar das iteragoes a variavel
de curvatura aumenta cada vez mais até que o acoplamento entre o primeiro sitio e a
extremidade fixa torna-se grande o bastante para manter o valor da variavel de curvatura
constante sobre a aplicacao de A; = 9. Depois de algumas iteragoes o acoplamento nao

é mais suficiente para mudar a acao do forcamento (A = 10), gerando um aumento da

. , .. 2) (3
variavel de curvatura até a memoria permanente. Isso ocorre para o cﬁl), P e para os
outros cﬁl). Deste modo a variavel de curvatura estende-se para todos os valores inteiros

)

dos ¢!/ , € ao final de um longo tempo, ocorre uma saturagao [44,114], ou seja, D = 10.
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Alterando certas caracteristicas da rede podemos observar na Figura 5.2(b) a
formacao de diferentes padroes de memérias em uma rede de mapas acoplados. Para
r = 0, o mapa isolado apresenta um continuo de pontos fixos estaveis, com a insercao do
termo nao-linear r = 10~ a varidvel de estado varia de forma nao-linear, dependendo do
parametro r. No grafico do mapa isolado de x versus f(z), pode ser observado que o mapa
fica muito préximo da reta f(x) = z. Esta pequena variagao 2 no mapa isolado, quando
acoplado, faz surgir memdrias isoladas e grupos de memérias com valores diferentes. A
Figura 5.2(b) mostra sitios com memorias diferentes para a realiza¢ao do acoplamento com
o mapa fracamente nao-linear (r = 1078). Apesar do termo nao-linear ser pequeno os

valores das varidveis de estado sdo da ordem de 10%, entdo o termo nao-linear, embora

pequeno é muito importante para a dinamica do sistema.

Com a presenca do termo nao-linear r as varidveis de estado tendem a sincronizar
em amplitude, pois comecam a apresentar o mesmo valor da varidvel de estado, e a medida
em que aumentamos o termo que controla a nao linearidade do sistema (r > 107%), as
variaveis de estado sincronizam cada vez mais. Assim as varidveis de curvatura tendem a

) encontram-se cada vez mais proximos [115] e podemos

se anularem pois os valores de !
obter diferentes padroes alterando o forcamento do sistema, pois o valor final da varidvel

de curvatura depende do forgamento.

Para uma sequéncia de entradas com amplitudes alternando entre A, = 5 e
A,, = 10, em intervalos constantes de tempo com duracao de 0,5 x 10%, a evolucao temporal
das variaveis de curvatura para todos os locais da rede esta representada na Figura 5.3.
Na Figura 5.3(a) temos o mapa linear f(x) = z, o qual exibe um tnico valor memorizado
e permanente, que é igual a A, ou 2 4+ A,. A ocorréncia de memérias permanentes nas
variaveis de curvatura c,(f ), é uma consequéncia do mapa exibir um ponto fixo na dinamica
da rede de mapas acoplados. Da Equacao (5.6), a condigao para termos um ponto fixo z*
implica na existéncia de termos um tunico valor memorizado ¢* da varidvel de curvatura

dado por int(¢*—1—A,,) = 0. Deste modo, —1 < ¢*—1—A,, < 1, fornece duas desigualdades

para satisfazer o valor memorizado, ou seja, ¢* <2+ A, ou ¢* > A,.

Na Figura 5.3(a), foi aplicado um pulso A, = 5 durante os primeiros 0,5 x 10°
instantes de tempo e a variavel de curvatura aumenta de zero para ¢* = 5. Durante os

préoximo 0,5 x 10° instantes de tempo a amplitude muda para A, = 10 e a varidvel de cur-
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vatura aumenta para corresponder este valor. Entretanto, durante os préximos 0,5 x 10°
instantes de tempo a amplitude muda novamente para 5 e a variavel de curvatura diminui
para se estabelecer em ¢* = 7, como previsto. Para uma sequéncia de entradas, quando
um termo nao-linear r é adicionado no mapa da Equacao (5.6), multiplas memorias esta-
ciondrias aparecem conforme a Figura 5.3(b), as quais representam solugoes estaciondrias

do sistema dindmico [114].

Figura 5.3: c,(f) x n. O tamanho da rede é N = 10, com K = 0,01. A amplitude do forgamento

muda de A, = 5 para A, = 10 em intervalos regulares de tempo. (a) r =0 e (b) r = 1078,
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FONTE: O autor.

Estes padroes memorizados observadas em redes puramente regulares também sao
possiveis quando conexoes aleatérias [45] sao adicionadas a rede, com algumas vantagens

em relacao as redes regulares, conforme discutiremos na préxima segao.
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5.2 Memodrias em uma rede com conexoes aleatorias

A formacao de memorias de curta duracao, foi descrita primeiramente em sis-
temas de massa-mola super amortecidas, porém elas ocorrem em outros sistemas, como
os circuitos de acoplamento indutivo [116] e em redes com conexdes nao-locais onde as
particulas interagem com todas as outras particulas, sendo que esta interagao decai com a
distancia da rede, seguindo uma lei de poténcia [117]. Rede é uma nogao simples, abstrata
e intuitiva, usada para representar a ideia de alguma espécie de relagao entre os objetos.
As redes sao uteis para representar varias estruturas que aparecem na pratica, como exem-
plo, estruturacao de dados, resolucao e modelagem de problemas, abstracao de problemas

computacionais, dentre outros.

Os primeiros estudos sobre redes e suas propriedades foram dos matematicos
hingaros Paul Erdos e Alfred Rényi [12, 14, 118], destacando-se os trabalhos sobre redes
aleatorias com conexoes distribuidas aleatoriamente. Analisando a formacao das redes
sociais, eles demonstraram que bastava uma conexao entre cada um dos convidados de
uma festa, para que todos estivessem conectados ao final dela e quanto mais ligagdes eram
adicionadas, maior a probabilidade de serem gerados agrupamentos, ou seja, grupos de
nos mais conectados. Portanto, uma festa poderia ser um agrupamento de pessoas que de

tempos em tempos estabeleciam relacoes com outros grupos.

Na teoria das redes aleatdrias de Erdos e Rényi [119], parte-se de um numero
previamente dado de nés e em seguida eles sao conectados. Mais exatamente, parte-se de
N noés e nenhuma conexao, e em seguida conecta-se aleatoriamente com probabilidade P
cada par de nés, conforme a Figura 5.4.

Figura 5.4: Construcao de grafos aleatérios com 10 vértices e conectando-os com probabilidade
(a) P=0,(b) P=0,1e(c) P=0,2.

@ (b) (©

FONTE: O autor.
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Essa probabilidade pode ser calculada como a fracao entre as conexoes atuais N;

e a totalidade das conexoes possiveis Nr, ou seja,

N, 2N,
P=_—-=__"""> 5.8
Nr N(N-1) (5:8)

Num grafo aleatério cada né @ possui um determinado niimero de conexoes z;. O ntimero
médio de conexdes por sitio ou a conectividade média (z) da rede, é dada por
1 _P[N(N —1)]

1
= —N =2 p(N-1)~ PN, .
() NN 2 ( ) (5.9)

onde a aproximacao final é valida para N muito grande, ou seja, N — oo.

Erdos e Rényi acreditavam que a conexao entre esses nés era aleatoria, no sentido
de que esses nos se agregavam aleatoriamente, concluindo que todos os nés de uma deter-
minada rede, deveriam ter mais ou menos a mesma quantidade de conexoes ou igualdade
nas chances de receber novas ligagoes, constituindo-se, assim, como redes igualitarias [14].

Logo, quanto mais complexa era a rede analisada, maiores as chances dela ser aleatoria.

Nos dltimos anos, modelos de redes de mundo pequeno [120, 121] e modelos de
redes sem escala [122,123] vém sendo empregados como estruturas que melhor representam
intmeras caracteristicas das redes complexas encontradas. Modelos de redes de mundo
pequeno privilegiam a representacao da distancia média e do coeficiente de agregacao de
redes complexas, enquanto os modelos de redes sem escala enfatizam a representacao da
distribui¢ao de conexoes baseando-se em redes que apresentam crescimento [122], ou seja,
redes em que o numero de elementos, ou nés, cresce com o tempo. Por outro lado, modelos
de rede mundo pequeno, representam adequadamente uma série de redes complexas que
se observam [120], e podem ser construidas a partir de redes regulares, nao requerendo o

crescimento da rede.

O conceito de mundo pequeno refere-se ao fato de que a distancia média entre os
sitios da rede é pequena (semelhante ao encontrado em redes aleatdrias), onde dois sitios
quaisquer, estao separados por uma distancia relativamente pequena, apesar do grande
tamanho das redes e apresenta um alto coeficiente de agregacao (semelhante ao encontrado
em redes regulares). Em geral, associa-se as redes de mundo pequeno um grande nimero

de elementos e um nimero pequeno de conexoes por no.
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Analisando as redes sociais como interdependentes umas das outras, é aceitavel
perceber que todas as pessoas estariam interligadas umas as outras em algum nivel. O
exemplo mais notério do conceito de mundo pequeno é o trabalho da década de 60 do
socidlogo Stanley Milgram [124]. Milgram observou os graus de separagao entre as pessoas
[14,118], entregou uma mensagem a varias pessoas escolhidas aleatoriamente nos Estados
Unidos e determinou que cada mensagem chegasse a um destinatério, também escolhido
aleatoriamente. As pessoas deviam entregar a mensagem a um conhecido que tivesse mais

chances de fazé-la chegar ao destinatario.

Neste trabalho Milgram concluiu que a distancia média entre duas pessoas escolhi-
das aleatoriamente nos Estados Unidos era de seis pessoas, ou seja, em média a mensagem
passava por seis pessoas entre a pessoa inicial e o destinatario. Devido a forma do experi-
mento de Milgram, pode-se dizer que o niimero seis nao é provavelmente um valor preciso.
O experimento certamente contém muitas fontes possiveis de erro. Entretanto, o resultado
geral de que duas pessoas escolhidas aleatoriamente podem ser conectadas por uma cadeia
curta de conhecidos tem sido verificado, sendo bastante aceito e referido como efeito de

mundo pequeno [125].

A partir do experimento de Milgram, Watts e Strogatz [120] descobriram que
as redes sociais apresentavam padroes altamente conectados, tendendo a formar pequenas
quantidades de conexoes entre cada individuo, pois cada um de nés tem conhecidos e
amigos em varios lugares do mundo, que por sua vez, tém outros conhecidos e amigos. Em
grande escala, essas conexoes mostram a existéncia de poucos graus de separagao entre
os individuos no planeta. Além disso, Watts e Strogatz mostraram que bastavam poucas
conexoes entre varios agrupamentos para formar um mundo pequeno numa grande rede,

transformando a prépria rede num grande agrupamento [118].

Watts e Strogatz criaram um modelo semelhante ao de Erdos e Rényi, onde
as conexoes eram estabelecidas entre as pessoas mais proximas e algumas conexoes es-
tabelecidas de modo aleatério entre alguns nos, transformando a rede num mundo pe-
queno [12]. Eles sugeriram uma rede unidimensional com condigdes de contorno periédicas,
como mostra a Figura 5.5, onde ocorre uma reconexao aleatoria, com uma probabilidade
P.
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Figura 5.5: Modelo de mundo pequeno para z = 4 e N = 20. A rede passa de uma estrutura
regular para uma estrutura aleatéria com o aumento da probabilidade P.

Regular

Mundo Pequeno Aleatoria

P=0
FONTE: Adaptada de Watts e Strogatz [120].

Se o valor da probabilidade P for zero, P = 0, a rede nao ganha nenhuma
conexao de longo alcance e permanece como uma rede regular. Se P = 1, as conexoes
de curto alcance sao substituidas por conexoes de longo alcance e a rede aproxima-se de
uma rede aleatoéria. Para 0 < P < 1, tem-se uma fracao P de conexoes de longo alcance
e a estrutura da rede é um meio termo entre uma rede regular e uma rede aleatéria. O
processo de criacao de uma rede de mundo pequeno a partir de uma rede regular nao altera
o numero total de conexodes nem a conectividade média da rede, uma vez que o processo

de religagao altera apenas o sitio final da conexao.

O modelo de Watts-Strogatz pode sofrer variagoes, uma destas variagoes foi pro-
posta por Newman-Watts [46] conforme a Figura 5.6, onde conexdes entre nés escolhidos
aleatoriamente foram adicionados a rede regular sem que as conexoes existentes fossem

retiradas.

Figura 5.6: Rede regular e uma rede Newman-Watts produzida a partir dela.

FONTE: Adaptada de Newman e Watts [46].

No modelo de Newman-Watts [46] nem o ndmero de conexées por né e nem
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o numero total de conexoes permanecem os mesmos na rede original. Deste modo, nao
ocasionam o aparecimento de porc¢oes de rede separadas do restante. No modelo de Watts-
Strogatz é preservado o ntimero de conexoes original da rede, enquanto que no modelo
de Newman-Watts a rede criada apresenta um ntmero maior de conexoes. Para valores
suficientemente pequenos de P e grandes valores de N o modelo de Newman-Watts é

equivalente ao modelo de Watts-Strogatz.

Seguindo o modelo de Newman-Watts, onde conexdes aleatorias sao adicionadas a
rede regular sem que as conexoes existentes fossem retiradas, buscamos verificar a existéncia
de memorias de curta duragao em redes com conexoes regulares e aleatérias [45]. Partimos
de mapas localmente acoplados inserindo na Equacao (5.6) conexdes aleatérias M para

a construcao do modelo, assim

n

2 =2 4 int{K[:c(i“) — 2zl 4 207D 4 M‘“] 1+ An)}, (5.10)

onde o tempo n é discreto (n = 0,1,2,...), i é o indice referente as posi¢oes dos mapas na
rede (i =1,2,..., N), N é o tamanho do sistema, K é o parametro de acoplamento entre os
mapas, = ¢é a varidvel de estado, int(x) uma fungao descontinua que retorna o maior inteiro
igual ou menor do que x e f(x) =z + rz? é o mapa caracteristico de cada sitio com r > 0

controlando a nao-linearidade do sistema.

Para observarmos a formagao de memorias com conexoes aleatérias, utilizaremos

a varigvel de curvatura ¢\ da Equagao (5.7), agora definida pela relacao
i) = [ [xgj“) — 220 4 207D 4 M“)] , (5.11)

onde as conexdes aleatérias M@ sdo dadas por
MO = 3T — 0] 1}, (5.12)

sendo j o indice dos sitios escolhidos aleatoriamente, onde j #i, j #i+1e j#i—1. Os
termos aleatorios ou de conexoes nao-locais sao representados pelos elementos da matriz
conectividade simétrica I;;. Estes elementos da matriz sao 1 e 0, que nos dizem se os sitios
@ e zU) estdo (I;; = 1) ou ndo (I;; = 0) conectados. Para uma rede com N = 10 temos

a seguinte matriz de conexao
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Nesta matriz de conexao os elementos da tltima coluna e da tltima linha sao
sempre nulos porque o sitio i estd conectado apenas com o (n — 1) sitio (pentltimo sitio),
representando assim o sitio que estd na extremidade livre. Os elementos da diagonal
principal da matriz de conexao sao nulos porque o sitio nao se conecta com ele mesmo, e
os elementos da diagonal inferior e superior da matriz sao sempre nulos pois expressam as
conexoes locais e estd matriz de conexao representa as conexoes nao-locais. Esta matriz
de conexao é simétrica onde a conexao que vai do sitio ¢ para o sitio j é a mesma que vai
no sentido contrario, por exemplo, os elementos as; = as3 = 1, significam que os sitios 3 e
5 estao conectados e os elementos ay9 = agy = 0, significam que os sitios 4 e 9 nao estao

conectados.

Como a matriz de conexao ¢é simétrica I;; = Ij, os elementos nao nulos sao
escolhidos aleatoriamente de acordo com uma probabilidade uniforme P, a qual acaba
sendo a relacao entre o nimero de conexoes nao-locais N; e o nimero total de conexoes
Nr = (N? — 3N + 2)/2, excluindo auto-interagoes e as interagoes com os vizinhos mais
proximos. Foi utilizado um gerador de ntimeros aleatérios com probabilidade uniforme o
qual fornece niimeros pseudo-aleatérios, ou seja, 0 < r,, < 1. Na sequéncia é escolhido o
ntumero de atalhos aleatérios IV e obtem-se a posigao (4, j) do primeiro elemento nao-nulo
da matriz, para isso, toma-se que 7 é o niimero inteiro mais préximo menor ou igual a r, Ny
e para o sitio j é usado o mesmo procedimento. No entanto, se 7 = ou 7 &= 1, descarta-se

esta rotina e repete o procedimento até que todos os elementos N; nao nulos da matriz
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sejam escolhidos.

Quando uma rede armazena multiplas memorias permanentes, cada uma delas
caracterizada por um determinado valor para a variavel de curvatura cg), a quantidade
que descreve este efeito é o valor da varidavel de curvatura média da rede ¢y, bem como o
desvio padrao da rede em relacao a média, o;. As médias sao tomadas para toda a rede
e também pelo uso de diferentes configuragoes iniciais da matriz de adjacéncia. Quando
a rede apresenta uma memoria permanente, a variavel de curvatura média c; é igual a
entrada externa A,, sem qualquer desvio, ou seja, o, = 0. Quando miiltiplas memorias

surgem no sistema, a variavel de curvatura média ¢y assume um valor menor que A,, e com

variacao positiva o > 0.

Para a formagao de memorias com conexoes aleatérias e parametro de nao linea-
ridade diferente de zero, utilizamos a varidvel de curvatura média da rede ¢y, para anali-
sarmos se as conexoes exibem uma memoria permanente (¢, = A,,) ou multiplas memérias

(cr < Ay), utilizamos

1 @
L= > o (5.13)

Também analisamos o desvio padrao da rede (o7) em relagdo a média, para verificarmos
se existe ou nao apenas uma memoria. Quando ¢;, = A, nao existem multiplas memoérias

e se o, # 0 teremos a ocorréncia de miltiplas memdrias,

N

o S

J=1

)2 -y (5.14)

A influéncia do tamanho da rede N na variavel de curvatura média da rede ¢y,
dada pela Equacao (5.13) e no desvio padrao da rede oy, expresso pela Equagao (5.14) é
mostrado na Figura 5.7. O valor de ¢, diminui e o, aumenta em relacao a N para valores
fixos de A, K e r para uma probabilidade P pequena [Figuras 5.7(a) e 5.7(c)] e para uma
probabilidade P maior [Figuras 5.7(b) e 5.7(d)], sem diferencas essenciais. Em ambos os
casos, vemos que o aumento no tamanho da rede tem um efeito prejudicial sobre o processo
de formacao da memdria, uma vez que as variaveis curvatura tem pequenos valores com

pequena dispersao, tornando o processo nao viavel para aplicagoes praticas.
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Figura 5.7: Varidvel de curvatura média em fungao do tamanho de rede N para (a) P =0,1 e
(b) P=0,7. (c) e (d) sao os desvios padrao correspondentes a (a) e (b), respectivamente. Outros
parametros sdo A, = 10, K = 0,0l e r = 3,5 x 1077,
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FONTE: O autor.

Podemos também analisar a probabilidade P de termos memoérias com conexoes
aleatdrias indo para o valor da meméria permanente (¢, = A,) em fungao do parametro
de nao linearidade r do sistema. Na regido branca da Figura 5.8(a) para valores de P e
r temos uma memdria permanente (¢, = 10), ndo havendo miltiplas memérias. Quando
r < 3 x 1071% a rede apresenta a formacao de uma memoria permanente em P = 0. Para
r > 3 x 10719 surgem muiltiplas memdrias permanentes (regiao cinza), e inserindo conexoes
aleatérias é possivel obter apenas uma memoria permanente no intervalo 3 x 10719 < r <
4 x 107, Logo com o aumento do parametro de nao-linearidade do sistema r, necessita-
se de um nimero maior de conexoes aleatorias para que a rede apresente uma memoria

permanente.

Na Figura 5.8(b), analisando a probabilidade P de termos memorias com conexoes
aleatérias indo para o valor de memoria permanente em funcao da constante elastica da

mola K, vemos que acima da curva (regido branca) ocorre a formacao de uma memoria
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permanente (¢, = 10) e para valores abaixo da curva (regido cinza) temos a formagcao
de multiplas memorias permanentes. Logo com o aumento da constante de acoplamento
K, necessita-se de um numero menor de conexoes aleatérias para que a rede apresente
apenas uma memoria permanente. Além disso, em ambas as figuras, com o aumento da
probabilidade P existem intervalos para os quais existe apenas uma memoria permanente.
Para o caso limite de P = 1, ocorrem intiimeras ligagoes e a rede nao exibe todas as multiplas
memorias. Deste modo, estas ligacoes inseridas aleatoriamente, agem como inibidores na
formacao das memorias de curta duragao.

Figura 5.8: Plano de parametros para a rede: as regides brancas correspondem somente a uma

meméria permanente e as regides em cinza correspondem a formagao de miltiplas memorias. (a)
P xrcom K = 0,01. (b) P x K com r = 107. Outros parametros sdo A, = 10 e N = 10.

1 1 ‘
(b)
0,75~ 0,75
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FONTE: O autor.
5.3 Memorias em uma rede de osciladores Colpitts
Nesta se¢ao, estudaremos a formacao de memoérias de curta duracao em osciladores

Colpitts [26], o qual ja foi discutido no capitulo 3 e com mais detalhes na se¢ao 3.2. Uma

rede de osciladores Colpitts sao descritos por uma cadeia de osciladores acoplados, conforme
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a Tabela 2.1, apresentam espago discreto, tempo e variavel de estado continuas, uma vez
que cada equacao diferencial é dita como uma posicao do sistema. Nas secoes anteriores
5.1 e 5.2 a formacao de memorias ocorreu através de redes de mapas acoplados, que sao
modelos mais simples em comparagao com os modelos gerados por equagoes diferenciais,
pois em redes de mapas acoplados o tempo é discreto. Comecaremos pelo estudo de N
osciladores Colpitts acoplados através de fios com resisténcia varidvel R*. Analisaremos
a formacao dos padroes de memorias neste sistema e o comportamento dos padroes de

memorias com o tamanho da rede.

Do mesmo modo que foi feito na segao 3.2, para o conjunto de Equacgoes (3.11) para
um unico oscilador Colpitts, obtemos as equacoes de estado para N osciladores Colpitts

acoplados, da forma:

(da)) g CNIRG
def) g @y 4 ) »
i = orl( = arn(al)) + o] + A + Ve, (5.15)

dzl’ QK —k), @ @ 1
B i N bt

onde i é o indice referente aos osciladores na rede (1 = 1,2,...,N), N é a quantidade de

. i (i i)~ o . L , .
osciladores, :pg), xé) e xg) sao as variaveis de estado adimensionais, V., é a perturbagao

externa constante, ¢g* é o ganho da malha, ) é o fator de qualidade de ressonancia da
rede, k é o divisor de tensao capacitivo, ap é o ganho de corrente do transistor numa
configuragdo base comum (CB), n() é a fungao caracteristica nao-linear que fornece os
pontos de conducao do resistor nao-linear Ry da forma n(a:g)) = @) 1, € é a constante
de acoplamento entre os circuitos dada pela Equagao (4.1) e A® é o termo de acoplamento

unidirecional expresso por
AD = 37 (@) + 2P 1), (5.16)
jeI(id)
onde 1) é o conjunto de circuitos j conectados com os circuitos 4. O circuito i tem as
conexoes com o circuito da esquerda ¢ — 1, com o circuito da direita ¢ + 1 e com conexoes

aleatorias com circuitos j escolhidos aleatoriamente, onde j # i, j#i+1ej#i—1. Os
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termos aleatérios ou de conexoes nao-locais sao representados pelos elementos da matriz
de conexdes nao simétricas 7). Estes elementos da matriz sdo 1 ou 0, que nos dizem se
os osciladores y@ e yU) estdao (I%V) = 1) ou ndo (I¥) = 0) conectados. Do mesmo modo
que foi feito na secdao 5.2, os elementos nao-nulos da matriz de conexao sao escolhidos
aleatoriamente de acordo com uma probabilidade uniforme P, a qual acaba sendo a relacao
entre o ntiimero de conexdes nao-locais N7 e o niimero total de conexoes Ny = (N?—3N+2),

como o acoplamento é unidirecional elimina-se a divisao por 2 do niimero total de conexdes.

Como foi feito nos trabalhos de Coppersmith, et. al [44] e Batista, et. al [114]
numa rede de mapas acoplados, para observarmos a formacao das memérias utilizando o
modelo a tempo continuo dado pela Equagao (5.15), utilizaremos a varidvel de curvatura

c(t), a qual descreve a dinamica dos osciladores Colpitts, da forma

O(t) = a0 (1) — 220 4 20Dy, (5.17)

max max max

fornecendo o médulo da diferenca entre os méaximos valores dos primeiros vizinhos e ., €
definido como o maximo local, de modo que, f (Tmax) = 0. A formacdo da memoria ocorre
quando a variavel de curvatura apresenta um valor constante. Na Figura 5.9 calculamos a
variavel de curvatura para uma rede com 500 osciladores Colpitts acoplados.

Figura 5.9: c(i)(t) x t, com 500 osciladores Colpitts, Vo = 0, ¢ = 0, @ = 1,77, £k = 0,5,
ap =0,996 e g* = 2,0.

¢

0,5
t(10)

FONTE: O autor.
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Podemos observar a formacao das memorias dos osciladores Colpitts em funcao
do tempo t, passado um certo transiente o valor de c® (t) se torna constante, uma vez que
a perturbacao externa e a constante de acoplamento sao nulas. O resultado é o mesmo
quando nao temos conexoes nao-locais e quando adicionamos conexoes nao-locais, de modo
que 0 < N; < 50, devido ao fato que ¢ = 0. Os circuitos estao desacoplados ¢ = 0 e a
varidvel de curvatura é diferente de zero ¢ > 0. Isto ocorre porque as amplitudes de

oscilacao de y sdo diferentes, devido as condicoes iniciais serem diferentes.

Quando considera-se a perturbacao externa V,,; igual a 0,1 e a constante de
acoplamento ¢ igual a 0,05 verifica-se oscilacoes nos valores da resposta das memorias,
de modo que a varidvel de curvatura ¢ (t) oscila com o passar do tempo ¢, conforme
a Figura 5.10. Mantendo nula a perturbacao externa V,,; e aumentando a constante de
acoplamento € sem adicionar conexoes nao-locais ao sistema, o tempo t para formacao da
memoéria (¢ (t) = constante) diminui. Quando a constante de acoplamento ¢ é nula e
perturbacgao externa V,,; é aumentada, novamente sem adicionarmos conexoes nao-locais

ao sistema, o tempo ¢ para formacao da meméria e a varidvel de curvatura ¢ (¢) diminuem.

Figura 5.10: c(i)(t) x t, com 10 osciladores Colpitts, Vez: = 0,1 e e = 0,05.

c(t)

FONTE: O autor.

Na Figura 5.11, aumentando o niimero de conexoes nao-locais no sistema e con-
sequentemente aumentando o tamanho da rede, utilizamos a perturbacao externa como

sendo V.,; = 0,1 e a constante de acoplamento igual a ¢ = 0,1. Na Figura 5.11(a) temos
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N =10 e 1 conexao nao-local, na Figura 5.11(b) N = 100 e 10 conexdes nao-locais, na
Figura 5.11(c) N = 150 e 15 conexodes nao-locais e na Figura 5.11(d) N = 200 com 20
conexoes nao-locais, sendo que em todos os casos o numero de conexoes nao-locais é dez
por cento do tamanho da rede. Conforme o tamanho da rede é aumentado o valor da média
das memérias ¢ (¢) diminui com o passar do tempo t.

Figura 5.11: ¢® () x t com e = 0,1 e Vo = 0,1: (a) N = 10, (b) N = 100, (c) N = 150 e (d)
N = 200.
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FONTE: O autor.

Na Figura 5.12 analisamos quando o tamanho N da rede aumenta a variavel de

curvatura média da rede c¢;, dada pela equacao

N
1 .
L= JEZI (1), (5.18)

e o desvio padrao da rede oy, em relacao a média, da forma

op, = %Z[C@(t)}z —c. (5.19)
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Utilizamos a Equacao (5.18) para calcular a varidvel de curvatura média da rede
cr, na Figura 5.12(a) e a Equagao (5.19) para obter o desvio padrao da rede oy, em relagao
a média na Figura 5.12(b),

Figura 5.12: (a) ¢p xt e (b) op xt. € =0,1, Vggy = 0,1, curva preta N = 10, curva vermelha
N =100, curva verde N = 150 e curva azul N = 200.

12 T 1 T I T I T I T

(_)_' i

T )]

3 4 5

! | ! |
OO 1 2

t(10)

FONTE: O autor.

Quando a rede apresenta uma memoria permanente, a variavel de curvatura média
cr, éigual a entrada externa e nao ocorre desvio o7, = 0. Aumentando o tamanho N da rede,
o sistema continua apresentando multiplas memorias, uma vez que o desvio padrao apre-
senta um valor positivo, oy > 0. Conforme o tempo ¢ vai aumentando multiplas memérias
surgem no sistema, pois a variavel de curvatura média da rede ¢y e o desvio padrao oy,
diminuem com o aumento da rede e os circuitos acoplados passam a apresentar menos
memorias porque alguns circuitos passam a oscilar com valores de amplitudes bem préxi-
mas, ou seja, de forma quase sincronizada. O valor do desvio padrao oy vai decrescendo

conforme o tamanho da rede aumenta, ou seja, oY =10 > V=100 5 FN=150 ~ 5 N=200,
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6 Conclusoes

O oscilador Colpitts tem um rico comportamento dinamico quando os parametros
do sistema sao variados. Os comportamentos complexos estao relacionados a cascata de
Feigenbaum no diagrama de bifurcagoes. A analise das bifurcacoes através dos expoentes
de Lyapunov pode ser utilizada como uma ferramenta para verificar o comportamento
caotico. Quando um dos expoente de Lyapunov é positivo temos o oscilador Colpitts

exibindo comportamente cadtico, que é o caso que estudamos.

Ao acoplarmos os osciladores Colpitts numa configuragao mestre-escravo, verifi-
camos alguns aspectos da sincronizacao caotica. Obteve-se um conjunto de parametros
que podem conduzir os circuitos acoplados a um estado de sincronizagao completa ou nao
sincronizacao. Verificou-se a existéncia de transientes superpersistentes. Este transiente
esta localizado na fronteira dos dominios sincronizados no espaco de parametros do ganho

da malha g* versus a constante de acoplamento e.

Ao inserir um ruido no canal de conexao entre o circuito mestre e o circuito es-
cravo, verificou-se que o ruido age sobre o sistema de modo que a sincronizacao entre ambos
pode ser obtida aumentando-se o valor da constante de acoplamento . Além disso, os tran-
sientes se tornam mais longos e caso o sistema tenha uma dependéncia exponencial entre a
duracao média do transiente com relacao a distancia ao ponto critico fica caracterizado o
transiente superpersistente. Deste modo, estes resultados permitem prever que existe um
conjunto de parametros nos osciladores Colpitts acoplados, para observar os transientes
superpersistentes que podem ser usados em experiéncias de laboratério. Os transientes
persistentes descritos sao semelhantes aos observados em sistemas dissipativos, e devem

estar relacionados com a sela caodtica dos sistemas acoplados.

Os sistemas dinamicos com muitos graus de liberdade, quando submetidos a uma
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perturbacao externa, armazenam a informagao por um certo transiente de tempo e po-
dem devolvé-la novamente ao sistema, caracterizando assim uma memoria de informacgao.
Essa possibilidade foi explorada por Coppersmith, et. al [44] para explicar a formagao
de padroes de memorias em amostras do cristal trisseleneto de nidobio NbSes, onde neste
caso a memoria se manifestou como a sincronizagao da resposta quando pulsos elétricos

periédicos foram aplicados.

As memoérias de curta duracao ecoam o sinal da perturbacgao periddica externa
enquanto ela ainda é aplicada no sistema. As memorias sao recuperadas através do calculo
da variavel de curvatura. Para uma sequéncia peridédica de pulsos de amplitude A,,, obser-
vamos que o tempo transiente para obtencao da memoéria permanente do sistema depende
de certos parametros da rede de mapas acoplados. Para um parametro de nao linearidade
nulo (r = 0), o sistema exibe a formagao de memdrias ou padroes permanentes com o
passar do tempo. Uma forma de alterarmos os padroes destas memérias é aumentarmos o
forgamento externo exercido sobre o sistema e a insergao de um termo nao-linear (r > 0),

gerando assim a formagao de multiplas memorias permanentes.

A presenca do termo nao-linear na funcao que descreve o mapa modifica os valores
das memorias finais, ocasionando o surgimento das memorias intermediarias devido ao fato
que as variaveis de estado sincronizam em amplitude. Os sitios que sincronizam apresentam
o valor da variavel de curvatura nula, pois o valor da variavel de curvatura esta relacionado
com a diferenca entre os valores das variaveis de estado. A diminuicao no valor final das
variaveis de curvatura acarreta uma diminuicao no tempo transiente devido a reducao
no numero de iteragoes para que os sitios atinjam a memoria permanente. Logo, este
termo nao-linear é importante, pois nesse sistema podemos armazenar informagoes mais
complexas para aplicagoes em codificacao de mensagens ou matrizes graficas, devido a

formacao das multiplas memorias.

Na sequéncia exploramos alguns aspectos da dinamica espago-temporal exibido
pela rede de mapas acoplados na formagao de memoérias em rede do tipo mundo pequeno
com conexoes aleatorias nao-locais obtidas a partir do processo de Newman-Watts, usando
uma matriz de conexao com entradas escolhidas aleatoriamente com uma dada probabili-
dade uniforme P, afim de simular redes com um ntumero variavel de conexoes por sitio e

analisar a probabilidade de termos ou nao multiplas memorias em funcao dos parametros
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da rede.

Com uma nao linearidade baixa no mapa ocorre o aparecimento de multiplas
memoérias. Neste caso estudamos a variavel de curvatura média ¢y, e o desvio padrao oy, em
relagao a média, e em ambos os casos, o aumento no tamanho da rede prejudica o processo
de formagao das memérias, pois os valores das variaveis de curvatura tem pouca dispersao.
Obtivemos valores dos parametros de nao linearidade r e de acoplamento K que exibem

ou nao multiplas memoérias em funcao da probabilidade das conexoes aleatérias nao-locais.

Deste modo, a existéncia de uma nao linearidade é desejavel embora nao seja uma
condicao suficiente para o armazenamento de multiplas memorias. No entanto, a presenca
de conexoes aleatérias acaba inibindo este efeito, uma vez que a fracao dos parametros
para os quais existem multiplas memorias diminuem com o aumento da probabilidade de
conexoes aleatdrias. Os melhores resultados para a formagao da meméria sao obtidos com
redes relativamente pequenas (N < 50), em comparacao com as grandes redes. Isso torna
as redes com conexoes regulares e aleatdrias atraentes, pois sao necessarias no armazena-
mento de pixels em matrizes graficas e podem ser utilizadas, por exemplo, na compressao

e armazenamento de imagens.

Além de verificarmos a formacao de memoérias de curta duracao numa rede de
mapas acoplados, estudamos a formagao de memérias numa rede de osciladores Colpitts
acoplados através de fios com resisténcia variavel. O sistema apresenta a formagao de
meméria permanente e, com uma pequena perturbacao externa e uma pequena constante
de acoplamento, verifica-se oscilagoes nos valores da resposta das memorias com o passar
do tempo. Quando a perturbacao externa é nula e o valor da constante de acoplamento
¢ aumentada, ou quando aumentamos o valor da perturbacao externa e deixamos nula
a constante de acoplamento, verifica-se em ambos os casos, sem adicionarmos conexoes

nao-locais, que o tempo para a formacao da memoria diminui.

Inserindo conexoes aleatérias nao-locais no sistema, juntamente com uma per-
turbacao externa, verificamos a dependéncia da formacao da memoéria permanente com o
tamanho da rede, ou melhor, com a quantidade de osciladores Colpitts acoplados. Aumen-
tando o tamanho da rede, consequentemente aumenta-se o niimero de conexoes nao-locais

que serao inseridas, os valores da variavel de curvatura diminuem com o passar do tempo.
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Como o desvio padrao nao é nulo fica evidenciado que multiplas memérias surgem no
sistema e conforme o tamanho da rede aumenta os circuitos acoplados apresentam uma

quantidade menor de memoéria armazenada.

Como trabalho futuro pretende-se estudar circuitos elétricos de Colpitts acopla-
dos aplicando o conceito de reservatério. Estudos recentes [126] mostram que ao invés de
termos um sistema complexo com N circuitos acoplados, podemos utilizar um reservatorio
de informagoes [126—128]. Para isso, sao inseridas nas equagoes diferenciais que compoe
os circuitos elétricos um atraso. Esta nova arquitetura reduz o nimero da quantidade de
elementos e circuitos para um sistema com equagoes diferenciais com atraso mostrando-se
eficiente no processamento da informacgao [126]. Tarefas que sdo consideradas computa-
cionalmente dificeis, tais como previsao de tempo, séries cadticas, reconhecimento da fala,

entre outros, sao realizadas com sucesso através do uso do reservatorio “reservoir”.

Outro trabalho futuro é o desenvolvimento experimental de osciladores Colpitts
acoplados para estudar o transiente nas simulagoes computacionais, bem como, implemen-

tar experimentalmente a formagao de memérias.
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